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INTRODUCTION

Le théme général de cette thése est le rapport entre les périodes de certaines
variétés algébriques et les valeurs spéciales de la fonction gamma. Un exemple
historiquement important de ce phénomeéne est la formule d’Euler

b e “1,, _ T(@)I()
/0 t (1 — )b dt = @10

qui permet, par exemple, de calculer la longueur de la lemniscate :

/1 dt T3
0o VI—tt 421

Une période est l'intégrale d’'une forme différentielle algébrique sur un cycle
topologique. Du point de vue moderne, les périodes apparaissent comme des
coefficients de I'isomorphisme de comparaison entre la cohomologie de de Rham
algébrique et la cohomologie de Betti d’une variété algébrique définie sur un
corps de nombres. On peut ainsi interpréter les intégrales ci-dessus comme des
périodes d’'une courbe de Fermat et d’une courbe elliptique & multiplication
complexe par Q(i) respectivement.

Il ne s’agit pas d'un exemple isolé : la formule de Lerch-Chowla-Selberg
exprime la « partie transcendante » des périodes d’une courbe elliptique a
multiplication complexe par un corps quadratique imaginaire de discriminant
—d comme produit des valeurs de la fonction gamma en des nombres rationnels
de dénominateur d. Les premiéres démonstrations de ce résultat (da & Lerch a la
fin du XIXe siecle |[Ler97] et rédecouvert par Chowla et Selberg [CS67]) furent
de nature analytique, basées pour l'essentiel sur la premiére formule limite de
Kronecker. A la fin des années 70, Gross en donna une preuve géométrique : en
se placant sur une variété de Shimura convenable, le calcul se réduit & celui des
périodes d’un facteur simple de la jacobienne d’une courbe de Fermat, calcul
qui peut étre réalisé explicitement grace a I’action des racines de l'unité. Ceci
le mena a conjecturer, avec Deligne, que les périodes des structures de Hodge
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géométriques, ayant multiplication complexe par un corps de nombres abélien,
sont des produits de valeurs de la fonction gamma en des nombres rationnels,
avec des exposants déterminés par les nombres de Hodge |Gr78, p. 205].

Les variétés projectives et lisses, munies d’automorphismes d’ordre fini,
fournissent une famille d’exemples de ces structures. Examinons plus en détail
I'énoncé de la conjecture dans ce cas particulier (cf. section 1.4 pour ’énoncé
général). Soit X une variété projective et lisse définie sur Q et supposons qu’elle
soit munie d’'un automorphisme g d’ordre d > 1. Fixons une racine primitive
d-ieme de I'unité &. Pour chaque u € (Z/d)*, notons HEL(X), et HE(X).,
les sous-espaces de la cohomologie de de Rham algébrique H gR(X /Q) et de la
cohomologie de Betti H*(X(C),Q(uq)) ot g* agit par multiplication par &+ (1.
Par fonctorialité, I'isomorphisme des périodes de Grothendieck (cf. section 1.1)
se restreint en des isomorphismes

Pt HE (X)), ®gC — HE(X)u D) C-

Notons P, (detqy,,) H*(X)) € C*/Q" le déterminant d’une matrice de p¥ par
rapport & des bases quelconques de HYp(X), sur Q et de HE(X), sur Q(uq).

Conjecture (Gross-Deligne). — L’égalité

) E(2)
Py(detg H*(X) = J[ T (1 - y>

a€Z/d

est vraie dans CX/@X pour nimporte quelle fonction € : Z/d — Q telle que

LY ey = Y phha(X)

a€Z/d pt+g=k

pour tout u € (Z/d)*. Ici, le symbole (-) désigne le répresentant entre 0 et d—1
d’un élément dans Z/d et hiy?!(X) := dime HP4(X),, avec HP(X),, le sous-
espace du facteur HP(X) dans la décomposition de Hodge de H*(X(C),C) ou
g agit par multiplication par £*.

Lorsque X est une variété abélienne et k = 1, la conjecture de Gross-Deligne
résulte des travaux de Gross [Gr78| et Anderson [And82|, précisés ensuite
par Colmez [Col93|. En dehors des variétés abéliennes, le seul progrés dans la
direction de la conjecture est di a Maillot et Rossler [MRO04|. En s’appuyant
sur une formule de type Lefschetz en géométrie d’Arakelov, ils ont réussi a
démontrer en 2004 le résultat suivant :

1. Si g* n’a pas ordre exactement d, alors ces sous-espaces sont nuls pour tout v € (Z/d)*
et les énoncés qui suivent sont vides.
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Théoréeme (Maillot-Rossler). — Si d est premier, [’égalité
2dim X . - (@) ()
[T 1Pu(det. B (X)) =J]r <1 - d)
k=0 a€Z/d

est vraie dans R* /(R* N @*) quelle que soit la fonction v : Z/d — Q telle que

2dim X

53 @ = Y0 (<0F YD prex)

acZ/d k=0 pto=k

pour tout u € (Z/d)*.

Dans leur travail, les périodes apparaissent comme des facteurs de compa-
raison entre la métrique L? et la métrique de Hodge sur le complexe de de
Rham, et les valeurs spéciales de la fonction gamma sont liées aux dérivées
de la fonction zéta de Lerch, qui interviennent dans les classes caractéristiques
“arithmétiques” corrigeant le défaut de commutativité du caractére de Chern
arithmétique équivariant [KRO1]. Faute d’une théorie de l'intersection arith-
métique & valeurs complexes, ces techniques permettent seulement de calculer
les modules des périodes.

Dans cette thése, je propose une nouvelle approche a la conjecture de Gross-
Deligne, dont I'ingrédient essentiel est une formule du produit pour les périodes
des fibrés & connexion plats due & Saito et Terasoma [ST97|. Dans ce travail,
il s’agit de comparer 'hypercohomologie du complexe défini par une connexion
intégrable & singularités réguliéres et la cohomologie & valeurs dans le systéme
local de ses sections horizontales, que ’on suppose muni d’une structure ra-
tionnelle. D’aprés le théoréme de Saito et Terasoma, le produit alterné des
déterminants de ces isomorphismes est donné par une puissance de 27i (dé-
pendant uniquement de la variété topologique sous-jacente), multiplié par un
produit des valeurs de la fonction gamma calculées en les valeurs propres des
résidus de la connexion, multiplié par ’accouplement du déterminant de la
connexion avec un cycle canonique (cf. section 2.4). Lorsque la connexion est
de type Gauss-Manin, ces valeurs propres sont des nombres rationnels et 1’ac-
couplement ne contribue pas a la partie transcendante des périodes. Grace a
ce résultat, j’ai pu démontrer :

Théoréeme principal. — L’égalité

2 dim X . (a)\ "
[T PuldetoqH (X)) = ] F(l—u>

k=0 a€Z/d

£l
~—
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est vraie dans (CX/@X pour toute fonction vy : Z/d — Q satisfaisant a

2n

53 @) an) = S0 S phne(x)

a€Z/d k=0 pt+q=k

pour tout u € (Z/d)*.

Etant donnée une variété projective et lisse X, avec un automorphisme
d’ordre fini, la stratégie pour démontrer ce théoréme consiste grosso modo
a appliquer la formule de Saito et Terasoma aux composantes isotypiques de
la connexion de Gauss-Manin associée & la projection vers le quotient par
I’automorphisme. Le théoréme de Hirzebruch-Riemann-Roch permet ensuite
de relier les exposants des valeurs gamma aux nombres de Hodge. Ceci donne
le résultat voulu lorsque X est de dimension un, mais en général on se heurte a
la difficulté que la base est singuliére, et donc le théoréme de Saito et Terasoma
ne peut pas étre utilisé directement. Pour la résoudre, on calcule d’abord
les périodes des revétements cycliques dans un contexte plus général et on
construit ensuite des éclatements équivariants qui, tout en ne changeant pas
les périodes, permettent de réduire le calcul aux cas déja traités.

En plus de fournir une nouvelle preuve du théoréme de Maillot et Ross-
ler, ces techniques permettent de le raffiner en deux sens : on considére (la
classe du) nombre complexe P, (detgy,,)H (X)) et non seulement son module
|Pu(detQ(#d)Hk(X)| et on n’a plus besoin de supposer que l'ordre de l'au-
tomorphisme est premier. Par contre, il reste le défi de séparer les périodes
provenant des différents degrés dans le produit alterné, et d’étendre nos ré-
sultats aux structures de Hodge & multiplication complexe plus générales que
celles définies par la cohomologie d’une variété munie d’'un automorphisme. De
nouvelles idées semblent nécessaires pour aborder ces questions.

Voici une bréve description des différents chapitres de ce mémoire.

Le premier chapitre s’ouvre par des rappels sur 'isomorphisme des périodes
(a coefficients constants). Au numéro 1.2, on utilise le théoréme de Lefschetz
difficile pour calculer le déterminant de cet isomorphisme en chaque degré
lorsque la variété est projective et lisse : c¢’est essentiellement une puissance de
2mi. On discute ensuite quelques aspects de la formule de Lerch-Chowla-Selberg
(§1.3). Au numéros 1.4 et 1.5, on donne l'énoncé de la conjecture de Gross-
Deligne : d’abord en toute généralité, puis dans le cas particulier concernant
les variétés avec automorphismes d’ordre fini.

Le deuxiéme chapitre contient le calcul du produit alterné des déterminants
des périodes dans le cas quasi-projectif : grace a la théorie de Hodge mixte,
rappelée briévement au début, on voit que c’est encore une puissance de 2.



INTRODUCTION 13

Des calculs de classes de Chern permettent d’exprimer, au numéro 2.4, ’expo-
sant en termes des nombres de Hodge mixtes. Le reste du chapitre est consacré
au théoréme de Saito et Terasoma : aprés avoir rappelé comment associer des
périodes & des connexions & singularités réguliéres dont le systéme local des
sections horizontales est muni d’une structure rationnelle, on introduit le fac-
teur gamma et le cycle canonique et on énonce le théoréme. Au numéro 2.5.2,
on étudie l'algébricité d’un des termes intervenant dans la formule de Saito et
Terasoma ; ce petit complément a l'article [ST97] est important pour la suite.

Les résultats principaux de ce mémoire se trouvent dans le troisiéme cha-
pitre. Le paragraphe 3.1 développe, suivant [EV92]|, les préliminaires néces-
saires sur les revétements cycliques construits a partir de la donnée d’un di-
viseur & croisements normaux D sur une variété projective et lisse X, d'un
faisceau inversible £ sur X et d’un entier d > 2 tel que £¢ posséde une sec-
tion globale dont D est le schéma des zéros. Au numéro suivant, on applique
le théoréme de Saito et Terasoma et les résultats du deuxiéme chapitre pour
démontrer la version alternée de la conjecture de Gross-Deligne pour ces re-
vétements ; on donne ensuite une variante a support compact de ce résultat.
Dans la section 3.3, on montre comment en déduire le théoréme principal. On
conclut en discutant I’exemple d’une hypersurface et de la variété de Fano des
droites dans une cubique de dimension 4.






NOTATIONS ET CONVENTIONS

Tout au long de ce texte, Q désigne la cloture algébrique de Q dans C. Un
corps de nombres est un sous-corps de Q de dimension finie sur Q; tous les
corps de nombres sont donc plongés dans C. On dira qu’'un corps de nombres
F est abélien si Pextension F'/Q est galoisienne de groupe de Galois abélien.

Une variété sur un corps k est un schéma séparé et géométriquement intégre
de type fini sur k. Le groupe des cycles algébriques de codimension p sur
une variété lisse X sera noté ZP(X) et le quotient de celui-ci par la relation
d’équivalence rationnelle CH?(X) : c’est le groupe de Chow. Pour tout entier
r > 0, on posera

CH¥"(X) = HCHP(X), CH™"(X) =P CH(X).

p<r p>r

Soit X une variété projective et lisse sur un corps k, de dimension n. Si F

est un faisceau cohérent sur X, on écrira h?(X,F) pour dimy H?(X,F) et
n
X(X,F) =) (~1)Th(X, F).
q=0

On utilisera librement la théorie des classes de Chern et le théoréme de
Hirzebruch-Riemann-Roch, pour lesquels on se référe, par exemple, a [Ful97|
dont nous reprenons les notations (2. Rappelons I'énoncé de ce théoréme pour
la commodité du lecteur :

Théoréeme (Hirzebruch-Riemann-Roch). — Soit £ un faisceau localement
libre sur X. Alors :

X(X, &) = /X ch(ENtd(TX).

2. En particulier, [, : CH*(X) — Z désigne 'application degré sur CH" (X)) et zéro sur
le reste de composantes.
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Si L est un faisceau inversible sur une variété X, on notera £ la puissance
tensorielle L™ avec les conventions usuelles £° = Oy et L™ = (L£L*)®—™
lorsque m est négatif.

Le symbole [-] désigne la partie entiére d’'un nombre réel. Fixons un entier
d > 2. Etant donné un élément x dans Z ou dans Z/d, on notera (x) le seul
nombre entier tel que 0 < (x) < d—1 et que x = () mod d.

Si K C C est un corps et a,b € C, la notation a ~gx b signifie que a et b
ne sont pas nuls et que a/b € K*.

Etant donnés un diviseur D = > a;D;, avec D; intégres et deux a deux
distincts, et un nombre rationnel r, on notera [rD] la « partie entiére » du
Q-diviseur rD, définie comme

[rD] = [rai]D;.

Si £ est un Ox-module et D est un diviseur sur X, le produit tensoriel
€ ® Ox (D) sera souvent abrégé en £(D).



CHAPITRE 1

PERIODES DES STRUCTURES DE HODGE A
MULTIPLICATION COMPLEXE

1.1. L’isomorphisme des périodes

1.1.1. Cohomologie de de Rham algébrique. — Soit X une variété lisse
sur un corps k de caractéristique zéro. Les puissances extérieures successives du
faisceau des différentielles de Kéahler Qﬁ( Ik munies de la différentielle extérieure,
forment un complexe de faisceaux pour la topologie de Zariski (le complexe de
de Rham algébrique) :

. d d d

Définition 1.1. — La cohomologie de de Rham algébrique est I’hypercohomo-
logie de ce complexe :

H)p(X/k) = H (X, Q% 3)-

Elle est reliée aux groupes de cohomologie de Hodge H?(X, Q’;(/k) par la
premiére suite spectrale d’hypercohomologie
) +
(1) Efq:Hq(X,Q’)’(/k) = HY (X/E).
La cohomologie de de Rham algébrique est compatible aux extensions de
corps : si k' est une extension de k et si Xp = X Xgpec 1 Spec k' désigne la

variété déduite de X par extension des scalaires, on dispose d’un isomorphisme
canonique

I, Hig(X/k) @ K Hjp(Xp /K.
En particulier, lorsque k est un sous-corps de C, les groupes HéR(XC /C) et

HéR(X/k:) ®y, C sont canoniquement identifiés.
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1.1.2. Cohomologie de de Rham analytique. — Supposons maintenant
k = C. Soit X?" la variété analytique complexe associée 4 X, dont ’espace
topologique sous-jacent est X (C) muni de la topologie usuelle. A l'aide de
la description locale des différentielles de Kéhler, on voit que l'analytifié de
Qg( IC est le faisceau des différentielles holomorphes Q%..,. On obtient ainsi le
complexe de de Rham analytique

° . d 1 d 2 d
Xan - 0_> O_Xan —>QXan/k —>QXa“/k —)

et 'opération « d’analytification » détermine une application C-linéaire cano-
nique entre les cohomologies de de Rham algébrique et analytique

(2) H) o (X/C) — H (X, Q%an).

Théoréeme 1.1 (Grothendieck, |[Gro66|). — La fleche (2) est un isomor-
phisme.

1.1.3. Cohomologie de Betti. — Considérons maintenant la cohomologie
de X?" & valeurs dans le faisceau constant Qxan, dite cohomologie de Betti :

HL(X) := H (X, Qxan).

Au contraire de la cohomologie de de Rham, la cohomologie de Betti est, par
définition méme, de nature purement topologique; on peut aussi la calculer a
I'aide du complexe des cochaines singuliéres sur X (C).

La cohomologie de Betti & coefficients complexes
H},(X)®q C

s’identifie canoniquement & la cohomologie H7(X® Cyan) de X3 & valeurs
dans le faisceau constant Cxan. De plus, 'inclusion de Cxan dans O xan induit,
grace au lemme de Poincaré analytique, un quasi-isomorphisme Cxan — Q2%-an
de complexes de faisceaux sur X", donc un isomorphisme

(3) HI(X™ Cxan) — H/ (X Q%an).
En composant (2) avec l'inverse de (3) on obtient un isomorphisme canonique

W 1 Hp(X/C) =5 HI(X™, Cxan) = H}(X) 2g C.

1.1.4. L’isomorphisme des périodes. — Revenons au cas ou la variété
X est définie sur un sous-corps k de C. Alors 'espace vectoriel complexe
HI(X®™ Cxan) est muni de deux structures rationnelles : la Q-forme H%(X)
et la k-forme H’,(X/k) induite par I'isomorphisme p/ := 97 o Ié/k. Ces deux
structures ne sont pas compatibles en général : c’est précisément la comparaison
entre les deux qui produit des « périodes ».
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Corollaire 1.1 (Grothendieck, [Gro66|). — Soit X une variété lisse sur
un sous-corps k de C. Il existe un isomorphisme canonique

P H)p(X/k) @ C 5 HL(X) ®g C.

Ce résultat entraine, en particulier, que les espaces vectoriels H g r(X/E) sont
de dimension finie. Lorsque X est propre, on aurait pu le démontrer directe-
ment par le biais de la suite spectrale (1) car tous les termes initiaux sont de
dimension finie d’aprés le théoréme de finitude pour la cohomologie cohérente.
Par ailleurs, dans ce cas le théoréme 1.1 est lui méme une conséquence simple
du théoréeme GAGA de Serre (étendu au cas propre par Grothendieck). En
effet, la cohomologie de de Rham analytique se calcule par la suite spectrale

DT = HO(X™, 08,) = HPF9(X™, Q)
dont les termes initiaux satisfont a

HI(X, Q) 5 HI(X™, O,

d’aprés GAGA. Puisque la formation des deux suites spectrales est compatible
au foncteur d’analytification, leurs aboutissements sont isomorphes :

H)p(X/C) = H(X™, Q%an).
1.1.5. La décomposition de Hodge. — La cohomologie de Betti est munie
d’une structure additionnelle : la filtration croissante
FPH*(X C)

induite par la suite spectrale (1) et l'isomorphisme de comparaison sur le
complexifié Hg(X) ®q C. D’aprés la théorie de Hodge, si X est projective,
cette suite spectrale dégénére en E;. Posant H?? = FP N F? on F désigne la
filtration complexe conjuguée, on obtient une bigraduation

(4) H*(X™,C)= @ H"
pt+q=k

satisfaisant & la « symétrie de Hodge » HP4 = HTP.
1.1.6. Un exemple. — Soit £ C Pi la courbe elliptique d’équation affine
y? =423 —ax —b.

Les classes des différentielles

forment une base de Hlr(E/k) et engendrent HO(E, QL) et HY(E,OF) res-
pectivement. Prenons une base orientée {v1,v2} de H;(E?*",Q), le premier
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groupe d’homologie d’un tore complexe. La matrice des périodes par rapport
a {w1,ws} et la base duale de {1,772} est :

< n @l Ja w1>

! w2 f’Yz w2 ‘

Une relation classique, due & Legendre, affirme que le déterminant de cette
matrice vaut 27i [Cha85, Thm. 2, p. 50].

1.2. Le déterminant des périodes

Le but de cette section est de généraliser la relation de Legendre aux variétés
projectives lisses. Notons

[det H7(X)] € C* k>

la classe du déterminant de la matrice de I'isomorphisme des périodes par
rapport & des bases de H),(X/k) et de Hj(X) (sur k et Q respectivement).

Proposition 1.1. — Soit X une variété projective et lisse sur un corps k de
caractéristique zéro. L’égalité suivante est vraie dans C* /k* :

[det H7(X))? = (2mi)? dim H(0),

Cette proposition est certes connue des experts, mais je n’ai pas trouvé de
preuve dans la littérature ni méme d’énoncé avec 'exposant explicite (1.

Remarque 1.1. — Le nombre jdim HI(X) est toujours pair car, pour j im-
pair, dim H? (X)) est pair grice a la symétrie de la décomposition (4).

1.2.1. Préliminaires. — La preuve de la proposition 1.1 repose sur le théo-
réme de Lefschetz difficile. Dans la suite, H?(X) sans indice désigne soit la
cohomologie de de Rham algébrique soit la cohomologie de Betti. Rappelons
que l'on dispose d’une application « classe de cycles »

cl: ZP(X) — H?(X).

On n’aura a en faire usage que pour p = 1, auquel cas la classe d’un diviseur
peut étre définie comme la premiére classe de Chern du faisceau inversible
associé. En cohomologie de Betti, elle est donnée par le morphisme connectant

P HY (X O%an) — HA*(X™,Z)
dans la suite exacte longue induite par la suite exacte exponentielle

exp(2mi-)

0 —7Z — Oxan O%an — 0.

1. Par exemple, pour X projective et lisse sur Q, Kontsevich dit dans [Kon99, p. 63] : ‘it
follows from several results in algebraic geometry that the period matrix is a square matrix
with [...] determinant in /QX - (273)%=°.”
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En cohomologie de de Rham, on la construit par passage a I’hypercohomologie
du morphisme de complexes

dlog: Oy — Q"X/k[l],

ou la seule fleche non nulle envoie une section locale f de O% vers df/f, qui
est une différentielle fermée :
it HY(X, 0%) — H'(X, Q% [1]) = Hip(X/k).

On vérifie alors la compatibilité suivante entre les deux classes (2) :

Lemme 1.1. — Soient L un faisceau inversible sur X et L™ le faisceau ana-
lytique associé sur X", L’isomorphisme des périodes

Hip(X/k) ®, C = Hp(X) ©q C
envoie c§f(L) vers (2mi)cP (L2™).
Soient D un diviseur sur X et w = cl(D) € H%(X) la classe correspondante

en cohomologie de de Rham ou de Betti. Notons L : H*(X) — H*2(X) le
morphisme cup-produit avec w et considérons les itérés de L

L HY(X) — H*"{(X).
Théoréme 1.2 (Lefschetz difficile). — Si D est ample, L™ est un iso-
morphisme pour tout 0 < i < n.
1.2.2. Preuve de la proposition 1.1. — Choisissons un diviseur ample D
sur X et posons w = cl(D). Le groupe H?"(X) est engendré par w" et on a

[det H"(X)] = (2mi)"
d’aprés le lemme 1.1. Il s’ensuit que les cup-produits
HI(X)® H" (X)) — H(X)

en cohomologie de Betti et en cohomologie de de Rham différent de (27i)"
quand on les compare via ’isomorphisme des périodes. Puisque, par dualité de
Poincaré, ce sont des accouplements parfaits, on en déduit

[det HY (X)) - [det H2" 7 (X)] = (2md)dim H ()
ce qui permet de supposer 7 < n dans I’énoncé.
Soit donc j < n. Considérons les morphismes

HI(X)® H (X)) — H*(X)
a®pBr— aUfUw

2. Peut-étre au signe preés, dépendant des conventions d’algébre homologique (cf. [Bos13,
Lem. 2.1] et [Del71, 2.2.5.2]).



22 CHAPITRE 1. PERIODES DES STRUCTURES DE HODGE CM

et les accouplements induits
(o Jan - Hjp(X/k) @ Hjp(X/k) — k
en cohomologie de de Rham et
(2 )p s HR(X) @ HR(X) — Q

en cohomologie de Betti. D’aprés le théoréme de Lefschetz difficile et la dualité
de Poincaré, ceux-ci sont parfaits. Via 'isomorphisme des périodes et le lemme
1.1, les accouplements induits sur les complexifiés vérifient

(5) (, dare = 2m)7(, )pc-
Soient P, Asr et Ap les matrices de I'isomorphisme des périodes, de ( )ar

et de ( , )p par rapport a des bases de HéR(X/k:) sur k et H5(X) sur Q
respectivement. Alors (5) se récrit :

Agr = (2mi) 7 P AgP.
En prenant des déterminants, on trouve
(det P)2 = (2mi)Y S H . det Ayp - (det Ag) Y,
d’ott le résultat car det Agr € k* et det Ag € Q*. O

On en déduit aussitdot le corollaire suivant, qui aurait pu été démontré
directement en remplacant le théoréme de Lefschetz difficile par la dualité
de Poincaré dans I'argument précédent et qui est énoncé dans [ST97, p. 866,
2e paragaphe. apreés le théoréme)|.

Corollaire 1.2. — L’égalité suivante est vraie dans C* k> :
2n
[T (det H7(X))D"2 = (27i)m™x(X),
j=0

1.2.3. Remarques. —

(a) Bien entendu, aussi bien dans 1’énoncé de la proposition 1.1 que dans
son corollaire, il est possible d’extraire le carré du déterminant des pé-
riodes dans la formule au prix d’introduire (éventuellement) un facteur
algébrique de degré deux sur k. Le calcul de celui-ci, souvent lié & un dis-
criminant, est une question intéressante ; signalons, dans cette direction,
les travaux [Sai94| et [Sail2].

(b) Comme le lecteur 'aura déja pensé, la proposition 1.1 admet une inter-
prétation motivique, du moins conjecturalement : si les projecteurs de
Chow-Kiinneth existent et si les motifs h/(X) qu’ils découpent sur X
sont de dimension finie au sens de Kimura [KimO05|, alors on peut définir
des « motifs déterminants » det h/(X) qui devraient étre eux mémes (et
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qui le sont supposant la conjecture de Hodge vraie) isomorphes aux pro-
duits des puissances correspondantes du motif de Lefschetz et des motifs
d’Artin d’ordre au plus deux [Ka09, §14.5d|.

1.3. La formule de Lerch-Chowla-Selberg

Dans cette section, je discute le calcul des périodes d’une courbe elliptique a
multiplication complexe en termes des valeurs spéciales de la fonction gamma.
On se réfere a [Gr79| pour les détails.

1.3.1. La fonction gamma. — Rappelons que la fonction gamma est défi-
nie, sur le demi-plan Re(s) > 0 du plan complexe, par I'intégrale convergente

+oo
I'(s) :/ ¥ e dy
0
et qu’elle vérifie, sur ce domaine, ’équation fonctionnelle
I'(s+1) = sI'(s).

Celle-ci permet d’étendre I' en une fonction méromorphe sur tout le plan
complexe avec des poles simples aux entiers n < 0. La fonction I' vérifie aussi

s

I(s)I'(1—s) =

sinms

et la relation dite « de distribution »
1—d 1 a1
T(s) = (2m) 2 d* 2 [[ T(*5%)
a=0

pour tout entier d > 1. En faisant s = 1, on trouve l'identité

d—1

d—1 21V %2
(6) IIren= s

dont on se servira souvent dans la suite.

1.3.2. La formule de Lerch-Chowla-Selberg. — Soit F' un corps qua-
dratique imaginaire de discriminant —d. L’inclusion F' C Q(pg) induit, par
restriction des groupes de Galois, un caractére quadratique modulo d

xr : Gal(Q(pa)/Q) ~ (Z/d)* — Gal(F/Q) ~ {+1}.

Notons h le nombre de classes de F' et w le nombre de racines de 'unité dans
F (donc w = 2 sauf si d = 3 ou 4 auxquels cas w = 6 et 4 respectivement).



24 CHAPITRE 1. PERIODES DES STRUCTURES DE HODGE CM

Théoréme 1.3. — Soit E une courbe elliptique définie sur Q, avec multipli-
cation complexe par l'anneau des entiers de F. Alors
d—1

wx p(a)
/WNQX Va [T =
v a=1

pour toute forme différentielle (non nulle) de premiére espéce w € HO(E, QL)
et pour tout cycle v € Hi(E,Q) non homologue a zéro.

Le théoréme 1.3 permet de retrouver les autres périodes de la courbe el-
liptique car la multiplication complexe entraine que le quotient entre deux
périodes associées a la méme forme différentielle est un nombre algébrique et
on dispose de surcroit de la relation de Legendre. On en déduit :

Corollaire 1.3. — Sous les mémes hypothéses,

d—1
wx g (a)
/y ~ VA I TE) 6
Y a=1
pour toute forme différentielle (non nulle) de seconde espéce v € HY(E, OF).

Remarque 1.2. — Le théoréme 1.3 et le corollaire 1.3 montrent que la « par-
tie transcendante » des périodes dépend seulement du corps F et non de la
courbe E, ce qui est en accord avec le fait que toutes les courbes elliptiques a
multiplication compleze par F sont isogénes sur Q.

Les premiéres preuves du théoréme 1.3 sont basées sur la formule suivante,
qui se trouve déja dans un mémoire de Lerch a la fin du XIXe siécle [Ler97,
formule 26, p. 303| et qui serait redécouverte 70 ans plus tard par Chowla et
Selberg [CS67, p. 110] :

Théoréme 1.4 (Lerch-Chowla-Selberg). — Soient a,,...,a, des représen-
tants du groupe de classes de Q(v/—d). Alors :

L . 2\ 2 6wxr(a)
EA(ai)A(ai 1):((}”) E[lr(?l) e

Ici A est la forme modulaire de poids 12, vue comme une fonction sur les
réseaux de C, définie par les formules clasiques :

1
g2(A) =60 > T
AEA*

1
AEA*

A(A) = g2(A)* — 27g3(A)*.
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Pour déduire de la formule de Lerch-Chowla-Selberg le calcul de

P—/w,
¥

on s’appuie sur le fait que les courbes elliptiques C/Pa ont un discriminant
algébrique quel que soit I'idéal fractionnaire a de F, d’ott P'? ~g" A(a) et

h
P [[A@)A@).
=1

Remarque 1.3. — C’est dans cette derniére étape que l'on perd l’exactitude
du théoréme 1.4, qui est une égalité de nombres complexes. Dans |GKT9, p.
579-581|, Gross et Koblitz expliquent comment utiliser la fonction gamma p-
adique de Morita et la foncton zéta de la courbe elliptique pour raffiner le calcul
de P, obtenant une expression a un élément de F™* preés.

1.3.3. Rapport avec les dérivées logarithmiques. — Une formule clas-
sique, due & Hurwitz, relie les dérivées logarithmiques en zéro des fonctions L
d’un caractére de Dirichlet modulo d aux logarithmes des valeurs gamma aux
points rationnels de dénominateur d (voir, par exemple, [Col93, 111.1.2.2.]) :

L'(x,0) S% 1 x(a)logT(%)
L(x,0) Y@

Lorsque x = xp, pour un corps quadratique imaginaire F', la formule du
nombre des classes de Dirichlet

(7) = —logd —

permet de simplifier cette expression :

L'(xr,0)
L(xr,0)

Ceci, joint a la factorisation

(r(s) = Cals)L(xr,0)

de la fonction zéta de Dedekind de F' et & la formule (5(0)/(g(0) = log 2,
donne une formulation alternative du théoréme 1.3 :

[ove (8.

d—1
w a
= —logd + - z::l xr(@)l()-
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1.3.4. Applications en théorie des nombres transcendants. — En
1976 Chudnovsky a démontré le théoréme suivant [Chu84, Thm. 1, p. 6],
que 'on énonce reprenant les notations de 'exemple 1.1.6 :

Théoréme 1.5 (Chudnovsky). — Soit E une courbe elliptique sur Q. Le
degré de transcendance du corps engendré (sur Q) par les périodes f,yv wj est
ay moins 2.

Lorsque F a multiplication complexe, la relation de Legendre et le fait que
le quotient des périodes associés & la méme forme différentielle soit algébrique
entrainent le corollaire suivant :

Corollaire 1.4. — Soient E une courbe elliptique avec multiplication com-
pleze, w € HY(E, QL) une différentielle non nulle et v € Hy(E*, Q) un cycle
non homologue & zéro. Alors les nombres complexes fww et w sont algébrique-
ment indépendants.

Combiné avec ce corollaire, la formule de Lerch-Chowla-Selberg permet de

vérifier la conjecture suivante pour d = 3 et 4, ce qui implique notamment la
transcendance de I'(3) et T'().

Conjecture 1. — Les nombres 2mi et I'(§) pour (a,d) =1 et 0 <a < g sont
algébriqguement indépendants.

Le seul autre cas connu est d = 6, qui se déduit de d = 3 puisque

par la relation de distribution appliquée & z = 1/6 et d = 2. Déjale cas d =5
est ouvert, bien qu’on sache que deux parmi les trois nombres 27z, F(%) et
F(%) sont algébriquement indépendants [Gri00, Prop. 3.12.1, p. 96].

1.3.5. Autres preuves de la formule de Lerch-Chowla-Selberg. —
En 1978, Gross donna une preuve géométrique du théoréme 1.3 : en se plagant
sur une variété de Shimura convenable, le calcul est réduit & celui des périodes
sur un facteur simple de la jacobienne d’une courbe de Fermat, calcul qui peut
étre réalisé explicitement grace a 'action des racines de l'unité [Gr78|]. Cette
nouvelle preuve mena Gross & conjecturer, avec Deligne, que le résultat reste
vrai pour toute structure de Hodge géométrique avec multiplication complexe
par un corps de nombres abélien.
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1.4. La conjecture de Gross-Deligne

Soient F' un corps de nombres et H une structure de Hodge rationnelle
et pure de poids n. Désignons par End(H) I'anneau des endomorphismes de
structures de Hodge de H.

Définition 1.2. — Une multiplication complexe par F sur H est la donnée
d’un morphisme (injectif) d’anneaux {-} : F — End(H). On dit qu’elle est
mazimale st dimg H = [F' : Q).

On a déja vu un exemple dans la section précédente :

Exemple 1. — Si E est une courbe elliptique a multiplication complexe par
le corps quadratique imaginaire F = Q(v/—d), alors la structure de Hodge de
poids un H = HY(E) admet multiplication complexe maximale par F car

End(H) ~ End(F) ®7 Q.

Soit (H,{-}) une structure de Hodge a multiplication complexe par F', non
nécessairement maximale. Le morphisme {-} munit H d’une structure d’espace
vectoriel sur F'; le complexifi¢ Hc := H ®g C est donc un module sur

F g C = CHom(FO),
d’ott une décomposition canonique
(8) He=H®p(FegC)=HopClH0 = H,
oeHom(F,C)
ou 'on a posé H, := H @, C. La décomposition (8) ci-dessus montre que H,

s’identifie au sous-espace vectoriel de Hc ou F' agit par o : on peut le décrire
concretement comme

H, =ker({a} — o(a) -id)
pour n’importe quel élément primitif a € F. Tous les H, ont méme dimension,
égale & m = dimp H.
Puisque F' agit sur H par des morphismes de structures de Hodge, la dé-
composition (8) est compatible a la décomposition de Hodge, d’ou

(9) H,= P HLY
ptg=n

pour tout o € Hom(F,C). Lorsque la multiplication complexe est maximale,
tous les H, sont de dimension un; chacun est donc inclus dans un seul HP.
Notons (p(c),q(c)) le type de Hodge de H,. Vu que H, = Hz, la fonction

p:Hom(F,C) — Z
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ainsi définie satisfait a la relation p(o) 4+ p(@) = n. Qui plus est, la donnée
d’une telle fonction équivaut a celle d’'une décomposition de Hodge; c’est ce
qu’on appelle un type CM.

Si la condition dimg H = [F : Q] n’est pas vérifiée, il y a toujours moyen
d’associer & H une structure de Hodge & multiplication complexe maximale
par F', qui sera notée dety H. Pour ce faire, commengons par plonger

Vi= P detcH,
oc€Hom(F,C)

N

dans Hgm a travers ’application
W) vf A Avg) =) A @ -+ ® 0,),
g g
ou Alt désigne, comme d’habitude,

1
Alt(z1 ® - @ xp) = — Z sign(7) - Tr(1) @+ @ L (m),
’ ﬂ'GGm

avec &,, le groupe de permutations de m éléments. Grace & ¢ : V — Hgm, on
peut munir V' d’une structure de Hodge de poids mn

V = EB VP
pt+g=mn
pour laquelle la droite detc H, a pour p-type de Hodge

Z phP9.

pta=n
Le lemme suivant est démontré dans [MRO04, Lem. 2.1].

Lemme 1.2. — Il existe une unique structure de Hodge rationnelle Vg et un
unique morphisme injectif de structures de Hodge g : Vo — H®™ induisant,
par complezification, V' et v respectivement.

Dans le reste du chapitre on se placera dans le cadre suivant :

Hypothéses H. — Soit H une structure de Hodge de poids n telle que

(a) H est une sous-structure de Hodge de la structure de Hodge rationnelle
H}(X) :== H"(X(C),Q) pour une variété X projective et lisse sur Q,

(b) H admet une multiplication compleze {-} : F — End(H) par un corps de
nombres abélien F 2 Q.
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Si H vérifie les hypothéses ci-dessus, il en va de méme pour la structure de
Hodge detr H, de poids nm, car
detpH C HE(X)®™ C HF™"(X™)

par la formule de Kiinneth. Signalons maintenant les conséquences de 'hypo-
these (b). Par le théoréme de Kronecker-Weber, F' se plonge dans un corps
cyclotomique F' < Q(1q), ot d est un entier > 3; choisissons un tel plonge-
ment. A I'aide du plongement fixé dés le début ¢ : F < C, on construit une
application

Gal(Q(uq)/Q) — Hom(F,C)

associant, a chaque 7 dans le groupe de Galois, le plongement o (7‘| 7). Ceci est
bien défini car F' est normal par hypothése. Grace a I'isomorphisme canonique
(Z/d)* ~ Gal(Q(uq)/Q), on en déduit une application surjective

(10) (Z/d)* — Hom(F,C).

Finalement, en composant avec le type CM de detr H, on obtient une fonction
p:(Z)d)* — 7

satisfaisant & p(u) + p(—u) = nm pour tout u € (Z/d)*.

Lemme 1.3. — Soitp: (Z/d)* — Z une fonction telle que p(u) + p(—u) soit
constante. Il existe une fonction ¢ : Z/d — Q telle que

(1) p) = 3 e(a) au).

a€Z/d
Démonstration. — C’est le contenu de [Del77, Lem. 6.12]. O
Remarque 1.4. — Réciproquement, si p qui s’écrit sous la forme (11), alors

p(u) + p(—u) est constante et la constante vaut 3 ez /4€(a).

4

La fonction € n’est pas unique.

On dispose maintenant de tous les ingrédients nécessaires pour définir les
périodes associées a des structures de Hodge vérifiant nos hypothéses H. Pour
chaque u € (Z/d)*, soit w, € detcH, un élément défini sur Q pour la structure
de de Rham provenant de I'isomorphisme des périodes sur la variété X™. Un
tel élément est bien défini & multiplication par un nombre algébrique prés. Soit
v € HY n’importe quel élément non nul du dual du Q-espace vectoriel dety H.
On définit des périodes par :

P,(detpH) = v(w,) € C*/Q".
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Dans [Gr78, p. 205|, Gross énonce la conjecture suivante dont la version
précise lui a été suggérée par Deligne :

Conjecture 2 (Gross-Deligne). —
d—1 e(2)
{a)\
Py(detpH) ~gx le (1 - .

Puisque la fonction € n’est pas unique, le plus urgent est d’établir que :
Proposition 1.2. — La conjecture 2 est indépendante du choix de €.

Ceci découle du résultat d’algébricité suivant, démontré par Koblitz et Ogus
dans 'appendice a [Del79|.

Théoréme 1.6. — Soit v : Z/d — Q une fonction satisfaisant auz équations
1
53 @)an) =0
a€Z/d

pour tout w € (Z/d)*. Alors les nombres

H . (1_?)7(3)

a€Z/d

sont algébriques pour tout u € (Z/d)*.

1.4.1. Retour a la formule de Lerch-Chowla-Selberg. — Voyons com-
ment la formule de Lerch-Chowla-Selberg entraine la conjecture de Gross-
Deligne pour le H' d’une courbe elliptique & multiplication complexe.

Exemple 2. — Lorsque F est le corps quadratique imaginaire Q(v/—d), l'ap-
plication (Z/d)* — Hom(F, C) construite dans (10) n’est autre que le caractére
quadratique x g associé o F'. Soit H = H,13(E), pour E une courbe elliptique a
multiplication complexe par l’anneau des entiers de F. D’aprés la formule de
Lerch-Chowla-Selberg

wxp(a)

g vE T ()

a€Z/d

pour tout u € (Z/d)* tel que xp(u) =1 et

Py(H) ~g V7 [] F(M)_M

d
a€Z/d
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si xp(u) = —1. Grdce a la relation (6), ces deux identités sont équivalentes a
(a) (%)
P(H)~g [T (1 -7
a€Z/d

ove:Z/d— Q est la fonction
_ wxr(a) 1
W= taot
1l reste 6 montrer que € vérifie les équations du lemme 1.3. Pour ce faire,
utilisons la formule du nombre de classes de Dirichlet

d—1
w
h = ~54 Z xr(a)a
a=1
Elle entraine : . )
53 (@) an) = 51+ xe(w)

a€Z/d

et c’est le résultat voulu car Hy, = HYY pour xp(u) =1 et H, = H*! sinon.

1.4.2. Invariance par torsion a la Tate. — Finissons cette section par
un lemme qui décrit 'invariance de la conjecture par torsion & la Tate. C’est
pour l'essentiel une conséquence de la relation de distribution (6) reliant 27i a
un produit des valeurs gamma. Rappelons que, si m est un entier, Q(m) est la
structure de Hodge de poids —2m sur la droite (27i)™Q C C. En particulier,
Q(-1) = H3(P!). Etant donnée une structure de Hodge H, on définit la
structure de Hodge « tordue a la Tate » comme

H(m) :== H ®g Q(m).

Elle a pour nombres de Hodge H(m)P? = HPT"™4+t™ Torsque m = —r avec
r > 0, si H vérifie les hypothéses H, il en va de méme pour H(—r) car cette
structure est incluse dans la cohomologie de H"*2"(X x PT) d’aprés la formule
de Kiinneth.

Lemme 1.4. — Soient v > 0 un entier et H une structure de Hodge véri-
fiant les hypothéses H. La conjecture de Gross-Deligne vaut pour detp H si et
seulement si elle vaut pour detp(H(—r)).

Démonstration. — Posons m = dimp H. On a, d'un coté,
P,(detp(H(—7))) = (2mi)"™ P, (detp H)

et de l'autre coté,

S = Y () T = m Y phe

prq=n+2r prg=n+2r ptq=n
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Compte tenu de l'identité

a€Z/d
I’énoncé du lemme équivaut a 'identité

d—1

a. 2rm
o)™ ~ T - &)as
(2xiy™ ~ [ 00~ %)
a=1
qui est une conséquence de la relation (6). O

1.5. Les périodes des variétés avec automorphismes d’ordre fini

Les variétés projectives et lisses munies d’automorphismes d’ordre fini four-
nissent une classe intéressante de structures de Hodge vérifiant les hypothéses
de la conjecture de Gross-Deligne. Soient d > 2 un entier et K un corps de
nombres contenant F' = Q(u4). Fixons une racine primitive d-iéme de I'unité
& une fois pour toutes. Soient X une variété projective et lisse sur K et
g : X — X un automorphisme d’ordre d. Par fonctorialité, g induit des en-
domorphismes g* en cohomologie de Betti et de de Rham algébrique. Lorsque
g* a pour ordre exactement d, ceci munit la structure de Hodge H%(X) d'une
multiplication complexe par F. Notons

H},(X)y  (resp. Hjp(X)y)

le sous-espace de Hé(X) ®q Q(1q) (resp. de HgR(X/K)) ol ¢g* agit par mul-
tiplication par £". Par fonctorialité, on dispose des isomorphismes

P Hip(X/K), @k C 5 Hp(X )y @F C

pour chaque u € (Z/d)*. Les périodes de la section précédente admettent alors
la description (plus fine) suivante :

Py (detgy,,, H? (X)) € C*/K*

est la classe du déterminant de la matrice de 'isomorphisme p{L par rapport a
des bases rationnelles.

Dans [MRO04, Thm. 1], Maillot et Rossler démontrent le résultat suivant :
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Théoréeme 1.7 (Maillot-Rossler). — Soit x : (Z/d)* — C* un caractére
de Dirichlet primitif et impair. L’égalité

2n
D(=DF > logl Pu(detg,) H (X)) |x(u)
k=0 u€(Z/d)>
/ 2n
SERUS Y Y e k)
(0, x) k=0 ue(Z/d)* p+q=k

est vraie a laddition prés d’un terme de la forme ), log|a,|x(u) avec a, € F*.

L’ingrédient principal de la preuve de ce théoréme est un analogue équiva-
riant du théoréme de Riemann-Roch en géométrie d’Arakelov démontré par
Kohler et Rossler [KRO1, Thm. 4.4|. En général, le terme le plus difficile a
calculer est la torsion analytique (équivariante), mais elle s’annule pour le com-
plexe de de Rham par des raisons de symétrie. On renvoie a l'article original
ou au séminaire Bourbaki [Sou05| pour les détails.

Lorsque d est premier, le théoréme 1.7 et la formule de Hurwitz entrainent
le corollaire suivant [MRO04, Lemma 4.1, p. 751] :

Corollaire 1.5 (Maillot-Réssler). — La relation

I ‘ k () )
—1
[T 1Pu(detgy, H (X)) Y ~g 11 r(1—d>

k=0 acZ/d
est vraie quelque soit la fonction € : Z/d — Q telle que
1 2n
537 @) = S (-1)F Y ph(X)
a€Z/d k=0 p+q=k
pour tout u € (Z/d)*.
Grace a ce corollaire, Maillot et Rossler démontrent la conjecture de Gross-

Deligne en module pour les hypersurfaces dans PY(Q) et les surfaces munies
d’automorphismes d’ordre premier [MRO4, p. 753].






CHAPITRE 2

PERIODES DES FIBRES A CONNEXION PLATS

2.1. Préliminaires sur les différentielles logarithmiques et la théorie
de Hodge mixte

Dans cette section, on suppose donnés un corps k de caractéristique zéro et
une variété X projective et lisse sur k, de dimension n.

Définition 2.1. — Un diviseur D sur X a des croisements normaux simples
si toutes ses composantes irréductibles { D; };c1 sont lisses et lintersection sché-
matique Dy = (,c; D; est transverse pour toute partie non vide J C 1.

Rappelons que cette derniére condition signifie que, lorsque s composantes
irréductibles D1, ..., Dy se rencontrent en un point fermé P de X, leurs équa-
tions locales fi,..., fs € mp forment une suite réguliere dans Ox p.

Si D est un diviseur réduit, a croisements normaux simples sur X, notons j
I'inclusion de U = X — D dans X. Les sections de j*QpU s’appellent différen-
tielles méromorphes. Si V' C X est un ouvert et

w € LN (V) = Q8 (V N D),

on dit que w a au pire un pdle simple le long de D NV si pour tout ouvert
affine W C V tel que l'idéal de D N W dans Ox (W) soit principal et pour
tout générateur f de cet idéal, la section f - wjyny appartient a I'image de la
restriction Q% (W) — Q5 (U NW).

Définition 2.2. — Pour chaque p > 0, le faisceau des p-formes différentielles
logarithmiques le long de D est le sous-faisceau Q% (log D) de j*Q% défini par

Q% (log D)(V) :={w € i (V) | w et dw ont au pire
des poles simples le long de DNV}
pour tout ouvert V de X.
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On vérifie aussitdt que Q&(log D) est muni d’une structure de Ox-module,
compatible a Pinclusion dans j, Q7.
Lemme 2.1. — QX (log D) est localement libre de rang (;)

Soit P € X un point fermé, inclus exactement dans s composantes irréduc-
tibles de D. L’anneau Ox p étant régulier, I'ensemble des équations locales
correspondantes peut étre complété en un systéme régulier de paramétres lo-

caux f1,..., fn. Sur un voisinage V' de P, les éléments dfy, . .., df, forment une
base de Q4 (V) comme Ox (V)-module. Dans cette situation,

dfl dfs

=, = dfsi1, ..., dfp

i 7. ifs+1 f

est une base de Q% (log D)(V) en tant que Ox(V)-module [EV92, 2.2 (c)].
Comme pour les différentielles usuelles, on a [EV92, 2.2 (b)] :

p
Q% (log D) = /\Qk(log D).

Soit D; une composante irréductible de D et P € D; un point fermé. Vu
ce qui précéde, sur un voisinage V de P, toute section w de Q}((log D) peut
s’écrire de maniére unique sous la forme

d.
w=aiiy,
7

avec o € Ox (V) et ¢ € Q% (log D)(V) ne faisant pas intervenir dfi/ f;.
Définition 2.3. — Le résidu le long de D; est l'application
Resp, : Q% (log D) — Op,
qui envoie w € Q (log D)(V) vers oyp, € Op,(V N D).
La proposition suivante est démontrée dans [EV92, 2.3|.

Proposition 2.1. — On a des suites exactes de Ox -modules localement libres

DR .
(a) 0 — Q}( — Q}((logD) & @, Op, — 0,

(b) Pour touti € I,
0 — Q% (log D)(=D;) — Q% (log(D — D;)) — QF, (log(D — Di)p,) — 0,
(c) Pour touti € I,
Bi -
0 — Q% (log(D — D;)) — Q% (log D) = Q% (log(D — D;) p,) — 0,

avec f3; définie comme suit : toute section w de Q5 (log D) s’écrit de
maniére unique comme w = « - df;/ f; + ¢ avec o € Q% (log D) ne faisant
pas intervenir df;/ fi. Avec ces notations, B;(w) = ap,.
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Remarque 2.1. — En particulier, par application successive de (b), on wvoit
que les faisceaux Q% (log D)(—D) et Q% sont isomorphes par un isomorphisme
canonique qui prolonge lidentité sur X — D, ce qui est ausst une conséquence
immeédiate de la description en coordonnées locales.

2.1.1. Théorie de Hodge mixte. — Rappelons briévement, sans preuves,
comment le complexe des différentielles logarithmiques permet de construire
une structure de Hodge mixte sur la cohomologie d’une variété complexe lisse.
On renvoie le lecteur a larticle original de Deligne [Del71] ou au chapitre 4
de la monographie [PS08| pour les démonstrations.

Soit U une variété quasi-projective lisse et choisissons une compactification
lisse j : U — X par un diviseur & croisements normaux simples D.
Proposition 2.2. — L’inclusion

0% (log D) — 7.0
est un quasi-isomorphisme.

Compte tenu de l'isomorphisme de comparaison entre la cohomologie de
de Rham algébrique et analytique et du lemme de Poincaré expliqués dans le
chapitre précédent, ceci entraine :

HY (X, Q% (log D)) ~ H/(U, Q%) ~ H(U™, C).
Comme dans le cas pur, la filtration béte Q)z(p (log D) induit, a travers les
identifications précédentes, une filtration décroissante
FPH (U™, C) := Im(H'(X, Q3" (log D)) — H'(X, Q% (log D)))
dite filtration de Hodge. La suite spectrale associée
pEV? = HY(X, 0% (log D)) = HPT(U™,C)
dégénére en Fy d’aprés [Del71, Cor. 3.2.13(ii)].

On dispose également d’une filtration croissante du complexe des différen-
tielles logarithmiques, tenant compte du nombre de poles :

0 m <0
Wi (log D) = ¢ Q™" AQ%(logD) 0<m<p
Q% (log D) m 2> p

La filtration induite en cohomologie
W, H (U™, C) := Im(H"(X, W,,—;:Q% (log D)) — H*(U*,C))

est appelée filtration par le poids. Avec cette définition, W H (U™ C) = 0
lorsque m < i et W; H'(U**,C) = Im(H"(X) — H"(U)).

Proposition 2.3. — La filtration par le poids est définie sur Q.
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Désignons, comme précédemment, {D;};cr les composantes irréductibles du
diviseur D et Dy = (,c; D; l'intersection schématique de celles indexées par
une partie non vide J C I, avec la convention Dy = X. Posons

D(m)= | | D,

|J[=m

pour 0 < m < |I|. L’hypothése « croisements normaux simples » entraine
que D(m) est un sous-schéma lisse de dimension n — m. Notons finalement
ay: Dj < X l'inclusion et a,, = |_||J|:m aj.

Pour chaque partie non vide J C I, de cardinal m, on définit une application
Res; : Q% (log D) — Q7 (log(D N Dy))[—m]

comme suit : si fi,..., f, sont des équations locales des composantes D;
indexées par J, alors

df df

7/\.../\7’”/\774_17’) =D,

fl m

ol 17 a au pire des poles le long des composantes n’appartenant pas a J et n’
ne fait pas intervenir toutes les formes df1/fi,...,dfm/ fm. Cette application
se restreint en un morphisme de complexes

Res(

Resy : Wi, Q% (log D) — Q) [-m]

qu’il est d'usage d’appeler « résidu de Poincaré ».

Proposition 2.4. — Le « résidu de Poincaré » induit des isomorphismes :

Res,, = @ Res; : Gr!V Q% (log D) = am*Qb(m)[—m]
|J|=m

La suite spectrale
(12) BT = HY(X, Grl Q% (log D)) @ C = HY(U™,C)
associée a la filtration par le poids dégéneére en Fs. La proposition 2.4 permet

de la récrire en termes des D(m).

Pour la suite, il sera commode de formuler les résultats dans le groupe de
Grothendieck des structures de Hodge pures, qui sera noté Ko(hs). Celui-ci est
le quotient du groupe abélien libre engendré par les classes d’isomorphisme [H ]
de structures de Hodge pures par les relations

[H] = [H'] + [H"]
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pour toute suite exacte 0 - H' — H — H” — 0 de structures de Hodge.
Etant donnée une structure de Hodge mixte, on définit sa classe dans Ko(hs)
comme la somme des classes des gradués par le poids. En particulier :

[H(U)) = > _[Gr)) H({U™, Q)] € Ko(hs).
m>0

Dans ce langage, la suite spectrale (12) et la proposition 2.4 donnent :

Théoréeme 2.1. — L’égalité suivante est vraie dans Ko(hs) :
on 2(n—m)
Y EVHW) =Y (=0"Q(=m) Y (=) [H(D(m)))-
i=0 m>0 =0

On dispose également d’une structure de Hodge mixte sur la cohomologie &
support compact H:(U), construite de sorte que la dualité de Poincaré

H'(U) @ H;""'(U) — H"(U) ~ Q(~—n)
et la suite exacte longue d’excision
o H7YX) > H YD) - H(U) - H(X) — ---
soient des morphismes de structures de Hodge mixtes. Cette derniére propriété
entraine un résultat analogue au théoréme 2.1, qui a I’avantage de ne pas faire
intervenir la torsion & la Tate :
Théoréeme 2.2. — L’égalité suivante est vraie dans Ko(hs) :

om 2(n—m)

YCYIHU)] =Y (=)™ Y (“)[H(D(m))).

=0 m>0 £=0

Ezemple 3. — Soient C une courbe projective et lisse sur un corps k C C et
C=C-S5, ou S est un ensemble formé de s > 1 points. Alors on a

poids 0 | poids 1 poids 2
H°(C) | Q(0) 0 0
HYC)| 0 | HY(C) | Q(=1)26
H?(0) 0 0 0

pour la cohomologie ordinaire et

poids 0 | poids 1 | poids 2
HY(O) 0 0 0
HY(C) | Q0)26E=D | HY(C) | 0
HZ(C) 0 0 Q-1

pour la cohomologie a support compact.
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2.2. Quelques calculs de classes de Chern

Dans cette section je rassemble quelques calculs de classes de Chern qui
seront utilisés a plusieurs reprises dans la suite.

Lemme 2.2. — Soit £ un Ox-module localement libre de rang r sur X. Les
égalités suivantes sont vraies modulo CH”"(X) :

(a) 7_o(~1)Peh(APE) = (1), (€),
(b) (~1)" S0 _y(~1)Ppech(APE) = ¢, 1 (E)[L + b1 (€)] + er(E).

p=0
Démonstration. — Par le principe de scindage, on peut supposer
T ) T
d T =TT+ B).
i=0 i=1

En particulier

CT(g):/Bl"'ﬁTa Cr— 1 ZHﬁja Cl ﬁl“‘ +67"

1=1 j#i
et ch(APE) vaut
epi= > oxp(Bi+-+By).
1<y < <ip<r

Considérons le polyndéme

T T

(13) F(T) = (—1)Pe, TP = (T — ™)

p=0 i=1
dont la valeur en 7' =1 donne ) (—1)Pch(APE). Or,

T T YA
fO=TI0 - = 0 T % = 16 mod 0B (x),

i=1 i=10>1
ce qui établit la premiére partie du lemme.

Pour démontrer la seconde, dérivons 'identité (13) ci-dessus :

r—1
@) = S 12— per =3 [
p=0 i=1 j#i
d’ou :
r—1 IBK

) PO =D = ()Y [T

p=0 i=1 j#i £>1
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Calculons les termes en degré < r du coté droite de cette équation. Puisque

4
Hzﬁ Hﬁj*‘*-i- HB;’-FZ(HBJ)% mod CH”"(X)

G 0>1 ¢ G ji ki j#i
1
= (H B+ 5 Zﬁj) mod CH”"(X),
J#i J#i

on voit que
r 5JZ B r 1 r .
> I =2 118+352 A1) B) mod CH(X).
i=1 j#i >1 i=1 j#i i=1 ji )
Or, ce dernier terme est égal a

ZH@ Zﬁﬂ = ZBZ ZH@ _TH@»

i=1 j#i JF#i i=1 j#i

d’ou la relation

F(1) = (-1t ZHBJ 1+ - Zﬁz (15115
i=1 jF#i i=1
= (—1) e 1 (€)1 + %cl(é’)] (-1 Ler(€) mod CH(X).
Puisque
Q)= (=1)P(r—pley =7 (=1)Pep — > _(~1)Ppe,
p=0 p=0 p=1

d’aprés (14) et que

r

> (1)Pep = (—1)"¢,(€) mod CH(X)

p=0
d’aprés la partie (a) du lemme, on trouve finalement

r

Z(—l)ppch(APS) Z pep—rz 1)Pe, — f'(1)

p=1 p=1

= (—1)¢,1(E)[1 + 5c1 (EN+(=1) e (€)  mod CH"(X),

ce qu’on voulait démontrer. O
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Remarque 2.2. — La premiére partie du lemme 2.2 ci-dessus est due a Hir-
zebruch |[Hir66, Thm. 10.1.1|, qui montre en fait I’identité plus précise

Z(—l)pch(APé’) = (=1)"c (E) - td(EV) L.

p=0
La preuve de la partie (b) compléte la méthode de [ST97, Lem. 5.2, p. 918], ou
le terme en degré r — 1 est calculé.

Lemme 2.3. — Awvec les notations précédentes :
(U™ = (1" [ (@0 D)
X
Démonstration. — Par l'identité de Hirzebruch (cf. lemme 2.2(a) ci-dessus) :

(—1)"cn(Qx (log D)) = > " (—1)Pch (€% (log D)).
p=0
Il s’ensuit :

(—1)" /X en( @ (log D)) = [ (~1)¢n (92 (log D))td(TX)

s o

(—1)P /X ch(Q% (log D))td(TX)

Il
1
:O

—~
~

=) (—1)Px(X, 0% (log D))

i
o

(=1)PFhI(X, Q% (log D))
0<p,g<n
2 . .
2 NT(21) dime H (U™, C).

Jj=

s

S

—~

o

L’égalité (1) vient du théoréme de Hirzebruch-Riemann-Roch et (2) découle de
la dégénerescence en F; de la suite spectrale pEP. O

Etant donné un diviseur & croisements normaux simples D C X, notons
D;:=D; - JD;
i#]
I'intersection de D; avec la partie réguliére de D.

Lemme 2.4. —

D7) = (=17 [ era(@hlloz D))
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Démonstration. — Considérons, pour chaque composante irréductible, la suite
exacte de faisceaux localement libres sur D;

0 — Qp. (log(D — D) |p,) — Qx(log D);p, — Op, — 0.

obtenue par restriction de (c¢) dans la proposition 2.1. Par la multiplicativité
des classes de Chern :

Cn—l(Qﬁf(IOg ‘D)IDi) = Z Cr(QlDi(IOg(D - ‘Di)‘Di)) -¢s(Op;)

r+s=n—1
= ¢o1(Qp, (log(D — Di) p,))-
Par conséquent :

/ Cn—l(Qﬁc(lOgD)wi):/ cn—1(Q2p, (log(D — Di)|p,))
D, )

k3 k3

et le résultat suit du lemme 2.3 appliqué au diviseur & croisements normaux
simples (D — D;)p, = U,; Di N D; dans D; car, dans ce cas, U = D;. O

2.3. La catégorie M;, p(U)

Dans cette section, k et F' sont deux sous-corps de C et U une variété
quasi-projective et lisse sur k. A ces données, Saito et Terasoma associent dans
[ST97, Def. 2, p. 872] une catégorie My, (U) formée de fibrés & connexions
plats, avec singularités réguliéres et dont le systéme local des sections horizon-
tales est muni d’une structure rationnelle.

2.3.1. Préliminaires sur les fibrés a connexions. —

Définition 2.4. — Un fibré a connezion sur U est un couple (£,V) formé
d’un Oy -module localement libre de rang fini € et d’un morphisme de faisceaux
k-linéaire
V:E— ERo, AW
satisfaisant a la régle de Leibniz :
V(f-e)=f-Vie)+exdf

quelles que soient les sections locales e de € et f de Oy .

La connexion V = V| s’étend canoniquement en des morphismes k-linéaires
+1
Vp:5®oUQ%—>5®oUQ%
en posant, pour des sections locales e de € et w de QI(’],

Vole®@w) =e®dw+ (—1)’V(e) A w.
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Définition 2.5. — Une connezion (£,V) est dite intégrable si V10V, =0
pour tout p > 0. Dans ce cas, on lui associe le complexe de de Rham

DR(E,V) = [€ 55 £ @0, Qb 5 £ @0y O — -]

et on définit la cohomologie de de Rham a valeurs dans (E£,V) comme ’hyper-
cohomologie de ce complexe

H)5(U, (E,V)) := H/ (U, DR(E, V).

Fixons un tel fibré a connexion intégrable (£,V) sur U. Ces données in-
duisent, par analytification, un morphisme C-linéaire

an ., can an 1
v . 5 — g ®OaUn QUan

et la méme construction fournit un complexe de faisceaux analytiques sur U?"

an

van 1 \V4 2
DR(&E*™, V) = [£3" — &M ®oan Qpran — g ®oan Qfran —> -+ -]
et un morphisme en hypercohomologie

(15) H)o(U, (E,V)) @ C — HI (U™, DR(E2™, Vn)).

Par ailleurs, les « sections horizontales » de V#" forment un systéme local
d’espaces vectoriels complexes EV sur U?", du méme rang que €. On dispose
encore d'un lemme de Poincaré analytique a coeflicients selon lequel l'inclu-
sion de EV dans £ induit un quasi-isomorphisme EY — DR(£2, V) de
complexes de faisceaux sur U?", donc un isomorphisme d’espaces vectoriels
complexes

H(U™ BY) =5 HIL (U™, (£, V).

Nonobstant le parallélisme avec le cas & coefficients constants, des exemples
simples montrent qu’on ne peut pas espérer que la fleche (15) soit un isomor-
phisme dans cette généralité, ce qui serait I’analogue du théoréme 1.1.

Exemple 4. — Considérons, sur la droite affine A}ﬁ, la connexion (Op1,V)
définie par V(1) = dx. Dans ce cas, I’hypercohomologie se calcule comme la
cohomologie du complexe des sections globales. Pour la déterminer en degré
z€ro, on est donc amené a résoudre l'équation différentielle df = — fdx qui n’a
pas de solution algébrique mais dont exp(—x) est une solution analytique. Il
s’ensuit que HJp(A', (O41,V)) = 0 tandis que H)p(AM™™ DR(O%, V™)) =
C-exp(—z).
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2.3.2. Singularités réguliéres. — Pour que les deux cohomologies consi-
dérées dans le paragraphe précédent soient isomorphes, il faudra se restreindre
& une classe des connexions dites « a singularités reguliéres ». Rappelons-en la
définition. Soit X une variété projective et lisse contenant U comme le complé-
mentaire d’un diviseur & croisements normaux simples D (il en existe d’aprés
le théoréme de résolution des singularités d’Hironaka).

Définition 2.6. — Soit Ex un Ox-module cohérent. Une connexion logarith-
mique sur Ex est un morphisme k-linéaire

V:Ex — Ex @0y Qx(log D)
satisfaisant a la régle de Leibniz
V(f-e)=[f-V(e)+ewdf

pour toute section locale e de Ex et f de Ox.

Comme précédemment, on dit que V est intégrable si les morphismes
V, : Ex @0y W (log D) — Ex @0, Q% (log D)
vérifient V11 0 V), = 0 pour tout p > 0.

Définition 2.7. — On appelle extension de (£,V) a X toute connexion lo-
garithmique intégrable (Ex,V) sur X telle que (Ex,V) |y = (£,V). Sl existe
une telle extension, on dit que (€,V) a des singularités réguliéres le long de D.

On vérifie facilement que la notion de singularités réguliéres ne dépend pas
de la compactification choisie [Kat70, III, p. 438]. Fixons une compactifica-
tion X par un diviseur & croisements normaux simples D et une extension
(Ex,Vx)de (£,V). Pour chaque composante irréductible D; de D, on dispose
de I'application

\v4 1 id®ResDi
ResDiV Ex — Ex ® QX(logD) — 5 Ex® ODi'
C’est un morphisme Op,-linéaire, qui se factorise par la restriction de £x a
D;. I’endomorphisme qui s’en déduit sera encore noté

Resp,V € Endo,, (Exp,)-

Désignons par ®g, ;(T') le polynéme caractéristique de Resp,V. Puisque D;
est propre, il s’agit d’un polynoéme a coefficients dans ’extension finie de k

k‘i = F(Dl, ODl)
Définition 2.8. — Une extension (Ex,Vx) de (E,V) est dite petite (resp.

grande) si, pour toute composante irréductible D;, le polynome Pg, ;(T) n'a
pas de racine entiere n <0 (resp. n >1).
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Le lemme suivant montre qu’on peut toujours trouver des extensions petites
ou grandes partant d’une extension quelconque.

Lemme 2.5. — Soit B = ) u;D; un diviseur. La connexion (Ex,V) induit
une connexion VB sur Ex(B) telle que

Py (B),i(T) = Peyi(T + ).
Démonstration. — Cf. [EV92, Lemma 2.7|. O
Le résultat suivant est di a Deligne [Del70, II, 6] :

Théoréme 2.3 (Deligne). — Soit (Ex,V) une extension grande de (€,V).
Alors j.DR(E,V) est quasi-isomorphe & DR(Ex,V). Le méme résultat vaut
pour les complexes j2* DR(E*, V™) et DR(EY, V"),

Signalons, avant de continuer, que le morphisme j est affine, car c’est I'in-
clusion d’un sous-schéma fermé localement principal dans X ; on en déduit que
le foncteur j, est exact. Soient (£,V) une connexion a singularités réguliéres
et (£x,V) une extension grande de (8, V). On a:

HI,(U, DR(E, V) ®k<c Y W(X, j.DR(E, V) @) C
2 Wi(X, DR(Ex, V) @) C
2 i (x, DR(EW, V)
@ g xm mDR(E™, Ton)
2 @i (U, DR(E™, V).

Dans ce qui précede, (1) et (5) résultent de 'exactitude du foncteur j, (2)
et (4) sont conséquence du théoréme 2.3 ci-dessus et (3) vient du théoréme

GAGA. On a donc démontré :

Corollaire 2.1 (Deligne). — Supposons que la connezion (£,V) ait des sin-
gularités régulieres. Alors on a des isomorphismes canoniques

H)p(U, (€,V)) ©, C = B/ (U™, EY)
définis par analytification.

Pour avoir un isomorphisme des périodes dans cette situation, on se heurte
a une derniére difficulté : I'espace vectoriel H7 (U**, EV) ne posséde pas, en gé-
néral, de structure rationnelle naturelle. Il faudra I'imposer parmi les données.
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2.3.3. La catégorie M, r(U) et le déterminant des périodes. — Sui-
vant [ST97, Def. 2, p. 872, on associe a la donnée de deux sous-corps k et F’
de C et d’une variété quasi-projective U sur k, la catégorie My, (U) dont les
objets sont les triplets

M= ((&,V),V,p)
formés de

(a) un Op-module localement libre de rang fini £, muni d’une connexion
intégrable V : & = £ ®p,, Q}; a singularités réguliéres,

(b) un systéme local V' de F-espaces vectoriels sur la variété analytique
complexe U?",

(¢) un isomorphisme
p:EY =S VepC
de systémes locaux d’espaces vectoriels complexes sur U?".

On notera rk(M) U'entier positif rang, £ = rangpV.

En combinant le corollaire 2.1 avec la donnée de V' et de p, on associe a
chaque objet M dans M}, (U) des isomorphismes qui seront notés

Hi(p): H)p(U, (,V)) @, C 5 HI (U™, V) @F C.

Définition 2.9. — Soit M € My p(U). On définit
per(M) € F*\C* /k*

comme le produit alterné des déterminants des isomorphismes H(p) par rap-
port & des bases rationnelles. Plus précisément, si (%) et (v}) sont des bases
quelconques de HY5(U, (E,V)) sur k et de HI (U™, V) sur F et si P; = (al,)

est la matrice de H(p) dans les bases (€] @y, 1¢) et (v] @p 1¢), alors

2n

per(M) = H(det Pj)(_l)j.

J=0

On écrira per(U, M) au lieu de per(M) quand il sera nécessaire de préciser
Uouvert sur le quel on se place.

Signalons, pour mémoire, que la définition de per(M) ci-dessus est formulée
difféeremment que chez Saito et Terasoma, qui construisent l’isomorphisme
HI(p) en sens opposé et prennent ensuite (—1)/*! au lieu de (—1)7 dans
I’expression ci-dessus.
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2.4. Les périodes de ’objet unité
La catégorie My, p(U) contient I'objet « unité »
1= ((Ovu,d), F,can)

ol can désigne I'isomorphisme canonique C ~ F' ® C. Dans cette section, je
calcule per(1) au sens de la définition 2.9; ceci n’est autre que le déterminant
de isomorphisme des périodes du corollaire 1.1 dans le cas ouvert. Avant de
passer a la situation générale, regardons un exemple élémentaire.

Ezxemple 5. — Soit U C Aé la conique affine d’équation
az’® +by* =1,

avec a,b € Q*. Alors H;R(U/Q) est de dimension un, engendré par la classe
de la forme différentielle ydx. D’un autre coté, le changement de variable

u=+ax —ivby, v=+ax+iVvby

montre que U™ est isomorphe & Gy, c. Il s’ensuit que Hi(U*", Q) est engendré
par le cycle v paramétré par t — u = exp(2mit). Par intégration, on trouve

= [ e = T
(det H(U)] = L iz = -

Remarquons que ab est le discriminant de la forme quadratique ax® + by? et
que Q(Vab) et le corps de définition des points « a linfini » de U.

Proposition 2.5. — Avec les notations précédentes, 1’égalité

(16) per(1)2 — (27”;)nX(U)+Zmzo(*1)mmX(D(m))
est vraie dans k*\C* /F*.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer le résultat pour F' = Q. Puisque la
filtration par le poids W est définie sur Q (cf. proposition 2.3), on peut choisir
des bases de Hj(U) sur Q et de H},(U/k) sur k adaptées & W. La matrice
des périodes par rapport a ces bases est diagonale par blocs, d’oul
[det H7(U)] = [] Idet Gr}y B (U)].
m>0
Il s’ensuit que le calcul du déterminant est compatible avec la décompositon

dans Ko(hs) donnée par théoréme 2.1, d’ou :

2n n—m)

. 2(
(17) H[det Hj(U)](—l)J _ H H [det(He(D(m)) ®Q(—m))](_1)m,

§=0 m>0 =0
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On peut donc exprimer per(1) en termes des périodes des différents D(m) :

per(1) = [ per(1pgn) 0" - (2mi) D" mxDm),
m>0

la puissance de 2mi provenant de la torsion a la Tate dans (17). D’apres le
corollaire 1.2, on a pour tout m > 0

per(lp(m)) (Qm)(n m)x(D(m))

11 s’ensuit
per(1)? = (27i) =D (rFmx(Dm)) — (97 )nx(U)+2 (=)™ mx(D(m)
compte tenu de l'égalité x(U) = > (—1)"x(D(m)). O

On aura besoin pour la suite d’une expression alternative de l’exposant
intervenant dans la formule (16).

Proposition 2.6. —

2n 1

n
D (=DF > phi(X, 9% (log D)) = SX(UT) +5 D (=)™ mx(D(m)™).
k=0 pt+q=k m=>0
Démonstration. — Pour p fixé, on a d’aprés le « résidu de Poincaré » :
SO (—1)h(X, 0% (log D)) = S (—1)7 3 hI(X, Gl 0% (log D))
q=0 q=0 m>0
=3 (-1)7)  ni(X, sy =)
q=0 m>0
19> hi(D(m), Qb D)
=0 m>0
Il s’ensuit :
2n 2n
Do(=DF YT phU(X, Q% (log D)) = Y Y (=1)F Y phU(D(m), Q")
k=0 p+a=k m>0 k=0 pta=k
2(n—m)
(18) =S Y 0E Y (pm)ht(D(m), Q).

m>0 k=0 p+q=k
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D’un autre coété, par le théoréme de Hirzebruch-Riemann-Roch

2(n—m)

Y. (=DF Y phi(D(m), Q) Z m)s X))
k=0 p+q=k p=0
(19) /D o z_: )Ppeh(APQ,,)]Ed(TD(m))
pour chaque m > 0. Or, d’aprés le lemme 2.2,
'« P pOl _ n—mn— M
o |2 1PN R DOm) = (1) ()
compte tenu du fait que
1 1
[1+ 5 e1(Qp ) ItA(TD(m)) = [L+ Ser(Qpgay][L = 5e1(2pn))]
9 (m) 92 (m) (m)
modulo CH=?(D(m)) n’a pas de terme en degré un. On en déduit :
2(n—m) n—m
(1% S phDm), Oy ) = " (D)™,
k=0 p+q=k

d’aprés le lemme 2.3 appliqué au diviseur vide. Par conséquent,
2n

mn + m an
S0 ST k(X O log D)) = 37 (<) (D)™
k=0 pt+q=k m=>0
n an 1 m an
= 2 + 5 3T () mx(Dm)™),
m>0
ce qu’on voulait démontrer. ]

2.5. Le théoréme de Saito et Terasoma

2.5.1. Le facteur Gamma. — Dans cette section, on associe a chaque objet
M dans My, (U) un produit de valeurs de la fonction gamma, noté I'(V : M).
Si f € k[T] est un polynome tel que f(n) # 0 pour tout entier n < 0, posons

I T(e)ecx,
f(e)=0
ol « décrit les racines complexes de f, comptées avec multiplicité.

Fixons une extension petite (Ex, V) de (€, V). Rappelons que, pour chaque
composante irréductible D; de D, le polynome caractéristique ®g, ;(T') est a
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coefficients dans une extension finie k; de k. Par définition, ®g, ;(T') n’a pas
de racine entiére négative et il en est de méme pour le polynéme

Ny, 1k ®ey i(T) € K[T7,
qui est, par définition, le produit [ [ o(®¢, i), ot o décrit I'ensemble Homy, (k;, C)
et 0(Pg, ;) est le résultat d’appliquer o & chaque coefficient. On définit
FDl(v : gx) = F(Nkl/k‘q)gx,z(T))
Notons ¢; = x(Dj) la caractéristique d’Euler de I'analytifié de D} et soit
F(V : 5)() = HFDZ.(V : gx)ci.
el
L’équation fonctionnelle I'(s + 1) = sI'(s) permet de montrer que la classe de

I'(V : Ex) modulo k£* est indépendante du choix de 'extension petite (£x, V)
[ST97, Lem. 1.8|.

Définition 2.10. — Soit M dans My, p(U). Le facteur gamma de M est
IN(V:M)=[I(V:Ex)] € C*/k~
pour n’importe quelle extension petite (Ex,V) de (€,V).

Visiblement, I'(V : M) ne fait intervenir que la partie « de Rham » de M.

2.5.2. L’accouplement (det M, cxmodp). — Une bonne partie de larticle
de Saito et Terasoma [ST97| (notamment les sections 2 et 3 et 'annexe) est
consacré a I’étude d’un accouplement

M Picy, p(U) x CH"(X mod D) — k*\C*/F*
entre le groupe de classes d’isomorphisme d’objets de rang un dans My, (U)
et le groupe de Chow relative de dimension zéro CH"(X mod D).

2.5.2.1. Le groupe M Picy, p(U). — Considérons la sous-catégorie Py (U) de
My, p(U) formée des objets de rang un et notons M Pic, (U) le groupe de
classes d’isomorphisme de Py (U) par rapport au produit tensoriel.

Définition 2.11. — Soit M = ((€,V),V, p) un objet de rang r dans My, p(U).
L’objet det M dans Py p(U) est le triplet

det M = ((det &, V), det V, det p),
ondet £ = A", det V = A"V et la connexion VI est définie par la formule

.
Vet A Aep) =D et Ao AV(e) A Aey.
=1
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Si L est une extension finie de k, le groupe M Picy p(Spec L), qui sera
noté simplement M Picy, (L), est formé des classes d’isomorphisme de triplets
(E,V,p), ou E et V sont des espaces vectoriels de dimension un sur L et F
respectivement et p = (po)scHom,(L,C)> avec py : B ®r, C = V @p C, est
une famille d’isomorphismes d’espaces vectoriels complexes.

Remarque 2.3. — On dispose d’un isomorphisme canonique
M Picy (L) AN kX\(CX)Homk(L,C)/(FX)Homk(L,C)

qui envoie la classe d’un object (E,V, p) vers (ps(e)/v) pour n’importe quelle
base e de E sur L et v de V sur F [ST97, p. 872, derniére ligne].

On dispose également d’un foncteur norme [ST97, pp. 882, 922]

NL/k: : MPiCk,F(L) — MPiCk,F(k)
(20) (E,V,p) — (NE,NV,Np),

ou l'objet & droite est défini comme suit :

— étant donnée une base e de F sur L, le k-espace vectoriel NE a pour base
le symbole Ne, avec la compatibilité suivante : si ¢/ = fe est une autre
base, avec £ € L*, alors Ne' = (Np .0)Ne,

— étant donnée une base v de V sur F, le F-espace vectoriel NV a pour
base le symbole N, et si v/ = fv, avec f € F*, alors Nv' = fNuv,

— lisomorphisme de comparaison N p est défini par

(Np)Ne = (H pa£€)> Nu,

ot o décrit 'ensemble de plongements Homy (L, C).

Soit M = ((€,V),V,p) un objet dans M Picy (U). A chaque point fermé
x de U et a chaque plongement complexe o : k(x) < C, on associe un objet

M|I = (gxa vapx,ﬂ') € Mchka(k(x))

comme suit. La fibre &, 1= £ ®oy, k(z) de £ en x s'identifie canoniquement &
la fibre £2" du faisceau analytique £*" en x, vu comme point complexe de U
via le plongement o. Considérons aussi la fibre EY du systéme local EV en .
Il existe un isomorphisme canonique

(21) Es Oh(z)o C = E° > By .
De plus, la donnée de V' et de p induit, par restriction a x, une F-structure

(22) EY =5V, ®pC
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sur EY. En composant (21) et (22), on obtient un isomorphisme d’espaces
vectoriels complexes de dimension un

Pz,o : EZL“ ®k($),a C ;> Ve ®F C.
Finalement, par application du foncteur norme (20), on en déduit un objet

Nk(r)/k(M|z) € MPicy p(k) ~ k*\C*/F*.

Lemme 2.6. — Supposons F C k C Q. Soit M = ((£,V),V, p) un objet
dans M Picy, p(U) tel que lisomorphisme p : EY = V ®@p C soit induit par
une inclusion V.C EV. Alors

Nisay/n(M],) =1
dans k*\C* /F* pour tout point fermé x dans U.

Démonstration. — Soient = un point fermé de U et o : k(x) — C. Démontrons
que M|, = 1 dans k(z)*\C*/F*. Soit v, une base quelconque de V, sur F.
Puisque V' C EV par hypothése, EY admet pour base v, @ lc. Compte
tenu de l'identification canonique entre EY et &, Qk(z),c ¢ €t de Phypothese
F C k C k(x), I'élément e, := v, @ k(z) est une base de &,;. Avec ces choix,
on a py o (€x p(z) C) = vy @ C, dott M, = 1. m

Remarque 2.4. — Pour qu’un systéme local sur U*" admette une structure
F-rationnelle, la répresentation de monodromie doit étre a valeurs dans F.
Sotent M un objet dans Py p(U) comme précédemment et (Ex,V) une ea-
tension de £ a X. Puisque la monodromie locale autour de D; est donnée
par exp(—2miResp,V) d’aprés [Del70, II. Prop. 3.11]|, l'existence d’une F-
structure force la propriété exp(—2miResp,V) € F pour tout i € 1. En parti-
culier, lorsque F C Q comme dans les hypothéses du lemme 2.6 ci-dessus, le
théoreme de Gelfond-Schneider entraine que Resp,V € Q.

2.5.2.2. Le groupe de Chow relatif de dimension zéro. — Soit K, (X) le fais-
ceau associé au préfaisceau de K-théorie de Quillen U — K, (U) sur Xz,
[Qu73, §7|. Introduisons le complexe

Kn(X mod D) := [Cpn(X) — DicrKn(Dy)]

ot ICp(X) est placé en degré 0 et K, (D;) désigne l'image de K,,(D;) par le
morphisme ¢} : K,,(D;) — K,,(X) induit par 'immersion ¢; : D; — X.

Définition 2.12. — On appelle groupe de Chow relatif de dimension zéro
Uhypercohomologie en degré n = dim X de ce complexe

CH"(X mod D) := H"(X, K,,(X mod D)).

Soit £ un Ox-module localement libre de rang n sur X.
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Définition 2.13. — On appelle trivialisation partielle de € la donnée d’une
famille r = (ri)ier de morphismes surjectives r; : & p, — Obp,.

Par exemple, les applications résidus Resp, : Q% (log D) ®0, Op, — Op,
fournissent une trivialisation partielle Res du faisceau des différentielles loga-
rithmiques Q% (log D).

Soit (£,r) un Ox-module de rang n partiellement trivialisé. Puisque les
morphismes r; sont surjectifs, les classes de Chern ¢, (€)|p, s’annulent dans les

groupes de Chow CH"1(D;). Reprenant le travail [Sai93], Saito et Terasoma
associent a (£, r) une classe de Chern relative

cn(€E,7) € CH"(X mod D).
Définition 2.14. — Le cycle canonique est ’élément
cxmodD = (—1)"cn(Q% (log D), Res) € CH"(X mod D).

Ezxemple 6. — Si X est une courbe et K désigne son corps de fonctions, le
groupe CHY (X mod D) s’identifie, d’apres [Sai93, Ex. 1], a

Prze@PK /1+m, | /K

xzeUp zeD

ot Uy est l’ensemble des points fermés de U et m, est l'idéal mazximal de
Uanneau local Ox 5. On peut alors calculer cxmoap comme suit [Sai93|. Soit
s une section rationnelle non nulle de Q% (log D). Pour chaque x € D, soit
fe € K* tel que ord,(s) = ord,(f.) et que ro(f;1s) = 1. Alors :

CXmodD = — Z Ordx(s) : [l’] - Z fo
x¢Uo zeD

Reprenant les notations de ’exemple ci-dessus, posons A, = 7Z si x est un
point fermé de U et A, = K*/1 + m, pour € D. Dans ce dernier cas, en
combinant les suites exactes « ordre en x »

1 — 0%, —K*—7Z—=0
et « évaluation en x »
l—1+my — Ox, — k(z)* — 1,

on voit que A, est une extension de Z par k(z)* et que CH!(X mod D) admet
une présentation de la forme
CHY(X mod D) ~ coker(k(y)* — @ Ay),
z€Xo

ou y est le point générique de X et X est I’ensemble de points fermés.
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En général, pour X de dimension quelconque, CH"(X mod D) s’écrit,
d’aprés [ST97, Prop. 1|, comme
CH"(X mod D) ~ coker(0 : @ B, — @ Ay).
yeXy reXp

Dans cette formule, A, est une extension de Z par P, k(x)*, ot I, désigne
I'ensemble d’indices ¢ € I tels que x € D;, et B, et I'application 0 sont
définis en termes de K-théorie [ST97, pp. 878-879]. Comme corollaire de
cette présentation de CH" (X mod D), Saito et Terasoma montrent le résultat
suivant dans [ST97, Cor., p. 830] :

Proposition 2.7 (Saito-Terasoma). — Le groupe CH" (X mod D) est en-
gendré par les classes [z] des points fermés x dans U.

En particulier, pour définir ’accouplement
M Picy, p(U) x CH"(X mod D) — k*\C*/F*,

il suffit de définir I’accouplement d’un objet M dans M Picy, (U) avec [z] €
CH™(X mod D) pour tout point fermé x dans U.

Définition 2.15. — Avec les notations précédentes, on pose

Lemme 2.7. — Supposons F C k C Q. Soit M = ((,V),V, p) un objet
dans My p(U) tel que lisomorphisme p : EY =V ®p C soit induit par une
inclusion V.C EV. Alors

(det M, CXmodD) = 1.

Démonstration. — D’apreés la proposition 2.7, on a cxmodDd = Y _,ep, Nz * (2],
ol n, = 0 sauf pour un nombre fini de z. Par définition,

(detMaCXmodD) = H Nk(x)/k(det/\/l‘z)"’”

zeUp
et le résultat suit alors directement du lemme 2.6. O
Remarque 2.5. — Lorsque X est une courbe, ce résultat a été déja remar-

qué par Terasoma (cf. |Ter94, Rem. 2, p. 583| et [ST97, Sec. 4(b)| pour la
correspondance entre (det M, cxmodp) €t les notations de [Ter94].)

Ezxemple 7. — Donnons un exemple d’une situation ou les hypothéses du
lemme 2.7 sont vérifiées, qui sera d’une particuliére importance pour la suite.
Soit T 1Y — X un revétement cyclique de degré d > 2 ramifié le long d’un
diviseur & croisements normauz simples D sur X, le tout défini sur un sous-
corps k de Q. Posons U = X — D. L’image directe de la connezion (Oy,d)
par 7 a des singularités régulieres le long de D et le systéme local des sections
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horizontales sur U™ est isomorphe a m.Cyan. De plus, la représentation de
monodromie est & valeurs dans Q(ug). En prenant V. = m.Q(pa)jyan et p
lisomorphisme induit par les inclusions Q(pg)ysn C Cyan C Oyan, on obtient
un objet vérifiant les hypothéses du lemme 2.6.

2.5.3. Le théoréme de Saito et Terasoma. — Enoncons enfin le résultat
principal de [ST97].

Théoréme 2.4 (Saito-Terasoma). — Soient M un objet dans My, p(U) et
M= ((EX,V*),V*, p*) Uobjet dual. L’égalité

per(M) = per(1)’*M) . T(V : M*) - (det M, ¢xmodp)
est vraie dans k*\C*/F*. Ici, .

2.5.4. Variante a support compact. — Les constructions précédentes
admettent une variante & support compact. Etant donné un objet

M= ((€,V),V.p)
dans My, p(U), on définit la cohomologie de de Rham a support compact comme
HiR,c(U7 DR(87 V)) = H(X7 DR(SX7 v))

pour n’importe quelle extension petite (Ex, V) de (£, V). Ceci ne dépend pas
de lextension choisie d’aprés [ST97, Lem. 1.2]. La terminologie « a support
compact » est justifiée par la dualité suivante (voir loc. cit pour la preuve) :

Proposition 2.8. — Si (Ex,V) est une extension petite, l’accouplement
DR(Ex) ® DR(EY) — Q%[—n]
induit un accouplement parfait

HP(X,DR(Ex,V)) ® H*P(U, DR(E*,—-V)) — k

De méme, on peut montrer que, pour des extensions petites, le complexe
DR(Ex) est quasi-isomorphe & jiIDR(E) [STI7, Lemma 1.6]. En imitant les
constructions de la section 2.3, on en déduit des isomorphismes :

H](p) : Hjp, (U, DR(E,V)) @4 C 5 HI(U™, V) @p C
et on définit la période a support compact
per (M)

comme le produit alterné des déterminants des isomorphismes H? (p) par rap-
port & des bases rationnelles. La proposition 2.8 entraine

Corollaire 2.2. — per, (M) = (2mi)" X per(M*)~1,
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Corollaire 2.3 (Saito-Terasoma). — Soit M € My, p(U). L’égalité
per. (M) = per,(1)™M) . D(V : M)™! - (det M, exmoan)
est vraie dans k*\C* /F*.

Dans le corollaire, per,(1) est la période & support compact de I'objet unité.
Par dualité de Poincaré, la proposition 2.5 entraine

per,(1)2 = (2md)X U™ =X (=1 mx(D(m))
et on peut exprimer cet exposant dans la méme veine :

Proposition 2.9. —
2n

n an 1 m an
d (—1)F 3 phi(X, 0% (log D)(~D)) = SX(U™) =5 > (=1)™mx(D(m)™)
k=0 p+q=k m2>1
Démonstration. — Par dualité de Serre

h(X, Q% (log D)(—=D)) = K"~ (X, Q% P (log D)),
ce qui permet de récrire le terme a gauche comme
2n

> (=1F > phm X, QP (log D))
k=0 p+q=k
2n

= (U = 3 (-1DF D phi(X, 9% (log D).

k=0 pt+a=k
On conclut alors par la proposition 2.6. O

Exemple 8. — Si C est une courbe, alors

per,(1) = (2mi)'~9(9).






CHAPITRE 3

PERIODES DES REVETEMENTS CYCLIQUES

3.1. Préliminaires sur les revétements cycliques

La référence principale pour cette section est [EV92, §3]. Le lecteur prendra
garde que, bien que les résultats ci-dessous soient énoncés dans loc. cit. pour
un corps de base algébriquement clos, ils restent vrais lorsque celui-ci contient
les racines de I'unité d’ordre le degré du revétement.

Soient d > 2 un entier et K un corps de nombres contenant F' = Q(fuq).
Soient Z une variété projective, lisse et géométriquement connexe sur K et

D= ZazDz

un diviseur effectif & croisements normaux simples sur Z, avec des composantes
irréductibles D; indexées par un ensemble I. Posons U = Z — D et supposons
qu’il existe un faisceau inversible £ sur Z satisfaisant a

(23) Oz(D) ~ L%
Autrement dit, £ posséde une section globale s € H%(Z, £%) ayant D pour
lieu des zéros. Pour j =0,...,d — 1, introduisons les faisceaux inversibles

£ = £7 @ O4([3D)).
Localement, ceux-ci admettent la description suivante : sur un ouvert W C Z
tel que DNW ait pour équation locale f = f'' ... f2 et que ¢! soit une base
locale de £ sur W, un générateur de £=7) est donné par

. _re1s _[osd

O-j:t]'fl[d]"'fs[d}
Puisque la relation (23) entraine t¢ = f, la différentielle extérieure sur Oy
permet de « dériver » la section ¢
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induisant une connexion logarithmique intégrable V sur £(-7) qui satisfait & :

we=o (1455 [2]%)

=1
- iJ iJ |\ dfi

o 2 (%1% %
i—1

—0 Y {aif) dfi
i—1

d fi

Notons DU le diviseur réduit formé des composantes irréductibles D; telles
que d ne divise pas ayj
DY = " D

M¢Z

d

et UY) = X — DU) son complémentaire dans X. Le calcul ci-dessus montre
que la connexion V a des poles logarithmiques exactement le long de DU,

Proposition 3.1. — Pour chaque 1 < j < d—1, le faisceau L9 est muni
d’une connexion logarithmique intégrable
VL) — £ @ QL (log DY)
vérifiant
(i)
d
Ces connexions apparaissent comme des facteurs de I'image directe de la
connexion triviale sur un revétement cyclique convenable de Z, ce qui per-
mettra de donner une structure F-rationnelle au systéme local des sections

horizontales de leurs restrictions a U ou a U, Pour le construire, considérons
les fibrés géométriques de rang un

Ve =2z VLYY= 2z

associés aux faisceaux inversibles £7! et £7¢ respectivement. L’application
« élévation A la puissance d » £71 — £7¢ induit un diagramme commutatif

Resp,V = -idop, -

V(e s v(£d)
\ |

et s € HY(Z,L£%) correspond a une section géométrique o : Z — V(L£™9).
Définissons Y comme la normalisation de

" (0(2))
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et notons 7 : Y — Z le morphisme évident. Posons enfin F = 7' D.

Remarque 3.1. — De maniére équivalente, la section duale de s définit une
structure de Oz-algébre sur

A= é £=9)
=0

et on peut construire w:Y — Z comme le spectre relatif Spec,(A) — Z. On
renvoie & [EV92, 3.5] pour les détails.

Ezxzemple 9. — Soient ay,...,a, des entiers positifs, d > 2 un entier divisant
la somme a1 +...+a, et p1,...,p, des points distincts sur la droite affine A'.
Si l’on applique la construction précédente a
T 1 T
1
X=P, D= ;azpz, L= Opl(d;%)’
on trouve le revétement cyclique de la droite projective défini par I’équation

ar

d
yY=(x—p)...(x—py)
Le lecteur est invité a consulter |[Roh09, Chap. 2| pour wvoir comment les
constructions ci-dessous se réalisent dans cet exemple.

Revenant a la situation générale, un calcul local montre que 7 est étale sur
Z — D et que les éventuelles singularités de Y se trouvent au-dessus du lieu
singulier de D ; en particulier, Y est lisse si D 'est. On renvoie & [EV92, Lem.
3.24] ou & [Kol07, Thm. 2.23| pour la démonstration du lemme suivant.

Lemme 3.1. — La variété Y a au pire des singularités quotient abélien.

Ceci signifie que Y est réunion d’ouverts affines de la forme 7'/G, avec T une
variété affine lisse sur laquelle agit un groupe abélien fini G. Il s’ensuit que la
structure de Hodge sur H f; (Y), a priori mixte, est en fait pure de poids k. En
effet, si p: X — Y est une résolution de singularités, 'application induite en
cohomologie p* : HE(Y) — HE(X) est injective [Del74, Thm. 8.2.4]. D’autres
énoncés de la théorie de Hodge se transposent directement du cas projectif
lisse, quitte a remplacer le complexe de de Rham usuel par le complexe de
faisceaux cohérents réflexifs

;/ = j*Q;/Teg,
ol j : Ypeqg = Y est 'inclusion du lieu lisse. Le théoréme suivant résume les
propriétés les plus importantes.
Théoréeme 3.1. —

(a) L’analytifié de ﬁ;/ est une résolution du faisceau constant C sur'Y .
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(b) La suite spectrale
EP" = HI(Y,Q0) @, C = HPYI(Y™ C)
dégénere en Eq induisant sur HE(Y) la méme structure de Hodge qu’une
désingularisation de Y .

(c) Le théoréme de Lefschetz difficile vaut pour Y .
Démonstration. — Cf. [Ste77, §1]. O

De méme, on peut définir

Q3 (log E) = 1.9, (10g(E N Yyeg))

et la dégénérescence en Fp de la suite spectrale associée a la filtration « béte »
de ce complexe entraine 'existence d’une décomposition (non canonique)

(24) HY(Y - E,C)~ @ HUY,0% (log E)) @k C.
p+q=k

Le groupe de Galois du revétement 7 : Y — Z, qui est cyclique d’ordre d,
agit sur l'image directe de la connexion (Oy,d). Fixons une racine primitive
d-iéme de 'unité £ et identifions-la & un générateur g de G. D’aprés [EV92,
Lemma 3.16],

—_

d—
(25) m(Oy,d) = P, V)

§=0

est la décomposition suivant les valeurs propres, autrement dit : G agit sur
£ par g(s) = & - s pour s une section locale de £(=9)_ Puisque le systéme
local des sections horizontales de la restriction & UU) de 'analytifié de 7, (O, d)

n’est autre que 7r*(C|U<j), la décomposition (25) munit les systémes locaux
associés & (L(77) V) d’une structure F-rationnelle
pj : ker(V*™) = V; ®p C,
avec V; le sous-systeme local de W*Q(ud)|U<j) ol g agit par multiplication par
le caractére € — &7. On obtient ainsi des objets
M = (L5, V)51, Vj, pj) € M p(UD).
Leurs restrictions & U seront encore notés M; € Mg p(U).

D’un autre coté, 'action de g découpe la cohomologie de Y selon les valeurs
propres et les nombres de Hodge s’expriment en termes des faisceaux £(7)
comme suit. Pour 0 < j < d — 1, désignons par

HPU(Y) C HY(Y, O}

le sous-espace ol g agit par le caractére & — &7,
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Lemme 3.2. —
HY(Y) = HY(Z, L5 @ 0 (log DY)
Démonstration. — Le morphisme 7 étant fini, on a des isomorphismes
HYY, 0% = HY(Z,m. Q%)
compatibles & I'action de pq. Posons W = Z — Dy, 4. Alors

@E ® Q) (log DY)y,

est, d’aprés [EV92, Lemma 3.16], la décomposition en valeurs propres. L’éga-
lité s’étend & Z car codim(Dsing) > 2 et que les faisceaux Q’;, sont réflexifs. [

Corollaire 3.1. — La partie pg-invariante de H*(Y') est isomorphe ¢ H*(Z).
Le méme type de résultat vaut pour la cohomologie de Y — FE :

Lemme 3.3. —
HI(Y, O (log B)) ~ HY(Z, £ ® O (log D))
Démonstration. — Par 'argument de la fin de la démonstration du lemme 3.2,
on peut faire la preuve comme si D est lisse. D’aprés [EV92, Lemma 3.16],
QL (log D) = O, (log E)
et par la formule de projection
. (log E) = m* QY (log D) = 1,0y @ O (log D).
On conclut alors en utilisant 7,0y = @;l;é L9, O

Finissons cette section par un énoncé d’annulation, qui est un cas particulier
des théorémes d’Esnault et Viehweg [EV86].

Lemme 3.4. — Supposons que le faisceauz L soit ample et que DY) = D,..q.
Sip+q#n, alors :

HY(Z, L) @ QY (log D)) = 0.
Démonstration. — Traitons d’abord le cas p + ¢ > n. Si L est ample, il en va
de méme pour le diviseur D. On en déduit que Z — D est affine et lisse, donc

Y — E lest aussi. Par conséquent, H*(Y — E,C) = 0 pour tout k > n. Or,
d’apres la décomposition (24) et le lemme 3.3

HY(Z, L5 @ OF (log D)) @k C C HPT(Y — E,C).
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Supposons maintenant p + ¢ < n et soit w € H* (Y, (2%/) la premiére classe
de Chern de 7*L. Par construction, elle est ug-invariante. Par le théoréme de
Lefschetz difficile sur Y, le cup produit avec w”~?*49) induit des isomorphismes

HY(Z, L5 @ Q8 (log D)) ~ H" ?(Z, £ @ Q0 (log D)),

ce qui réduit I’énoncé d’annulation au cas précédent. ]

3.2. Le produit alterné des périodes

On vient de voir que les structures de Hodge H E(Y) satisfont aux hypothéses
H de la conjecture de Gross-Deligne car elles ont multiplication complexe par
le corps cyclotomique Q(pg) et ce sont des sous-structures de Hodge de la
cohomologie d'une désingularisation de Y. Cette section est consacrée a la
démonstration du théoréme suivant, qui confirme la version alternée de la
conjecture pour les structures de Hodge en question. Les notations sont les
mémes que dans les sections 1.4 et 1.5 :

Théoréme 3.2. — La relation
I k() 1 () )
-1
H P“(detQ(Hd)HB(Y))( ) ~o* H r (1 - d>
k=0 a€Z/d

est vraie pour n'importe quelle fonction € : Z/d — Q satisfaisant a

2n
DO YD o te
a€Z/d k=0 pt+q=k

pour tout u € (Z/d)*.
Avant de passer a la preuve, signalons deux corollaires immédiats :

Corollaire 3.2. — Si Y est de dimension un et géométriquement conneze, la
conjecture de Gross-Deligne vaut pour la structure de Hodge detQ(M)Hé(Y).

Démonstration. — D’aprés le corollaire 3.1, H*(Z) s’identifie & la partie in-
variante de HF (Y). Puisque tant Y que Z sont géométriquement connexes,
ceci entraine que pg agit trivialement sur H°(Y) et H2(Y'). Le seul terme non
trivial dans ’énoncé du théoréme 3.2 correspond donc a k = 1. O

Corollaire 3.3. — Si L est ample et D = D,.q pour tout u € (Z/d)*,
alors la conjecture de Gross-Deligne vaut pour det@(ud)Hg(Y).

Démonstration. — Sous ces hypothéses, k = n est d’apreés le lemme 3.4 le seul
degré ou le groupe pg n’agit pas trivialement. O
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3.2.1. Preuve du théoréme 3.2. — Elle procéde en deux étapes : dans
la premiére, on applique le théoréme de Saito et Terasoma & un objet dont
les périodes calculent le terme & gauche dans le théoréme et dans la seconde
on utilise le théoréme de Hirzebruch-Riemann-Roch pour montrer que les
exposants intervenant dans les facteurs gamma vérifient bien la relation voulue
avec les nombres de Hodge.

3.2.1.1. Premiére étape. — Soit u € (Z/d)*. D’aprés les résultats de la section
3.1, le terme & gauche dans le théoréme s’exprime comme les périodes d'un
objet de la catégorie MK7F(U(“)). Plus précisément,

2n
1)k u
HP“(det@(ud)Hg(Y»( D" = per(U( )7MU)7
k=0
ol M,, est l'objet de rang un

Mu = ((‘C(_u)7v)|(](u)7 Vmﬂu) S MK7F(U(U))

Proposition 3.2. — On a :
per(My) ~o (2mi)M . Hr(l _ <aéu)>ci,

i€l

ot M désigne l’entier

2n
M =Y (-1)F Y phi(Z,9(log D™))
k=0 p+q=k

et ¢; = x(D}), ou D} = D; —U,; D;.
Démonstration. — Par la formule de Saito et Terasoma (Théoréme 2.4), I'éga-
lité suivante est vraie dans C*/Q” :

per(My) = per(1) - T'(=V : My) - (M, xmoap)-

Puisque det M vérifie les hypothéses du lemme 2.7 d’aprés 'exemple 7, 'ac-
couplement (det M, ¢y, ,qpw ) est algébrique, d’ou la relation

(26) per(M,,) ~0" per(1) - T'(=V : My).
D’un autre coté, d’aprés les propositions 2.5 et 2.6,
(27) per(1) ~g" (2mi)M

ou l'exposant M est donné par

2n
M=) (-1)F Y phi(Z,05(log D™)).
k=0 pt+q=k
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Calculons le facteur gamma I'(—V : M,,) en prenant I'extension £(~%)(—D®))
de —V, pour laquelle les résidus sont

(au)
d

d’aprés la proposition 3.1 et le lemme 2.5. 11 s’ensuit

Resp,(=V) = (1 —

)idoDi

(28) D(-V:M,) = [[ra - ey

i€l

On trouve le résultat en mettant ensemble (26), (27) et (28). O

Définissons la fonction &’ : Z/d — Q par la formule
g (a) = Z Ci-
(ai)=(a)

A Taide de €/, on peut récrire le facteur gamma comme
Hr(l _ <ocidu >)c¢ _ H T'(1- %)s (%)
el a€Z/d

et alors la somme pondérée des exposants vaut

é Z '(a){au) = Z <Ozu>c,~.

a€Z/d iel

Corollaire 3.4. —

per(M,,) ~g (2m’)M H I(1— <Zl>)€/(3)'
a€Z/d

3.2.1.2. Deuziéme étape. — FEn vertu du rapport entre 27¢ et les produits des
valeurs gamma donné par la formule (6), tel qu’expliqué dans la preuve du
lemme 1.4, pour conclure la démonstration, il suffit de montrer

Proposition 3.3. —

2n 2n
S0F S ) - S0 Y ph(2.9005 00 = 3 G,
k=0 p+q=Fk k=0 p+q=Fk el

Démonstration. — D’aprés le lemme 3.2, on a des égalités
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2n 2n
MEDE T phba(v) = (=1)F > phi(Z, L5 @ 0 (log D™))
k=0 pt+q=k k=0 p+q=k

= Z Ppx(Z, £ o 0p (logD( )))
Par le théoréme de Hirzebruch—Rlemann—Roch :
X(Z, £ @ O (log D™))) = x(Z, ¥ (log D™))
- / 1 (L) ch(APQY (log DMY)td(TZ),
VA

ce qui réduit la preuve a celle de I'identité suivante :

- (a;u)

@) [ e 013l og DY) a(7Z) = 3

p=0 iel

C;.

Lemme 3.5. —

Démonstration. — Puisque £? ~ Ox (D), on voit d’abord que ¢;(£) =
Ensuite, la formule £-% = L7 ® Oz([4D]) entraine

Cl(ﬁ(_u)) _ _ucl Z alu alu Dz’ _ _ Z <061U> Dz’,

: d
el zel el
comme on voulait démontrer. O
Remarque 3.2. — Au lieu de calculer c¢1(L5Y) « a la main », on aurait

pu invoquer un résultat général qui affirme que la premiére classe de Chern
d’un faisceau localement libre £ muni d’une connexion logarithmique intégrable
V:E— E@Q%(log D) est donnée par

c1(€) == Try, x(Resp,V) - [Di].
On renvoie a [EV86, App. B| pour la démonstration.

En vertu du lemme 2.2, la classe

n

> (~1)Ppeh(APQy (log D™)))

p=0

commence en degré n — 1 et le seul terme qui contribue a (29) est donc

(=1)"ea-1(2(log D).
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On en déduit :
/Z61(5(_“))[Z(—l)ppch(/\mlz(log DMtd(TZ)

i€l g
Or, d’aprés le lemme 2.4, on a 1’égalité

(0" [ s (@000 p) =

k3

ce qui permet de conclure. O

Remarque 3.3. — La méme preuve mutatis mutandi montre que les périodes
de la restriction de M, a Uouvert plus petit U = X — D vérifient

a a
per(U, My) ~x 11 r(l—y)%)
a€Z/d

pour n'importe quelle fonction § : Z/d — Q telle que

2n
1 _
(30) y 37 bla)(aw) = (1" Y prt(2Z,£ @ 9% (log D)).
a€Z/d k=0 p+q=k
3.2.2. Variante a support compact. — Pour les applications, on aura be-

soin de calculer aussi les périodes a support compact de M,, € Mg ¢(U). Pour
ce faire, écrivons D,..q comme réunion de D@ et du diviseur B™ contenant
le reste des composantes irréductibles, donc celles pour lesquelles d divise a;u.

Théoréme 3.3. — La relation
(a) (2
per (U, M,,) ~g* H ra- 7)7(1)
a€Z/d

est vraie pour n'importe quelle fonction v : Z/d — Q telle que

2n
1 —Uu u
=S Aa)ew) = YD ST phU(Z, £ (- BW) 0 O (log D)
a€Z/d k=0 pt+q=k
pour tout u € (Z/d)*.
Démonstration. — Par dualité de Poincaré (cf. corollaire 2.2),

per (U, My) = (2mi)™ ) . per(U, Mg_,,) ™"

_ (oiyx(©) _{a) s
(2mi) II ra )
a€Z/d
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quelle que soit la fonction § : Z/d — Q satisfaisant aux équations (30) de la
remarque 3.3. A partir de 4, définissons vy : Z/d — Q par

L)

v(a) = —d(=a) + -—

Avec ces notations,
(@) e
perc(U,Mu) N@X H F(l — 7)7('“)
a€Z/d
et la fonction v vérifie, d’apres (30),

2n

53 e an) = mx(U) = SR S ph(2, L0 @ 03105 D).

a€Z/d k=0 p+q=k

Lemme 3.6. —
h(Z, L) @ OF (log D)) = k"~ %(Z, L5 (-~ BW) @ Q% P(log D))

Démonstration. — La preuve repose sur le fait élémentaire
a; — 1 si % ¢ Z

il + [(1 ~ $)ai) = -
a; si “reZ

Ceci entraine
L5 @ L) = L7 @ 04([4D]) ® L7 ® L ® Ogz([(1 - 4)D])
= O0z(=D+ [3D] +[(1 - 3)D])
— Oz(—D™),
d’ott la relation
(L) @ QP (log D)]Y =~ [£E0W(-~BW) @ Q) P(log D)] @ Q%

car Q7 (log D)(—Dyeq) est isomorphe a Q% (cf. remarque 2.1). Le lemme résulte
directement de la dualité de Serre. ]

Pour conclure, observons qu’on a, d’un c6té,

2n
SO0k > phrmi(z, L5 (-B™) ® QP (log D))
k=0 pt+q=k

2n
=nY (-1)* > w2z, (-B™) @ QY (log D))
k=0 p+q=k
2n
STEDE ST phi(Z,£59(-BW) @ Q) (log D))
k=0 p+q=k
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et, de autre coté,

2n
S DR Y (2,0 (=BM) @ 9 (log D))
k=0

p+q=Fk
/ ch(£ En: 1)Pch(APQY (log D)) td(T'Z)
z =0
— (-1 /Z ea(Q(10g D))
=x(U)

d’aprés le théoréme de Hirzebruch-Riemann-Roch et le lemme 2.2(a). Ces
égalités, jointes au lemme 3.6 ci-dessus, donnent

2n

1
p > v@)au) = > (=1)F > phi(Z, L5 (-BW) @ O (log D)),
a€Z/d k=0 p+a=k
ce qu’il fallait démontrer. O

3.3. Les périodes des variétés avec automorphismes

Soient, comme dans les sections précédentes, d > 2 un entier et K un corps
de nombres contenant Q(ug). Supposons maintenant que X est une variété
projective et lisse sur K, munie d’un automorphisme g d’ordre d > 1 et que
celui-ci est aussi défini sur K. Alors HE(X) a multiplication complexe par
Q(uq). Voyons comment utiliser les théorémes 3.2 et 3.3 pour démontrer la
version alternée de la conjecture de Gross-Deligne dans cette situation. Traitons
d’abord le cas des courbes.

3.3.1. Le cas des courbes. —

Théoréme 3.4. — Soit X une courbe projective et lisse sur K, munie d’un
automorphisme g d’ordre d > 2 agisant sur H'(X) avec ordre exactement d.

Alors la relation

a a
Py(detg,, HE(X)) ~g I] ra- g)€<u>

est vraie pour n’importe quelle fonction ¢ : Z/d — Q telle que
= Z = dim H}0(X)
aGZ/d

pour tout u € (Z/d)*
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Démonstration. — Notons Z = X/(g) le quotient par l'action de I'automor-
phisme, 7 : X — Z la projection et D C Z le diviseur de ramification. La
courbe Z est lisse car elle est normale (par définition de quotient) et que ces
deux notions sont équivalentes en dimension un. D’un autre coté,

d—1
mO0x =P L~
1=0

avec £ un faisceau inversible sur Z tel que £? = Oz(D). On en déduit que X
est isomorphe au revétement cyclique de Z associé a la donnée de L et D. Le
résultat suit directement du corollaire 3.2. 0

En dimension supérieure, le quotient X /(g) n’est plus lisse et on ne peut pas
appliquer directement les résultats de la section précédente. Pour contourner
ce probléme, on considérera une suite d’éclatements de X le long des points
ayant un stabilisateur non trivial. Dans la situation la plus simple, lorsque
Iordre de g est premier, ces points sont exactement les points fixes.

Soit G un groupe fini agissant sur une variété projective et lisse X, définie
sur un corps k de caractéristique zéro. Si H est un sous-groupe de GG, notons
XH le sous-schéma fermé des points fixes de H. On a X = X gHg™! pour
tout g € G, ce qui montre que tous les X sont G-stables lorsque G est abélien.
Le résultat suivant est classique, mais peu documenté : on renvoie a [ILO13,
VI, Prop. 4.2] pour une preuve.

Proposition 3.4. — Le sous-schéma X' est lisse.

3.3.2. Le cas d’ordre premier. — Etudions d’abord le cas ot g est un
automorphisme d’ordre premier et G désigne le groupe engendré par g. Soient

X' =BlyeX — X

I’éclatement de X le long des points fixes de G et E le diviseur exceptionnel.
D’aprés la proposition précédente, X' est lisse. Par fonctorialité, action de G
s’étend en une action sur X', libre sur X’ — E ~ X — X%, Fixons une racine
primitive £ de 'unité d’ordre d et identifions G avec Z/d par g + & :

Lemme 3.7. — Pour chaque u € (Z/d)*, on a des isomorphismes
H*(X), ~ H*(X"),.

Démonstration. — La cohomologie de X’ est engendrée par la cohomologie de
X et la cohomologie du fibré projectif ' = P(Nxc,x), ot Nyc,x désigne le
fibré normal de X¢ dans X. Il suffit donc de voir que G agit trivialement sur
la cohomologie de E. Or, celle-ci est engendrée par la cohomologie de X, qui
porte une action triviale de G, et la premiére classe de Chern de Og(1). Mais
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Og(1) est naturellement G-linéarisé, d’ott g*Og(1) ~ Og(1) et I'invariance de
cette classe. O

Compte tenu de ce lemme, on peut remplacer X par X’ dans le calcul des
périodes, ce qui revient a supposer que le lieu des points fixes X est un
diviseur a croisements normaux simples, qui sera noté E. Posons V = X — F.
Par excision en cohomologie de de Rham et en cohomologie de Betti, on obtient
le diagramme commutatif suivant, ou toutes les fléches sont GG-équivariantes.

Hy (B/K)e — Hbp (V/K)c — HE(X/K)e — HAR(E/K)c

| | | |

Hy ' (B)c Hy (Ve HE(X)c HE(E)c

Puisque G agit trivialement sur la cohomologie de E, on en déduit
(31) Py(detg,, H*(X)) = Pu(detgq, Hi (V)

pour tout u € (Z/d)*. Soit U = V/G le quotient de V' par I'action de G et
m .V — U lapplication naturelle. Comme 'action de G sur V est libre, la
variété U est lisse et le morphisme 7 étale. De plus, 7 étant fini, le foncteur m,
est exact et coincide avec m. On en déduit des isomorphismes

HE(V,Q(na)) = HE (U, m.Q(a))

compatibles & ’action de g, et le méme résultat vaut pour la cohomologie de
de Rham a support compact. L’image directe de la connexion triviale sur V se
décompose suivant les valeurs propres de I'action de pg comme

d—1

m.(Oy.d) = PLT, V),

j=0

avec £ un fibré inversible sur V tel que £¢ ~ Op. De méme, le systéme local
m+Q(1q) se décompose en des sous-systémes locaux de rang un

U

-1

. Q(ua) = PV,

<.
I
o

tels que pg agit sur V; par multiplication par le caractere § & et que le
systéme local des sections horizontales de ’analytifié de (£77, V) est isomorphe
a V; @ C. On obtient ainsi des objets de rang un
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dans la catégorie My p(U) satisfaisant a ’égalité
2n

(32) I Pu(detqpuy HE(V) D = per, (M)
k=1

quel que soit u € (Z/d)*.

D’un autre coété, comme les morphismes dans la ligne inférieure du dia-
gramme d’excision sont des morphismes de structures de Hodge, la partie de
HE(V) ott G n’agit pas trivialement est concentrée en poids k et on a des
isomorphismes

(33) HP(X) ~ HPI(V).

u

Soit Z une compactification lisse de U par un diviseur a croisements normaux
simples D, avec des composantes irréductibles D;. Choisissons un faisceau
inversible Lz sur Z tel que Lz ~ L et que

[:d ~ OZ(Z OéiDi),
icl
avec a; > 0. Alors la connexion (£(-%), V) associée a la donnée de £ et D est

une extension de (L%, V) & Z et, si I'on note B (4) la somme des composantes
D; telles que Resp,V =0, on a

(34) hd(V) = hi(£(=BM) @ Q) (log D))

d’aprés les lemmes 3.3 et 3.6 et le fait que les nombres de Hodge de H, f(V) et
H?"=k(V) sont reliés par la transformation (p, q) <+ (n — p,n — q).

Théoréme 3.5. — Soit X une variété projective et lisse munie d’un automor-
phisme d’ordre premier d. Alors

_1)k a a
T 2u(detaqu B ()~ [T 11~ @)
a€Z/d

pour n’importe quelle fonction € : Z/d — Q telle que
2n

HD SEOIIED eI SR TLee

a€Z/d k=0 pt+q=k
pour tout u € (Z/d)*.

Démonstration. — En mettant ensemble (31), (32), (33) et (34), on voit que
I’énoncé du théoréme équivaut a : « la relation

a (e
per.(M,) ~g H NG ?) (%)
a€Z/d
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est vraie pour n’importe quelle fonction € : Z/d — Q telle que

2n
é 7 ela)(auy =" (-1)F Y ph(Z, £ (-B™) ® QY (log D))
acZZ/d k=0 p+q=k

pour tout u € (Z/d)* ». Et c’est exactement le contenu du théoréme 3.3. [

3.3.3. Le cas général. — Revenons a la situation ot d est quelconque. La
stratégie de la preuve sera la méme, mais maintenant il ne suffit pas d’éclater
le lieu des points fixes : afin d’obtenir un ouvert sur lequel 'action de G est
libre et dont le complémentaire est un diviseur a croisements normaux simples,
il faudra considérer tous les points & stabilisateur non trivial. Pour ce faire,
introduisons la notation suivante. Soit d = pi* - - - p& la décomposition de d en
facteurs premiers. Notons S I’ensemble des diviseurs de d et N =>"._; ;. On
peut alors écrire S comme réunion disjointe des sous-ensembles

T
Se={p}---plr |0< f; <ey Zfizf}
i=1
pour { = 0,...,N. Par exemple, Sy = {1} et S1 = {p1,...,pr}. Pour chaque
n € 5, notons H, le sous-groupe de G engendré par g".

On construit une suite d’éclatements

T X=Xy 2 X S XS X = X
comme suit : 7y est ’éclatement de X le long de X et, pout tout m > 1, 7,
est I'éclatement de X, 1 le long de la transformée stricte de | J,,¢ S Hn par
Tm—1© -+ 0o Ty. Notons enfin E I'image inverse de UneS XHn par 7.
Rappelons qu’un diviseur & croisements normaux simples DD, muni de ’action
d’un groupe G, est dit G-strict si D; N g(D;) # 0 entraine g(D;) = D; pour
tout g € G et pour toute composante irréductible D;.

Lemme 3.8. — La variété X est lisse et le diviseur E est o croisements
normaux simples et G-strict. De plus :

(a) G agit librement sur X — E.

(b) H*(X), = H*(X), pour tout u € (Z/d)*.
Démonstration. — La variété X est lisse car elle est obtenue par une suite
d’éclatements en des lieux lisses d’aprés la proposition 3.4. Le fait que le

diviseur F soit & croisements normaux simples et G-strict est démontré dans
[ILO13, Exp. VIII, 4.2, pp. 118-122]. La propriété (a) résulte de I'isomorphisme

X_E~X-— L x*.
nes
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Pour obtenir (b), on compare successivement la cohomologie de X,,_1 et
de l'éclatement X,,. Notons F,, le diviseur exceptionnel. Si m = 0, on a
H¥(X0)y = H*(X), pour tout u € (Z/d)* d’aprés le lemme 3.7. Les autres
cas résultent du méme argument : la cohomologie de X,,, est engendrée par la
cohomologie de X, 1, la cohomologie du lieu éclaté |, s, X Hn ot la premiére
classe de Chern du fibré Op_ (1). Or, la restriction de g 4 chaque X" a ordre
strictement plus petit que d et ¢*Op, (1) ~ Op, (1) car il s’agit, & nouveau,
d’un fibré naturellement G-linéarisé. Par conséquent, les valeurs propres de g*
sur le complémentaire de H*(X,,_1) dans H*(X,,) ne sont pas primitifs, d’ou
H*( X))y = H*(X,_1). pour tout u € (Z/d)*. O

En répétant 'argument de la section 3.3.2 avec le nouveau E, on obtient :

Théoréme 3.6. — Soit X une variété projective et lisse munie d’un automor-
phisme d’ordre d. Alors
[ Pudetqq, i1 (x) D" ~ox [ T (@) ve(2)
a€Z/d

pour n'importe quelle fonction € : Z/d — Q telle que

2n
1
=S @) = S (-1)F Y phe(X)
a€Z/d k=0 p+q=Fk
pour tout u € (Z/d)*
3.4. Exemples
Proposition 3.5. — Soit X C ]P%‘H une hypersurface lisse munie d’un auto-

morphisme g d’ordre d. La conjecture de Gross-Deligne vaut pour la structure

de Hodge detgy, ) H"(X).

Démonstration. — Par le théoréme de Lefschetz faible, la cohomologie de X
coincide avec la cohomologie de P"*! sauf en degré n. Puisque les automor-
phismes de P"*! agissent trivialement en cohomologie, ceci entraine que H™(X)
est le seul groupe ou ¢g* n’agit pas trivialement. La conjecture résulte alors de
la version alternée donnée par le théoréme 3.6 O

Remarque 3.4. — Lorsque l'on considere le module |detq,,) H™(X)| au lieu
de detgy,,) H"(X), cette proposition a été obtenue dans [MRO4, Cor. 4.2].

Voyons comment la proposition 3.5 permet de déduire la conjecture de Gross-
Deligne pour certaines variétés de Fano. Soient X C }P% une hypersurface
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cubique lisse définie sur Q et
F={lc Gr(%,ﬂ%) | ¢ C X}

la variété de Fano des droites dans X. D’aprés Beauville et Donagi [BD85|, F’
est une variété projective et lisse de dimension 4, définie sur QQ, sans cohomo-
logie en degré impair. Notons P la variété d’incidence

P={(z,)e X xF |z €l}

et considérons les projections

p—t.x

|
F
Proposition 3.6 (Beauville-Donagi, [BD85|). — L’application
peg” s HY(X™,Q) — H*(F,Q)
est un isomorphisme de structures de Hodge de bidegré (—1,—1).

Soit £ la restriction & F du fibré de Pliicker sur Gr(P!,P%). Un automor-
phisme g de F est dit polarisé si g*L ~ L. D’aprés [Chal3, Prop. 4], tous ces
automorphismes sont induits par des automorphismes de X ; en particulier, ils
sont tous d’ordre fini car Aut(X) est un groupe fini.

Proposition 3.7. — Soit F' la variété de Fano des droites d’une hypersurface
cubique lisse X C IP%. Supposons que F' est munie d’un automorphisme polarisé

g d’ordre d. Alors la conjecture de Gross-Deligne vaut pour detQ(ud)Hg(F).

Démonstration. — Compte tenu de la proposition 3.6 et du fait que g est
induit par un automorphisme de I’hypersurface X, la conjecture de Gross-
Deligne vaut pour la structure de Hodge detg,,,) H%; (F) si et seulement si elle

vaut pour detg,,) H%(X), ce qui résulte de la proposition 3.5. Par dualité de
Poincaré, on en déduit la conjecture pour detg,,) H%(F ). Puisque F n’a pas
de cohomologie en degré impair, le seul terme qui reste est detg, d)Hj‘;(F) et
pour le traiter on utilise le produit alterné du théoréme 3.6. O
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