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Résumé

Cette thése est consacrée a I’étude des propriétés qualitatives des solutions d’équations et de
systémes elliptiques et paraboliques non-linéaires.

Dans la premiére partie de la thése, nous nous intéressons aux équations et aux systémes
elliptiques & coefficients singuliers ou dégénérés de type Hardy-Hénon, & 1’équation parabolique
de méme type, ainsi qu’a un systéme parabolique & coefficients constants mais non coopératif.
Nous obtenons des théorémes de type Liouville elliptiques et paraboliques et nous développons
leurs applications : estimations a priori, estimations des singularités en temps ou en espace,
estimations de la décroissance a l’infini.

Dans une deuxiéme partie, nous prouvons l’existence globale et le caractére borné des solu-
tions pour un systéme parabolique, fortement couplé, de type Keller-Segel issu de la criminologie.

Mots-clés: Hardy-Hénon ; Théoréme de type Liouville ; Borne universelle, Nonexistence ; Esti-
mation des singularités ; Estimation de la décroissance ; Estimation a priori; Explosion ; Systéme
parabolique ; Keller-Segel ; Modélisation de la criminologie.

Abstract

This dissertation is devoted to the study of qualitative properties of solutions for some
nonlinear elliptic and parabolic equations and systems.

In the first part of the dissertation, we are interested in elliptic equations and systems with
singular or degenerate coefficients of Hardy-Hénon type, in parabolic equations of the same
type, and in a noncooperative parabolic system with constant coefficients. We obtain elliptic
and parabolic Liouville-type theorems and we develop their applications : a priori estimates,
singularity estimates in space or in time, decay estimates.

In the second part, we prove the global existence and a priori bound of solutions of a Keller-
Segel type, strongly coupled, parabolic system arising in crime modelling.

Keywords: Hardy-Hénon ; Liouville type theorem ; Universal bound ; Non-existence ; Singularity

estimate ; Decay estimate; A priori estimate ; Blow-up ; Parabolic system ; Keller-Segel ; Crime
modelling.
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Chapitre 1

Introduction générale

L’objet principal de cette thése est 'obtention de théorémes de type Liouville et ’étude de
leur connexion avec les propriétés locales des solutions d’équations et de systémes de réaction-
diffusion elliptiques et paraboliques. En outre, nous nous intéressons dans cette thése a ’étude
de T'existence globale de solutions d’un modéle chimiotaxique issu de la criminologie.

On rappelle qu’un théoréme de type Liouville est un résultat de non-existence de solutions
(non-triviales) dans l’espace entier (ou demi-espace). Au cours des trois derniéres décennies, les
propriétés de ce type pour les problémes elliptiques et paraboliques ont été largement étudiées
(voir les travaux [GS81a, [CLI1, [BMO02, [SZ906, Ser64, RZ00, Mit96, BVVIIl IMP01l, [PQS07al
AST1L IdEF94, [dES05, [QS12Db] et [BVIS, [PQO6, PQS07b, BPQ11},[AS10, MZ00, MZ98|, resp., pour
les problémes elliptiques et paraboliques). Pour le modéle elliptique scalaire, de trés nombreux
travaux sont consacrés & établir des théorémes de type Liouville pour ’équation

—Au= f(u) dansRY,

et ses généralisations. En particulier, Gidas et Spruck ont donné dans leur travail célébre [GS81al
en 1981 le résultat de Liouville pour le modéle typique

~Au=uP dans RY, (1.1)

avec p > 1. Ils ont montré que (|1.1)) n’a aucune solution classique positive si p < pg ou pg est
I’exposant de Sobolev,

52 si N2>3,
bs = si N=1,2.

Ce résultat est optimal en raison de l'existence de solutions positives de (1.1]) si p > ps.
La méme question s’est posée pour le systéme analogue suivant (& savoir le systéme de Lane-
Emden)

—Au =P,
(1.2)
—Av =ud,
avec p,q > 0. La conjecture de Lane-Emden affirme qu’il n’existe aucune solution classique

positive de 1} dans RV si et seulement si (p,q) est en-dessous de I’hyperbole

1 1 2

S —— .
p+1 gqg+1 N

Cette conjecture a été démontrée en dimension N < 4 (voir [Mit96, MPO1, [SZ96, PQS07al,

SouQ9b]).
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D’autre part, le modéle parabolique
ug — Au = |ulPu (1.3)

a été étudié par beaucoup d’auteurs. L’obtention d'un théoréme de type Liouville pour est
une question dui est loin d’étre complétement résolue. Jusqu’a présent, on dispose d’un résultat
optimal pour les solutions radiales [PQO05, BPQ11|, et d’un résultat partiel pour les solutions
positives non-radiales [BV98]. Rappelons également, lorsque p < pg, le résultat de Merle et
Zaag [MZ98] de nonexistence pour les solutions définies sur RV x (—o0,0) qui décroissent au
moins comme [t|~Y(®=1 lorsque t — —oo. Les résultats de Liouville elliptiques et paraboliques
jouent un réle particulier dans la théorie qualitative des solutions, car ils ont des applications
trés importantes concernant les propriétés locales et globales des solutions :

— Texistence de solutions du probléme de Dirichlet dans les domaines bornés pour des équa-
tions et systémes elliptiques non-linéaires, en particulier pour ceux qui n’ont pas de struc-
ture variationnelle,

— D’estimation a priori des solutions du probléme de Dirichlet dans les domaines bornés,

— P'estimation des singularités et I’estimation de décroissance & l'infini,

— l'estimation universelle, I'inégalité de Harnack,

— le taux d’explosion initial pour les solutions locales,

— le taux de décroissance pour les solutions globales.

Il y a plusieurs méthodes de démonstration du théoréme de type Liouville, notamment pour
le modéle typique , et son analogue parabolique . Nous rappelons ici quelques
méthodes usuelles :

Pour le modeéle elliptique (scalaire et systéme)

e la méthode de fonction-test ([MPO1]), qui donne le résultat de type Liouville non-optimal

pour les solutions, mais donne le résultat optimal pour les sur-solutions;

e la formule de Bochner combinée avec les arguments de multiplicateurs non-linéaires [GS81al,
BVV91,SZ02]. Cette technique est délicate et donne le résultat optimal dans le cas scalaire ;

e l'argument de "moving plane" [BM98, BM02, [CL91l [CL0O9, Dan92 [RZ00]. Cet argument
donne le résultat optimal dans le cas scalaire en combinant avec la transformation de
Kelvin. Cependant, la transformation de Kelvin n’est en général applicable dans le cas du
systéme que si toutes les non-linéarités sont sous-critiques ou critiques;

e l’identité de Pohozaev combinée avec des arguments supplémentaires ("feedback", mesure,
'interpolation...) [SZ96, [Sou09b, [QS12a]. Cette méthode est optimale en basse dimension
(N <4);

e le principe du maximum et comparaison [QS12b|, [ASTI|, qui peut donner des résultats
optimaux pour certains types de systémes, ou pour les sur-solutions.

Pour le modéle parabolique (scalaire et systéme), quelques méthodes utilisées dans le cas ellip-
tique peuvent étre appliquées mais le résultat est loin d’étre optimal.

e la méthode de fonction-test, qui donne le résultat de type Fujita;

e la technique de Gidas-Spruck modifiée par Bidaut-Véron [BV9S§|, qui se limite a 'exposant
P <DPB;

e la méthode de "moving plane" [PQO5];

e l'argument d’intersection-comparaison [PQO06, [BPQI1, [Sou09a)], qui donne le résultat op-
timal dans la classe des solutions radiales ;

e l'argument d’énergie combiné avec l'estimation de décroissance & 'infini et le théoréme de
type Liouville elliptique [BPQII], [AS10] [QS12a].

En 1981, Gidas et Spruck ont utilisé dans [GS81Db| le résultat de type Liouville pour ,
combiné avec un argument de changements d’échelles (appelé encore méthode d’explosion) pour
démontrer 'estimation a priori des solutions des problémes aux limites correspondants. L’idée
de cette méthode est la suivante : s’il y a une suite non-bornée de solutions explosives, par des
changements d’échelles au voisinage des points de maximum, on en déduit une suite bornée de
solutions qui convergent vers une solution dans I’espace entier ou demi-espace, en contradiction



avec le théoréme de Liouville dans I'espace entier ou le demi-espace. Plus récemment, Polacik,
Quittner et Souplet ont découvert de nouvelles connexions entre les théorémes de type Liouville
non-linéaires et les propriétés locales des solutions des problémes elliptiques et paraboliques
[PQS07al [PQSO7b]. Plus précisément, ils ont développé une méthode générale pour déduire
des estimations universelles des solutions locales a partir de théorémes de type Liouville. Cette
méthode est basée sur des arguments de changements d’échelles et sur une propriété cruciale
de "doublement". L’argument de doublement, qui est une extension d’une idée de Hu [Hu96],
est différent de la méthode classique de changement d’échelle de Gidas-Spruck, qui s’applique
seulement aux problémes aux limites. Cette méthode permet d’obtenir de nouveaux résultats sur
les singularités d’équations et de systémes elliptiques et paraboliques. De plus, cela met aussi en
évidence que, pour le modéle typique, le théoréme de type Liouville et I'estimation universelle
des singularités sont finalement équivalents.

Dans cette thése, nous nous intéressons aux problémes elliptiques et paraboliques de type
Hardy-Hénon suivants

o —Au = |z|*uP, (1.4)
—Au = |z|@P

u |x\bv (1.5)
—Av = |z|ud,

o ug — Au = |z]%ulP " u. (1.6)

Le modéle est appelé I’équation de Hénon (resp. Hardy, Lane-Emden) si a > 0 (resp.
a < 0,a=0). Le cas a < 0 est appelé 'équation de Hardy car cela correspond a l'inégalité de
Hardy-Sobolev [GY00]. Le cas a > 0 a été introduit par Hénon [H73| comme un modéle pour la
distribution de masse dans des grappes sphériquement symétriques d’étoiles. L’équation a
été largement étudiée, notamment pour 'existence et la non-existence dans un domaine borné,
la multiplicité et les propriétés de symétrie des solutions ([SWS02, [SW03, [Ser05]). Récemment,
le théoréme de type Liouville pour les solutions (de signe variable) d’indice de Morse fini et pour
les solutions stables a été démontré dans [Fazlll [DDGII] [Esp08, WY12].

Le modeéle (1.5 est la généralisation du systéme de Lane-Emden. Pour ce modéle, 'exis-
tence et la non-existence de la solution dans les domaines bornés sont été étudiées dans [CRI10,
dEFPROS|, et des résultats sur le comportement asymptotique des solutions pour l’exposant
presque critique ont été obtenus dans [HY08]. Récemment, le théoréme de type Liouville pour les
solutions d’indice de Morse fini et pour les solutions stables a été démontré dans [Cowl11l [FG11].

Concernant le modéle parabolique , le résultat de type Fujita a été montré dans [Pin97].
Le probléme de Cauchy correspondant a été largement étudié, et 'existence et la non-existence
de solutions ont été établies dans [Wan93|, [Pin97, [Hir08), [FT00]. Les questions de comportement
asymptotique et de stabilisation ont été considérées dans [Wan93|, [DLY 06, [LLO§]| et le phénomeéne
d’explosion pour le probléme de Cauchy et aux limites a été étudié dans [AT05, Wan93|, (GS11],
GLS10].

Notre premier but est d’obtenir des théorémes de type Liouville et d’étudier leurs applica-
tions pour ’analyse qualitative des solutions locales. Nous utilisons essentiellement les méthodes
ci-dessus, combinées avec quelques nouvelles idées pour déduire les théorémes de type Liouville.
Pour des applications sur les propriétés des solutions de ces problémes, nous employons essen-
tiellement 'argument de changement d’échelles et de doublement issu des travaux de Polacik,
Quittner et Souplet [PQS07a), [PQS07h], et nous introduisons certaines nouvelles idées concernant
le changement d’échelles et ’estimation des singularités et de la décroissance & l'infini, afin de
surmonter les difficultés provenant de la dégénérescence et de la singularité du terme |z|®.

Dans une deuxiéme direction, nous nous intéressons a l’existence globale des solutions d’un
systéme de type chimiotaxique issu de la criminologie. La premier modéle mathématique de
cambriolages dans les zones d’habitat résidentiel a été introduit dans [SDPT08| en prenant la
limite continue de deux équations aux différences, 'une représente ’attractivité des maisons
individuelles au cambriolage, et 'autre représente le mouvement des cambrioleurs. La limite



4 Chapitre 1. Introduction générale

continue donne un systéme aux dérivées partielles du type chimiotaxique. Aprés ce travail, plu-
sieurs articles ont été consacrés a ’étude de modéles variés provenant de la criminologie (voir
[BN10, [CCM12, [Pit10, RB10, [SBB10, ISDPT08]). Nous considérons dans cette thése un modele
dans [Pit10] et étudions l'existence globale et la borne a priori des solutions.

Cette thése est composée de 6 chapitres. Le premier chapitre, introductif, présente le sujet
et résume les résultats obtenus. Les chapitres suivants correspondent chacun & un article. Nous
allons présenter ici d’'une maniére détaillée le contenu de chacun d’eux.

— Le chapitre 2 présente de nouveaux théorémes de type Louville ainsi que leurs applications

pour le modéle elliptique .

— Dans le méme axe, un autre probléme étudié dans le chapitre 3 est le cas du systéme
de Hardy-Hénon . Pour la preuve du théoréme du type Liouville, nous utilisons la
technique introduite par Serrin-Zou [SZ96| et développée par Souplet [Sou09b]. La preuve
est trés délicate, basée sur une combinaison d’identité de type Rellich-Pohozaev, d’inégalités
de Sobolev et d’interpolation sur SV71, et d’arguments de "feedback" et de mesure.

— Le chapitre 4 est consacré & l’étude de la propriété de type Liouville et des singularités
pour I'équation parabolique de Hardy-Hénon

up — Au = |z|%ulP "y, (z,t) € Qx T (1.7)

ot Q est un domaine de RV, p > 1, a > max{—2,—N}, et I est un intervalle de R.
— Dans le chapitre 5, nous démontrons un résultat optimal de type Liouville pour le systéme
parabolique non coopératif
up — Au=uP — Bu"v"
{t b (1.8)

vy — Av =P — Bu" T,

oup=2r+1,r>0, R
— Le chapitre 6 concerne 'existence globale de solutions d’un modéle de type Keller-Segel
issu de la criminologie.

1.1 L’équation elliptique de Hardy-Hénon (chapitre 2)
Nous nous intéressons a 1’équation de Hardy-Hénon suivante
— Au = |z|%P, ze€Q, (1.9)

avec p > 1, a € R, Q un domaine de RY, N > 2. L’équation ([1.9) est appelée I'équation de
Hénon (resp. Hardy, Lane-Emden) si @ > 0 (resp. a < 0, a = 0). Nous considérons les solutions
dans ’espace

{CQ(Q), sia>0, (1.10)

C2Q\{0})NC(Q), sia<0.

Pour le cas a = 0 (I’équation de Lane-Emden), le théoréme de type Liouville a été complétement
résolu dans larticle célébre de Gidas et Spruck [GS81al. Le cas a < 0 est démontré dans [BVG10,
Theorem 1.7|. Cependant, le résultat optimal de Liouville pour le cas a > 0 reste ouvert et
semble difficile. Comme pg(a) > pg, les techniques classiques de [BVV9I] [GS81a] (la formule
de Bochner combinée avec des arguments délicats de multiplicateurs non-linéaires) et de [CL91]
(la transformation de Kelvin combinée avec le "moving plane") ne marchent plus pour p > pg.
Dans la classe des solutions radiales, le théoréme de type Liouville reste vrai si et seulement si
p < pg(a), ou ps(a) = (N+242a)/(N —2) est 'exposant de Hardy-Sobolev. Il est donc naturel
de conjecturer qu’il n’existe aucune solution positive de si et seulement si p < pg(a). Nous
avons réussi a démontrer la conjecture en dimension N = 3 dans le cas des solutions bornées.
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Théoréme 1.1.1. Soient a > 0, p > 1 et N = 3. Si p < pg(a), I’équation @ n’a aucune
solution bornée positive dans @ = RY .

Nous établissons ensuite des estimations au voisinage de la singularité isolée et de la décrois-
sance & U'infini. Ce résultat suivant est aussi une extension de [BVV9I] [GS8&1a].

Théoréme 1.1.2. Soient a > —2 et 1 < p < pg. Il existe une constante C = C(N,p,a) > 0
telle que :

(i) Toutes les solutions non-négatives de l'équation dans Q = {z € RY; 0 < |z| < p}
(p > 0) satisfont

ptlta
p—1

u(x) < C]xr% et |Vu(z)| < Clz|” , 0<|z| < p/2. (1.11)

(i) Toutes les solutions non-négatives de l’équation dans Q@ = {x € RY; |2| > p}
(p > 0) satisfont

__ 2+a _ptlta
u(z) < Clz| »=t et |Vu(z)| <Clz| » 1, |z| > 2p. (1.12)

On note que I'estimation de décroissance (1.12)), combinée avec I'identité de Rellich-Pohozaev,
donne une démonstration beaucoup plus simple de la nonexistence de la solution positive de
dans RY pour p < min{pg,ps(a)}. Notre démonstration du Théoréme est basée sur
I’observation que les estimations et pour p,a peuvent étre réduites & la propriété
de Liouville pour le méme p mais avec a remplacé par 0. Cette réduction s’appuie sur deux
ingrédients :

(i) un changement de variable, qui permet de remplacer le coefficient |z|* par une fonction
réguliére qui est bornée dans un domaine approprié;

(ii) une généralisation d’un argument de doublement et de changement d’échelles de [PQS07a].

Pour les applications du résultat de type Liouville, nous considérons le probléme aux limites
suivant :

—Au = |z]ouP 0
{ u=|z|*P, x€Q, (1.13)

u(z) = p(x), =z € oN.
avec la fonction positive ou nulle ¢ € C(99).

Théoréme 1.1.3. Soient N >2,a > -2, p>1

(i) Supposons p < min(pg,ps(a)). Soient M > 0 et 0 < ¢ € C(IN) avec ||¢|loc < M. Alors,
toutes les solutions positives u € C2(Q\ {0}) N C(Q) du probleme satisfont

ull o @) < C,

ot la constante C' > 0 ne dépend que de 2, a,p, M.

(ii) Supposons p > psg(a), alors Uaffirmation (i) est fausse. Plus précisément, il existe une
suite bornée de nombres réels by, > 0 et une suite de solutions u; de avec 2 = By et
o = by, telles que ug(0) — oo lorsque k — co.

En particulier, pour a < 0, il s’en déduit que l’hypothése p < pg(a) dans assertion (i) est
optimale.

Enfin, nous clarifions aussi certains résultats précédents sur les estimations a priori des solu-
tions pour le probléme de Dirichlet correspondant.
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1.2 Le systéme elliptique de Hardy-Hénon (chapitre 3)

Nous nous intéressons au systéme elliptique semi-linéaire de type Hardy-Hénon

—Au = |x|%P Q
{ u=l|z|"P, ze€Q, (1.14)

—Av = |z/’ul, z €,

ot p,q >0, a,b € R et Q est un domaine de RN, N > 3. Nous considérons les solutions dans la
classe suivante

C2Q\ {0})NnC(Q). (1.15)

Le cas particulier a = b = 0 (le systéme de Lane-Emden) a été étudié par beaucoup de
mathématiciens. La conjecture de Lane-Emden dit qu’il n’existe aucune solution positive dans
Q = RY si et seulement si

N
——+——>N-2 (1.16)

La conjecture a été démontrée pour les solutions radiales en toute dimension [Mit96, [SZ9§|. Pour
les solutions non radiales en dimension N < 2, la conjecture est une conséquence d’un résultat
de Mitidieri et Pohozaev [MPO1] qui est valable pour les sur-solutions. En dimension N = 3, elle
a été démontrée par Serrin et Zou [SZ96] sous une condition supplémentaire que (u,v) a au plus
une croissance polynoémiale & I'infini. Cette restriction a ensuite été enlevée par Polacik, Quittner
et Souplet [PQS07a] et donc la conjecture est vraie pour N = 3. Récemment, cette conjecture
a été démontrée pour N = 4 par Souplet [SouQ9b|, et quelques résultats partiels ont aussi été
établis pour N > 5 ([Sou09b, BMO02) Lin98|, ICL0O9]).

Pour le systéme général avec a # 0 ou b # 0, la propriété de type Liouville a été moins
étudiée. La non-existence des sur-solutions a été étudiée dans [AS11, MPOI1]. Pour les solutions
radiales, le résultat optimal suivant est connu [BVGIO0).

Proposition A. Soient a,b > —2. Alors le systéme n’a aucune solution positive radiale
dans Q = RN si et seulement si

N N
ta N¥b N (1.17)
p+1 q+1

L’hyperbole
N N +b
RIS e L (1.18)
p+1 qg+1

joue donc le réle critique dans le cas radial. Ceci conduit & la conjecture suivante.

Conjecture B. Soient a,b > —2. Alors le systéme n’a aucune solution positive dans
Q =R si et seulement si (p,q) satisfait .

Cette conjecture semble difficile, méme pour le cas a = b = 0. De plus, dans le cas scalaire
—Au = |z[*P, la condition optimale pour la non-existence de solution positive dans ’espace
entier RY n’est pas connue pour a > 0 (voir [PS12, Section 1.1]). Cependant, la non-existence
des sur-solutions dans RY (ou un domaine extérieur) a été complétement établie :

Proposition 1.2.1. Soient a,b > —2 et N > 3. Sipg <1, ousipqg>1 et

{2(p+1)+a+bp 2(¢+1)+b+aq
max

i , p— }ZN—2, (1.19)

alors le systéme n’a aucune sur-solution positive dans Q = RN,



1.3. L’équation parabolique de Hardy-Hénon 7

La Proposition a ¢té démontrée par Miditieri et Pohozaev [MPO1l, Section 18] via la
méthode des fonctions-test pour p, ¢ > 1. Par la technique d’EDO de Serrin et Zou dans [SZ96],
on peut démontrer cette proposition pour tous p,q > 0. Récemment, Armstrong et Sirakov
[AS1I] ont développé un nouveau type de principe du maximum qui donne une démonstration
trés simple de ce rsultat pour tous p,q > 0.

Nous obtenons les résultats de type Liouville suivants :
Théoréme 1.2.1. Soient a,b > —2 et N > 3. Supposons pqg > 1 et . Si N > 4, on suppose
que
0<a—-b< (N-2)(p-—2q), (1.20)

2p+1) 2(¢g+1)
pg—1" pg—1

max{ }>N-3. (1.21)

Alors le systéme n’a aucune solution bornée positive dans Q = RV,

Théoréme 1.2.2. Soient a,b > —2 et N > 3. Supposons que pq > 1, et que , et
m gont vérifiées. Alors le systéeme n’a aucune solution positive dans @ = RN,

En particulier ceci démontre la Conjecture B en dimension N = 3 dans la classe des solutions
bornées et en dimension N < 4 avec a,b < 0, sans aucune hypothése sur la croissance des
solutions :

Corollaire 1.2.1. (i) Soit N = 3. Alors la Conjecture B est vraie dans la classe des solutions
bornées.

(11) Soit N =3 ou 4 et soient a,b < 0. Alors la Congecture B est vrate.

La preuve du Théoréme emploie la technique introduite par Serrin et Zou dans [SZ96]
et développée par Souplet dans [Sou09b], elle est basée sur une combinaison d’identités de type
Rellich-Pohozaev, une propriété de comparaison unilatérale entre composantes via le principe du
maximum, des inégalités de Sobolev et d’interpolation sur SV !, et des arguments de "feedback"
et de mesure. La preuve du Théoréme est basée sur I’estimation de la décroissance a 'infini
des solutions et I'identité de type Rellich-Pohozaev.

1.3 L’équation parabolique de Hardy-Hénon (chapitre 4)
Nous étudions I’équation parabolique semi-linéaire de la forme
up — Au = |z|*ulP " u,  (z,t) € Qx T (1.22)

ot  est un domaine de RV, p > 1, a > max{—2,—N}, et I est un intervalle de R.

Comme le modéle type , cette équation a des propriétés remarquables : la structure de
gradient, 'invariance par changement d’échelles, I'existence d’une fonctionnelle d’énergie.

Nous considérons les solutions dans la classe

C*Y(Q x 1), sia>0,
(1.23)

C*HQ\{0} x ) NC*"O(Q x I), sia<O.

La restriction a > —2 est naturelle en raison de la régularité des solutions stationnaires a l’origine
pour N > 2 (cf. [BVOQ, Lemma 6.2|, [DP04] [GS81a]). En dimension N = 1, il faut supposer
en plus que u est solution au sens des distributions (si a < 0, ceci ne découle de que si
N >2).

On introduit les exposants suivants :



8 Chapitre 1. Introduction générale

N+242a :
Sl si N >3,
ps(a) := { N-2 N (1.24)

o0 S1

et

(N-1)% - (1.25)

NN+D) ) N> 2,
pB = .
00 si N=1.

1.3.1 Théorémes de type Liouville

Dans un premier temps, on s’intéresse a la propriété de type Liouville — i.e. la non-existence
de solutions du probléme ([1.22) dans I’espace entier RY x R. On rappelle que son analogue
elliptique est

—Au = |z|%ulPtu, e RY. (1.26)

Le résultat de type Liouville pour joue un role important dans le probléme parabolique
mais il n’est pas complétement résolu. Il y a une conjecture prédisant que la non-existence de
solution positive reste vraie sous la condition p < pg(a). Cependant, le résultat de type Liouville
pour a été seulement démontré sous la condition plus forte, a savoir p < min{pg, ps(a)},
qui n’est pas optimale quand a > 0. Récemment, la conjecture a été résolue dans [PS12] pour la
solution bornée en dimension N = 3.

Pour I’équation parabolique correspondante, la propriété de type Liouville a été étudiée dans
le cas particulier a = 0 (voir [BPQ11}, BV98, [PQO6, PQS07D]). Les résultats suivants sont connus.

Théoréme A.
(i) Soient a =0 et 1 < p < pg. Alors, l’équation n’a aucune solution radiale non-triviale
non-négative dans RN x R.

(ii) Soient a =0 et 1 < p < pp. Alors, I’équation n’a aucune solution mon-triviale non-
négative dans RV x R.

Pour une solution nodale radiale, on note z7(u) le nombre de changements de signe de fonction
radiale u = u(r) dans l'intervalle I.
Théoréme B.

(i) Soient a =0, 1 < p < pg et soit u = u(r,t) une solution radiale de dans RN x R, telle
que le nombre de changements de signe satisfait

Z(0,00) (U(t)) <M, VteR.

Alors u = 0.
(ii) Soient a =0, N =1 et soit u = u(x,t) une fonction radiale de dans R x R, telle que

le nombre de changements de signe satisfait
zr(u(t)) < M, VteR.
Alors u = 0.

Le Théoréeme A a été démontré dans [BV9IS, [PQS07bl [PQO6|, et le Théoréme B a été ré-
cemment démontré dans [BPQ11]. La borne supérieure sur l'exposant p dans le Théoréme A(i)
et dans le Théoréme B(i) est optimale en raison de l'existence de solutions (bornées) radiales
positives de —Awu = |u[P~'u dans RY pour p > pg.

Dans le cas out a # 0, la propriété de type Liouville a été moins étudiée, méme pour les
solutions radiales. Jusqu’a présent, le seul résultat de ce type disponible est un théoréme de type
Fujita (voir [Pin97]), qui dit qu’il n’existe aucune solution positive dans R x R, si et seulement
sil<p<1l+ Q'FT“ Nous établissons les théorémes de type Liouville dans le cas a # 0 pour une
plage plus grande de valeurs de p. Nous avons les résultats suivants.
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Théoréme 1.3.1. (i) Soit 1 < p < min{pp,ps(a)} et soit u une solution bornée non-négative
de l’équation dans RNV x R. Alors v = 0.

(ii) Soit 1 < p < pg(a) et soit u une solution bornée radiale non-négative de l’équation
dans RN x R. Alors u = 0.

Pour les solutions de signe variable, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.3.2. Soit 1 < p < pg(a) et u = u(r,t) est une solution radiale de dans
RY x R, telle que le nombre de changements de signe satisfait

Z(0,00) (’Lb(t)) <M, VteR.
Alors u = 0.

Les preuves des Théorémes et suivent les idées de [BPQI1] [AS10, [QS11], qui se

décomposent en trois étapes :

1. montrer l'estimation de la décroissance a l'infini de la solution (voir Théoréme m(u) et
Théoréme [1.3.4{(ii) ci-dessous);

2. utiliser la fonctionnelle de Lyapunov et I'estimation de la décroissance a I'infini de la solu-
tion pour déduire que les ensembles de a- et w-limite d’une solution sont non-vides et sont
constitués d’états équilibrés;

3. combiner ce résultat avec le théoréme elliptique de type Liouville pour obtenir une contra-
diction.

Un outil important dans ces preuves est la propriété de la fonctionnelle d’énergie. Aprés avoir
montré 'estimation de la décroissance a l'infini de la solution, on peut définir la fonctionnelle
d’énergie par

E(t) = 1/ V() 2de — —— [ |2t (1) da
’ 2 RN p+ 1 RN )
Et nous avons la propriété suivante :
Quels que soient t; < tg,

/ h / W2(t)dzdt < B(ty) — E(ts).
t1 JRN

On note que la condition p < pg(a) dans les Théoréme [1.3.1]ii) et est optimale, en
raison de l'existence de solutions radiales, bornées positives de —Au = |z|*uP dans RN pour
p > ps(a).

Le Théoréme m(u) pour a > 0 peut étre démontré par une autre méthode, complétement
différente, a savoir I'argument d’intersection-comparaison (voir [PQ06|). Pour ce cas, la preuve
est totalement similaire a celle dans [PQO6].

Concernant le Théoréme[I.3.1] il y a une conjecture prédisant que la non-existence de solution
non-négative nontriviale dans RY xR reste vraie si p < pg(a). Cependant, cette conjecture semble
difficile, méme pour le cas particulier a = 0.

1.3.2 Les estimations des singularités et de la décroissance a l’infini

Pour le sujet suivant, nous obtenons les estimations des singularités et de la décroissance a
I'infini de solutions de I’équation ((1.22)). Le théoréme suivant est un analogue parabolique du
Théoréme Les résultats similaires pour a = 0 ont été démontrés dans [PQS07b, Theorem
3.1].



10 Chapitre 1. Introduction générale

Théoréme 1.3.3. (i) Soit u une solution non-négative de dans Q x (0,T) ou Q ={0 <
|z| < p}. Supposons que

p < pB, ou bien que u est radiale. (1.27)

Alors, pour tout 0 < |z| < p/2 ett € (0,T), on a

2| @Dz, t) + ||2| P Vu(z, 1) YT < € (fl/(p—l) (T — )~V 4 ,xrz/(p—n) 7
(1.28)

ot C'=C(N,p,a).
(11) Soit uw une solution non-négative de dans Q x (0,T)ou Q = {|z| > p}. Supposons
que

p < pB, ou bien que u est radiale. (1.29)

Alors, pour tout |x| > 2p et t € (0,T), on a

12|/ P Doy, £) + ‘|$|a/(pfl)vu($’t)‘Q/(P“) <C (tfl/(pfl) F(T — )~ V=D 4 |x‘*2/(p71)>
(1.30)
ou C =C(N,p,a).

Pour les solutions de signe variable, nous avons le résultat ci-dessous. Nous soulignons qu'’il
n’y a aucune restriction sur la borne supérieure de I'exposant p.

Théoréme 1.3.4. (i) Soit u = u(r,t) une solution radiale de dans Q@ x (0,T) ou =
{0 < |z| < p}, telle que le nombre de changements de signe satisfait

2(0,p) (u(t)) <M, Vte (O,T).

Alors, pour tout 0 < |z| < p/2 et t € (0,T), on a
2| P~V |u(z, t)| + |\g;|“/(p*1)Vu(g:,t)|P% <C (tfl/(pfl) + (T —t)~ Y= 4 |x‘*2/(p71)>

ot C=C(N,p,a, M).
(11) Soit u = u(r,t) une solution radiale de dans Q x (0,T) ou Q = {|z| > p}, telle
que le nombre de changements de signe satisfait

Z(p,00) (u(t)) <M, Vte (O,T).

Alors, pour tout |z| > 2p et t € (0,T), on a
129/ =D |z, £)] + ||x|“/(p_1)Vu(x,t)|ﬁ <C (t—l/(p—l) (T — )~ YD | |x‘—2/(p—1)>

ot C=C(N,p,a, M).

Les preuves des Théoreme [1.33] et [[.3.4] sont basées sur :

1. un changement de variable, qui permet de remplacer le coefficient |z|* par une fonction
réguliére qui est bornée et bornée loin 0 dans un domaine spatial approprié ;

2. une généralisation de 'argument de changement d’échelles et de doublement de [PQS07a].

3. Le théoréme de type Liouville correspondant pour 1’équation ([1.22)) avec a = 0.
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Les estimations du Théoréme [1.3.4] dans le cas a = 0 donnent une forme similaire a celle
dans [MMO04, Corollary 3.2] et [MMO09, Proposition 2.5 et 2.7] pour les solutions radiales de
’équation de la chaleur non linéaire sur-critique. A la différence de ces travaux, les constantes
C sont ici universelles, mais au détriment d’une restriction supplémentaire sur le nombre fini
de changements de signe des solutions. Notre argument est basé sur un changement d’échelles
et un argument de doublement tandis que celui de [MMO04, MMOQ9] est basé sur des estimations
d’énergie.

Si 'on remplace l'intervalle (0,7) par R dans les Théoréme |1.3.3(ii) et |1.3.4{(ii), alors on
obtient une estimation de décroissance spatiale

[u(a, )] < Cle|~2+/@=D [ Tu(a, 1) < Cla|++0/=D o] >0, t € R,

Ceci est une caractéristique importante qui sera utilisée dans la preuve du Théoréme [I.3.1] et du
Théoréme [1.3.2]

1.3.3 L’estimation a priori des solutions globales et ’estimation a ’explosion

Comme application des résutats de type Liouville, on considére le probléme aux limites cor-
respondant :

up — Au = |z|%uP, reQ, 0<t<T,
u =0, red, 0<t<T, (1.31)
u(z,0) = up(x), x € €.

oit  est un domaine borné régulier de RY qui contient l'origine, et uy € L®(Q), ug > 0.
On s’intéresse aux solutions dont 'existence locale et 'unicité sont obtenues par l’argument
de point-fixe. D’aprés la régularité parabolique, les solutions du probléme sont dans
CELQ\ {0} x (0,7))NC*O(Q x (0,T)). Des résultats concernant l'existence locale et globale des
solutions de (1.31) ont été obtenus dans [Wan93|). On désigne par u la solution maximale dans
L2 ([0, T); L*°(92)) et T = Tz (uo) son temps maximal d’existence. Nous nous intéressons ici a

loc
I’estimation a priori des solutions. Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.3.5. Soit 1 < p < min(pg,ps(a)). Supposons que u est une solution globale du
probleme avec donnée initiale ug > 0. Alors,

sup [u(t)]loo < C(lJuolloo)- (1.32)

De plus, si Q) = Bpr et ug est radiale, alors reste vraie pour 1 < p < pg(a).

On rappelle que la borne a priori des solutions non-négatives du probléme elliptique —Au =
|z|*uP a été obtenue sous la condition p < min(pg, ps(a)) (voir le Théoréme[1.1.3). Théoréme[L.3.5]
nous assure que la borne a priori pour 'analogue parabolique reste encore vraie sous cette
condition. Dans le cas particulier a = 0, cette borne a priori a été établie par Giga [Gig86] pour
les solutions non négatives, puis par Quittner [Qui99] sans hypothése de signe.

Nous étudions ensuite les taux d’explosion initiaux et finaux en temps. Le résultat pour
a = 0 a été établi dans [PQS07b]. L’estimation d’explosion finale en temps pour le probléme
a été démontrée dans [AT05, Theorem 1.2 and 1.3], sous une condition plus forte 1 < p <
1+ min{2/N,(2+a)/N}.

Théoréme 1.3.6. Soit u une solution positive de dans Q x (0,T). Supposons

p < min{pp,ps(a)}, ou bien p < ps(a), Q est une boule Br et u est radiale.
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(1) Si T < oo, alors on a
u(z,t) < C (1 + ¢ V=) (7 — t)—1/<1’—1)) L 20 0<t<T,

o C =C(Q,p,a).

(11) Si u est globale, alors on a
u(z,t) < C (1 + t—l/(l’—U) . zeN t>0,
ou C=C(Q,p,a).

Nous nous intéressons finalement & la borne universelle des solutions non-négatives globales
du probléme (|1.31)). Cette borne universelle donne une conclusion moins précise que le Théo-
réme [1.3.6) mais elle peut étre appliquée dans une autre zone de paramétres, en raison de la
méthode complétement différente. La démonstration de ce théoréme est essentiellement basée
sur les idées de [QuiO1] [QSWO04].

Théoréme 1.3.7. Soient a > 0, N < 4, et1l < p < %fgiz Pour tout 7 > 0, il existe

C =C(Q,p,a,7) >0 telle que toute solution globale non-négative du probléme satisfait

sup [u(t) oo < C(82.p..7).

1.4 Un systéme parabolique non coopératif (chapitre 5)

Nous étudions le systéme parabolique non coopératif, semi-linéaire de la forme

{ut —Au=uP — Buv"t, (zt) e Qx T

1.33
v — Av =P — But" (2,t) € Q x I, (1.33)

oup=2r+1,r>0, 3R, Qest un domaine de RV, et I est un intervalle de R.

La partie stationnaire du systéme correspond & un systéme de type Schrédinger ou
Gross-Pitaevskii qui intervient en optique non linéaire ou dans des modéles de condensats de
Bose-Einstein (voir [BDWI10, DWWT10, WW08]). De plus il a été montré dans [WWO08| que les
estimations a priori pour le systéme parabolique peuvent fournir des informations utiles
pour I'étude des solutions stationnaires. Nous nous intéressons a la propriété de type Liouville
—i.e. la non-existence de solutions du probléme ([1.33) dans I'espace entier RV x R. On rappelle
tout d’abord son analogue elliptique

{—Au =P — Buv" Tt zeRN

1.34
—Av =P — Buto", xeRV. (1.34)

Le résultat de type Liouville pour joue un role important dans le probléme parabolique.
Pour les solutions radiales, il a été montré dans [QS12a] que le probléme ([1.34]) n’a pas de solution
radiale positive si < 1 et p < pg, et la condition sur 5 ou p est optimale. Pour les solutions
générales, le probléeme n’a aucune solution positive si # < 1 et p < pg, ol pg = pg si
N <4, pi=(N—-1)/(N—3)si N>5 (voir [QSI2a]). La condition sur p en dimension N < 4
est optimale en raison de 'existence de solutions bornées radiales positives de sip > ps
(et B <1).

Pour le probléme parabolique correspondant, la propriété de type Liouville est moins bien
comprise, méme pour les solutions radiales. Récemment, Quittner et Souplet ont prouvé dans
[QSTI] un théoréme de type Liouville pour les solutions radiales dans le cas spécial p = 3 et
N < 3. Nous allons établir un théoréme optimal de type Liouville du probléme (|1.34]) pour la
dimension N = 1 et pour les solutions radiales en toute dimension dans la zone sous-critique
D <Dps.

Rappelons p = 2r + 1 et r > 0, notre résultat principal est le suivant :
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Théoréme 1.4.1. Soient N = 1 et 8 < 5. Alors le systéme n’a aucune solution
positive dans R x R.

Théoréme 1.4.2. Soient p < pg et B <
radiale positive dans RN x R.

T > ( Y :
543 Alors le systéme n’a aucune solution

La preuve du Théoréme [I.4.1] est basée sur des estimations intégrales combinées avec la
formule de Bochner-Wietzenbok [BV9S|, et celle du Théoréme suit l'idée dans [BPQ11]
AS10, [QST11]. Notre résultat semble étre le premier exemple de théoréme de type Liouville dans
la zone sous-critique de Sobolev pour un systéme paraboliquelﬂ (méme si l'on se restreint aux
solutions radiales). De plus, cela semble également étre la premiére application de la technique
de Gidas-Spruck a un systéme parabolique.

1.5 Un systéme de type Keller-Segel parabolique issu de la cri-
minologie (chapitre 6)

Nous considérons un systéme parabolique non-linéaire, fortement couplé provenant d’un mo-
déle issu de la criminologie. Ce systéme modélise les cambriolages dans les zones résidentielles
[Pit10]. Le systéme est de type chimiotaxique et comporte une fonction logarithmique de sensi-
tivité et des termes d’interaction spécifique et de relaxation.

%?—nAA—l—szA(l—A)—l—A—A, e, t>0,
ON

¢ (1.35)
0A ON
2 Q
By By 0, x eI, t>0,
A(z,0) = Ao(z), N(z,0)= No(), z € (.

On note ici
Y(A) = xlog A, avec x > 0 une constante. (1.36)

La valeur de x donnée dans [Pit10] est x = 2. En plus, on suppose que
Q) est un domaine borné et suffissamment régulier de R%, ou bien un carré, (1.37)

n,v,w, A > 0 sont des constantes (1.38)

et que la donnée initiale satisfait
(Ao, No) € HB(Q) x L2(Q) pour 8> 0, avec Ag > 0 sur Q et Ny > 0 dans Q. (1.39)

Le vecteur normal extérieur sur 0€) est noté par v. On peut montrer par des arguments classiques
que le probléme ([1.35)) est localement bien posé.

Dans [Pit10], 'auteur obtient des résultats concernant la stabilité linéarisée ou l'instabilité
de I’état stable homogéne et présente des simulations numériques qui suggérent l’existence de
"hotspots". Cependant, 'existence (locale et) globale de solutions avait été laissée ouverte.

Sous des hypothéses convenables sur les données initiales du probléme, nous donnons une
preuve rigoureuse de ’existence globale et une borne des solutions du systéme , et résolvons
ainsi un probléme laissé ouvert sur ce modéle.

1. avec lexception du résultat de [MZ00] qui, pour une classe différente de systémes, classifie les solutions sur
R™ x (—00,0) qui décroissent au moins comme \t|71/<”71>, en vue de 'étude du comportement auto-similaire a
I’explosion.
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On note
g0 =¢e0() = u72K71/2,

ou u est la meilleure constante dans I'inégalité de Poincaré-Sobolev
Ju 197" [ wdsly < pVuly, we WH(g) (1.40)
Q
et K est la meilleure constante dans ’estmation d’interpolation

/ \Vu|ldx < Koch(u)/ |Au|?dz. (1.41)
Q Q

Aussi, I'injection de Sobolev entraine que Ag € C(Q2), et on pose

Apax = max{1, A, max Ap} > Apin = min{l,ﬁ,mjn Ao} > 0.
Q Q

Notre résultat principal est le suivant :

Théoréme 1.5.1. Supposons (1.36]), (1.57)-(1.39) et

Amax 2 -1 -2
(22 ) (Amax = Auin) max{|[ N1, 19} < om™'x 2 (1.42)

Alors la solution du probléme est globale et satisfait la borne uniforme

sup || A(t)|leo < o0 (1.43)
>0

et

sup [N (t)||co < 00,  pour tout T > 0. (1.44)
t>

La preuve du Théoréme [I.5.1] est basée sur la construction d’entropies approchées et sur
I'utilisation de diverses inégalités fonctionnelles, combinée avec les propriétés du semi-groupe de
la chaleur.

D’autre part, lorsque xy < 1, en utilisant un argument de [Bil99], nous montrons que la
conclusion du Théoréme reste vraie sous une hypothése simple sur Ag et A et sans aucune
restriction de taille sur Ny. Toutefois, ces techniques ne s’appliquent pas au modéle criminologique
donné dans [Pit10] pour lequel x = 2.

Théoréme 1.5.2. Supposons que (f1.36i), (f].é”?i)-(f].é’ﬂ) sont vérifiées, avec 0 < x < 1, A<1
et max Ag < 1. Alors la solution du probléme (1.35) est globale et satisfait la borne uniforme

Q
(1-49-(L.44).

Pour des applications pratiques, nous fournissons également des conditions explicites numé-
riques pour l’existence globale lorsque le domaine est un carré. La valeur de ¢y dans le Théo-
réme peut étre estimée de maniére explicite.

Théoréme 1.5.3. Soit Q = (0, L)2, avec L > 0. Alors le résutat du Théoréme est vrai avec

1
g0 = —— =~ 0.19.
"7 33
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Liouville-type theorems and bounds of

solutions of Hardy-Hénon equationsf]
Quoc Hung Phan and Philippe Souplet

Abstract. We consider the Hardy-Hénon equation —Au = |z|%u? with p > 1 and a € R and we are
concerned in particular with the Liouville property, i.e. the nonexistence of positive solutions in the whole
space RV, It has been conjectured that this property is true if (and only if) p < ps(a), where ps(a) is the
Hardy-Sobolev exponent, given by (N +2+2a)/(N —2). However, when N > 3, the conjecture had up to
now been proved only for @ < 0. Indeed the case a > 0 seems more difficult, due to pg(a) > (N+2)/(N—2).

In this paper, we prove the conjecture for a > 0 in dimension N = 3, in the case of bounded solutions.
Next, for the conjecture in the case a < 0, and for related estimates near isolated singularities and at
infinity, we give new proofs — based in particular on doubling-rescaling arguments — and we provide some
extensions of these estimates. These proofs are significantly simpler than the previously known ones.
Finally, we clarify some of the previous results on a priori estimates for the related Dirichlet problem.

2.1 Introduction
This article is devoted to the study of positive solutions of the following elliptic equation
—Au = |z|%uP, x €, (2.1)

where p > 1, a € R and Q is a domain of RY with N > 2. (For the case N = 1, see Pro-
position and Remark in Appendix.) Equation is traditionally called the Hénon
(resp., Hardy, or Lane-Emden) equation for a > 0 (resp., a < 0, a = 0). Throughout this paper,
unless otherwise specified, solutions are considered in the class

{CQ(Q), if a >0, 22)

C2(Q\ {0}) N C(Q), ifa<0,

and are assumed to satisfy the equation pointwise, except at x = 0 if a < 0 and 0 € €.

Our primary interest is in the Liouville property — i.e. the nonexistence of positive solution
in the entire space Q = RY — and on singularity and decay estimates of solutions. The case
a = 0 has been widely studied by many authors. Here, the optimal Liouville-type result has been
established by Gidas and Spruck in their celebrated article [15]. Namely, equation has no
positive solution if and only if

p<p5::% (=00 if N <2).

The case a # 0 is less completely understood. Let us first recall that if a < —2, then
has no positive solution in any domain §2 containing the origin (cf. [15], [I, Lemma 6.2] and [13]).
We therefore restrict ourselves to the case a > —2 in the rest of this article. Let us introduce the
Hardy-Sobolev exponent

_ N+2+2a

ps(a) = N3 (=0 if N =2).

In the case of radial solutions, we have the following complete result (stated in [15]; see [2] for
a detailed proof).

Proposition A. Let N > 2, a> -2 andp > 1.

2. J. Differential Equations, 252(3) : 2544-2562, 2012
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(i) If p < ps(a), then equation has no positive radial solution in = RV .
(ii) If p > ps(a), then equation possesses bounded, positive radial solution in Q = RN,

The Hardy-Sobolev exponent pg(a) thus plays a critical role in the radial case and this, in
addition to the above mentioned result for a = 0, supports the following natural conjecture :

Conjecture B. If N > 2, a > =2 and 1 < p < pg(a), then equation has no positive
solutions in Q0 = RN,

The condition p < pg(a) is the best possible due to Proposition A(ii). However, apart from
the radial case, the best available nonexistence result up to now is the following.

Theorem C. Let N > 2, a > —2 and p > 1.
(1) If
p < min(ps, ps(a)), (2.3)
then equation has no positive solution in Q = RN,

(ii) The conclusion of part (i) remains true if

N +a
< . 2.4
PE Ny (2.4)

Theorem C(i) was proved in [2, Theorem 1.7]. A more general class of elliptic systems was
actually treated in 2] and the result was already contained in [3], although not explicitly stated
there. See Remark [2.1.1f(c),(d) for a discussion of earlier results in this direction. As for Theo-
rem C(ii), it can be found in e.g. [I8, Example 3.2| (see also Remark below). The proof,
based on the rescaled test-function method, is relatively easier than that of part (i). We note
that condition in Theorem C(ii) becomes better than when a > 2.

Theorem C(i) in particular implies Conjecture B for a < 0, since pg(a) < pg in this case.
However, the conjecture is still an open problem for a > 0. And indeed, the case a >
0 seems more difficult, since then pg(a) > pg and classical techniques from [I5, 4] (Bochner
formula combined with delicate nonlinear multiplier arguments) and from [12] (Kelvin transform
combined with moving planes) fail for p > pg.

The first aim of this paper is to give a contribution in this direction. Namely we shall prove
Conjecture B for dimension N = 3 and a > 0 in the class of bounded solutions.

Theorem 2.1.1. Let N >2,a>0,p>1 and N =3. If p < ps(a), then equation has no
positive bounded solution in Q = RV,

Remarks 2.1.1. (a) The proof of Theorem uses the technique introduced by Serrin and
Zou in [23] and further developed by the second author in [26], which is based on a combination
of Pohozaev identity, Sobolev inequality on SV~! and a measure argument. By using additional
interpolation and feedback arguments from [26], one could extend the result to higher dimensions
N > 4, but at the expense of the further restriction p < (N —1)/(N — 3) < pg. Therefore, for
N > 4, these techniques do not seem to lead to any improvement of Theorem C(i).

(b) Theorem is still true for polynomially bounded solutions, i.e. if u(x) < C|z|? for
x large, with some ¢ > 0 (see after the end of the proof). We note that, although it would be
desirable to show Theorem [2.1.1| without any growth restriction on the solutions, Liouville type
theorems for bounded solutions are usually sufficient for applications such as a priori estimates
and universal bounds, obtained by rescaling arguments (see [16, 20]).

On the other hand, the Liouville property is not true in general if the continuity assumption
in (at x = 0) is relaxed. For instance, admits a distributional solution of the form
u(z) = Clz|~*, a=(24+a)/(p—1), whenever N >3, p > (N+a)/(N —2) and a > —2. However,
Theorem C(ii) (for p < (N +a)/(N — 2)) remains true for distributional supersolutions (see [18§]

and Remark below).
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(c) Prior to |2], Theorem C(i) had been proved in the special case a > 2 (with p < pg) in [15],
Theorem 4.1]. The restriction a > 2 comes from the assumption that the z-depending coefficient
be a C? function.

(d) It is claimed in [I6] that the Liouville property is true for

a>-2, 1<p<ps, p#ps(a) (2.5)

(cf. Theorem [16, Theorem 4.2], which is not proved there but attributed for a < 0 to ref. 3 in the
bibliography of [16], a work which doesn’t seem to have actually appeared). However, solutions
in Theorem [I6, Theorem 4.2] are assumed to be in C?(RY), which is not relevant for a < 0.
Nevertheless, for solutions in the regularity class , the Liouville property is false in part of
the range , namely for —2 < a < 0, ps(a) < p < ps, as shown by Proposition A(ii).

We now turn to the second topic of this paper, which concerns the closely connected subjet of
singularity and decay estimates. Namely, we will present a simpler proof, as well as an extension,
of results from [I5] 4] for p < pg. By the same token, we will obtain a new and much simpler
proof of Theorem C(i), hence in particular of Conjecture B for a < 0. Concerning singularity
and decay estimates, we have the following :

Theorem 2.1.2. Let N > 2,a > —2 and 1 < p < pg. There exists a constant C = C(N,p,a) > 0
such that the following holds.

(1) Any nonnegative solution of equation inQ={reRY;0<|z| <p} (p>0) satisfies

2+a
p—1

w(@) < Cle| =1 and |[Vu(@)| < Cle|” 51,  0<|z| < p/2. (2.6)

(i1) Any nonnegative solution of equation in Q= {x € RY; |z| > p} (p >0) satisfies

2+a ptl+ta
p—1

u(z) < Clz|” and |Vu(z)| < Clx|” =1, |z| > 2p. (2.7)

The first part of estimate (2.6)) was proved in [I5, Theorem 3.1| and [4, Theorem 6.3] (cf. also
[3, Corollary 6.4] for the exterior domain case (ii)). In addition, we also estimate the gradient —
a feature that will be used for our proof of Theorem C(i).

Our proof of Theorem is based on the observation that estimates (2.6 and (2.7)) for
given p,a can be rather easily reduced to the Liouville property for the same p but with «
replaced by O.E| This reduction relies on two ingredients :

(i) a change of variable, that allows to replace the coefficient |z|* with a smooth function
which is bounded and bounded away from 0 in a suitable spatial domain ;

(ii) a generalization of a doubling-rescaling argument from [20] (see Lemma below).

We can then obtain an easy derivation of Theorem C(i) from Theorem by combining the
Pohozaev identity with the decay estimate (2.7)). We note that the gradient part of estimate ([2.7))
is crucial for the proof in order to estimate some of the terms appearing in the Pohozaev identity.

As the third topic of this paper, let us finally consider the associated boundary value problem :

—Au = |z|%uP, x € Q,
(2.8)
u(z) = p(x), =€ .
Here we assume that
Q c RY is a smoothly bounded domain containing the origin (2.9)

3. Of course, the Liouville property for p < ps and a = 0 is a deep result, but its proof (see [I5], 4] and also
[21, Chapter 8|) is easier than in the case a # 0 and, furthermore, an alternative proof [I2] by the method of
moving planes is known.
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and that ¢ € C(02) is a nonnegative function. It is well-known that Liouville-type results enable
one to derive a priori bounds for positive solutions of elliptic Dirichlet problems, via the blow-up
method of [16]. In the case of (2.8), this was actually done in [I6, Theorem 4.1|. Unfortunately,
that statement suffers from shortcomings similar to those mentioned in Remark d) above.
Namely, it is claimed in [16, Theorem 4.1| that, under assumption 7 positive C? solutions of
(2.8) satisfy a uniform a priori bound. However, no such solutions obviously exist when a < 0,
so that one probably has to interpret this as a statement about positive solutions in the natural
class C2(Q\ {0}) N C(Q). But it turns out (see Theorem (ii) below) that such an a priori
bound is not true for —2 < a < 0, pg(a) < p < ps. We thus provide the following corrected
version of |16l Theorem 4.1].

Theorem 2.1.3. Let N > 2, a > —2, p > 1 and assume (@)
(i) Assume (2.3). Let M > 0 and 0 < ¢ € C(99Q) with ||¢|| < M. Then all positive solutions
u € C?(Q\ {0})NC(Q) of problem @ satisfy
]l Loy < C;
where the constant C' > 0 depends only on Q,a,p, M.

(ii) Assume p > pg(a). Then assertion (i) fails. More precisely, there exists a bounded se-
quence of real numbers by, > 0 and a sequence of solutions uy, of (@ with Q = By and ¢ = by,
such that u,(0) — oo as k — oo.

In particular for a <0, it follows that the assumption p < pg(a) in assertion (i) is optimal.

We close this introduction by mentioning other work related to the boundary value pro-
blem . The existence and non-existence of positive solutions of , especially for the case
¢ = 0, have been studied (see for instance [14] [19] 22], and the references therein). More precisely,
if @ < 0, one obtains the existence of a positive solution in H}(Q2) provided that 1 < p < pg(a),
by using variational methods and Caffarelli-Kohn-Nirenberg estimates (see [8]); if p > pg(a),
one proves non-existence of nontrivial solutions in starshaped domains as a consequence of a ge-
neralized Pohozaev-type identity. If a > 0, one obtains the existence of a solution for 1 < p < pg
by standard variational argument. On the other hand, if Q is a ball, W.-M. Ni [19] proved the
existence of a radial solution in a larger range, namely for 1 < p < pg(a), by using the Mountain
Pass Lemma in a space of radial functions. Recently, the question of multiplicity and qualitative
properties of solutions for the Hénon equation, such as the symmetry-breaking, have been widely
studied. If © is a ball and a > 0, numerical computation (see [LI]) suggested that for some
values of the parameter a > 0, the ground state solutions (i.e. solutions with minimal energy)
are nonradial. It was then confirmed by Smets, Su and Willem (see [25]) that, if 1 < p < pg,
there exists a* > 0 such that for a > a*, Ni’s radial solution is not the ground state solution.
Further results on the subcritical Hénon equation such as symmetry properties of solutions and
blowup profile of ground states as a — oo or p — pg can be found in [5, [6l [7, 9] 10, 24].

The rest of the paper is organized as follows. Section 2 is devoted to the proof of Theorem
by doubling-rescaling arguments. In Section 3 we provide a simple proof of Theorem C(i), based
on the Pohozaev-type identity and on Theorem [2.1.2] Section 4 is devoted to the more delicate
proof of Theorem [2.1.1] Finally, in Appendix, we collect the proofs of some results which we use
and are more or less known, but whose proofs we prefer to provide, either for completeness, or
because we couldn’t find a satisfactory proof in the literature. This includes a Pohozaev-type
identity and an interpolation lemma. The proof of Theorem along the lines of [16], is also
given there.

Notation. For R > 0, we set Bg = {x € RY; |z| < R}. We shall use spherical coordinates
r=|z|,0 = x/|z| € SN! and write u = u(r,#). The derivative 9/0r = ﬁ -V will be denoted by
’. The surface measures on SV ~! and on the sphere {z € R"; |z| = R}, R > 0, will be denoted
respectively by df and by dog. For given function w = w(#) on SV~ and 1 < k < oo, we set
[wllk = [Jwl[Lr(gn—1y. When no confusion is likely, we shall denote ||ulx = [lu(r,-)||x-
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2.2 Singularity and decay estimates

In this Section, we give a relatively simple proof of Theorem [2.1.2] We need the following
lemma, which is an extension of Theorem 6.1 in [20]. The main difference with that result is that
the estimate is uniform with respect with the (Holder bounded) coefficient ¢(x).

Lemma 2.2.1. Let N > 1,1 < p < pg and o € (0,1]. Let ¢ € C*(By) satisfy
lellcamy) < C and c(z) > Cy, =z € By, (2.10)

for some constants C1,Co > 0. There exists a constant C, depending only on «,C1,Ca,p, N,
such that, for any nonnegative classical solution u of

— Au=c(z)uf, z€ By, (2.11)
u satisfies
u(2)| P72 4 |Vu(a)| P~/ < O(1 + dist ™ (2,0B1)), z € Bi.

Proof. Arguing by contradiction, we suppose that there exist sequences ¢y, uy verifying (2.10)),
(2.11)) and points yg, such that the functions

M, = Jug|P~D/2 4 | Wy, P~ D/ (041
satisfy
My (yx) > 2k(1 + dist ™' (yy, 0B1)) > 2k dist ™ (yy, 0B1).
By the doubling lemma in |20, Lemma 5.1], there exists x such that
Mk(xk) > Mk(yk), Mk(xk) > 2k diStil(CUk, 831),
and
My (2) < 2Mj(xy), for all z such that |z — zx| < kM, (2). (2.12)

We have
A= M ) = 0,k — oo, (2.13)

due to My (zx) > My (yr) > 2k.

Next we let ) .
v = Ak/(p_ Vug (2 + Aky), cr(y) = cu(xr + Ay).

We note that |vg|P=D/2(0) + [Vu,| P~/ (PHD(0) = 1,
(10407072 1|90 -0/ () < 2,y <k, (214)
due to , and we see that v satisfies
— Av =& (y)vy, |yl <k (2.15)

On the other hand, due to (2.10), we have Cy < ¢ < C; and, for each R > 0 and k > ko(R)
large enough,

1Ck(y) — Cu(2)] < CilM(y — 2)|* < Crly — 2|%, |yl,|2| < R. (2.16)

Therefore, by Ascoli’s theorem, there exists & in C(RY), with & > Cy such that, after extracting
a subsequence, ¢, — & in Co.(RY). Moreover, and (2.13)) imply that |éx(y) — éx(2)| — 0
as k — oo, so that the function ¢ is actually a constant C' > 0.

Now, for each R > 0 and 1 < ¢ < oo, by , and interior elliptic LY estimates, the
sequence vy is uniformly bounded in W24(Bpg). Using standard imbeddings and interior elliptic
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Schauder estimates, after extracting a subsequence, we may assume that v, — v in C? (RY ). It

loc
follows that v > 0 is a classical solution of
—Av=Cw, yeRY,

and |v|P=1/2(0) + |Vo|P=D/+1)(0) = 1. Since p < pg, this contradicts the Liouville-type result
[15) Theorem 1.1] and concludes the proof. O

Proof of Theorem |2.1.9. Assume either Q = {z € RY; 0 < |z| < p} and 0 < |zo| < p/2, or
Q= {zr € RY; |z| > p} and |zo| > 2p. We denote

Rz%\xol

and observe that, for all y € By, @ < |lzo+ Ry| < @, so that xg+ Ry € Q in either case. Let

us thus define
2+4a
U(y) = Rr—*u(xo + Ry).
Then U is a solution of

a

_AU:c(y)Up7 y€B1, with c(y) = ‘y+%

Notice that |y + 2¢| € [1,3] for all y € B;. Morecover HCHCl(El) < C(a). Then applying
Lemma [2.2.1} we have U(0) + |[VU(0)| < C, hence

ptlta
p—1 ,

24a
u(wo) < CR™7T,  [Vu(zg)| < CR”
which yields the desired conclusion. O

Remarks 2.2.1. Lemma does not hold any longer if the Holder norm in ([2.10)) is replaced
with the uniform norm, as shown by the following counter-example. Let N > 3, N/(N —2) <
p< (N +2)/(N —2) and u(z) = (1 + |2[2)~/®=1 then

2N 4p
p—1 (p—1)?

—Au=a(zx)uP, zeRY, witha(z)= < > + o fpl)Q (1+ |2[*)~"

Since p > N/(N — 2) then ;?TNl - (pili)g > 0. Thus, 0 < Cy < a(z) < Oy for all z € RY. Let

ux(y) = A P=Dy(\y). Then
—Auy = ax(y)ul, y € B(0,1), with ax(y) = a(Ay),

whereas uy(0) = A¥®~1) — oo as A — oo. Therefore, the conclusion of Lemma fails. In
fact, we see that ay(y) — ax(0) = C > 0 for |y| = A~!; consequently, the modulus of continuity
of ay near 0 is not uniform w.r.t. A = oo, and in particular assumption (2.10)) of Lemma is

not satisfied.
2.3 A simple proof of Theorem C(i)
A basic ingredient to the proof of both Theorems C(i) and is the following Pohozaev-type

identity. It is more or less known, but we give a proof in Appendix for completeness, especially
since there is a slight technical difficulty when a < 0.
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Lemma 2.3.1 (Rellich-Pohozaev identity). Let p > 1, N > 2, a > —2 and let u be a positive

solution of in RN, For all R > 0, there holds

N
2 +G—N+2>/|xlaup+1da;
p+1

Br

14a uPtt —1 2 2 /
= 2R or1 + 2R |x.Vu|* — R|Vu|* 4+ (N — 2)uv | dop.

+1
|z|=R

Proof of Theorem C(i). Let u be a positive solution of (2.1)) and define
F(R) = / 2 dy.
Br

By Rellich-Pohozaev indentity, we have
F(R) < C(Gl(R) + GQ(R)),

where
G1(R) = RN*¢ / uP(R, 0) db
gN—1
and
Go(R) = RN / (|Dyu(R,0)|” + R*u*(R,0)) df.

SN-1

Now, by (12.7) in Theorem we have

_24a _ptlta
u(z) < Clz| »=1 and |Vu(x)| < Clz|” 71,

x # 0.

Due to p < pg(a), it follows that

_ 2(pt+1+4a)

G1(R) + G2(R) <CRY™ "1 -0, as R — .

Therefore, u = 0 by ([2.19).

2.4 Proof of Theorem [2.1.1]

2.4.1 Functional inequalities and basic estimates

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Lemma 2.4.1 (Sobolev inequalities on SY=1). Let N > 2, let j > 1 be integer and 1 < k < X <

oo satisfy k # (N —1)/j. For w = w() € Wi*(SN=1) we have
lwllx < CUIDjwl + [lwl]1),

where C = C(j,k,N) >0 and

See e.g. [23].
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Lemma 2.4.2 (Elliptic L*-estimates on an annulus). Let N > 2 and 1 < k < oco. For z =
2(x) € W?*(Bag \ Bpgys) and R > 0, we have

/ |D22|% da < C( / |Az|* dx + R™2F / \z\kdx>, (2.22)

Br\Bg/2 Bar\BRr/4 Bar\BRry4

with C' = C(N, k) > 0.

Lemma 2.4.3 (An interpolation inequality on an annulus). Let N > 2. For z = z(x) €
W2Y(Bag) and R > 0, we have
/ |Dyz|de < CR / |Az|dx + CR™ / |z| dx, (2.23)
Br\Br/2 Bar\Br/4 Bar\BRr/4

with C = C(N) > 0.

Lemmas [2.4.2] and [2.4.3| follow from the case R = 1 and an obvious dilation argument. For
R =1, (2.22) is just the standard interior elliptic estimate. As for with R = 1, this is a
variant of an estimate stated without proof in [26, Lemma 2.3|. If the L! norms in are
replaced with L* norms with 1 < k < oo, then it follows from standard elliptic and interpolation
inequalities. However for k = 1, we could not find a reference in the literature and we therefore
provide a proof in Appendix. Note that [20, Lemma 2.3| can be proved by a very similar argument.

The following basic integral estimates for solutions of (2.1) follows from the rescaled test-
function method (see [I8, Section 1.3]). We give a proof in Appendix for completeness.

Lemma 2.4.4. Let N > 2, a > —2 and u be a positive solution of with @ = RN. Then
there holds

a

/ z|*uP de < CRN"2 51, R >0, (2.24)

Br

with C = C(N, p,a) > 0.

We now deduce the following lemma.

Lemma 2.4.5. Let N > 2, a > —2 and u be a positive solution of with Q = RN, Then,
for all R > 0, there hold

/ wde < CRN i1, (2.25)
Br\Bpg/2

/ \Dyu| de < CRN V755 (2.26)
Br\Br/2
/ |Au|dz < CRN 275, (2.27)
Br

Proof. Estimate ([2.27)) is just (2.24]). Next, by Holder’s inequality and (2.24]), we obtain
(=1) 1 a, Np=1) 1 a
/ wdr < C’RNZ; : ( / uP dav)p < C'R—NTJFNZ; ' (/ || *uP dac) v < CRN_IQ’%,
BRr\Br/2 Br\BRy2 Br

hence (2.25)). Finally, adding up estimates (2.25) for R/2, R and 2R, we obtain (2.25) on Bag \

Bp/4 and this, along with (2.27) and Lemma yields (2.26]). O]
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2.4.2 Proof of Theorem 2.1.1]

The proof consists of 4 steps. Starting from the Pohozaev inequality, which yields formulas
—, we shall control the terms G1(R), G2(R) suitably for appropriate values of R. For
sake of clarity, although here N = 3, we shall keep the letter N in the proof. We fix a number
€ > 0, which will be ultimately chosen small. In what follows, C' denotes any positive constant
independent of R (but possibly depending on ¢).

Step 1 : Estimation of G1(R) and G2(R) in terms of suitable norms. Recall that ||ul|; denotes
[w(R,)|[Lk(sn-1y. By Lemma[2.4.1} since N = 3, we have

lullp+1 < lullse < C (1DGullire + llull) < C (R?[| DZull14e + [[ull1)

and
| Dzulls < C (| DoDaulliyz + [|Daull) < C (R||D3ulliie + || Daullr)
ull2 < lufloo < C (R*Diull1e + [[ullr) -
Therefore,
G1(R) < CRY**720D) (| D2uly . + R2[uf)"" (2.28)
and
Ga(R) < CRN**(||D3ulliie + R7Y[Dyully + R [Julh)?. (2.29)

Step 2 : Control of the averages. For any R > 1, we claim that

[ 1)l rar < RV, (2.30)
R/2
/ | Dou(r) 1N dr < CRY (2.31)
R/2
and
/HD2 (r)|[HerN - dr < RN (2.32)
R/2

Estimates (2.30)-(2.31]) follow from 1' in Lemma Next, by using Lemma [2.4.2]

equation ([2.1] . the boundedness of u and , we obtain

/|D2 O = [ DR s

R/2 Br\Br/2
<C / |Au|'*e de + CR2(F) / u e da
Bar\Bry/a Bar\Br/a
<C / |2|%uP? | Au| dz + C R~20+9) / ulE da
Bar\Bry/4 Bar\Br/a
< CR* / |Au| 4+ CR20+9) / udz
Bar\BRya Bar\Brya

_9_2ta _24a
SCRN 2 p71+as+RN 2— 25<CRN 2 p71+a5.
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Hence ([2.32) holds.
Step 3 : Measure argument. For a given K > 0, let us define the sets
_2+a
{r € (R.2R); |[u(r)|s > KR 1},
2+4a
<R> — {r € (R.2R); | Dyu(r) | > KR 1},
_9_2+a
{ 6( 2R)’HD§U(T)|HJJZ > KR 2 p_1+a€}.

By estimate (2.30)), for R > 1, we have
2R
>R N / ()N Ldr > RN D (R)| RV LK R 1 = K|T1(R)|R.
R

Consequently, |T'1| < R/4 for K > 4C'. Similarly, from estimates and (2.32), we obtain
IT2|, |T's| < R/4. Therefore, for each R > 1, we can assert the ex1stence of

3

Re (R2R)\ | JTi(R) #0. (2.33)

=1

Step 4 : Conclusion. If follows from ([2.28))-(2.29)) in Step 1 and (2.33) in Step 3 that

2t tae)/(he) | p2- 2t

1
Gi(R) < CRNFe+20) (R )p+ <C(R4E 4+ RaO), (@234)

where
24a 1 N +a
=(p+1) (2 - -
aj(e) = (p+ )K +p—1 a5>1+€ p+1}
and
Ga(R) < CRN+2 (R(—2—f,f‘{+as)/(1+a) I R_2_12)+f(;>2 <c (R_‘”(E) n R—ag(o)) ’ (2.35)
where
2 24+a
=—N-2 2 — .
as(e) +1+€< +p—1 ae)

Let @ = min (a1 (), a1(0), az(e),az(0)). Combining (2.34) and (2.35]), we obtain

F(R)<F(R)<CR™® R>1.
By straightforward computation, we see that

N+2+2a—(N-2)p
p—1

a1(0) = a2(0) = >0,
due to p < pg(a). Therefore, for £ > 0 small enough, we have @ > 0, so that [y |z|*u?*! =0,
hence © = 0 : a contradiction. The proof is complete. O

Finally we note that the above proof still works if, instead of assuming u bounded, one
assumes that u(x) < C|z|? for x large, with some g > 0. Indeed, estimate (2.32) above can be
replaced with

/ ||D2 H%ii N-1 dr < CRN (gp+a)e
R/2

and the rest of proof is similar.



32 Chapitre 2. Hardy-Hénon elliptic equations

2.5 Appendix : Proof of Lemmas [2.3.1], [2.4.3] [2.4.4, Theorem
2.1.3|, and the case N = 1.

We start with the following simple Lemma.

Lemma 2.5.1. Let N > 2, a> -2, p>1,0 € Q and u be a positive solution of . For any
R > 0 such that B CC 2, we have

/ |Vu|* de = / || uP ! da + / wu’ dog < . (2.36)
Br Br |z|=R
In particular,
there exists a sequence ¢; — 07 such that ¢ / |Vu\2 do., — 0. (2.37)
|z|=¢;

Moreover, u is a distributional solution of .

Proof. If a > 0, the result is immediate, so we may assume a < 0. Recall that solutions are
assumed to belong to the class (2.2)). For 0 < p < R such that B CC 2, we have

/ \Vul|? de = — / uAudz + / uu’daR—/uu’dUp

Br\B, Br\B, lz[=R lz[=p
— / |z uP T da + / wu' dog — / uu dop. (2.38)
Br\B, je[=R lai=p

On the other hand, we have

/ wu do, = p™ " f'(p),  where f(p) ::% / u?(p,0) do.
|=p

|z|= SN—1

Since f € C*((0, R]) N C([0, R]) due to (2.2)), we infer the existence of a sequence p; — 0 such
that lim; o pif'(pi) = 0. Since N > 2, passing to the limit in (2.38) with p = p;, we obtain
(2.36)), where the RHS is finite due to a > —2 > —N and ([2.2)). Since

R
/ / |Vu|2d05d6:/|Vu]2dx,
e=0
| Br

z|=¢e

assertion ([2.37) follows.
Let now ¢ € C§°(Q2) and denote Q. = QN {|z| > e} for € > 0 small. From (£2.1]), using Green’s

formula, we obtain

‘/|x“upg0d:v+/uAapda:‘ = ‘—/@Audm—i—/uAapdaz‘ :‘ / 'udo. — / u'pdoe|. (2.39)
Qe Qe Qe Qe |z|=¢ |x|=¢
We note that, by (2.37)),
1/2
/ \Vu|do., < | N / |Vu|? do., —0, asi— oo (2.40)

|z|=ei |z|=&i
Passing to the limit in (2.39)) with € = &; and using (2.40) and the continuity of u at 0, we obtain
/ |z|*uPp dx + /uAga dx =0,
Q Q
so that u is a distributional solution of (2.1)). O
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Proof of Lemma|2.3.1]. Since u is a solution of (2.1)) then

uPtl N +a
p+1 p+1

(x.Vu)Au = —(z.Vu)|z|"v’ = —div <x|x]a || Pt

Thus, for 0 < & < R, we have

N p+1 p+1
/ (x.Vu)Audz = ta / |z|*uP T e — RYTO / “ dog +e'te / “ doe.
p+1 p+1 p+1

BR\BE BR\Bg |.’Z|=R |m|=€

Letting ¢ — 0, using the continuity of w, we obtain

N p+1
/(w.Vu)Au dx = p—tla / || uP T da — / RHQI% dog. (2.41)
B

Br R lz|=R

Next, by direct computation, we have the following identity
div (2(2.Vu)Vu — :L’|Vu]2) = 2(x.Vu)Au — (N — 2)|Vul?. (2.42)
It follows that, for 0 < ¢ < R,
/ (2(x.Vu)Au — (N — 2)|Vu|?) dz
Br\B:

= / (2(2.Vu)Vu — z|Vul|?) % dopr — / (2(2.Vu)Vu — 2|Vul?) % do..
|z|=R |x|=¢

Letting € = ¢; — 0, where &; is given by Lemma [2.5.1] we obtain

/ (2(x.Vu)Au — (N — 2)|Vul?) dz = / (2(x.Vu)Vu — 2|Vul?) |i| dog. (2.43)
X
Br |z|=R
From (2.41)), (2.36) and ([2.43) we deduce (2.17). O

Proof of Lemma [2.4.5 As mentioned before, it suffices to consider the case R = 1, and we
can also assume that w is smooth. For r > 0, set 4, := {r/4 < |z| < 3r/2} and let v, and
dS, respectively denote the outer unit normal and surface measure on 0A,. Next we denote by
G, (x;y) the Green kernel of the —A in with Dirichlet boundary conditions. By a simple rescaling
argument, we see that G,.(z;y) = r>" NGy (r~'2;7~1y). Also, we shall denote by &, 7 the variables
for G1 = Gl(a?,gj)

Let 1/2 < |z| <1 and 1 < r < 4/3. It follows from the Green representation formula that

ww) = — [ Auly)G(ary)dy - / (), Cr(:y) dS, (1),
Ay 0A,

S——— / Au(y)Gl(T‘_lx; T‘_Iy) dy — TI_N/ u(y) vy - VgGl(r_lm; r_ly) ds,(y),
Ay O0A,

hence
Vu(z) =— rl_N/ Au(y) VG (r Lo rly) dy (2.44)
Ay

- T_N/ u(y) v - VzVGi(r oy ry) dS,(y).
0A,
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We now use the estimates |VzG1(Z,9)| < C|lZ — g|' ™ and |VzV;G1(%,7)| < Ol — g™ (see
e.g. [I7]). It follows that

[Vu(z)| < C/A |Au(y)| e —y|' N dy +/ [u(y)| |z —y| = dS:(y). (2.45)

T

Now, for |y| < 2, we note that f1/2<\m|<1 |z —y|'~Ndx < fBg |z|*~N dz < oo. Moreover we have
|z —y| > 1/6 for any y € 0A, (recalling that 1/2 < |z| < 1 and 1 < r < 4/3). Combining this
with (2.45)) and using Fubini’s Theorem, we thus obtain, for 1 < r < 4/3,

[ ve@ide<c [ auwl([ eyl Ndo)dy
1/2<|z|<1 Ay 1/2<z|<1

e /8AT [u(v)l (/1/2<|z<1 o=y dgc) 45:(y)
<c /A IButy)dy + € /8 | )] ds,(0)

Integrating over r € (1,4/3), we obtain

1 4/3 4/3
/ |\Vu(z)|dx < C / |Au(y ]dydr—i—C / y)| dSy(y) dr
3 1/2<|z|<1 A,

<c / Au(y)| dy + C / ()| dy
1/4<|z|<2 1/4<|z|<2

and the lemma is proved. O

Proof of Lemma |2.4.4} We use the rescaled test-function method (see e.g. [18]). Fix ¢ €
D(RY), 0 < ¢ <1, such that ¢(x) =1 for |z| < 1 and ¢(z) = 0 for || > 2. For each R > 0, put
or(z) = ¢(x/R). Let m =2p/(p — 1) > 2. We have

[AGR ()| = Im ™ A +m(m — 1)¢*|Vorl*| < CR™29R 2
By Lemma in Appendix, we know that v is a distributional solution. We thus have
/ |z|*uP PR do = — / Augy doe = — / uA (@) dx < CR™2 / ug'y % du.
RN RN RN R<|z|<2R

Now applying the Holder’s inequality, it follows that

1/p 1/p

/ |x|*uP Pl do < C’Rg_2 / uqu%(m_m dx = C’Rg_2 / uP Py dx

RN <|z|<2R <|z|<2R
Therefore,

1/p
/ |z|*uP ¢l dx < CR? / |z|“uP ¢ dx , (2.46)
<|z|<2R

with 6 = (N*Q)(P;U*@*a), hence R[v |z|*uP ¢ dx < CRPO/(P=1) and (2.24) follows. O

Remarks 2.5.1. Recall from [I8] that Theorem C(ii) for N —2— 2+“ < 0 is a direct consequence
of estimate , whereas, in case N — 2 — % =0, 1mphes IRN |x|*uP dx < oo and,

letting R — oo in (2.46)), we then obtain IRN |z|*uP dox = O, hence u = 0. Note that, by the same
token, Theorem C(ii) remains in fact true for distributional supersolutions.
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We finally prove Theorem [2.1.3] The proof of assertion (i) is similar to that of [I6, Theo-
rem 4.1]. However, due to the problem with that result, mentioned in the paragraph preceding
Theorem we prefer to sketch the proof. Moreover, the proof is facilitated by the availability
of the universal bounds in Theorem (cf. the case P = 0 below).

Proof of Theorem [2.1.3, (i) Suppose that assertion (i) is false. Then there exists a sequence
of solutions u; and a sequence of points P € 2 such that

My, = sup ug(x) = up(Px) — 0o as k — oo.
e

We may assume that P, — P € Q as k — oo.
Case 1: P e Q\ {0} or P € 09Q. We rescale the solution according to

2 p—1

Ue(y) = N un(Pe + Mey), A =M, 2.

Then Uy, is a solution of
AU, = |Py + My | UE

in a rescaled domain, with 0 < Uy < 1 and Ui (0) = 1. Using elliptic estimates and standard
imbeddings similarly as in [16], we deduce that some subsequence of Uy, converges to a solution
v > 0 of the equation —Awv = fvP, for some £ > 0, either in RY, or in a half-space with 0 boundary
conditions. Since p < pg, this contradicts one of the Liouville-type results [I5, Theorem 1.1] or
[16, Theorem 1.3].

Case 2 : P = 0. We now rescale the solution according to

2+a p—1

Ur(y) = AL ur(Pe+ Mey), Ak = M, .

Then Uy, is a solution of
AU = |y + A\, Pe|"UE

in a rescaled domain containing B(0, ,0)\,;1) for some p > 0. Moreover, it follows from estimate

p=1
1) in Theorem [2.1.2] that the sequence A\, '|Py| = |Py|u/™ (Py) is bounded. We may thus
assume that )\IzlPk — x9 € RY as k — oo. A similar limiting procedure as in Case 1 then
produces a positive solution v of

— Av = |y + 20|P, yecRYN. (2.47)

More precisely, in the case —2 < a < 0, by elliptic regularity (which is applicable since the wuy
are distributional solutions in virtue of Lemma , the wuy, satisfy a local W™ bound for
N/2 < m < N/la|, hence a local Holder bound, and this is sufficient to pass to the limit to
obtain a solution of (2.47), with v(- — zo) in the class (2.2).

Since we assumed , after a space shift, this gives a contradiction with Theorem C(i).

(ii) Assume p > pg(a). Then we know that (2.1) has a bounded, positive radial solution U
in RY (see [15, Appendix A] and [2]). Moreover, as r — 0o, we have

C .
Ul(r) ~ Wf@*l)’ if p > pg(a),

U(r) ~ Cor~ 12, if p = ps(a).
For A > 0, let
Un(y) = AFT/E=DT (Ay)),

then —AU\ = [y|°U} on By and Uypp, = A2/ (=D (\) — Cp (resp. 0), as A — oo, if
p > pg(a) (resp., p = ps(a)). The assertion follows by observing that

U (0) = A2/ (=1 5 o6 as X — 0.
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O

In the following Proposition, we briefly comment on the very particular case N = 1, where
somewhat stronger conclusions can be obtained. Namely, we have a nonexistence result which is
stronger than Theorem C and Theorem 1.2(ii) becomes void for N = 1. Also we get universal
bounds which are stronger than in Theorem 1.2(i) and this in turn imposes an a priori restriction
on the size of the boundary data ¢(p) in Theorem 1.3.

Proposition 2.5.1. Assume N =1, a > —2 and p > 1.

(i) For any b > 0, there exist no nontrivial nonnegative C? solution of —u" > |z|*uP in
(b, 00).

(ii) For any p > 0, there exists a constant C = C(p,p,a) > 0 such that any nonnegative C*
solution of —u" = |z|*u? in (0, p) satisfies u < C in (0, p).

Proof. (i) Assume the contrary. Since u” < 0, there exists £ = limg_,oo v/ (z) € [—00,00), and
necessarily ¢ > 0 due to u > 0. Therefore, ' > 0 in (0,00), hence u > ¢ > 0 for x > x9 > 0
large enough. For each R > 1, define vg(x) := u(xo + 2R + z) for x € [-R, R]. The function
vg satisfies —v%, > ¢R%p in [—R, R|, with ¢ > 0 independent of R. Multiplying this inequality
with pg(x) = cos(mz/(2R)), which satisfies —¢p% = 27212 R™2pR in [-R, R], pr(£R) = 0,
¢R(R) <0 and ¢R(—R) > 0, we obtain

R R
éR“/ vRerdr < 2_27T2R_2/ vRYRrdr + (ngo}z)(R) — (ngalR)(—R)
—-R —R

R
< 227T2R2/ VRYR dr,
-R

hence 4¢R%+? < 72, which is a contradiction with a > —2 for R large.

(ii) First note that, by the proof of Theorem 1.2(i), we have u(p/2) + |[u/(p/2)] < K =
K(p,p,a). Since u is concave, we deduce that

u(r) — u(p/2)

z— (p/2) <u'(p/2) < K, z € (p/2,p)

and
u(z) —u(p/2) _
()2 > (p/2) > —K, € (0,p/2).
It follows that u(z) < C:= K + Kp/2 for x € (0, p). -

Remarks 2.5.2. In the case a < —2, there is an important difference between the cases N = 1
and N > 2, since there exist local near 0 — and even global — solutions u € C(R) N C?(R \ {0}),
of the form u(x) = c|z|?, where vy = —(a+2)/(p — 1) € (0,1) for 1 < p < —a — 1. We note that
such solutions are not distributional solutions near 0.
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