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Résumé

Dans cette these, on s’intéresse a la combinaison des méthodes de réduction de variance
et de réduction de la complexité de la méthode Monte Carlo. Dans une premiere partie
de cette these, nous considérons un modele de diffusion continu pour lequel on construit
un algorithme adaptatif en appliquant I'importance sampling a la méthode de Romberg
Statistique Nous démontrons un théoreme central limite de type Lindeberg Feller pour
cet algorithme. Dans ce méme cadre et dans le méme esprit, on applique I'importance
sampling & la méthode de Multilevel Monte Carlo et on démontre également un théoreme
central limite pour 'algorithme adaptatif obtenu. Dans la deuxiéme partie de cette these,
on développe le méme type d’algorithme pour un modele non continu a savoir les processus
de Lévy. De méme, nous démontrons un théoreme central limite de type Lindeberg Feller.
Des illustrations numériques ont été menées pour les différents algorithmes obtenus dans

les deux cadres avec sauts et sans sauts.

Mots clés. Algorithmes stochastiques, Robbins-Monro, Théoréme limite central, Romberg
Statistique, Multilevel Monte Carlo, schéma d’Euler, importance sampling, options exo-

tiques, modele de Heston, processus de Lévy et approximation, transformation d’Esscher,
modele du CGMY.

Abstract

In this thesis, we are interested in studying the combination of variance reduction methods
and complexity improvement of the Monte Carlo method. In the first part of this thesis,
we consider a continuous diffusion model for which we construct an adaptive algorithm by
applying importance sampling to Statistical Romberg method. Then, we prove a central
limit theorem of Lindeberg-Feller type for this algorithm. In the same setting and in the
same spirit, we apply the importance sampling to the Multilevel Monte Carlo method. We
also prove a central limit theorem for the obtained adaptive algorithm. In the second part
of this thesis, we develop the same type of adaptive algorithm for a discontinuous model
namely the Lévy processes and we prove the associated central limit theorem. Numerical
simulations are processed for the different obtained algorithms in both settings with and

without jumps.

Keywords. Stochastic algorithm, Robbins-Monro, Central limit theorem, Statistical Romberg
method, Multilevel Monte Carlo, Euler scheme, importance sampling, exotic options, He-

ston model, Lévy processes and approximation, Esscher transform, CGMY model.
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Introduction

Le but de cette these est de proposer des techniques d’accélération des méthodes de Monte
Carlo utilisées en Finance. Notre approche consiste a combiner deux méthodes de réduction de
variance.

e Les méthodes d'importance sampling qui utilisent en particulier les algorithmes stochas-

tiques introduites initialement par Arouna [3] dans sa these.

e Les méthodes utilisées pour gagner en complexité en comparaison avec la méthode de
Monte Carlo standard a I'exemple de la méthode de Romberg Statistique étudiée dans la
these de Kebaier [37] et sa généralisation a savoir la méthode de Multilevel Monte Carlo
introduite par Giles [28].

Dans ma these, plusieurs algorithmes ont été développés et de nouveaux résultats de convergence
ont été démontré afin de définir le cadre précis de 1'utilisation de ces nouvelles méthodes de
réduction de variance. En effet, on s’intéresse au calcul de la quantité E f (X7), ou (Xy)o<i<r, T >
0 est une diffusion d-dimensionnelle et f : R — R est une fonction donnée. Cette quantité
représente en finance le prix d’une option sur le marché et f étant la fonction payoft de cette
option. A Paide d’un changement de probabilité en utilisant le théoreme de Girsanov, on peut

écrire notre quantité d’intérét sous la forme :
Vo e RY, Ef(Xr)=Eg(0, X%),

avec g : R? x RY — R et (X?)o<i<r est une diffusion dépendante de 6. Dans le but de réduire
I’erreur statistique de la méthode de Monte Carlo, il est naturel de chercher a minimiser la
variance de Pestimateur + S, g(6, X%,), (X4,)1<i<ny est une suite i.i.d de méme loi que X7,

ce qui revient a chercher le parametre optimal qu’on I'a considéré réduit a un singleton dans
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les cas étudiés

arg min Var(g(6, X7)) = arg min Eg*(0, X7).

En utilisant une autre fois le théoreme de Girsanov et en dérivant, ce probleme de recherche
du minimum d’une fonction peut se ramener a celui de la recherche du zéro d’une fonction. En

effet, sous certaines hypotheéses, arg mingers Var(g(6, X%)) peut étre solution de
E[H<97XT)] = 07 0 e Rq7 (1)

ou H : R? x RY — R est une fonction explicitée a partir des données du probléme. Ainsi,
le recours aux algorithmes stochastiques de type Robbins Monro semble étre adapté pour ce
probléeme d’optimisation. Toutefois, cet algorithme requiert une condition restrictive appelée la

condition de non explosion donnée par :
(NEC) E[|H (0, Xr)]"] < C(1+0]*), pour tout § € RY,

Cette condition n’étant pas satisfaite dans notre cadre de travail, nous adoptons ainsi de nou-

velles versions de cette procédure récursive permettant de contourner la condition (NEC).

e La méthode de projection aléatoire de ’algorithme de Robbins Monro introduite par Chen
et Zhu [18], connue sous le nom de "Projection a la Chen'".

e La méthode proposée plus récemment par Lemaire et Pages dans [47] comme une nouvelle
alternative a ’algorithme de Robbins-Monro et qui évite le risque d’explosion sans toute-
fois avoir recours aux projections. Par un triple changement de probabilité, ils proposent
une nouvelle fonction H qui remplace H dans Péquation (1) et vérifiant la condition
(NEC). IIs obtiennent ainsi ce qu’ils appellent "a regular Robbins Monro algorithm" qui

converge presque siirement vers arg mingegs Var(g(6, X%)) sans risque d’explosion.

» Dans une premieére partie de cette theése, on a considéré un modele continu de ’obser-
vation des prix des options dans le marché financier. Ainsi, (X¢)o<t<r,T > 0, est défini comme
la solution d’une équation différentielle stochastique dirigée par un mouvement Brownien g¢-
dimensionnel. En dehors du modele de Black-Scholes, (X¢)o<:<7 n’est pas explicite donc on est
souvent ramené a utiliser un schéma d’approximation a savoir le schéma d’Euler (X[")o<t<r (ol
n est le nombre de pas de temps de discrétisation). Pour n fixé, Arouna [3] a utilisé 'algo-
rithme de Chen pour déterminer le parametre optimal qui minimise la variance de g(6, X;’e)
en construisant une suite 67 qui converge p.s. vers arg mingegs Var(g(6, X7%)) lorsque i tend

vers oo. Plus précisément, il utilise la méthode de Monte Carlo et approxime E[f(X7})] par
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+ 3 g7 X;”finl), (X;f )1<i<n sont des variables aléatoires i.i.d de méme loi que X+, Ainsi,
un algorithme adaptatif a été développé dans lequel la variance est réduite de maniere dy-
namique dans les itérations de Monte Carlo. Le comportement asymptotique de 1'algorithme

adaptatif proposé par Arouna [3] est donné par

n £ * n,07%
( Zg X E[f(XTﬂ) o (0, Var(g(85, X3) 2)
avec 0 = argmingega Var(g(G,X?’e)). Un premier résultat qui généralise celui d’Arouna [3]
consiste a choisir N en fonction de n en tenant compte de l'erreur faible du schéma d’Euler.

On a supposé que
Vo € [1/2,1], Jgrlgon“ (Ef(X7) —Ef(Xr)=Cf, CreR.

Puis, nous avons construit une suite doublement indexée (67

"inen & laide des algorithmes

stochastiques en utilisant soit la méthode de Projection a la Chen [18] ou la méthode proposée
par Lemaire et Pages [47]. Pour ces deux alternatives, nous avons établi la convergence presque

stire de la suite (67); nen (voir Section 3 du chapitre II) et nous avons obtenu

lim 0 = lim (lim 0') = lim (lim 07') = lim 0} = arg mln\/ar( 0,X%)), P-p.s.

1,M—00 1—00 M—>00 n—00 i—00 n—00 feRY

Par la suite, nous avons démontré un théoreme central limite pour la procédure adaptative

proposée (voir Théoreme 4.4 dans le chapitre II). Nous avons ainsi

1 e n n6 % *
n® ( 20 Zg 61 1 Tz )_Ef(XT)) nﬁmN(Cf7var(g(9 7X79“ )))7

avec §* = arg mingegs Var(g(6, X2)).

Par ailleurs, la méthode de Romberg Statistique, introduite par Kebaier [37] fait intervenir
deux schémas d’Euler de nombres de pas de discrétisations différents, un schéma "fin" de pas de
discrétisation T'/n et un schéma "grossier" de pas de discrétisation T'/y/n. Ainsi, en appliquant

les résultats de Kebaier [37] pour § € R4, Ef(X7) est approximée par

]- ol SaVAL) 1 iE n n
Vo= 2900, X300 + > (900, X320) = 9(0, X37%))
Ny i—1 Ny i=1
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ou (XY\{?’H)EN et (X;:f)ieN sont des variables aléatoires i.i.d de méme loi que X%/E’e et X7
simulées & partir de la méme trajectoire Brownienne. ()AQ/? #)ien est un autre échantillon in-
dépendant. Cette méthode est controlée par un théoreme central limite obtenu pour un choix

précis des tailles des échantillons en prenant Ny = n?® et Ny = n?* /2 et est donné par
« L
n (Vu —Ef(Xr)) - N(Cp,22(0)) (3)

ol X2(0) est une variance qui est précisée dans le Théoreme 1.6 du chapitre I. Dans le cadre de
cette these, notre idée est de combiner la technique d’importance sampling avec la méthode de

Romberg Statistique. On propose alors d’approcher Ef(X7) par

20 2a—1/2
A1 \/ﬁvéi_\/ﬁl 1 " n n,07 n V07
Vo= o000+ X (o0 XEE) — g0, X1T) @)

=1

avec (0]');nen est une nouvelle suite doublement indexée associée a cet algorithme qui vérifie

lim (lim #) = lim (lim 0}') = arg ‘Ignin ¥2(0), P-p.s.

1—00 N—00 N—>00 "4—00 S

La double convergence de (0); nen pour la technique de Lemaire et Pages [47] a nécessité une
analyse stochastique portant sur la sensibilité des processus (X} )o<;<7 par rapport au paramétre
0. Par la suite, on a prouvé un théoreme central limite pour cette nouvelle procédure adaptative

(voir Théoreme 4.6 dans chapitre II) :
n (Va —Ef(Xr)) —= N(Cp.Z(0)),

avec 0* = arg mingers X%(0). Rappelons que 'intérét de la méthode de Romberg Statistique est
de réduire la complexité de celle de Monte Carlo classique. En effet, la complexité optimale de
la méthode de Romberg Statistique est donnée par Csp = n?*t1/2 << Cye = n?**! (voir la
sous-section 1.3 du Chapitre I).

Plus récemment, Giles [28] a introduit la méthode de Multilevel Monte Carlo, une version
généralisée de 'approche de Romberg Statistique. Cette méthode permet d’approcher Ef(X7)
en utilisant le schéma d’Euler et qu'on appelle Euler Multilevel Monte Carlo. Cette méthode
fait I'objet de plusieurs travaux dans la littérature avec des applications notamment en Fi-
nance. Pour plus détails, on peut consulter https://people.maths.ox.ac.uk/gilesm/mlmc_
community.html. En particulier, nous citons quelques travaux récents qui portent sur la ré-

duction de la complexité de I'estimateur de Multilevel Monte Carlo a I'exemple du travail de
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Giles et Szpruch [29] qui ont construit un nouvel estimateur Multilevel Monte Carlo en util-
isant la technique des variables antithétiques. De méme, Lemaire et Pages [48] ont étudié la
combinaison de la méthode de Multilevel Monte Carlo avec la technique d’extrapolation de
Richardson-Romberg et son extension Multi-Step [53].

La méthode Euler Multilevel Monte Carlo consiste a considérer L + 1 échantillons i.i.d de
tailles respectives (NN, ..., N). Pour chaque échantillon, nous considérons pour ¢ € {0,1,..., L}
un schéma d’Euler "fin" avec un pas de temps T/m’ et un schéma d’Euler "grossier" avec un
pas de temps T'/m‘~! simulées & partir de la méme trajectoire Brownienne. Ensuite, la quantité

d’intérét Ef(X7) est approchée par

1 S - 1 L mt mt-1
= > 90, X5 + 3 N, > (9(97X:£r’,i O — g0, X7 ’9)) . 0 eRY (5)
0 =1 =1+ i=1

Il est a noter que ces moyennes empiriques sont indépendantes entre elles. Récemment, Ben
Alaya et Kebaier [11] ont démontré un théoreme central limite, pour un choix convenable des
tailles des échantillons N,, ¢ € {0,1,...,L} dépendantes de n = m’, pour la méthode Euler
Mutlilevel Monte Carlo donné par
q .o . £ 2
V0 € R n* (Qn — Ef(Xr)) 5 N(Cp2%0)),

oil X.2(#) est une variance précisée dans le Théoréme 1.9 du chapitre I. Dans le cadre de cette
these, nous avons étendu dans un deuxieme travail les résultats obtenus ci-dessus en procédant

a la combinaison de la méthode Euler Mutlilevel Monte Carlo et celle de I'importance sampling.

Ainsi, nous introduisons 1'algorithme adaptatif qui approche la quantité d’intérét Ef(Xr) par

~ 1 X 0 mO,0m Lo Qe 0! z,ml,efv_mz 0.t €7m5,179f,_ml
Qn = ﬁozg(ei—leT,i 1>+ZEZ 90" T, b)) —9(6: » X DR
i=1 = i—

avec (07'); nen est une nouvelle suite doublement indexée associée a cet algorithme qui vérifie

lim (lim 6") = lim (lim 67) = argmin (), P-p.s.

i—o0 m—¥o0 N—¥00 “i—00 HcRa

Par la suite, nous avons prouvé un théoréme central limite (voir Théoreme 3.2 dans le chapitre

[1T) pour cette nouvelle procédure adaptative a savoir

n (Qu—Ef(Xr)) — N(Cp,E(07)),
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avec 0* = arg mingegq 22(9). De méme que pour la méthode de Romberg Statistique, 'intérét
de la méthode de Multilevel Monte Carlo est de réduire la complexité de la méthode de Monte
Carlo classique. En effet, la complexité optimale associée a la méthode de Multilevel Monte
Carlo est donnée par Cirrac = n?*(log(n))? << Crg = n?**/2 << Cye = n***1 (voir sous-
section 1.4 du chapitre I).

» Dans une deuxiéme partie de cette these, nous avons considéré des modeles avec
sauts. En effet, 'intérét de ces modeles est qu’empiriquement la trajectoire du sous-jacent n’est
pas continue et peut exhiber des sauts a certaines périodes de forte volatilité. Les modeles
financiers discontinus, introduits par Merton (1976) [51] et étudiés dans Cont et Tankov [20],
Schoutens [61], Applebaum [2] ou encore Asmussen et Glynn [4], permettent de mieux expliquer
ce phénomene. D’un point de vue numérique et afin d’améliorer la méthode de Monte Carlo avec
des processus de Lévy, Kawai [36] et Lemaire et Pages [47] ont utilisé les méthodes d’importance
sampling de méme type que celle d’Arouna [3] pour réduire la variance.

Dans cette partie de la these, nous avons considéré le modele exponentiel de Lévy, ou le prix a

un instant ¢ d’'un actif associé a une valeur initiale "spot" Sy est donné par
S, = Spelt, ou (L¢)o<t<r est un processus de Lévy d-dimensionnel.

Ici, e* = (e, ...,e%"), Vo = (11, ....,z,) € R% Ainsi, notre quantité d’intérét dans cette partie
est de la forme EF(Ly) avec F' : RY — R est une fonction donnée. Dans ce cadre, nous
approchons tout d’abord le processus de Lévy (L;)o<;<7 par un processus de Lévy simulable
(L5 )o<t<r avec € > 0. Par ailleurs, a I'aide de la transformation d’Esscher (voir sous-section 3.5

du chapitre I), on peut trouver une fonction G : R? x R? — R et un compact K de R? tel que
Vo e K, EF(L;) =EG(, L), (6)

ot G est une fonction réelle qui prend ses valeurs dans R? x R? Ainsi, nous avons utilisé
une version de 'algorithme de Robbins Monro projeté sur un compact (voir sous-section 2.3
du chapitre I) afin de déterminer arg mingex Var(G(6, L?Q)). Nous avons construit une suite

(05)ien,0<e<1 doublement indexée et nous avons démontré

i—o0 e—0 e—0 "i—oo

lim (lim 67) = lim(lim 67) = 6" = arg I@Iél}l{l Var(G(6, L5)), P-p.s.
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Par la suite, pour tenir compte de 'erreur faible de 'approximation, on a supposé qu’il existe
v.—0, pour € > 0 tel que
e—0

limv, ' (EF(Ly) — EF(L5)) = Cp, Cr €R. (7)

e—0

Puis, en faisant dépendre N de e, nous avons démontré un théoreme central limite pour la
méthode de Monte Carlo adaptative (voir Théoreme 5.5 dans le Chapitre IV). Nous avons

obtenu

( % G(0 IEF(LT)) = N (Cp, Var(G(0", L)) , (8)

ou (Lif Jo<t<r est un échantillon ii.d de méme loi que (L5?)o<i<r. En s'inspirant de l'idée de
la méthode de Romberg Statistique dans le cadre du schéma d’Euler, nous avons mis en ceuvre
la procédure de Romberg Statistique dans le cadre d’approximation des processus de Lévy. En
effet, en considérant ¢ et ° avec 3 € (0,1), nous approchons EF (Ly) par

Ni(e) 55 91 1 Na(e)

i=1 N2 (6) i

QSR = (G(02, L) — G(62, L71)) . V01,05 € R, (9)

%2 simulées a partir de

N 5
ou (L;«’i?)lgigNQ et (L7 29 )1<i<n, sont i.i.d de méme loi que L3 et LE
la méme trajectoire. ([Aéi-e )1<i<n, est un échantillon indépendant de méme loi que L%B’al. Pour
un choix adéquat des tailles des échantillons Ny (e) et Ny(e), nous avons démontré le théoreme

central limite suivant
v (@ —EF(Lr)) —5 N (Cp, 22(01) + °(62)) -

Les quantités 32(6;) et £2(6,) sont données dans le Théoréme 3.3 du chapitre IV. Pour une
large classe de processus de Lévy comme les processus tempérés stables d’indice Y, Y € (0,2),
le gain en complexité de la méthode de Romberg Statistique par rapport a celle de Monte Carlo

Y(¥/2=1) (yvoir sous section 3.3 du Chapitre IV). Ensuite, nous avons étudié

est de l'ordre de ¢
la combinaison de la méthode de Romberg Statistique avec celle d’importance sampling. Ainsi,

nous approchons EF'(Ly) par

Na(e)
B Eﬁ 2 s B 0s
P 1i— 1 € Vg1 5 €01
G057, 1, Ly, G05; 1, Ly;" ") = G054, Ly, ) )

i=1 i=

ISSR __
Qs -

—_
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avec (07 ;)ien,0<c<1 €t (05,;)ien0<z<1 sont deux suites doublement indexées construites en utilisant
un algorithme stochastique projeté sur un compact bien déterminé (voir sous-section 2.3 du
chapitre I) et vérifiant

Zgrgo(lg% 05,;) = ll_I}I(l)(}lglo 0,) = 07 = argmingex X*(01), P-p.s.

zlgélo(ll_lg(l) 05,) = ll_r%(llggo 05;) = 05 = arg minge i >2(0,), P-p.s.

(10)

Nous avons démontré aussi un théoreme central limite pour la méthode de Romberg Statistique

adaptative (voir Théoreme 5.7 dans le Chapitre IV) donné par

vt (QESR —EF(Ly)) gg N (Cp, 22(07) + 52(63)) -

Ainsi, nous obtenons dans cette theése des algorithmes qui réduisent simultanément la vari-
ance et la complexité pour des modeles de diffusions avec et sans sauts.

Cette these est composée de quatre chapitres.

» Le premier Chapitre est un chapitre introductif qui rappelle les principaux résultats
théoriques qui ont été utiles tout au long de cette these. D’abord, nous rappelons le principe de
la méthode Euler Monte Carlo. Nous mettons en évidence les nouvelles méthodes qui ont été
proposées dans la littérature et qui ont permis un gain en complexité en comparaison avec la
méthode de Monte Carlo classique a savoir la méthode de Romberg Statistique et la méthode
Euler Multilevel Monte Carlo. Ensuite, nous présentons la théorie de ’approximation stochas-
tique dans I’exemple de Robbins Monro et ses différentes variantes a I’exemple de ’algorithme de
Chen et ’algorithme projeté sur un compact. Enfin, nous introduisons les processus de Lévy et
leur caractérisation, notamment par la représentation de Lévy-Khintchine et la décomposition
d’Tto-Lévy. Nous passons en revue les exemples de modeles de Lévy utilisés dans la littérature
financiere et nous rappelons le principe de changement de probabilité des mesures de Lévy dont
le cas particulier de la transformation d’Esscher.

» Le deuxieme Chapitre étudie la méthode adaptative proposée, dans un modele con-
tinu, comme combinaison de la méthode de Romberg Statistique et I'importance sampling.
Un théoreme central limite a été prouvé. Des illustrations numériques sont aussi proposées
afin de mettre en évidence 'efficacité de cette nouvelle méthode en comparaison avec une
méthode de Monte Carlo adaptative. Ce chapitre fait l'objet d’un article accepté pour

publication dans le journal de Bernouilli http://www.bernoulli-society.org/index.php/
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publications/bernoulli-journal/bernoulli-journal-papers.

» Le troisieme Chapitre traite la combinaison de la méthode de Euler Multilevel Monte
Carlo avec la méthode de I'importance sampling dans le méme cadre continu que le deuxieme
chapitre. Un théoreme central limite a été aussi prouvé. Une comparaison numérique a été
effectuée entre les différentes méthodes adaptatives proposées. Ce chapitre fera 1'objet d’une
prépublication qui est en cours de rédaction.

» Le quatrieme Chapitre étend la combinaison de Romberg Statistique et I'importance
sampling a un modele de proccessus de Lévy. Dans ce cadre, la nouvelle méthode adaptative
sera aussi couronnée par la preuve d'un théoreme central limite. On traite numériquement le
cas du CGMY pour mettre en exergue l'efficacité de la méthode proposée. Ce chapitre a fait

I'objet d'une prépublication soumise http://arxiv.org/abs/1408.0898.






Chapitre 1

Préliminaires

Soit W = (Wy,...,W,) un mouvement Brownien g-dimensionnel défini dans 'espace de
probabilité (Q,F,P). On munit cet espace de la filtration canonique ((F;)o<i<r,T > 0) qui
est la filtration Brownienne naturelle. On considere une diffusion d-dimensionnelle (X3)o<i<r

solution de I’équation différentielle stochastique :
dX, = b(X,)dt + o(X,)dW,, Xy =20 € R (I.1)
Les fonctions b : R — R et 0 : R? x R? — R vérifient :

(Hoo) 3Cr >0V, €RY, |b(y) = b(x)| + |o(y) — o(x)] < Crlz —yl. (L.2)

1 Approximation Euler Monte Carlo

L’évaluation des espérances de fonctions de diffusions multidimensionnelles sous la forme
E[f(X7)] ne cesse d’étre d'un grand intérét dans différents domaines. En particulier, lorsque
I'on s’intéresse au pricing des produits dérivés en finance, on se ramene a calculer de quantités
moyennes sous forme d’espérances. Le recours a la méthode de Monte Carlo (voir par exemple
Glasserman [30] et Lapeyre, Pardoux et Sentis [6]) est trés courant chaque fois que l'on est
confronté au probléme de calcul de ces quantités. Afin d’évaluer E[f(X7)], la méthode de Monte
Carlo suppose que l'on sait simuler la loi de la variable aléatoire X7 . Or, en général, on ne peut
pas résoudre explicitement I'équation différentielle stochastique associée au processus (X;)o<i<7.
En pratique, on est souvent ramené a discrétiser la diffusion par un schéma d’approximation
(X7 )o<t<r tel que le schéma d’Euler, ou n désigne le nombre de pas de temps associé a la
discrétisation puis a approcher E[f(X})] par une méthode de Monte Carlo. La méthode Euler

Monte Carlo a deux sources d’erreurs : une erreur liée a la discrétisation et une autre statistique.

11



Chapitre I. Préliminaires

En effet, on a

E[F(Xr)] ~ BLA(XP)] ~ > F(XR).

=1
1.1 Erreur de discrétisation dans le schéma d’Euler

On introduit le schéma d’Euler continu (X}")o<i<r, de pas de discrétisation défini par § =
T/n, par :
dX] = (X, @)dt + o (X, 0)dWy,  n,(t) = [t/d]0. (L.3)

On rappelle ici les résultats de convergence connus pour ce schéma.

Vitesse forte. Sous la condition (3, ), le schéma d’Euler vérifie les propriétés suivantes

(voir par exemple Bouleau et Lépingle [15]

P Vp>1, E l sup | X, — Xﬁp] < &0 K,(T) > 0.
te[0,T7]
P2) Vp>1, E [ sup |Xt|p] +E [ sup |X”|p < K)(T), K, (T)>D0.

te[0,7] te[0,T

Vitesse faible. Plusieurs travaux ont porté sur 'erreur de discrétisation donnée par :
en = Ef(X7) — Ef (X7).

Initialement, Talay et Tubaro [62] ont démontré que pour des fonctions f,b, o suffisamment
régulieres
C 1 .
en=—+o(—), ouC eR. (L4)
n n
Puis, Kloeden et Platen [39] ont démontré que si les fonctions f, b et o sont €, c’est a dire la

fonction et ses dérivées sont quatre fois dérivables et a croissance polynomiale, alors on a

en = Ef(X7) —Ef(X7) = O(1/n).

Dans le cadre des diffusions non dégénérées avec des conditions de type Hérmander, ces résultats
ont été obtenus pour des fonctions mesurables et bornées (Bally et Talay[7, 8]). Plus récemment,

Kebaier [37] a démontré le résultat suivant pour des fonctions f de classe €.

Proposition 1.1. Soit f une fonction a valeurs dans R? satisfaisant

(Hyp) 1f() = f) < CQ + 2P + |y[")|z —yl,  pour C,p > 0.

12



I.1 Approximation Euler Monte Carlo

Supposons que P(Xp ¢ Dg) =0, ot D := {x € RY | f est dérivable en x}, alors

lim v/ne, = 0.

n—o0

Il a aussi démontré que pour a € [1/2,1], il existe une fonction €' a dérivées bornées et
une diffusion X tel que
(g'fgn) nhﬁr{)lo n%e, = Cf, Of > 0.

Ainsi, I'ordre de l'erreur peut étre de l'ordre de 1/n® pour tout a € [1/2,1].

1.2 Erreur statistique dans la méthode Euler Monte Carlo

Dans ce cadre, pour n fixé, le recours a la méthode de Monte Carlo permet d’approximer
Ef(X7%) par une moyenne empirique d'un échantillon i.i.d (X7 ;)1<i<y de méme loi que Xr. La
loi forte des grands nombres est le théoreme de base pour la méthode de Monte Carlo et qui

assure que pour n fixé et f telle que E | f(X7)] < oo :

3 FR) D EAXD), ps (15)

=1

Théoréme 1.2. (Théoréme central limite) Si on suppose que B |f*(X})| < oo alors :
VN | — Z f(X7,) —Ef(X7)) — N(0,Var(f(X7))).
N =1 N—+oco

Une question naturelle se pose : comment choisir N en fonction de n?
En vue de répondre a cette question, nous rappelons tout d’abord le théoréeme central limite de
Lindeberg Feller qui sera utile dans toutes les démonstrations des théoremes centraux limites
de cette these.

Theorem 1.3 (Théoreme central limite de Lindeberg Feller). Pour tout n € N*, nous con-
sidérons Y, 1, Y02, ..., Yo i, des variables aléatoires indépendantes centrées et de variance finie.

Supposons que li_)m k, = 0o et que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
n (0. 0]

Al. Il existe une constante v strictement positive, telle que

kn
Z E(le)Q — U
= n—00

13



Chapitre I. Préliminaires

A2. La condition de Lindeberg est vérifiée : a savoir, pour tout € > 0,

b
Y E(Yoil 1y, ) —2 0.

i=1

On a alors i

> Y, LN N(0,v), quand n — oo.

i=1

Remark 1.4. L’hypothese suivante connue sous le nom de la condition de Lyapunov, implique
la condition de Lindeberg A2.,

AS8. 1l existe un nombre réel a > 1, tel que
kn
S E[[Y.l*] — 0.
k=1

En utilisant le Théoreme 1.3, on démontre ici un théoreme central limite de type Lindeberg

Feller pour la méthode Euler Monte Carlo classique.

Théoréme 1.5. Soit f: R? — R une fonction qui satisfait Uhypothése (H;) et (H.,) telle que

pour o € [1/2,1], on a Alors, pour N = n**, on a

(nga > (Fx) Ef(XT))) 5 N (€, Var(f(X7))).
Preuve. Tout d’abord, on écrit ’erreur totale comme suit :
N 1 N
;f Xi) —Ef(Xr) = 5 3 (F(X7,) —EF(XD) + (Ef(X}) —Ef(Xr)).  (L6)

L’hypothese (H.,) assure que n® (Ef(X}) —Ef(Xr)) —2 Cy. Pour étudier le comportement
asymptotique du premier terme dans (1.6) donné par + >N, f (X7,;) —Ef(XF), on applique le
Théoreme 1.3. Ainsi, on divise la preuve en deux étapes :

Etape 1. On vérifie I'hypothése A1. : On pose Y,,; = e (f(X%Z) — Ef(X%))

N 2

Y E(Y?) = %Var(f(X%i)) en prenant N = n*®

= Var(f(X7)).

14



I.1 Approximation Euler Monte Carlo

Sous 'hypothese (), il s’ensuit des propriétés P1) et P2) que

SE(Y2) — Var(f(Xr)).

n—oo

Etape 2. On vérifie maintenant 'hypotheése de Lyapounov A3. : Soit a > 1, on écrit :

N 1 N

S E(Yail™) = —m YE ||F(X) - EF(XP)

i=1 i=1

2a

a— 1 n\|2a n\|2a
< 227y (BIAXPP + [BF (X))
De la méme hypothese (H(;), il s’ensuit de la propriété P2) que

sup E|f(X7)]* < oc.

neN
Ainsi, pour a > 1
n2a
2
Y E(Yoil™) — 0.
i=1
Par conséquent, on obtient le résultat désiré grace au Théoreme 1.3. U

Pour une erreur faible du schéma d’Euler de 'ordre de 1/n%, la complexité optimale de

I’algorithme de Monte Carlo est donnée par :
Cuc =C xnN=C xn?** avec C > 0.

On rappelle que la complexité d'un algorithme donné est le nombre d’itérations essentielles con-
tenues dans ce dernier. Pour améliorer la convergence de cette méthode, une grande importance
est accordée aux techniques de réduction de variance afin de réduire l'erreur statistique de la
méthode Euler Monte Carlo. Les méthodes les plus connues sont la méthode de variables de
controle, la technique des variables antithétiques dont le choix est spécifique au probleme traité
(Pour plus de détails sur les techniques de réduction de variance nous citons Boyle, Broadie et

Glasserman [52] et Lapeyre, Pardoux et Sentis [6]).

1.3 La méthode de Romberg Statistique

Nous considérons, en premier lieu, la méthode de Romberg Statistique développée par Ke-

baier [37] dans sa these, qui s’inspire des méthodes de réduction de variance par variable de
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Chapitre I. Préliminaires

controle en permettant de réduire la complexité par rapport a une méthode Euler Monte Carlo
classique. Le principe de cette méthode est de considérer deux schémas d’Euler, un premier
schéma "fin" de pas de discrétisations % et un deuxieme schéma "grossier' de pas de discrétisa-

tions L
m

(avec m << n). Ainsi, on écrit :

Ef(X7) =Ef(X7) + E(f(X7) = F(X7')).

Ensuite, on approche E[f(X})] par :

1 M . No . "
Vo= N, ; FXT5) + Ny ; (f(XTz) - f(XTZ)) ’

ou N; et N, désignent les tailles des échantillons i.i.d des deux estimations Monte Carlo. Les
variables aléatoires du premier Monte Carlo sont des copies indépendantes de )2';” et les variables
aléatoires du second Monte Carlo sont aussi des copies indépendantes de X7 et X77.
Dans sa these, Kebaier [37] a démontré un théoreme central limite pour la méthode de Romberg
Statistique. Il suppose d’abord que les parametres de la méthode dépendent uniquement de n
a savoir

m=n" € (0,1), Ni=n"y >1, Ny=n" >l

La démonstration du théoreme central limite repose fondamentalement sur le résultat de Jacod
et Protter [35] portant sur la convergence stable de la loi de I'erreur du schéma d’Euler pour

les diffusions. Ce résultat est donné par :
V(X" - X) =T, (1.7)

ot U est un processus limite donné (voir Théoreme 2.1 dans Kebaier [37]).

Théoréme 1.6. (Voir Théoréme 3.2 dans Kebaier [37]) Soit f : R — R une fonction sat-
isfaisant Uhypothése () et (H., ). Supposons de plus que P(Xr ¢ Dg) = 0, ot Dy := {x €
Re | f est dérivable en x}. On a alors, pour v, = 2« et o = 2a — 3,

n® (V, —E(f(Xr))) =2 N(Cy,%?),

n—oo

ol 22 = Var(f(XT)) + Var(Vf(XT)UT)

L’avantage de cette méthode apparait dans le gain en complexité en comparaison avec la
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I.1 Approximation Euler Monte Carlo

méthode de Monte Carlo classique.

Csg = Cx(mNy+ (n+m)Ny) avec C >0,
= C x (0T 4 (n + nfn27P). (1.8)

Pour le choix optimal de * = 1/2, on obtient une complexité
Cip=C x n*t? << Cyo = C x n* L,

Par ailleurs, pour les options Asiatiques, Kebaier [37] a démontré un théoréme central limite

pour le schéma des trapézes et a obtenu une complexité donnée par :
Csr = C x (n"T2 4 (n + n)n?*=2).
Pour le choix optimal de 5* = 1/3, nous obtenons la complexité

O;‘R =(C x n2a+1/3 << OMC = n2a+1.

1.4 La méthode de Multilevel Monte Carlo

Récemment introduite par Giles [28], la méthode de Multilevel Monte Carlo peut étre vue
comme une généralisation de la méthode de Romberg Statistique (qu’on peut nommer aussi

par "two-level Monte Carlo").

1.4.1 Présentation générale

Dans un cadre général, Giles [28] considere des schémas d’approximation avec des pas de
temps différents h, = m~*T, ¢ € {0,.., L}. On note par P le payoff f(Xr) et par b I’approx-
imation de P en utilisant une discrétisation numérique avec un pas de temps h,. Alors, on
écrit .

E(f(X}) = E[Py]) = E[Py)] + Y E [P, — Py
=1

L’idée de la méthode de Multilevel Monte Carlo est d’estimer indépendamment chacune des
espérances de droite dans ’expression ci-dessous de maniere a minimiser la complexité. Soit Yo

un estimateur de E[po] avec Ny échantillons et soit }Afg,f > (0 un estimateur de E []55 — pg_l}
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Chapitre I. Préliminaires

avec N, échantillons.

VE>0, Y= (Pu—Pryg). (1.9)

Ici, (]5“)19-3 N, et (pg_l,i)lgig N, sont issus de la méme trajectoire Brownienne mais avec des pas
de discrétisation respectifs hy et hy_1. La méthode de Multilevel Monte Carlo exploite le fait que
la variance Var [P, — P, décroit avec £ et choisit convenablement les tailles des échantillons
Ny afin de minimiser le cotit de calcul pour atteindre I'erreur des moindres carrées voulue. Ceci

est résumé dans le théoreme de complexité ci-dessous.

Théoréme 1.7. (voir Théoréme 3.1 dans Giles [28]) S’ils existent des estimateurs indépendants

1

f/g basés sur les nombres de Monte Carlo N, et des constantes o > 5

, 3, c1, 9, c3 Strictement

positives tels que
i) E|P,— P| < eihg,

.. - ER, =0,
i) E{YE} :{ E(ﬁz—lﬁe—l), >0,

iii) Var(Yy) < eaN;7'h,
iv) Cy,la complezité de Y, vérifie
CZ S C3N3h217

alors il existe une constante c, strictement positive tel que pour tout € < e, on a des valeurs

L et N, pour lequels [’estimateur multilevel

a une erreur des moindres carrées MSE qui vérifie
. 2
MSEEEKY—EwD}<§,
avec une complexité C'yr, avec les bornes

cae”2, g >1,
Cur < § as?(log(e)?), B=1,
e =Bl 0 < B < 1.

Ce théoréeme montre I'importance de la détermination du parametre 3 approprié dans 7).

En effet, § = 1 correspond au schémas d’ordre 1 a l'exemple du schéma d’Euler. § > 1
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I.1 Approximation Euler Monte Carlo

correspond aux shémas d’ordre plus fort a I'exemple du schéma de Milstein.

1.4.2 Approximation Euler Multilevel Monte Carlo

Dans le cadre particulier de la discrétisation avec le schéma d’Euler, on a
0 L 4 —1
Ef(X7) = Ef(X7") + > B (F(XF) = F(XF)),  avec n=m".

/=1

Ensuite, on approche Ef(X7) par (L + 1) moyennes empiriques indépendantes

1 Lo X y fmi—1
Qn = 1 20D + X0+ 3 (FOE) - F(xa ). (1.10)
0 =1 = Neim

. 2ml 1 N . Lmt  lmtt
Iei, pour £ € {1,..., L}, (X7, X7 )i<i<n, est une suite i.i.d de méme loi que (X7™ , Xz™ ).

. . 2,m?t 4mt—1 . A . . . .
En plus, les simulations X7 et X7™  sont issues de la méme trajectoire Brownienne mais
avec des pas de discrétisation respectivement donnés par m =T et m~“"DT. Pour ¢ = 0,
(X7+,)1<i<n, est une suite i.i.d de méme loi que X7} résultante d'un schéma d’Euler de pas de

discrétisation égal a T'. Ainsi, la variance de I'estimateur Multilevel (I1.10) est donnée par

Var(Q,) = Ny 'Var(f(X7)) +Y_ N, o7,

(=1

avec oy = Var(f (Xé’mé) —f (Xé’mz_l)). En particulier, dans le cas ot f est une fonction lipschitzi-
enne, sous (Hy,), on a o2 = O(m~) et Var(Q,) < ca Xf_q N, 'm~* ¢ > 0. Afin d’obtenir une
erreur des moindres carrés (MSE) de l'ordre de 1/n®, Giles [28] obtient des tailles d’échantillons

optimales données par :

1 T 1
BN L= tefo,.. L} et L= 2"

logm mt’ logm’

Ny = 2con**(

Ainsi, la complexité optimale de l'estimateur Multilevel Monte Carlo est proportionnelle a
n?*(logn)?. Plus récemment, Ben Alaya et Kebaier [11] ont établi un théoréme central limite
de type Lindeberg-Feller pour la méthode Euler Multilevel Monte Carlo. Tout d’abord, ils ont
démontré un théoreme de convergence stable de la loi de 'erreur du schéma d’Euler pour deux
niveaux consécutifs m*=! et m® (voir Théoréme 3 dans Ben Alaya et Kebaier [11]), dans I'esprit

du résultat obtenu précédemment par Jacod et Protter [35]. Pour ce faire, ils réécrivent la
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Chapitre I. Préliminaires

diffusion (I.1) comme suit

dXy = p(Xy)dY; = Z‘Pﬁ (Xe)d

7

ol ; est la j-éme colonne de la matrice o, pour 1 < j < ¢, pg = b et Y, := (t, W}, ..., W),

Alors, le schéma d’Euler continu X™ avec pas de temps 6 = T'/n devient
dX]' = (X} )dY; = Z% D)dY{ . (1) = [t/3)0.
Avec ces notations, le théoreme de convergence stable est donné par

Théoréme 1.8. Supposons que b et o sont €1 et a croissance linéaire alors on a

¢ 1\ sta
pour tout m € N\ {0,1}, , (Tnl)T (Xmé — X ) t:béyU, quand { — oo,
m_

avec (Up)o<t<r est un processus d-dimensionel vérifiant

1 q t .
U=—3% 2 / HYdBY. tel0,T), 111
t \/Eigjl t 0 s s [ ] ( )
ot
H;"j = (ZS)_l@w'SES,i: avec Psj 1= V@j(XS) et Ps;i 1= i(Xs), (I.12)

et (Zy)o<i<r est le processus de R4 solution de I’équation linéaire suivante
q t )
Z :[d+2/ s dY?Zs, t€[0,T).
=070

Ici, Vi, est une matrice d x d avec (Vi;)y, est la dérivée partielle de @;; respectivement d la k-
éme cordonnée et (BY)1<; j<, est un mouvement Brownien standard ¢*-dimensionel indépendant
de W. Ce processus est défini dans Ueztension (0, F, (Fy)i0,P) de Uespace (Q,F, (F)e=0, P).

La démonstration du théoreme central limite repose sur ce résultat de convergence stable.

Ils obtiennent un choix optimal des tailles des échantillons explicites données par :

m—1)T & 1
Ngzn( Zag, 0e{0,...Lyet L= 5"

[.13
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ou (ag)s>o est une suite strictement positive satisfaisant pour p > 2,

lim Zaz oo et lim Z p/2 _

L—)oo L—oo (Zé 1 CLg P/

Ainsi, 'estimateur de Euler Multilevel Monte Carlo satisfait le théoréme central limite suivant :

Théoréme 1.9. (voir Théoréme 5 dans Ben Alaya et Kebaier [11]). Supposons que P(Xr ¢
De) =0 ou D¢ est le domaine oi f est dérivable et que f satisfait (Hy) et (H.,), alors

n® (Qn —Ef(Xr)) = N(Cp,%?),

ot X2 est la variance limite donnée par Var(V f(X1).Ur).

La complexité de la méthode Euler Multilevel Monte Carlo, utilisant les tailles (N, ¢ €
{0, .., L}) proposées par la relation (I.13), est donnée par :

L
Cyvrme = CX <N0 + ZNKOTLK + m£_1)> avec C' > 0,
=1

20 L L L
n - )T m - )T
— C><< “(m Zag—l—n ZW)-
=1 ¥ 2
Le minimum du deuxiéme terme dans ’expression de la complexité est atteint pour a; = 1,
¢ e {1,...,L}. Ainsi, la complexité optimale pour la méthode Euler Multilevel Monte Carlo est

donnée par

(m—1T (m? —1)T

2
“]
weleen m(logm)?

Crome =C X < n**(log n)2> = O(n*(logn)?).

Ceci est en compleéte concordance avec les résultats de Giles [28] déja rappelé dans le Théoréme
1.7. Par ailleurs, pour les options Asiatiques, Ben Alaya et Kebaier [12] ont démontré un
théoréme limite central pour les deux schémas d’approximation de Riemann et des trapezes et
ont obtenu une complexité se rapprochant de n? selon les choix des a,, {¢ = 0,.., L} a savoir
n?logn,n?loglogn,n?logloglog n, ce qui peut étre d'un point de vue pratique assimilé & 'ordre

n? obtenu par Giles [28] pour les schémas d’ordre 2.
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2 Algorithmes stochastiques de type Robbins Monro

Un algorithme stochastique de type Robbins Monro est une procédure récursive de recherche
de zéro d’une fonction moyenne qui admet une représentation sous formes d’espérance. Plus

précisément, le but est de trouver I’ensemble :
hH0)={0 € R? ; h(f) =0}, avec h(z) = E(H(x,Y)),

H : R? x RF — RY est une fonction borélienne et Y est un vecteur aléatoire a valeurs dans R¥.

2.1 Algorithme de Robbins Monro

L’étude des algorithmes stochastiques a commencé avec les travaux de Robbins Monro
[57] et de Kiefer-Wolfowitz [38] (variante introduisant une méthode de différences finies & pas
décroissant pour I'approximation d’une fonction moyenne de type gradiant). En particulier, I’al-
gorithme de Robbins Monro a fait ’objet de nombreuses applications dans différents domaines
a I'exemple de la physique, la mécanique et les statistiques. La procédure récursive mise en
ceuvre s’écrit :

O € RT et 0,01 =0, — Y1 H(0,,Y,11), (I.14)

avec :
1) (7Vn)n>1 st une suite strictement positive et décroissante appelée pas de [’algorithme.
ii) (Y,)n>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d de méme loi que Y.
La convergence presque siire de la suite (6,,),>0 vers les zéros de la fonction h a été traité dans
plusieurs références. Lorsque h admet un unique zéro, on peut par exemple citer Duflo [25] (voir

Théoréme 2.2.12 dans Duflo [25]) ot on trouve une démonstration du théoréme suivant.

Théoréme 2.1. Soit (0,,)n>0 la suite définie par (1.14). Supposons de plus que la fonction h
soit continue. Sous les hypothéses suivantes :
Al. 1l eziste un unique 6* € RY tel que h(0*) = 0 et pour tout 6 # 6*, (0 — 0*.h(0)) > 0,
A2. E(JHO, V) ) < K(1+10)*), K >0,
A8 S s0Yn =00 et Yha072 < 00,
la suite (0,,)n>0 converge presque strement vers 0*.

Remarque 2.2. La premicre hypothese Al. revient a dire que h dérive d’une fonction stricte-
ment conveze. L ’hypotheése A2., dite aussi la condition de non explosion de l’algorithme, impose
qu’en moyenne la fonction h ait un comportement sous-linéaire. Cette hypothése peut ne pas

étre satisfaite en pratique.
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I.2 Algorithmes stochastiques de type Robbins Monro

Pour contourner le probleme de 'explosion de l'algorithme, des versions plus robustes de
I’algorithme de Robbins Monro ont été proposées dans la littérature dont on peut citer ’algo-

rithme de Chen et 'algorithme projeté sur un compact (appelé aussi algorithme contraint).

2.2 Algorithme de Chen

Dans leurs travaux d’amélioration de l'algorithme de Robbins Monro, Chen et Zhu [18§]
proposent une méthode de projections aléatoires de 1’algorithme et démontrent la convergence
presque stire. Le principe de cette méthode est de considérer un ensemble de compacts croissants
sur lesquels on projette 'algorithme de Robbins Monro dans le but d’éviter que la suite (6,,),>0
n’explose pendant les premieres itérations. Plus précisément, on considere une suite de compacts
(,) ;>0 tels que

0K, =R? et pour tout j,K; & (TJOCJ-H), (I.15)

et on définit les suites de variables aléatoires (én)nZO et (a)n>0 avec by € Ko, ap = 0,

si 6r, — Yo H(O,,, Yni1) € Koy, alors

n+l — én - /yn—HH(ém Yn+1)7 et api1 =y, (116)

sinon 6,1 =0 et a1 =y, + 1.

>

Ainsi la suite (ay),>0 compte le nombre de troncatures jusqu’a l'instant n. La convergence

presque stire de l'algorithme tronqué est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 2.3 (Convergence presque stire de I'algorithme de Chen). Supposons que I’hypothése
de convexité Al. et ’hypothése A3. soient satisfaites et que :
(A4.) Pour tout ¢ > 0, la série 3, Yns1(H (0, Yiyy) — h(én))l{\én_eﬂgq} converge presque
strement,
alors la suite (0,)ns0 définie par (1.16) converge presque siirement vers 0* et de plus la suite

(an)n>0 est finie p.s. (i.e presque stirement les projections se produisent un nombre fini de fois).

Remarque 2.4. La suite (0,),>0 (donnée par (1.16)) doit rester p.s. dans un compact donné

et lorsqu’elle en sort, l'algorithme est réinitialisé et on considere un compact plus grand.

Plus récemment, Lelong [46] propose une version améliorée du résultat de Chen et Zhu
[18] sur la convergence presque stire de l'algorithme tronqué en proposant une condition de

convergence locale plus facile a vérifier en pratique.

Proposition 2.5. Sous les hypothéses (Al.), (A3.) et si la fonction 0 — E(|H(0,Y)|?) est
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bornée sur tout compact alors la suite (0,), définie par (1.16) converge presque stirement vers

0% et de plus la suite (ay,)n>0 est finie p.s.

2.3 Algorithme projeté sur un compact

Dans le méme cadre d’amélioration de l’algorithme de Robbins Monro, on introduit ici les

algorithmes contraints projetés sur un compact. En effet, on considére un compact convexe
K C RY et le but est de déterminer 'ensemble {# € K : h(f) = EH(,Y) = 0}. Pour 4, € K,

on considere la suite (0,,),>0 a valeurs dans R? définie par
én+1 = HK |:9~n —+ ’Yn+1H(én, Yn+1):| s n Z O, (117)

ot (Y,)n>1 est une suite i.i.d de méme loi que Y et IIx désigne la projection euclidienne sur le
compact K. La convergence presque siire de cet algorithme est donné par le théoréme suivant
(voir Laruelle, Lehalle et Pages [44] et Kushner et Yin [41] pour plus de détails).

Théoréme 2.6. Soit (én)nZO une suite définie par (1.17). Supposons qu’il existe un unique
0* € K tel que h(0*) = 0 et que la fonction h vérifie VO # 0 € K, (6 — 0*).h(0) > 0.
Supposons que la suite (Y, )n>1 VETifie Yoo n = 00 €t >,2072 < 0. De plus, si la fonction
H wvérifie

Vo e K, E[H(O,Y)?] <C+0?), C>0,

~ e s
alors 6,, — 0*.
n—-+o00o

3 Processus de Lévy

Les modeles discontinus en Finance ont été introduits par Merton [51] afin de prendre en
considération la présence de certaines variations brusques du cours de sous-jacents dans la
valorisation d’options. Les processus a saut habituellement utilisés dans la modélisation en

mathématiques financiéres sont les processus de Lévy.

3.1 Définition d’un processus de Lévy

Définition 3.1. Soit (2, F,P) un espace de probabilité. On appelle un processus de Lévy un
processus stochastique d trajectoires cadlag (Xi)i>o a valeurs dans RY, tel que Xo = 0 p.s.,

vérifiant :

24



1.3 Processus de Lévy

i) Indépendance des accroissements : pour tout n > 1 et pour toute suite croissante de temps
to, ..., tn, les variables aléatoires Xy, Xy, — Xy, ..., Xy, — Xy, sont indépendantes.
it) Accroissements stationnaires : la distribution de X;.p — X; ne dépend pas de t.

i11) Continuité stochastique : Pour tout € > 0 et pour toutt > 0 fllirr(lJIP) (| Xpan — Xl > ) =0.
—

Un exemple trés connu des processus de Lévy est le processus de Poisson et le mouvement
Brownien. Soit (7;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle et
de méme parametre A > 0. On pose T,, = >I' | 7; pour n € N* et pour tout ¢t € RT : N, =
> n>1 17,<¢. Le processus (N;,t € RY) est par définition un processus de Poisson de parametre
A > 0. Le processus de Poisson est ainsi défini comme un processus de comptage. Pour ¢ donné,
N; compte le nombre de temps aléatoires (7,,),>1 qui ont lieu entre 0 et t. Un processus de
Poisson composé (X;):>o est défini par X; = SN Y, ou (N¢)i>0 est un processus de Poisson de
parametre A et les (Y;);>; sont des variables aléatoires i.i.d de loi commune 7 et indépendantes
de (N;)i>0. On a pour tout t € RY et pour u € R? :

Eexp(iu- X;) = E[E [exp(iu - X7)|N¢|] = exp(tA /Rd(ei“'w — 1) (dx)).

Le parametre \ est appelé intensité des sauts et 7 est la distribution des sauts.
Un mouvement Brownien standard est aussi un processus de Lévy et plus généralement, le
processus vt + AY2W, Test aussi, avec v € R et A une matrice symétrique définie positive.

X, = ~yt + AYV2W, + X, est un processus de Lévy et sa fonction caractéristique est donnée par

s 1 ;
Ee* Xt = exp B Az +iry -z + /d(ezm — Dn(dz)|,z € R”.
R

3.2 Représentation de Lévy Khintchine

En général, le processus de Lévy est caractérisé par sa fonction caractéristique donnée par la

représentation de Lévy Khintchine. Rappelons tout d’abord la notion de loi infiniment divisible.

Définition 3.2. Une loi de probabilité F' dans R? est dite infiniment divisible si pour tout

entier n > 1, il existe n variables aléatoires i.i.d Y7, ...,Y, tel que Y1+ ... +Y,, a la loi F.
Si on note par u la loi de Y}, dans la définition ci-dessus, alors F' = psxpu*....x u est la pieme

convolution de pu.

Proposition 3.3. (voir Proposition 3.1 dans Cont et Tankov [20]). Soit (X;)i>0 un processus

de Lévy. Alors pour tout t, X; a une loi infiniment divisible. Inversement, si F est une loi
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infiniment divisible alors il existe un processus de Lévy (X;)i>o telle que la loi de Xy est donnée

p