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Titre : Combinatoire et algorithmique des factorisations tangentes à l'identité.

Résumé : La Combinatoire a permis de résoudre certains problèmes en Mathématiques,
en Physique et en Informatique, en retour celles-ci inspirent des questions nouvelles à la
Combinatoire. Ce mémoire de thèse intitulé "Combinatoire et algorithmique des factori-
sations tangentes à l'identité" regroupe plusieurs travaux sur la combinatoire des défor-
mations du produit de shu�e.
L'objectif de cette thèse est d'écrire des factorisations dont le terme principal est l'identité
à travers l'utilisation d'outils portant principalement sur la combinatoire des mots (ordres,
graduations, etc.). Dans le cas classique, soit F une algèbre libre. En raison du fait que F
est une algèbre enveloppante, on a une factorisation exacte de l'identité de

EndpF q � F �b̂F

comme un produit in�ni d'exponentielles (EndpF q étant muni du produit de shu�e sur la
gauche et de la concaténation sur la droite, une représentation �dèle du produit de convo-
lution) comme suit : premiérement on commence avec une base de Poincaré-Birkho�-Witt,
deuxièment on calcule la famille des formes coordonnées et alors les propriétés (combina-
toires) non triviales de ces familles en dualité donne la factorisation. Si on part de l'autre
côté, l'écriture pour le même produit ne donne exactement l'identité que sous des condi-
tions très restrictives que nous précisons ici. Dans de nombreux autres cas (déformés), la
construction explicite des paires de bases en dualité nécessite une étude combinatoire et
algorithmique que nous fournissons dans ce mémoire.

Mots-clefs : Combinatoire algébrique, Produit de shu�e, Produit de q�shu�e, Pro-
duit de q�stu�e, Éléments de Lie, Algèbre de Lie libre, Base de Poincaré-Birkho�-Witt,
Base de Transcendance, Bases multiplicatives, Factorisations tangentes à l'identité.
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Title : Combinatorics and algorithmics of factorizations tangent to the identity.

Abstract : Combinatorics has solved many problems in Mathematics, Physics and Com-
puter Science, in return these domains inspire new questions to Combinatorics. This me-
moir entitled "Combinatorics and algorithmics of factorizations tangent to identity" in-
cludes several works on the combinatorial deformations of the shu�e product.
The aim of this thesis is to write factorizations which principal term is the identity through
the use of tools relating mainly to combinatorics on the words (orderings, gradings etc.).
In the classical case, let F be the free algebra. Due to the fact that F is an enveloping
algebra, one has an exact factorization of the identity of

EndpF q � F �b̂F

as an in�nite product of exponentials (EndpF q being endowed with the shu�e product
on the left and the concatenation on the right, a faithful representation of the convolution
product) as follows : �rst one begins with a Poincaré-Birkho�-Witt basis, second one com-
putes the family of coordinate forms and then non-trivial (combinatorial) properties of
theses families in duality gives the factorization. Starting from the other side and writing
the same product does give exactly identity only under very restrictive conditions that we
clarify here. In many other (deformed) cases, the explicit construction of pairs of bases in
duality requires combinatorial and algorithmic studies that we provide in this memoir.

Keywords : Algebraic combinatorics, Shu�e product, q-Shu�e product, q-Stu�e pro-
duct, Lie elements, Free Lie algebra, Poincaré-Birkho�-Witt basis, Transcendence basis,
Multiplicative bases, Factorizations tangent to the identity.
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Chapitre 1

Introduction et Motivations

"Les gens qui font de la combinatoire et algorithmique ressentent une joie double.
Ils expérimentent d'abord la beauté d'élégantes structures mathématiques qui entourent
d'élégantes procédures informatiques. Puis ils reçoivent une récompense en retour lorsque
leurs théories rendent possibles de résoudre d'autres problèmes plus rapidement et plus
économiquement".

Cette thèse est consacrée à l'étude de certaines déformations de la factorisation de Schüt-
zenberger qui s'obtiennent en déformant le produit de shu�e de diverses manières. Dans
un cas (q�shu�e, une déformation de la concaténation) le résultat (la factorisation) est
simplement tangent à l'identité. Dans l'autre (q�stu�e) le résultat (la factorisation) est
exact mais au prix d'une redé�nition des polynômes de Lie. Expliquons en quelques mots
le contexte dans lequel le produit de q�shu�e a été introduit. Typiquement, les défor-
mations qui nous intéressent dépendent d'un ou plusieurs paramètres et sont triviales
dans le sens de la théorie de la déformation des algèbres. Autrement dit, pour des valeurs
génériques de ces paramètres, il existe un isomorphisme de conjugaison 1

u�q v � f
�
f�1puqf�1pvq

�
(1.1)

entre le produit déformé �q et l'original . Cependant, pour des valeurs spéci�ques des
paramètres, le produit déformé dégénère de façon non négligeable, une situation qui permet
la représentation des algèbres complexes comme en limitant aux cas de celles des plus
connues.
La motivation de cette étude du produit de q�shu�e a été fournie par des exemples de

1. f est un isomorphisme entre l'algèbre de concaténation pZpqqxXy, .q et l'algèbre de q�shu�e
pZpqqxXy,�qq : fpf�1puqf�1pvqq � fpf�1puqq �q fpf

�1pvqq � u �q v (voir aussi [Dkt97] u �q v �
UpqqpUpqq�1puq.Upqq�1pvqq � UpqqpUpqq�1puqq�q UpqqpUpqq

�1pvqq)
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décomposition en somme directe de l'algèbre libre universelle KxXy, considérée comme
l'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie libre LxXy

KxXy �
à
λ

Uλ (1.2)

analogue à la décomposition de Poincaré-Birkho�-Witt, c'est-à-dire λ parcourt l'ensemble
de toutes les partitions, U0 � K et U1 � LxXy.
Dans ces exemples, chaque module Uλ est l'image de la composante homogène KxXyn de
degré n de KxXy par certains idempotents eλ de l'algèbre du groupe symétrique KrSns ,
agissant à droite par pa1a2 � � � anqσ � aσp1qaσp2q � � � aσpnq (où ai P X).
Dans le cas de la décomposition de Poincaré-Birkho�-Witt, venant de l'identi�cation de
KxXy avec l'algèbre symétrique SpLxXyq, Uλ est le sous-espace engendré par les produits
de polynômes de Lie symétrisés

pP1, P2, � � � , Prq �
1

r!

¸
σPSr

Pσp1qPσp2q � � �Pσprq, (1.3)

de sorte que chaque Pi est homogène de degré λi. Les idempotents correspondants, intro-
duits par Garsia et Reutenauer rGre89s, sont des ra�nements d'idempotents dits d'Euler
rReu93s, qui se posent par exemple dans le calcul de la série séparée rMpl70s, ou dans
l'étude de la cohomologie de Hochschild d'algèbres commutatives rGsc87, Lod89s.
La forme des idempotents eλ de Garsia-Reutenauer, en prenant toutes les partitions d'un
n donné, un ensemble complet d'idempotents orthogonaux d'une sous-algèbre Σn remar-
quable de KrSns, découvert par L. Solomon rSol76s est appelé algèbre des descentes. Il a
été montré dans rDkt97s que ces ensembles complets peuvent être construits pour toutes
les algèbres de descente de toute séquence epnq des idempotents de Lie de Σn, c'est-à-dire
idempotents projetant KxXyn sur LnxXy. En particulier, en utilisant la théorie de la dé-
formation des fonctions symétriques non commutatives, on peut obtenir des séquences
intéressantes d'idempotents de Lie, selon un ou plusieurs paramètres, et d'interpolation
d'une manière naturelle entre tous les exemples connus rDkt97s. Cela conduit à di�érentes
déformations des idempotents de Garsia-Reutenauer et des idempotents eulériens, et la
première question est certainement d'expliciter les modules Uλ sur lequel ils projettent.

Il existe pour chaque n, un vecteur p � ppIq dont les composantes sont indexées par
les compositions de n, satisfaisant

°
I pI � 1 , tel que Uλ est engendré par les produits

symétrisés pondérés

pP1, P2, � � � , Prqp �
¸
σPSr

pλ.σPσp1qPσp2q � � �Pσprq, (1.4)

où λ � pλ1, λ2, � � � , λrq et Pi P LλixXy.
Les poids des pI sont explicités dans plusieurs exemples intéressants.



- 13-

Le seul exemple de décomposition (1.2) page 12 connu qui ne provient pas d'une sé-
quence d'idempotents de Lie en algèbres de descente est la décomposition dite orthogonale
rDkt97s. Il a été montré par Ree rRee58s que si l'on munit KxXy avec le produit scalaire
pour lequel les mots forment une base orthonormée, le complément orthogonal de LnxXy
est l'espace engendré par les shu�es propres u�v, u, v P X�. L'idempotent orthogonal de
Lie πn est le projecteur orthogonal de KxXyn sur LnxXy. Cet idempotent n'est pas dans
l'algèbre de descente, et il serait intéressant de comprendre sa structure. La décomposition
orthogonale de KxXy peut être a�née en une décomposition de type (1.2) page 12 , où
Uλ est maintenant engendré par les shu�es des éléments de Lie homogènes

P1� P2� � � �� Pr, (1.5)

où chaque Pi est de degré λi. La relation entre la projection πn � epnq de cette décompo-
sition et les autres projecteurs eλ est un peu analogue à celle rencontrée dans le cas de
l'algèbre de descente, mais beaucoup plus complexe.
Pour comprendre cette analogie, ils rDkt97, Zag92s ont été amenés à introduire un q�analogue
du produit de shu�e, qui, à proprement parler, est une déformation du produit de conca-
ténation pour q � 0, dé�nie par :

u�q 1X� � 1X� �q u � u et au�q bv � apu�q bvq � q|au|bpau�q vq (1.6)

où a, b P X et u, v P X�. Ce produit dégénère aux racines de l'unité, et en particulier
donne le produit de shu�e (ou produit de mélange) commutatif pour q � 1 ainsi que le
produit de concaténation pour q � 0.

Un problème di�cile est de trouver une bonne déformation du produit de shu�e redon-
nant l'algèbre de convolution pertinent au problème des idempotents orthogonaux comme
un cas dégénéré.
Il s'avère que le produit de q�shu�e, ainsi que les éléments Unpqq �

¸
σPSn

qInvpσqσ, qui lui

sont naturellement associé, sont déjà connus dans la littérature, dans plusieurs contextes
apparemment non apparentés.

Tout d'abord, l'algèbre de q�shu�e est le cas le plus simple d'une construction très
générale de M.Rosso rDkt97s, obtenue dans le cadre de la théorie des groupes quantiques.
En outre, l'algèbre de q�shu�e est isomorphe à l'algèbre associative libre si et seulement
si Unpqq est inversible pour tout n. Le calcul de son déterminant (comme un opérateur de
la représentation régulière de Sn) déjà eu lieu dans un problème de physique rZag92s, et a
été résolu par D.Zagier rZag92s qui a également calculé Unpqq�1 au moyen de certaines for-
mules de factorisation. Curieusement, la formule de Zagier pour detpUnpqqq s'avère être un
cas particulier d'une formule récente de Varchenko rVar93s, qui donne le déterminant de ce
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qu'il appelle la forme bilinéaire quantique d'un arrangement d'hyperplans. Pour compléter
le tableau, ils rDkt97, Zag92s mentionnent que le produit de q�shu�e dispose également
d'une interprétation naturelle dans la théorie de la représentation des algèbres 0�Hecke
de type A rDkt97s. Ces aspects du produit de q�shu�e sont examinés, et les di�érentes
liaisons sont exploitées a�n de donner des généralisations ou des simpli�cations de résul-
tats connus lorsque cela est possible. Par exemple, on peut voir que l'on peut construire
un shu�e quantique de toute solution de l'équation de Yang-Baxter (sans paramètres
spectraux), et que les fonctions symétriques de Hall-Littlewood ou les espaces q�Fock de
Kashiwara, Miwa et Stern rKms95s peuvent être considérés comme des exemples de ces
constructions. Ainsi, nous donnons quelques applications.

1.1 Illustration

(a) �g3 (b) �g4

Figure 1.1 � les deux vecteurs vitesses dans le plan tangent

On va voir comme illustration les directions tangentes à la sphère. En chaque point
sur la sphère, on peut considérer les deux vecteurs vitesses suivants :

~M avancer à 100km{h en suivant le méridien du nord vers le sud.
~P avancer à 100km{h en suivant le parallèle vers l'est.

Les deux vecteurs ~M et ~P sont portés par des directions, c'est-à-dire par des droites
tangentes à la sphère. Ils sont situés entièrement dans le plan tangent à la sphère au point
considéré. Ils ne sont pas sur la sphère, mais ils s'en "décollent" (voir la �gure (1.1a �g3)
page 14).
Par contre, ils indiquent un mouvement qui se fait sur la sphère : celui qui est obtenu en
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faisant une intégration de la fonction vitesse. Mathématiquement, cela se traduit par des
exponentielles.

Le mouvement le long de la sphère, suivant le méridien, pendant 1 heure sera repré-
senté par l'exponentielle exppMq. Le mouvement pendant 1 heure suivant le méridien
suivi du mouvement pendant 1 heure suivant le parallèle sera représenté par le produit :
exppP q exppMq.

Or la direction PM (chemin suivant ~M puis suivant ~P ) et la direction MP (chemin
suivant ~P puis suivant ~M) ne sont pas égales, comme on peut s'en rendre compte par un
simple dessin ( voir la �gure (1.1b �g4) page 14 ).

Par contre, on peut se convaincre que la di�érence qui s'obtient par passage à la limite :

rP,M s � PM �MP

représente une nouvelle direction de mouvement (un nouveau vecteur vitesse).

Sur les véritables mouvements (les exponentielles), on va tester la composition indiquée
par le dessin :

exppP q exppMq expp�P q expp�Mq

(on chemine " à l'envers" suivant ~M , puis suivant ~P , puis on chemine à l'endroit suivant
~M , puis suivant ~P ).

Le cheminement composé obtenu aura lieu suivant une direction de mouvement qui n'est
autre que r~P , ~M s. Véri�ons ce fait pour des cheminements durant un temps ε petit.

exppεP q � 1 � εP � ε2

2!
P 2 �Opε3q

exppεMq � 1 � εM � ε2

2!
M2 �Opε3q

expp�εP q � 1 � εP � ε2

2!
P 2 �Opε3q

expp�εMq � 1� εM � ε2

2!
M2 �Opε3q

Dans le produit exppεP q exppεMq expp�εP q expp�εMq beaucoup de termes s'en vont. Il
faut calculer soigneusement car le produit n'est pas commutatif. On obtient �nalement :
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exppεP q exppεMq expp�εP q expp�εMq � 1 � ε2rP,M s �Opε3q � 1� Θ, avec
Θ � ε2rP,M s �Opε3q

C'est donc bien la direction de mouvement portée par le vecteur rP,M s � PM �MP qui
est apparue. Ce nouveau vecteur vitesse est encore un vecteur tangent à la sphère.

1.2 Contributions et plan détaillé

Les factorisations de Schützenberger s'obtiennent en déformant le produit de shu�e
de diverses manières. Dans rReu93, Mre89, Mela91s, C. Reutenauer et G. Mélançon ont
montré que le résultat (la factorisation de Schützenberger) est exact en utilisant le produit
de shu�e. Dans rBam13, Mih13, Min13s, C. Bui, G.H.E Duchamp et V. Minh ont mon-
tré que le résultat (la factorisation de Schützenberger) est exact en utilisant le produit de
q�stu�e mais au prix d'une redé�nition des polynômes de Lie.
Nous avons entrepris nos travaux dans le but d'étendre ces résultats (les factorisations de
Schützenberger) en utilisant le produit de q�shu�e .

Les contributions de cette thèse sont décrites dans les chapitres 4, 5 et 6 :

Chapitre 1 : Le but de ce chapitre est d'introduire des déformations et de donner les
di�érentes motivations de cette thèse.

Chapitre 2 : Ce chapitre sert de préliminaire aux autres chapitres, rappelant plusieurs
dé�nitions et résultats qui seront utilisés plus loin. Il fournit les notions de base concer-
nant les structures combinatoires mises en jeu dans cette thèse : mots, polynômes, algèbre
de Lie, algèbre de Lie libre, algèbre enveloppante, algèbre de Hopf, algèbre de shu�e et
algèbre de stu�e.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous explorons des faits généraux sur la dualité dans
le contexte du Théorème de factorisations de Poincaré-Birkho�-Witt (PBW) et de Schüt-
zenberger. Nous rappelons des résultats connus dans
rReu93, Mre89, Mela91, Bam13, Mih13, Min13s et traitons des exemples qui seront utiles
dans les chapitres 4, 5 et 6.

Chapitre 4 : Le but de ce chapitre est de construire une paire de bases en dualité.
Ce chapitre contient trois volets principaux : Dans le premier volet, nous donnons une
construction des éléments de pSnqm (Dé�nition 20 page 63), dans un second volet, nous
construisons une base q�analogue de la base duale de la base de Poincaré-Birkho�-Witt-
Lyndon pSpqqw qwPX� ((4.39) page 81) et dans le troisième volet, la construction d'une base
q�analogue de la base de Poincaré-Birkho�-Witt-Lyndon pP pqq

w qwPX� ((4.52) page 86) telle
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que xSpqqu | P
pqq
v y � δuv, @u, v P X�.

Dans bien des cas, la construction d'une paire de bases en dualité passe par celle d'une
base duale à partir d'une base dont on connaît certaines propriétés. Nous nous proposons
donc d'étudier les conditions que doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que
la base duale permette l'écriture des factorisations. Nous illustrerons ces idées sur des
exemples combinatoires en utilisant le produit de q�shu�e.
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. le Théorème 7 page 64 donne une généralisation du Théorème 8 page 64 rHum, Kas09s.

2. le Théorème 9 page 78 donne une triangularisation des éléments `�qk ( ` P LynpXq
et k P N¥1).

3. le Théorème 10 page 81 donne une construction récursive des éléments Spqqw , w P X�.

Chapitre 5 : Le but de ce chapitre est d'étudier la multiplicativité des familles obte-
nues en dualité. Ce chapitre comporte deux volets principaux : Dans un premier volet,
nous redonnons une construction d'une paire de bases en dualité dans le cas du q�shu�e
décroissants de mots de Lyndon et dans le second volet, nous donnons une autre construc-
tion de paire de bases en dualité. Nous nous proposons donc d'étudier les conditions que
doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que la base duale permette l'écriture des
factorisations.
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. la Note 1 page 101 (Test numérique) caractérise la multiplicativité de la famille
pR

pqq
w qwPX� a�n d'écrire des factorisations de DX (Note 2 page 106, Note 3 page 106)

et Dpqq
X (Corollaire 7 page 108).

2. la Conjecture 2 page 102 (Test numérique) caractérise la multiplicativité de la famille
pP

pqq
w qwPX� a�n d'écrire des factorisations de DX (Note 2 page 106, Note 3 page 106)

et Dpqq
X (Corollaire 7 page 108).

Chapitre 6 : Le but de ce chapitre est d'écrire des factorisations associées aux paires
de bases obtenues par dualité. Ce chapitre comporte deux volets principaux : Dans un
premier volet, nous donnons une écriture de la factorisation de la série diagonale. En�n,
nous donnons une écriture des factorisations tangentes à l'identité.
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

Écriture des factorisations : DX (Note 2 page 106, Note 3 page 106) et Dpqq
X (Corollaire 7

page 108).

Chapitre 7 : Le but de ce chapitre est de tirer des conclusions et perspectives de cette
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thèse.
Annexe : Feuilles de calculs Maple et bibliographie.
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Généralités
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Chapitre 2

Notions de base

Résumé : Ce chapitre sert de préliminaire aux autres chapitres, rappelant plusieurs
dé�nitions et résultats qui seront utilisés plus loin. Il fournit les notions de base concernant
les structures combinatoires mises en jeu dans cette thèse : mots, polynômes, algèbre de
Lie, algèbre de Lie libre, algèbre enveloppante, algèbre de Hopf, algèbre de shu�e et
algèbre de stu�e.

2.1 Combinatoire des mots

2.1.1 Dé�nitions de base

Un alphabet est un ensemble de lettres, �niX � tx1, x2, � � � , xku ou in�ni (par exemple
Y � tyi, i P N¥0u). Un mot est une suite �nie w � xi1 � � � xik de lettres. Le mot vide, noté
ε ou 1X� est le mot ne contenant aucune lettre. La longueur d'un mot w � xi1 � � � xik ,
notée |w| est la longueur de la suite de lettres constituant w, c'est-à-dire l'entier k. Si
chaque lettre est associée à un entier nommé poids, nous appellerons poids d'un mot noté
rws la somme des poids respectifs des lettres qui le composent. L'ensemble des mots sur
un alphabet X est noté X�. On note de plus X� l'ensemble des mots non vides.

Sur X�, on dé�nit une opération interne notée "." et appelée opération ou produit de
concaténation, comme suit : si u � x0x1x0 et v � x0x1 alors u.v � x0x1x0x0x1 (c'est la
juxtaposition des lettres de u et de celles de v). Il est clair que 1X� est l'élément neutre
pour ce produit (u.1X� � 1X� .u pour tout u P X�). Il est également évident que ce pro-
duit n'est pas commutatif (si l'alphabet comporte deux lettres distinctes x0 � x1 alors
x0x1 � x1x0). Par contre, il est associatif ppu.vq.w � u.pv.wqq.

px0x1x0.x0x1q.x1 � x0x1x0.px0x1.x1q � x0x1x0x0x1x1. (2.1)
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pX�, .q est le monoïde libre non commutatif sur l'alphabet X.

Si X est ordonné (on a un ordre sur les lettres. Par exemple x0   x1), alors on peut
dé�nir les deux ordres suivants :

piq L'ordre lexicographique : soit u, v P X�, on a

u   v ðñ

$&
%

Dw P X� tel que uw � v
ou
D w1, w2, w3 P X

� et x, y P X tels que u � w1xw2, v � w1yw3 et x   y

Par exemple x0x1   x0x
2
1 et x0x1x0x

2
1   x0x1x1.

piiq L'ordre lexicographique par longueur : soit u, v P X�, on a

u   v ðñ

$&
%

| u | | v |
ou
| u |�| v | et u   v pour l'ordre lexicographique.

Par exemple x0x1   x1x0 et x1   x0x1.

Exemple 1. piq |x0x1x0| � 3 et |1X� | � 0.
piiq Soit Y � tyi, i P N¥0u, et w � y2

1y3y2y1 P Y
�, le poids de chaque lettre étant dé�ni

par son indice, w a pour poids rws � 8. De plus |w| � 5.

À partir de maintenant, X est supposé totalement ordonné par   et le mot vide sera
noté 1X� .

2.1.2 Facteurs et conjugués d'un mot

Un mot u P X� est un facteur d'un mot v P X� s'il existe deux mots w1, w2 P X
� tels

que
v � w1uw2. (2.2)

Un mot u P X� est dit facteur gauche (resp. droit) d'un mot v P X� si dans ((2.2) page
22), w1 � 1X� (resp w2 � 1X�), si de plus w1 � 1X� et w2 � 1X� u P X� est dit facteur
droit propre de v P X� (resp w1 � 1X� et w2 � 1X� u P X� est dit facteur gauche propre
de v P X�).

Exemple 2. Soit le mot v � x0x1x1x0x1. L'ensemble de ses facteurs droits est :

tx1, x0x1, x1x0x1, x1x1x0x1, x0x1x1x0x1u

et l'ensemble de ses facteurs droits propres est :
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tx1, x0x1, x1x0x1, x1x1x0x1u.

Deux mots w1 et w2 sont dits conjugués s'il existe deux mots u et v de X� tels que
w1 � uv et w2 � vu.
Soit u P X�. La classe de conjuguaison de u est l'ensemble de ses conjugués.

Exemple 3. Soit le mot v � x0x1x1x0x1. L'ensemble de ses conjugués est :

tx0x1x1x0x1, x1x1x0x1x0, x1x0x1x0x1, x0x1x0x1x1, x1x0x1x1x0u.

On remarque que l'on obtient la classe de conjuguaison de w en plaçant les lettres de w sur
un cercle et en enumérant tous les mots obtenus en accédant au cercle par ses di�érentes
lettres.

Maintenant nous avons les éléments nécessaires pour dé�nir les mots de Lyndon et ses
propriétés.

2.2 Mots de Lyndon

Un mot l P X� est un mot de Lyndon s'il est primitif (non puissance trivale d'un autre
mot) et est strictement plus petit, pour l'ordre lexicographique, que chacun de ses facteurs
droits propres.
Ainsi, le mot v � x0x1x0x1 n'est pas un mot de Lyndon car il est non primitif (x0x1x0x1 �
px0x1q

2) et est plus grand que x0x1 qui est un de ses facteurs droits propres. Par contre,
le mot l � x0x0x1x0x1 est un mot de Lyndon.

Une autre dé�nition des mots de Lyndon : l P X� est un mot de Lyndon s'il est pri-
mitif (non puissance trivale d'un autre mot) et est strictement plus petit, pour l'ordre
lexicographique, que chacun de ses conjugués propres. Donc l � x0x1x0x

2
1 est un mot de

Lyndon au sens de cette deuxième dé�nition. En particulier, les lettres sont des mots de
Lyndon.

L'ensemble des mots de Lyndon sur X sera noté LynpXq.
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Exemple 4. Pour X � tx0, x1u muni de l'ordre x0   x1, les mots de Lyndon de longueur
inférieure ou égale à 5 sont (donnés dans l'ordre lexicographique croissant)

x0, x
4
0x1, x

3
0x1, x

3
0x

2
1, x

2
0x1, x

2
0x1x0x1, x

2
0x

2
1, x

2
0x

3
1, x0x1, x0x1x0x

2
1, x0x

2
1, x0x

3
1, x0x

4
1, x1.

Pour Y � tyi, i P N¥0u, muni de l'ordre yi   yj si i ¡ j, les mots de Lyndon de poids
inférieur ou égal à 5 sont (donnés dans l'ordre lexicographique croissant)

y5, y4, y4y1, y3, y3y2, y3y1, y3y
2
1, y2, y

2
2y1, y2y1, y2y

2
1, y2y

3
1, y1.

Signalons en�n deux décompositions fondamentales relatives aux mots de Lyndon
rReu93, Mre89, Mela91s.

Proposition 1. rReu93, Mre89, Mela91s Si l1 et l2 sont deux mots de Lyndon, alors l1l2
est un mot de Lyndon si et seulement si l1   l2 (pour l'ordre lexicographique).

Proposition 2. rReu93, Mre89, Mela91s Soient w P LynpXq et soit m son plus long
facteur droit propre dans LynpXq. Si w � lm, alors l est aussi un mot de Lyndon et
l   lm   m. Le couple σpwq � pl,mq est appelé factorisation standard de w avec |w| ¥ 2
.

Lemme 1. Soient w P LynpXq (avec |w| ¥ 2 ) et σpwq � pl,mq sa factorisation standard,
et soit n P LynpXq un mot de Lyndon véri�ant w   n. Alors le couple pw, nq est la
factorisation standard du mot wn si et seulement si n ¤ m.

Exemple 5. Avec l'ordre x0   x1 sur l'alphabet X � tx0, x1u, le mot x2
0x1x0x

2
1 P LynpXq

se décompose sous la forme d'un produit de deux mots de Lyndon de deux façons :
x2

0x1.x0x
2
1 et x0.x0x1x0x

2
1, mais, avec la condition sur la longueur dem, seule cette dernière

expression correspond à la factorisation standard.

2.3 Listes standard et théorème de Lyndon

Dé�nition 1. Soient L � ru1, u2, � � � , uns une liste de mots de Lyndon (ui P LynpXq)
et n P N¥2. On dira que L est standard si et seulement si elle véri�e la propriété suivante :

pSq

$&
%

ui est une lettre,
ou
si σpuiq � px, yq, alors uj ¤ y pour tout i ¤ j.

Si tous les éléments de L sont des lettres, alors L véri�e pSq.
Si L est décroissante (c'est-à-dire u1 ¥ u2 ¥ � � � ¥ un), alors elle véri�e pSq.

Dé�nition 2. Soit L � ru1, u2, � � � , uns une liste de mots de Lyndon (ui P LynpXq). On
appelle inversion tout couple pui, ui�1q tel que ui   ui�1.
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À partir de ces deux dé�nitions, nous pouvons écrire le théorème suivant :

Théorème 1. rReu93, Mre89, Mela91s Tout mot w P X� se décompose de manière
unique comme produit décroissant de mots de Lyndon :

w � `1`2 � � � `n, (2.3)

où `1 ¥ `2 ¥ � � � ¥ `n et `i P LynpXq pour 1 ¤ i ¤ n.

On peut écrire aussi (2.3) page 25 de la façon suivante : Tout mot w P X� peut s'écrire,
de manière unique, comme un produit décroissant de mots de Lyndon,

w � `i11 . . . `
ik
k , `1 ¡ � � � ¡ `k, `1, . . . , `k P LynpXq, k, i1, i2, � � � , ik P N¥1. (2.4)

Exemple 6. x2
1x0x1x0x

2
1x

2
0x1x

3
0 � px1q

2.x0x1x0x
2
1.x

2
0x1.px0q

3,
avec x1 ¡ x0x1x0x

2
1 ¡ x2

0x1 ¡ x0.

2.4 Polynômes et séries en variables non commutatives

Dans cette partie, nous allons dé�nir les notions de polynôme et de série en variables
non commutatives. Ensuite, nous considérons un ensemble d'opérations sur ces objets.
Ces opérations permettent de dé�nir di�érentes structures sur l'ensemble des polynômes
mais aussi sur l'ensemble des séries formelles.

Soit K un anneau commutatif et unitaire. On connaît bien les polynômes (commuta-
tifs) classiques. Si l'on supprime la "commutativité", on obtiendra les polynômes non-
commutatifs. On commence par quelques dé�nitions.

Dé�nition 3. Un polynôme non commutatif d'alphabet X à coe�cient dans K est une
K�combinaison linéaire �nie de mots de X�. Alors, un polynôme non commutatif P
d'alphabet X à coe�cient dans K s'écrit

P �
¸
wPX�

xP | wyw, (2.5)

où xP | wy désigne le coe�cient du mot w P X�. Sans ambiguïté, on l'appelle aussi un
polynôme.

Chaque polynôme est donc une somme �nie car il n'y a qu'un nombre �ni de coe�-
cients non nuls dans cette notation. On note KxXy l'ensemble de tous les polynômes non
commutatifs (d'alphabet X à coe�cient dans K).
Par ailleurs, on peut dé�nir la série formelle non commutative par analogie. Autrement
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dit, il s'agit d'une somme in�nie, en utilisant la même écriture de P ; l'ensemble des séries
formelles est noté KxxXyy.

On appelle support du polynôme P , noté supppP q, l'ensemble des mots w P X� dont
le coe�cient est non nul :

supppP q � tw P X� | xP | wy � 0u. (2.6)

On appelle degré du polynôme P , noté degpP q, la longueur du plus long mot de supppP q :

degpP q �

"
maxt| w |, w P supppP qu si P � 0
�8 si P � 0

Ainsi, le degré d'un polynôme réduit à une constante non nulle est 0.

Dé�nition 4. Soient P �
¸
uPX�

xP | uyu et Q �
¸
vPX�

xQ | vyv deux polynômes non

commutatifs, les coe�cients de PQ �
¸
wPX�

xPQ | wyw sont dé�nis par

xPQ | wy �
¸

w�uvPX�

xP | uyxQ | vy. (2.7)

Proposition 3. Muni de la multiplication précédente, KxXy est une algèbre avec unité ;
KxxXyy aussi.

Exemple 7. Soit X � ta, bu. Soient les polynômes P1 � 2aba � aab � 3abb, P2 �
�aba� 5abb et Q � ab� ba. Alors

piq P1 � P2 � aba� aab� 2abb.

piiq P1.Q � 2aba.ab� 2aba.ba� aab.ab� aab.ba� 3abb.ab� 3abb.ba
� 2abaab� 2ababa� aabab� aabba� 3abbab� 3abbba.

piiiq �3P1 � �6aba� 3aab� 9abb.

2.5 Algèbre de Hopf

La notion d'algèbre de Hopf apparaît pour la première fois en topologie algébrique
dans les travaux d'Ehresmann.
La notion d'algèbre de Hopf permet de donner une version algébrique des opérations
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combinatoires de concaténation et déconcaténation et, plus généralement, de composition
et de décomposition.
Avant de dé�nir ce qu'est une algèbre de Hopf, nous aurons besoin de quelques notions
préliminaires.

Dé�nition 5. Soit K un corps. Une K�cogèbre associative avec unité est un K�espace
vectoriel C muni de deux applications K�linéaires

∆ : C ÝÑ C b C (2.8)

et

e : C ÝÑ K (2.9)

telles que

pIdC b ∆q � ∆ � p∆b IdCq � ∆ (2.10)

et

pIdC b eq � ∆ � IdC � peb IdCq � ∆. (2.11)

L'application ∆ est appelée coproduit. C'est la notion duale de celle de produit dans
une algèbre. Le coproduit d'un élément de C est une combinaison linéaire de produits
tensoriels de deux éléments de C.
De même, la propriété (2.10) page 27, appelée coassociativité, est duale de la propriété
d'associativité dans une algèbre, et (2.11) page 27 la counité. Si l'on voit l'unité d'une
K�algèbre A comme une application de K dans A, alors la notion de counité d'une
cogèbre est duale de celle d'unité dans une algèbre.

Dé�nition 6. Soit K un corps, B un K�espace vectoriel muni d'une structure d'algèbre
associative unitaire pB, µ, ηq et d'une structure de cogèbre pB,∆, eq. On dira alors que B
est une bigèbre si la structure d'algèbre et la structure de cogèbre sont compatibles, au sens
où

∆ et e sont des morphismes d'algèbre. (2.12)

µ et η sont des morphismes de cogèbre. (2.13)

(l'application µ : B b B ÝÑ B est la multiplication, et l'application η : K ÝÑ B est
l'unité).
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Remarque 1. Les conditions (2.12) page 27 et (2.13) page 27 sont équivalentes.

Nous sommes maintenant en mesure de dé�nir ce qu'est une algèbre de Hopf.

Dé�nition 7. Soit pH, µ, η,∆, eq une bigèbre. On dé�nit alors la convolution � par

f � g � µ � pf b gq � ∆, (2.14)

où f : H ÝÑ H et g : H ÝÑ H sont deux applications linéaires. Si l'identité est inversible
pour la convolution, on dit que H est une algèbre de Hopf et on appelle antipode l'inverse
S de l'identité par la convolution.

L'antipode S est un antimorphisme d'algèbres

Spxyq � SpyqSpxq. (2.15)

De plus, il véri�e par dé�nition

IdH � S � S � IdH � η � e, (2.16)

c'est-à-dire

µ � pIdH b Sq � ∆ � µpS b IdHq � ∆ � η � e. (2.17)

Dé�nition 8. Soit H �
À

n¥0 Hn une algèbre de Hopf graduée en dimensions �nies. On
munit alors le dual gradué H1 �

À
n¥0 H1

n de H d'une structure d'algèbre de Hopf par

xfg | xy � xf b g | ∆Hpxqy (2.18)

et

x∆H1pfq | xb yy � xf | xyy (2.19)

où pour tout f P H1 et pour tout x P H, xf | xy désigne l'action de f sur x, et où on a
posé

xf b g | xb yy � xf | xyxg | yy. (2.20)

Lorsque H1 est isomorphe à H, on dit que H est auto-duale. Ceci revient à dé�nir un
crochet de dualité qui échange le produit et coproduit par xx | yy � xσpxq | yy où σ est
l'isomorphisme H ÝÑ H1 avec H1 � pHgr, �,1X� ,∆H1 , δ1q.

Soit maintenant pBxqxPX une base de H indexée par une certaine famille X d'objets.
On dé�nit alors la base duale pAyqyPX de pBxqxPX comme étant la base de H1 qui véri�e

xAx | Byy � δxy, (2.21)

pour tout x P X et pour tout y P X.
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Soit H une algèbre de Hopf. On dira que H est cocommutative si pour tout x P H,
∆Hpxq est invariant par xby ÞÝÑ ybx. On dira que H est une algèbre de Hopf graduée si
elle est graduée en temps qu'algèbre associative et que pour tout x P H homogène, chaque
terme x1bx2 dans la décomposition de ∆Hpxq en somme de produits tensoriels est tel que
x1 et x2 sont homogènes et véri�ent degpx1q � degpx2q � degpxq. On dira en�n que H est
connexe si elle est graduée et que sa composante homogène de degré 0 est de dimension
1.
Un élément x d'une algèbre de Hopf H est dit de type groupe si il véri�e ∆Hpxq � xb x,
et primitif si il véri�e ∆Hpxq � xb1X��1X�bx. On peut munir l'ensemble des éléments
primitifs d'une algèbre de Hopf d'une structure d'algèbre de Lie en prenant comme crochet
le commutateur.

Remarque 2. Soit C � pV,∆, εq une cogèbre associative avec unité et A � pW,µ,1q
une algèbre associative avec unité. On dé�nit plus généralement dans HomKpV,W q la
convolution � par f � g � µ � pf b gq � ∆.

On montre que pHomKpV,W q, �,1εq est une algèbre associative avec unité.
Le cas utilisé dans la dé�nition 7 page 28 correspond à V � W � H. Nous verrons dans
la page 40 le cas où V � UpGq et W � K.

2.6 Algèbre des séries de Lie

Considérons un anneau commutatif et unitaire K .

L'ensemble des monômes de Lie est dé�ni par récurrence : les lettres de l'alphabet X
sont des monômes de Lie et le crochet de Lie rx0, x1s � x0x1 � x1x0 de deux monômes de
Lie x0 et x1 est un monôme de Lie. Un polynôme de Lie est une combinaison K�linéaire
de monômes de Lie. L'ensemble des polynômes de Lie forme alors une algèbre de Lie, notée
LieKxXy, l'algèbre de Lie libre sur X. Une série est une série de Lie si et seulement si
toutes ses composantes homogènes restreintes aux sous-alphabets �nis sont des polynômes
de Lie. L'ensemble des séries de Lie est noté LieKxxXyy .

Exemple 8. Soit X � tx0, x1u. Les éléments rx0, x1s � x0x1 � x1x0 et
rx1, rx0, x1ss � rx1, x0x1 � x1x0s � 2x1x0x1 � x2

1x0 � x0x
2
1 sont des monômes de Lie.

Le polynôme rx0, rx0, x1ss � 3rrx1, x1s, x0s est un polynôme homogène de Lie de degré 3.

Dé�nition 9. Soit ∆ le morphisme d'algèbre de KxXy (muni du produit de concaténation)
dans KxXy bKxXy dé�ni pour une lettre x P X par ∆pxq � xb 1X� � 1X� b x.
piq Pour une série S P KxxXyy, on dé�nit 1 ∆pSq �

¸
wPX�

xS | wy∆pwq.

1. On montre facilement que la famille pxS | wy∆pwqqwPX� est sommable dans KxxX� bX�yy
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piiq Une série S P KxxXyy est dite primitive si elle véri�e ∆pSq � S b 1X� � 1X� b S.
piiiq Une série S P KxxXyy est dite de type groupe si elle véri�e ∆pSq � S b S et
xS | 1X�y � 0.
pivq Une série S P KxxXyy véri�e le critère de Friedrichs si pour tout couple pw1, w2q P
pX�q2, xS | w1yxS | w2y � xS | w1� w2y

Théorème 2. rReu93, Ous01, Jop00s Soit S P KxxXyy avec xS | 1X�y � 0.
piq Les assertions suivantes sont équivalentes :
aq S P LieKxxXyy est primitive,
bq exppSq � S b S,
cq exppSq véri�e le critère de Friedrichs.

piiq S P KxxXyy est une exponentielle de Lie si et seulement s'il existe une série de
Lie L telle que S � exppLq.

On note C� le noyau de e et on se donne un élément u de C tel que

∆puq � ub u et epuq � 1. (2.22)

Le K�module C est somme directe de C� et du sous-module K.u, qui est libre de base u ;
on note πu : C ÝÑ C� et ηu : C ÝÑ K.u les projecteurs associés à cette décomposition.
On a

πupxq � x� epxq.u , ηupxq � epxq.u. (2.23)

Dé�nition 10. On dit qu'un élément x P C est u�primitif si l'on a

∆pxq � xb u� ub x. (2.24)

Dé�nition 11. Soit C une cogèbre.
Les éléments u�primitifs de C forment un sous-module de C, noté PrimupCq.

2.7 Structure des algèbres de Hopf commutatives ou

cocommutatives

Dans cette partie, on rappelle certains liens existant entre les algèbres de Lie et les
algèbres de Hopf. On commence par dé�nir ce qu'est une algèbre enveloppante.

Dé�nition 12. Soit G une algèbre de Lie .
L'algèbre enveloppante d'une algèbre de Lie G est dé�nie comme le quotient UpGq � T {I
de l'algèbre tensorielle

T � G0 b G1 b � � � b Gn b � � � (2.25)
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avec

G0 � K, Gn � G b G b � � � b Gloooooooomoooooooon
n fois

(2.26)

par l'idéal bilatère I engendré par les éléments de la forme :

xb y � y b x� rx, ys pour tous x, y P G.

On note UpGq cette algèbre enveloppante.

Théorème 3. rReu93, Ous01, Jop00s L'algèbre enveloppante de l'algèbre de Lie libre
LieKxXy s'identi�e à l'algèbre des polynômes non commutatifs KxXy.

D'après le théorème de Poincaré-Birkho�-Witt rBir37, Poi00, Wit37s, toute algèbre
de Lie se plonge de manière universelle dans une algèbre associative (appelée son algèbre
enveloppante). Cette algèbre enveloppante est naturellement munie d'une structure d'al-
gèbre de Hopf cocommutative pour le coproduit dé�ni par

∆pxq � xb 1X� � 1X� b x, (2.27)

pour tout x dans l'algèbre de Lie. Réciproquement, dans une algèbre de Hopf cocommuta-
tive les éléments x satisfaisant (2.27) page 31 s'appelle les éléments primitifs. Ils forment
une algèbre de Lie, et l'algèbre de Hopf est isomorphe à l'algèbre enveloppante de cette
algèbre de Lie. La version duale de ce résultat énonce qu'une algèbre de Hopf commutative
graduée connexe est isomorphe, en tant qu'algèbre, à une algèbre polynomiale.

Proposition 4. rDmt14, Wmo65s Soit H une algèbre de Hopf.
Alors PrimpHq est une algèbre de Lie.

On peut, alors considérer le diagramme suivant : Soit B une bigèbre,

PrimpBq

F

UpPrimpBqq

α

λB

B
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Puisque α � λB �F , le diagramme ci-dessu est commutatif et λB : UpPrimpBqq ÝÑ B est
un isomorphisme de bigèbre.

Théorème 4. (Cartier-Quillen-Milnor-Moore) rBam13, Mih13, Min13, Dmt14s.
Soit H une algèbre de Hopf cocommutative, graduée et connexe sur un corps de caracté-
ristique 0. Alors, H est isomorphe à l'algèbre de Hopf graduée UpPrimpHqq par λB.

Nous pouvons à présent donner quelques exemples d'algèbres de Hopf.

2.7.1 Cas de l'algèbre de shu�e

Le produit de shu�e � est dé�ni sur les mots par

sh :

"
KxXy bKxXy Ñ KxXy

w1 b w2 ÞÑ w1� w2,
(2.28)

et étendu par linéarité aux polynômes. Alors, l'application linéaire

1X� : K ÝÑ KxXy , k ÞÝÑ 1X�pkq � k.1X� (2.29)

est un élément unité. Donc pKxXy, sh,1X�q constitue une K�algèbre associative et gra-
duée. Cette algèbre est connue comme algèbre de shu�e (algèbre de mélange).
Nous dé�nissons un coproduit, pour le produit �, ∆conc : KxXy ÝÑ KxXy b KxXy par
l'opération classique de déconcaténation

∆concpwq �
¸

uv�wPX�

ub v. (2.30)

e : P P KxXy ÞÑ epP q � xP | 1X�y P K apparaît comme un élément unité pour le copro-
duit ∆conc, et donc pKxXy,∆conc, eq est une cogèbre (non cocommutative).

Pour tout mot w � x1x2 � � � xk P X
� on note la fonction miroir w̃ � xk � � � x2x1 P X

�.
Dans le cas du produit de shu�e �, l'antipode se calcul récursivement par :

a�pwq �

$'&
'%

1X� si w � 1X� ;

�
n�1̧

k�0

a�px1 � � � xkq� xk�1 � � � xn si w � x1x2 � � � xn P X
� (2.31)

On peut illustrer la formule récurrente de l'antipode sur un exemple :
a�p1X�q � 1X� .
a�px1q � �x1.
a�px1x2q � �p�x1� x2 � x1x2q � x2x1.
a�px1x2x3q � �px1� x3x2 � x1x2� x3 � x1x2x3q � �x3x2x1.
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En e�et, l'algèbre de Hopf dite de décomposition est la bigèbre pKxXy, conc,1X� ,∆�, eq
munie de l'antipode a� précédemment dé�nie, et où le coproduit ∆� est dé�ni par trans-
position du produit de shu�e � :

@pP, P1, P2q P pKxXyq3 , x∆�pP q | P1 b P2y � xP | P1� P2y. (2.32)

Cette algèbre est alors non commutative, mais cocommutative.
En fait, les algèbresH� � pKxXy, conc,1X� ,∆�, e, a�q etH_

�
� pKxXy,�,1X� ,∆conc, e, a�q

sont des algèbres de Hopf duales l'une de l'autre. Et, de plus, d'après le théorème 4 page 32,
KxXy est isomorphe, comme algèbre de Hopf cocommutative graduée connexe, à l'algèbre
enveloppante de l'algèbre de Lie LieKxXy.

2.7.2 Cas de l'algèbre de stu�e

Soit Y � tyiui¥1 un alphabet totalement ordonné par ¡ : y1 ¡ y2 ¡ � � � ¡ � � � .
Le produit de stu�e est dé�ni sur les mots par

st :

"
KxXy bKxXy Ñ KxXy

w1 b w2 ÞÑ w1 w2,
(2.33)

et étendu par linéarité aux polynômes. Alors, l'application linéaire

1Y � : K ÝÑ KxY y , k ÝÑ 1X�pkq � k.1Y � (2.34)

constitue un élément unité. Donc pKxY y, st,1Y �q constitue une K�algèbre associative et
graduée. Cette algèbre est connue comme algèbre de stu�e (algèbre de quasi-mélange).

Nous dé�nissons un coproduit, pour le produit , ∆conc : KxY y ÝÑ KxY y b KxY y
par l'opération classique de déconcaténation (duale de la concaténation)

∆concpwq �
¸

puvq�pwq

wPY �

ub v. (2.35)

e : P P KxY y ÞÑ epP q � xP | 1X�y P K apparaît comme un élément unité pour le copro-
duit ∆conc, et donc pKxY y,∆conc, eq est une cogèbre (non cocommutative).

Dans le cas du produit de stu�e , l'antipode se calcule récursivement par
rBam13, Mih13, Min13, Dmt14s

a pysq �
¸
n¥1

p�1qn
¸

i1�����in�s

yi1 � � � yin . (2.36)
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On peut illustrer la formule récurrente de l'antipode sur un exemple :
a py1q � �y1.
a py2q � �y2 � y2

1.
a py3q � �y3 � y1y2 � y2y1 � y3

1.

En e�et, l'algèbre de Hopf dite de décomposition est la bigèbre pKxY y, conc,1Y � ,∆ , eq
munie de l'antipode a précédemment dé�nie, et où le coproduit ∆ est dé�ni par
transposition du produit de stu�e :

@pP, P1, P2q P pKxY yq3 , x∆ pP q | P1 b P2y � xP | P1 P2y. (2.37)

Cette algèbre est alors non commutative, mais cocommutative. En fait, les algèbres
H � pKxY y, conc,1Y � ,∆ , e, a q et H_ � pKxY y, ,1Y � ,∆conc, e, a q sont des
algèbres de Hopf duales l'une de l'autre. Et, de plus, d'après le théorème 4 page 32, KxY y
est isomorphe, comme algèbre de Hopf cocommutative graduée connexe, à l'algèbre enve-
loppante de l'algèbre de Lie LieKxY y.

Par conséquent, on peut écrire le lemme suivant :

Lemme 2. Soit α un morphisme d'algèbre tel que

α :

$'&
'%

KxY y Ñ KxY y
w ÞÑ w �

¸
|u|¡|w|
rus�rws

xαpwq | uyu, (2.38)

alors α est un isomorphisme.

Pour cela, on peut écrire le diagramme suivant :

KxY y ∆�

α1

KxY y ∆
KxY y bKxY y

KxY y bKxY y

α1 b α1

avec α1pyi1 � � � yipq � π1pyi1q � � � π1pyipq (voir (3.51) page 51).
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Remarque 3. La bijectivité de α tient au fait que la graduation par poids est en dimen-
sions �nies. Dans le cas de la dimension in�nie, le résultat ne tient pas, comme le montre
l'exemple, en une variable, de la substitution x ÞÑ x � x2. Dans ce cas les images sont
toutes des polynômes pairs par rapport à la verticale x � �1

2
et cette substitution ne peut

pas être bijective (par exemple P pxq � x n'est pas dans l'image).
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Chapitre 3

Poincaré-Birkho�-Witt, Dualité,
Factorisation de Schützenberger

Résumé : Dans ce chapitre nous explorons des faits généraux sur la dualité dans le
contexte du Théorème de factorisations de Poincaré-Birkho�-Witt (PBW) et de Schüt-
zenberger. Nous rappelons des résultats connus dans
rReu93, Mre89, Mela91, Bam13, Mih13, Min13s et traitons des exemples qui seront utiles
dans les chapitres 4, 5 et 6.

3.1 Introduction

Soient pPαqαPNpIq une base d'une algèbre enveloppante UpGq et pSαqαPNpIq sa famille
duale de l'algèbre duale U�pGq 1. La factorisation de Schützenberger s'écrit

¸
αPNpIq

Sα b Pα �
×¹
iPI

exppSei b Peiq. (3.1)

En particulier, C. Reutenauer a signalé que cette relation est valable dans toute algèbre
enveloppante rReu93, Mre89, Mela91s.
Cette factorisation compte plusieurs applications, parmi lesquelles nous trouvons le do-
maine des équations di�érentielles non linéaires, dans lequel elle apparaît en tant que
factorisation d'opérateurs de transport, et le domaine combinatoire, plus proche de cette
thèse.
Elle est une conséquence des propriétés des deux bases en dualité. Dans bien des cas, la
construction d'une paire de bases en dualité passe par celle d'une base duale à partir d'une

1. Cette famille formée par des formes linéaires coordonnées de pPαqαPNpIq est libre et engendre un

espace stable par la convolution car Sα � Sβ �
pα�βq!
α!β! Sα�β
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base dont on connaît certaines propriétés. Nous nous proposons donc d'étudier les condi-
tions que doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que la base duale permette
l'écriture de la factorisation. Nous illustrerons ces idées sur des exemples combinatoires
relatifs à l'algèbre de shu�e, à l'algèbre de stu�e et à l'algèbre de q�stu�e.

3.2 Résultats connus

Considérons un anneau commutatif et unitaire K et I un ensemble ordonné par  .

Soient K une Q-algèbre et G une K-algèbre de Lie admettant une base linéaire ordon-
née rpBeiqiPI ; pI, qs (donc, G est libre en tant que K-module).

3.2.1 Notations - Dé�nitions

Notons NpIq l'ensemble des fonctions à support �ni de I dans N (multiindices). C'est
un monoïde (le monoïde commutatif librement engendré par I) pour la loi � dé�nie par

pα � βqi � αi � βi , @α, β P NpIq, (3.2)

admettant la fonction nulle pour l'élément neutre. De plus, si α P NpIq, nous dé�nissons
α! par

α! �
¹

iPsupppαq

αi!. (3.3)

La base canonique 2 de NpIq est donnée par les fonctions s'annulant sur Iz ti0u et prenant
la valeur 1 en i0 ; ces fonctions sont notées ei0 : ei0piq � δi i0 .

Maintenant, si A est une algèbre, Y � pyeiqiPI une famille de A et α P NpIq, on pose

Y 1
α :� yα1

ei1
yα2
ei2
� � � yαkeik

, (3.4)

pour tout sous-ensemble J � ti1, i2, � � � , iku , i1 ¡ i2 ¡ � � � ¡ ik, de I contenant le support
de α (on montre facilement que la valeur de Y 1

α est indépendante du choix de J � supppαq
si l'algèbre possède une unité).
En particulier, Y 1

ei
� yi. Nous appellerons éléments atomiques d'une famille pY 1

αqαPNpIq les
éléments Y 1

ei
, i P I.

2. En fait, NpIq n'est pas un espace vectoriel. La famille que nous dé�nissons est celle des générateurs

libres.
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Dans ce qui suit, nous nous intéressons à des familles dé�nies par dualité (voir dé�ni-
tion 8 page 28) : Si l'on dispose d'une famille pBαqαPNpIq et d'un produit scalaire x. | .y, on
peut dé�nir une famille duale pSαqαPNpIq par

xSα | Bβy � δαβ avec α, β P NpIq (3.5)

Dans ce qui suit, les éléments B1
α, α P NpIq sont obtenus par l'application du procédé

de Poincaré-Birkho�-Witt 3 (théorème 5 page 39 ) et les Bα, α P NpIq sont obtenus par
dualité (en particulier Bei � B1

ei
et Bei � Bi, i P I).

Dans le cas d'une algèbre enveloppante UpGq si B � pBeiqiPI est une base ordonnée de G
alors pB1

αqαPNpIq est une base de UpGq (voir théorème 5 page 39). On montre facilement

que ∆pB1
αq �

¸
β�γ�α

α!

β!γ!
B1
βbB

1
γ, il en résulte que si les Sα désignent la famille duale dans

U�pGq donnée par xSα | B1
βy � δαβ, on a : Sα � Sβ �

pα�βq!
α!β!

Sα�β.

3.2.2 Théorème de factorisation

Théorème 5. Poincaré-Birkho�-Witt. Les éléments B1
α, pour α P NpIq, forment une

base de l'algèbre enveloppante UpGq de G.

La base formée par les B1
α, pour α P NpIq, est appelée base de Poincaré-Birkho�-Witt

de UpGq.

Cette propriété de décomposition de chaque élément d'une base par rapport à son mul-
tiindice 4 nous intéresse particulièrement et justi�e l'introduction de la dé�nition suivante.
Soit A une algèbre associative commutative avec unité.

Dé�nition 13. Soit L une partie de A. On appelle L base de transcendance de A sur K
si les L1

α, α P NpLq (voir (3.4) page 38), forment une base linéaire de L de A.

Nous pouvons donner une caractérisation générale des familles multiplicatives dans
une K�algèbre associative et commutative avec unité A. Pour cela, donnons la dé�nition
suivante :

Dé�nition 14. Soit L une partie de A. Alors la famille pL1
αqαPNpLq forme une base de A

si et seulement si L est une base de transcendance de A sur K.

3. obtenus par un procédé décroissant
4. une base pBαqαPNpIq obtenue par l'application du procédé de Poincaré-Birkho�-Witt (théorème 5

page 39) satisfait la relation B1
α �

×¹
iPsupppαq

Bαi
ei �

×¹
iPsupppαq

Bαi
i .
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Notons U�pGq le dual de UpGq et considérons la famille pSαqαPNpIq duale de la base
de Poincaré-Birkho�-Witt pB1

αqαPNpIq , c'est-à-dire la famille des formes linéaires sur UpGq
dé�nies par

xSα | B
1
βy � δαβ, @pα, βq P pNpIqq2. (3.6)

Supposons que xS0 | 1UpGqy � 1 (S0 désigne l'élément obtenu pour le multiindice identi-
quement nul) et que xSα | 1UpGqy � 0 pour tout α non identiquement nul. Nous pouvons
alors établir le théorème suivant.

Théorème 6. rReu93, Mre89, Mela91, Mat12s

¸
αPNpIq

Sα bB1
α �

×¹
iPI

exppSei bBeiq. (3.7)

La preuve de ce théorème repose, entre autres, sur la propriété suivante des éléments
Sα :

Sα � Sβ �
pα � βq!

α! β!
Sα�β (3.8)

(qui montre que cette famille est multiplicative à une constante près) que l'on peut établir
comme suit 5

Sα � Sβ �
¸

γPNpIq
xSα � Sβ | B

1
γySγ

�
¸

γPNpIq
xSα b Sβ | ∆pB1

γqy
b2Sγ

�
¸

γPNpIq
xSα b Sβ |

¸
γ1�γ2�γ

γ!

γ1! γ2!
B1
γ1
bB1

γ2
yb2Sγ

�
pα � βq!

α! β!
Sα�β.

(3.9)

Cette propriété permet d'établir, par récurrence, que
S�αkeik

αk!
� Sαkeik puis que

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik

α1! . . . αk!
� Sα. (3.10)

5. Nous employons ci-dessous la notation x� | �yb2 ; celle-ci correspond à la dé�nition suivante : si V1
et V2 sont deux espaces en dualité avec, respectivement, W1 et W2 pour les produits scalaires x� | �y1 et
x� | �y2, alors (on montre que) V1 b V2 est en dualité avec W1 bW2 pour le produit scalaire x� | �yb2 :"

pV1 b V2q � pW1 bW2q Ñ k
pv1 b v2, w1 b w2q ÞÑ xv1 | w1y1xv2 | w2y2.
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Par conséquent,

×¹
iPI

exppSei bBeiq �
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,��� ,αk

pSei1 bBei1
qα1 � � � pSeik bBeik

qαk

α1! . . . αk!

�
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,...,αk

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik
b pBei1

qα1 . . . pBeik
qαk

α1! . . . αk!

�
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,...,αk

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik

α1! . . . αk!
bB1

α

�
¸

αPNpIq
Sα bB1

α.

(3.11)

Remarque 4. rMat12s
� Le produit (3.7) page 40 du membre de droite est donné avec � b µUpGq où µUpGq
désigne le produit usuel de l'algèbre enveloppante et � le produit de convolution des
formes linéaires de U�pGq.
En fait, toute algèbre enveloppante est une algèbre de Hopf et possède donc une
structure de bigèbre. Notons ∆ le coproduit associé à la structure de bigèbre de
UpGq. C'est un homomorphisme d'algèbres dé�ni par :

∆pgq � g b 1X� � 1X� b g (3.12)

pour g P G (il satisfait donc

∆pPQq � ∆pP q∆pQq pour tous P, Q P UpGqq (3.13)

puis étendu en une famille de morphismes d'algèbres ∆pkq : UpGq Ñ UpGqbk�1 tels
que, @v P G,

∆pkqpvq � vb1X�b� � �b1X��1X�bvb1X�b� � �b1X��� � ��1X�b1X�b� � �b1X�bv.
(3.14)

En fait,
∆ � ∆p1q (3.15a)

∆pkqpP q � pIdUpGq b ∆pk�1qq∆pP q � p∆pk�1q b IdUpGqq∆pP q, k ¥ 2. (3.15b)

La convolution est en fait dé�nie comme la loi duale de ∆ :

xa � b | vy � xab b | ∆pvqy, @a, b P U�pGq et @v P UpGq. (3.16)
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� Les deux membres de (3.7) page 40 forment une résolution de l'identité lorsque l'on
considère le morphisme 6

Φ : V � b V Ñ End�nispV q (3.17)

(End�nispV q désigne l'espace des endomorphismes de rang �ni) qui associe à tout
produit tensoriel f b v P V � b V l'endomorphisme Φpf b vq : b ÞÑ fpbq � v. Le
morphisme Φ peut être étendu, par continuité, aux séries 7 :

Φ

� ¸
αPNpIq

Sα bB1
α

�
pvq �

¸
αPNpIq

SαpvqB
1
α � IdUpGqpvq. (3.18)

Nous pouvons, à partir de l'équation précédente (3.11) page 41, revenir sur la conver-
gence du membre de droite de (3.7) page 40. En fait, c'est

Φp
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,...,αk

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik

α1! . . . αk!
b B1

αq qui dé�nit ce produit et permet d'en assurer l'exis-

tence.

Lemme 3. rMat12s La famille
�

ΦpS�α1
ei1

� � � � � S�αkeik
bB1

αq
	
α
est sommable (c'est-à-dire

que, pour tout vecteur v P UpGq,
��suppα

�
Φ
�
S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik
bB1

α

	
pvq
�
α

��   8).

Remarque 5. piq pI, q ÝÑ pLynpXq, q (attention, cependant : comme le cas de l'al-
gèbre libre, on considère des produits décroissants de mots de Lyndon, alors que dans le
cas général, on considère des produits croissants) ;
piiq le produit de convolution est le produit de shu�e dans le cas de l'algèbre libre ;
piiiq les Sei correspondent aux S` (` P LynpXq), les Pα aux éléments Bα.

3.3 Remarques sur la dualisation

Nous revenons dans cette section sur une construction qui sera utilisée à plusieurs
reprises dans les paragraphes suivants, celle d'une base duale dans le cas de l'algèbre libre.

Commençons par rappeler la dé�nition d'une algèbreM -graduée. Soit A une algèbre asso-
ciative sur K et M un monoïde additif. On dit que A est M -graduée si elle se décompose,
en tant qu'espace vectoriel, de la façon suivante :

A �
à
mPM

Am (3.19)

6. V � UpGq.
7.
¸

αPNpIq
SαpB

1
βqB

1
α � B1

β (un seul terme non nul dans la somme).
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avec AmAm1 � Am�m1 pour tous m, m1 P M . Les Am, m P M , sont appelés composantes
homogènes de A. De plus, on dit que A est graduée en dimension �nie si chacun des Am,
m PM , est un espace vectoriel de dimension �nie.

L'algèbre libre peut être graduée de di�érentes façons qui utilisent chacune une fonction
de poids φ : X� Ñ M , dé�nie sur les lettres et étendue aux mots et engendrant les
composantes homogènes suivantes :

KxXym � span tw P X�, φpwq � mu , m PM. (3.20)

Un premier exemple de graduation est donnée par la longueur des mots :M est alors le
monoïde pN,�q et la fonction de poids φ1pwq � |w|, @w P X�. Cette graduation n'est ce-
pendant pas satisfaisante car les composantes homogènes auxquelles elle donne naissance
(KxXyn � span tensemble des mots de longueur nu) ne sont pas de dimension �nie. En
e�et, dans le cas où l'alphabet est in�ni, il existe un nombre in�ni de mots de longueur
donnée.

C'est pour cette raison que nous introduisons une seconde graduation : on considère
alors le monoïde des multiindices pNpXq,�q (monoïde des fonctions à support �ni de X
dans N) et la fonction de poids est donnée par

φ2 :

"
X Ñ NpXq

xi ÞÑ ei � p0, . . . , 0, 1, 0, . . . q,
(3.21)

étendue comme morphisme de monoïdes aux mots de sorte que φ2pwq � multidegpwq est
le multidegré de w, c'est-à-dire le nombre d'occurrences de chaque lettre de l'alphabet
considéré dans w. Par exemple, si X � ta, b, cu et w � abbcab, multidegpwq � p2, 3, 1q.
Même dans le cas d'un alphabet in�ni, les composantes multihomogènes
KxXyα � span t ensemble des mots de multidegré αu, α P NpIq, sont de dimension �nie.
On dit que KxXy est graduée en dimension �nie par la multihomogénéité. C'est cette
graduation que nous utiliserons dans les paragraphes suivants.
On appelle famille multihomogène de KxXy une famille pBwqwPX� telle que @w P X�,
multidegpwq � α :

Bw P pKxXyqα . (3.22)

Il est toujours possible, lorsque l'on considère une base pBwqwPX� de l'algèbre libre de
construire une famille duale pDwqwPX� , dé�nie par xDu | Bvy � δuv, @u, v P X�. A priori,
cette famille est une famille de séries (rappelons que pKxXyq� � KxxXyy), mais ici, ce
sont des polynômes.

Cependant, lorsque la famille pBwqwPX� est multihomogène et triangulaire, la famille duale
est une famille de polynômes qui forment une base de KxXy. On peut alors construire
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les Dw comme suit : pour chaque multidegré α P NpXq, on construit la matrice M �
pMu,vqu,vPXα des coe�cients des Bw, w P Xα sur les mots :

Mu,v � xBu | vy. (3.23)

La matrice N � pNu,vqu,vPXα des coe�cients des Dw, w P Xα sur les mots, est donnée
par :

Nu,v � xDu | vy. (3.24)

Il est facile de voir que la matrice M est inversible en tant que matrice de changement de
bases : Si la base pBwqwPX� est triangulaire par rapport aux mots, M l'est aussi.

Les matrices M et N sont triangulaires, inversibles et véri�ent l'identité N � ptMq�1.

Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et de triangu-
larité (à ceci près que la base duale d'une base triangulaire inférieure est triangulaire
supérieure).

Exemple 9. Soient X � ta   bu et α � p2, 2q.
La matrice M � pxBu | vyqu,vPXα est donnée par

�
�������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

Ba2b2 � 1 �2 0 0 2 �1
Babab � 0 1 �1 �1 1 0
Bab2a � 0 0 1 0 �2 1
Bba2b � 0 0 0 1 �2 1
Bbaba � 0 0 0 0 1 �1
Bb2a2 � 0 0 0 0 0 1

�
������
, (3.25)

et la matrice recherchée N � pxDu | vyqu,vPXα est donnée par

�
�������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

Da2b2 � 1 0 0 0 0 0
Dabab � 2 1 0 0 0 0
Dab2a � 2 1 1 0 0 0
Dba2b � 2 1 0 1 0 0
Dbaba � 4 3 2 2 1 0
Db2a2 � 1 1 1 1 1 1

�
������
. (3.26)

En fait cela revient à dualiser chaque composante multihomogène qui, étant �nie, sont
même dimension que leur dual : xDu | Bvy � δuv, @u, v P Xα.
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Lemme 4. Soient pSiqiPI une base dans KxXy et pPiqiPI la famille duale
telle que xSi | Pjy � δij, @pi, jq P I2.
piq Alors, si pSiqiPI est multihomogène, il en est de même pPiqiPI qui est alors une base de
KxXy.
piiq Si pSiqiPI est triangulaire inférieure par rapport aux mots, alors pPiqiPI est triangulaire
supérieure.

Un procédé analogue de Gram-Schmidt nous permet de construire récursivement les
éléments Pi, i P I. En e�et, cette méthode permet de construire une famille en dualité avec
une famille �nie donnée. Pour travailler avec des familles �nies, il su�t de tirer pro�t de
la multihomogénéité des bases considérées. La construction est adaptée à notre situation
(voir la proposition 19 page 86).

Lemme 5. Soit V1 et V2 deux espaces en dualité pour le produit scalaire x. | .y véri�ant
V1 � V �

2 et V2 � V �
1 .

Suppossons qu'il existe un ensemble ordonné I � ti1, i2, � � � , imu et deux familles d'élé-
ments Si et Pi, i P I respectivement dans V1 et V2 telles que xSi | Pjy � δij, @pi, jq P I2.
Alors il existe une unique famille pTiqiPI d'éléments de V2 telle que xSi | Tjy � δij,
@pi, jq P I2. Les éléments Ti, i P I, sont donnés par

Tim�k
� Pim�k

�
ķ

j�1

xPim�k
| Sim�k�j

yTim�k�j
. (3.27)

Dé�nition 15. Soient α P NpXq et Xα � aα1
1 � � � aαnn avec a1   � � �   an P X et

n, α1, � � � , αn P N¥1.
piq On dira que le mot w P X� est multihomogène et de multidegré α � pα1, α2, � � � , αnq
sur l'alphabet X si :

w P Xα, (3.28)

c'est-à-dire α � pα1, � � � , αnq est le nombre d'occurrences de chaque lettre de l'alphabet X
considéré dans w P X� (chaque lettre as P X apparaît αs fois dans w pour 1 ¤ s ¤ n).
piiq On dé�nit la classe de multihomogénéité de Xα par :

MpXαq � tw P X� | w P Xαu, (3.29)

c'est-à-dire MpXαq est l'ensemble de tous les mots multihomogènes de multidegré α �
pα1, α2, � � � , αnq sur l'alphabet X.

Remarque 6. Avec les notations précédentes :
piq Le nombre de mots w P Xα est m � pα1�α2�����αnq!

α1!α2!���αn!
.

piiq MpXαq � tw1   w2   � � �   wm�1   wmu par rapport à l'ordre lexicographique.
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Exemple 10. Soit X � ta   b   cu.
piq Pour Xα � a2b2 avec α � p2, 2q, on a : Mpa2b2q � ta2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2u.

piiq Pour Xα � abc avec α � p1, 1, 1q, on a : Mpabcq � tabc, acb, bac, bca, cab, cbau.

piiiq Pour Xα � ab2c avec α � p1, 2, 1q, on a :
Mpab2cq � tab2c, abcb, acb2, babc, bacb, b2ac, b2ca, bcab, bcba, cab2, cbab, cb2au.

Dé�nition 16. Soit Y � tyi, i P Nu un alphabet totalement ordonné par ¡ : y1 ¡ y2 ¡
� � � ¡ � � � . On dé�nit l'ensemble de tous les mots de poids rαs sur l'alphabet Y par

MpYrαsq � tw � yα1yα2 � � � yαn P Y
� | rws � rαsu, (3.30)

où α � pα1, α2, � � � , αnq et w P Y � a pour poids rws � rαs � α1 � α2 � � � � � αn.

Remarque 7. Avec les notations précédentes :
piq Le nombre de mots w PMpYrαsq est m � 2rαs�1 .
piiq MpYrαsq � tw1   w2   � � �   wm�1   wmu par rapport à l'ordre lexicographique.

Exemple 11. Soit Y � ty1 ¡ y2 ¡ y3u.
piq Pour rαs � 3, on a : MpY3q � ty3, y2y1, y1y2, y

3
1u.

piiq Pour rαs � 4, on a : MpY4q � ty4, y3y1, y
2
2, y2y

2
1, y1y3, y1y2y1, y

2
1y2, y

4
1u.

Nous allons donner des exemples suivants :

3.3.1 Exemple : cas de l'algèbre libre et de l'algèbre de shu�e

Dans cette partie, X désigne de nouveau un alphabet totalement ordonné par   ;
l'ensemble des mots de Lyndon sur X est noté LynpXq et la factorisation standard
rReu93, Mre89, Mela91s de ` P LynpXq (avec | ` |¥ 2) est désignée par σp`q � p`1, `2q où
`2 est le facteur (de Lyndon) droit propre de ` de longueur maximale (proposition 2 page
24).
Rappelons aussi que tout mot w P X� admet une factorisation en produit décroissant de
mots de Lyndon ((2.4) page 25) :

w � `i11 . . . `
ik
k , `1 ¡ � � � ¡ `k, `1, . . . , `k P LynpXq, k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

Ces deux factorisations permettent de dé�nir une base pPwqwPX� de l'algèbre libre QxXy
comme suit rReu93, Mre89, Mela91s :

Pw �

$''''&
''''%

w si |w| ¤ 1 ;
rP`1 , P`2s si w � ` P LynpXq8X et p`1, `2q � σp`q ;

P i1
`1
. . . P ik

`k
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(3.31)
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Cette base est en fait la base de Poincaré-Birkho�-Witt associée à la base pP`q`PLynpXq

de l'algèbre de Lie libre LieQxXy. Les éléments primitifs P`, ` P LynpXq sont appelés
crochets standard. La famille pPwqwPXα est triangulaire :

Pw � w �
¸
u¡w
uPXα

xPw | uy u (3.32)

et multihomogène.
La multihomogénéité des Pw, w P Xα autorise la construction d'une base pSwqwPXα de
QxXyα (voir page 43) satisfaisant xSu | Pvy � δuv pour tous u, v P Xα. Rappelons la
dé�nition du produit de shu�e rReu93, Mre89, Mela91s :"

1X� � w � w� 1X� � w,
au� bv � apu� bvq � bpau� vq,

(3.33)

si a, b, P X, u, v, w P X�, 1X� : mot vide.
G. Mélançon et C. Reutenauer rReu93, Mre89, Mela91s ont montré que

Sw �

$''''&
''''%

w si |w| � 1X� ;
aSu si w � au et w P LynpXq ;

S� i1`1
� � � �� S� ik`k

i1! . . . ik!
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(3.34)

On véri�e dans rReu93, Mre89, Mela91s que pour tout mot w P Xα, on a :

Sw � w �
¸
u w
uPXα

xSw | uy u. (3.35)

En d'autres termes, les éléments des bases pSwqwPXα et pPwqwPXα sont triangulaires infé-
rieurs et triangulaires supérieurs et ils sont multihomogènes de multidegré α.

Rappelons que la dualité préserve le multidegré et échange les triangularités des poly-
nômes. Pour cela, on peut construire des matrices triangulairesM et N admettant comme
coe�cients, les coe�cients des mots multihomogènes de multidegré α des polynômes tri-
angulaires, pPwqwPXα et pSwqwPXα dans la base KxXyα respectivement :

M � pxPu | vyqu,vPXα et N � pxSu | vyqu,vPXα . (3.36)

Les matrices M et N sont triangulaires, inversibles et véri�ent l'identité M � ptNq�1.

Exemple 12. Soit un alphabet X � ta, bu avec a   b.
Pour cela, calculons les coe�cients xSu | vy pour les mots u, v P Xα et nous avons
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Mpa2b2q � ta2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2u l'ensemble de tous les mots multihomogènes
de multidegré α � p2, 2q. Nous avons successivement :

Sa2b2 � a2b2 ;

Sabab �
S�2
ab

2!

�
1

2
pab� abq � abab� 2a2b2 ;

Sab2a � ab2
� a

� 2a2b2 � ab2a� abab ;

Sba2b � b� a2b

� ba2b� abab� 2a2b2 ;

Sbaba � b� ab� a

� 4a2b2 � 3abab� 2ba2b� 2ab2a� baba ;

Sb2a2 �
S�2
b

2!
�

S�2
a

2!
� b2a2 � a2b2 � ba2b� ab2a� abab� baba.

(3.37)

La matrice recherchée N � pxSu | vyqu,vPXα est donnée par

�
�������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

Sa2b2 � 1 0 0 0 0 0
Sabab � 2 1 0 0 0 0
Sab2a � 2 1 1 0 0 0
Sba2b � 2 1 0 1 0 0
Sbaba � 4 3 2 2 1 0
Sb2a2 � 1 1 1 1 1 1

�
������
. (3.38)

À partir du lemme 5 page 45, nous pouvons écrire la proposition suivante

Proposition 5. Soient α P NpXq et w P Xα. Alors

Pw � w �
¸
u¡w
uPXα

xSu | wyPu. (3.39)
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Exemple 13.

Pb2a2 � b2a2 ;

Pbaba � baba� Pb2a2

� baba� b2a2 ;

Pba2b � ba2b� 2Pbaba � Pb2a2

� ba2b� 2baba� b2a2 ;

Pab2a � ab2a� 2Pbaba � Pb2a2

� ab2a� 2baba� b2a2 ;

Pabab � abab� Pab2a � Pba2b � 3Pbaba � Pb2a2

� abab� ab2a� ba2b� baba ;

Pa2b2 � a2b2 � 2Pabab � 2Pab2a � 2Pba2b � 4Pbaba � Pb2a2

� a2b2 � 2abab� 2baba� b2a2.

(3.40)

La matrice recherchée M � ptNq�1 � pxPu | vyqu,vPXα est donnée par

�
�������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

Pa2b2 � 1 �2 0 0 2 �1
Pabab � 0 1 �1 �1 1 0
Pab2a � 0 0 1 0 �2 1
Pba2b � 0 0 0 1 �2 1
Pbaba � 0 0 0 0 1 �1
Pb2a2 � 0 0 0 0 0 1

�
������
, (3.41)

Ces deux familles ( (3.31) page 46 et (3.34) page 47) véri�ent les hypothèses du théo-
rème 6 page 40. Par conséquent,

¸
wPXα

Sw b Pw �
×¹

`PLynpXq

exppS` b P`q. (3.42)

Puisque
¸
wPXα

Sw b Pw �
¸
wPXα

w b w , on peut aller plus loin et écrire

¸
wPXα

w b w �
×¹

`PLynpXq

exppS` b P`q. (3.43)

Par conséquent, si DX désigne la série diagonale sur X,

DX �
¸
wPXα

w b w. (3.44)
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� Factorisation de Schützenberger :

¸
wPXα

Sw b Pw �
×¹

`PLynpXq

exppS` b P`q. (3.45)

� Factorisation de la série diagonale :

DX �
×¹

`PLynpXq

exppS` b P`q. (3.46)

Nous utiliserons les formules (3.46) et (3.45) dans les chapitres 5 et 6.

3.3.2 Exemple : cas de l'algèbre libre et de l'algèbre de stu�e

Soit Y � tyiui¥1 un alphabet totalement ordonné par ¡ : y1 ¡ y2 ¡ � � � ¡ � � � .

Dé�nition 17. Soient ys, yt P Y et u, v P Y �, alors nous dé�nissons le produit de stu�e
p q récursivement comme suit :"

1Y � u � u 1Y � � u,
ysu ytv � yspu ytvq � ytpysu vq � ys�tpu vq.

(3.47)

Exemple 14. y2 y3y1 � y2y3y1 � y3y2y1 � y3y1y2 � y3y3 � y5y1.

Ce produit p q est commutatif, associatif et avec unité (l'élément neutre étant le mot
vide : 1Y �).
Il admet un coproduit dual qui est un morphisme et qui peut être dé�ni comme suit :
pour toute lettre ys P Y , on a :$&

%
∆ p1Y �q � 1Y � b 1Y � ,

∆ pysq � ys b 1Y � � 1Y � b ys �
¸

s1�s2�s

ys1 b ys2 . (3.48)

et @w � ys1ys2 � � � ysk P Y
�, on a rws � s1 � s2 � � � � � sk.

Rappelons que tout mot de Lyndon ` P LynpY q (avec | ` |¥ 2) admet une factorisa-
tion standard σp`q � p`1, `2q (proposition 2 page 24) et tout mot w P Y � admet aussi une
factorisation en produit décroissant de mots de Lyndon ((2.4) page 25) :

w � `i11 . . . `
ik
k , `1 ¡ � � � ¡ `k, `1, . . . , `k P LynpY q, k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

Ces deux factorisations permettent de dé�nir une base pΠwqwPY � de l'algèbre libre QxY y
comme suit :
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Proposition 6. rBam13, Mih13, Min13, Bui12s
Soit DY la série diagonale sur Y . Alors

piq logpDY q �
¸
wPY �

w b π1pwq �
¸
wPY �

π�1 pwq b w,

piiq pour tout w P Y �, nous avons

w �
¸
k¥1

1

k!

¸
v1,v2,��� ,vkPY �

xw | v1 � � � vky π1pv1qπ1pv2q � � � π1pvkq

�
¸
k¥1

1

k!

¸
v1,v2,��� ,vkPY �

xw | v1v2 � � � vky π
�
1 pv1q � � � π�1 pvkq.

(3.49)

piiiq pour tout w P Y �, nous avons

π1pwq �
¸
k¥1

p�1qk�1

k

¸
v1,v2,��� ,vkPY �

xw | v1 � � � vky v1v2 � � � vk. (3.50)

En particulier pour toute lettre ys P Y �, nous avons

π1pysq � ys �
¸
k¥2

p�1qk�1

k

¸
s1�s2�����sk�s

ys1ys2 � � � ysk . (3.51)

On obtient piiq à partir de piq en identi�ant dans le développement de elogpDY q et DY

et on obtient piiiq à partir de piq en développant directement la série logpDY q .

Exemple 15. π1py1q � y1.
π1py2q � y2 �

1
2
y2

1.
π1py3q � y3 �

1
2
py1y2 � y2y1q �

1
3
y3

1.
π1py4q � y4 �

1
2
py1y3 � y2

2 � y3y1q �
1
3
py2

1y2 � y1y2y1 � y2y
2
1q �

1
4
y4

1.

Par conséquent, les éléments de la base pΠwqwPY � peuvent être construits récursivement
comme suit rBam13, Mih13, Min13, Dmt14s :

Πw �

$''''&
''''%

π1pyq si w � y P Y ;
rΠ`1 ,Π`2s si w � ` P LynpY q8Y et p`1, `2q � σp`q ;

Πi1
`1
. . .Πik

`k
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpY q
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(3.52)

Cette base est en fait la base de Poincaré-Birkho�-Witt associée à la base pΠ`q`PLynpY q de
l'algèbre de Lie libre LieQxY y.
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On véri�e dans rBam13, Mih13, Min13s que pour tout mot w P Y �, on a :

Πw � w �
¸

w vPY �

rvs�rws

xΠw | vy v. (3.53)

En d'autres termes, les éléments de la base pΠwqwPY � sont triangulaires supérieurs et ils
sont multihomogènes en poids.

La multihomogénéité des Πw, w P Y � autorise la construction d'une base pΣwqwPY � de
QxY y satisfaisant xΣu | Πvy � δuv pour tous u, v P Y �. Cette famille vit dans l'algèbre
QxY y.
Les éléments de la base pΣwqwPY � peuvent être construits récursivement comme suit
rBam13, Mih13, Min13, Bui12s :

Σw �

$'''''''''&
'''''''''%

y si w � y P Y ;¸
ts11,��� ,s

1
i
u�ts1,��� ,sku,`1¥���¥`nPLynpY q

pys1 ���ysk
q
�
ðpy

s11
,��� ,y

s1n
,`1,��� ,`nq

1

i!
ys11�����s1iΣ`1���`n si w � ` � ys1 � � � ysk P LynpY q ;

Σ i1
`1

. . . Σ ik
`k

i1! . . . ik!
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpY q
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(3.54)
On véri�e dans rBam13, Mih13, Min13s que pour tout mot w P Y �, on a :

Σw � w �
¸

w¡uPY �

rws�rus

xΣw | uy u. (3.55)

En d'autres termes, les éléments de la base pΣwqwPY � sont triangulaires inférieurs et ils
sont multihomogènes en poids.

Exemple 16. Pour rαs � 4, on a : MpY4q � ty4, y3y1, y
2
2, y2y

2
1, y1y3, y1y2y1, y

2
1y2, y

4
1u.

piq La matrice recherchée N � pxΠu | vyqu,vPMpY4q est donnée par :

�
�����������

y4 y3y1 y2
2 y2y

2
1 y1y3 y1y2y1 y2

1y2 y4
1

Πy4 � 1 �1
2

�1
2

1
3

�1
2

1
3

1
3

�1
4

Πy3y1 � 0 1 0 �1
2

�1 0 1
2

0
Πy2

2
� 0 0 1 �1

2
0 0 �1

2
1
4

Πy2y2
1
� 0 0 0 1 0 �2 1 0

Πy1y3 � 0 0 0 0 1 �1
2

�1
2

1
3

Πy1y2y1 � 0 0 0 0 0 1 �1 0
Πy2

1y2
� 0 0 0 0 0 0 1 �1

2

Πy4
1
� 0 0 0 0 0 0 0 1

�
����������
, (3.56)
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piiq La matrice recherchée M � ptNq�1 � pxΣu | vyqu,vPMpY4q est donnée par :

�
������������

y4 y3y1 y2
2 y2y

2
1 y1y3 y1y2y1 y2

1y2 y4
1

Σy4 � 1 0 0 0 0 0 0 0
Σy3y1 �

1
2

1 0 0 0 0 0 0
Σy2

2
� 1

2
0 1 0 0 0 0 0

Σy2y2
1
� 1

6
1
2

1
2

1 0 0 0 0
Σy1y3 � 1 1 0 0 1 0 0 0
Σy1y2y1 �

1
2

1
2

1 2 1
2

1 0 0
Σy2

1y2
� 1

2
1 1 1 1 1 1 0

Σy4
1
� 1

24
1
6

1
4

1
2

1
6

1
2

1
2

1

�
�����������
. (3.57)

Ces deux familles pΠwqwPY � et pΣwqwPY � véri�ent les hypothèses du théorème 6 page
40. Par conséquent,

¸
wPY �

Σw b Πw �
×¹

`PLynpY q

exppΣ` b Π`q. (3.58)

Puisque
¸
wPY �

Σw b Πw �
¸
wPY �

w b w, on peut aller plus loin et écrire

¸
wPY �

w b w �
×¹

`PLynpY q

exppΣ` b Π`q. (3.59)

Par conséquent, si DY désigne la série diagonale sur Y ,

DY �
¸
wPY �

w b w. (3.60)

� Factorisation de Schützenberger :

¸
wPY �

Σw b Πw �
×¹

`PLynpY q

exppΣ` b Π`q. (3.61)

� Factorisation de la série diagonale :

DY �
×¹

`PLynpY q

exppΣ` b Π`q. (3.62)



- 54-

3.3.3 Exemple : cas de l'algèbre libre et de l'algèbre de q�stu�e

Soient Y � tyiui¥1 un alphabet totalement ordonné par ¡ et q une variable.

Dé�nition 18. Soient ys, yt P Y et u, v P Y �, alors nous dé�nissons le produit de q�stu�e
p qq récursivement comme suit :"

1Y � qu � u q1Y � � u,
ysu qytv � yspu qytvq � ytpysu qvq � qys�tpu qvq.

(3.63)

Exemple 17. y2 qy3y1 � y2y3y1 � y3y2y1 � y3y1y2 � qpy3y3 � y5y1q.

Ce produit p qq est commutatif, associatif et avec unité (l'élément neutre étant le
mot vide : 1Y �).
Il admet un coproduit dual qui est un morphisme et qui peut être dé�ni comme suit :
pour toute lettre ys P Y , on a :$&

%
∆ qp1Y �q � 1Y � b 1Y � ,

∆ qpysq � ys b 1Y � � 1Y � b ys � q
¸

s1�s2�s

ys1 b ys2 . (3.64)

et @w � ys1ys2 � � � ysk P Y
�, on a rws � s1 � s2 � � � � � sk.

Rappelons que tout mot de Lyndon ` P LynpY q (avec | ` |¥ 2) admet une factorisa-
tion standard σp`q � p`1, `2q (proposition 2 page 24) et tout mot w P Y � admet aussi une
factorisation unique en produit décroissant de mots de Lyndon ((2.4) page 25) :

w � `i11 . . . `
ik
k , `1 ¡ � � � ¡ `k, `1, . . . , `k P LynpY q, k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

Ces deux factorisations permettent de dé�nir une base pΠpqq
w qwPY � de l'algèbre libreQrqsxY y

comme suit :

Proposition 7. rBam13, Mih13, Min13, Bui12s Soit DY la série diagonale sur Y . Alors
piq logpDY q �

¸
wPY �

w b π
pqq
1 pwq �

¸
wPY �

pπ
pqq
1 q�pwq b w,

piiq pour tout w P Y �, nous avons,

w �
¸
k¥1

1

k!

¸
v1,v2,��� ,vkPY �

xw | v1 q � � � qvky π
pqq
1 pv1qπ

pqq
1 pv2q � � � π

pqq
1 pvkq

�
¸
k¥1

1

k!

¸
v1,v2,��� ,vkPY �

xw | v1v2 � � � vky pπ
pqq
1 q�pv1q q � � � qpπ

pqq
1 q�pvkq.

(3.65)
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piiiq pour tout w P Y �, nous avons

π
pqq
1 pwq �

¸
k¥1

p�1qk�1

k

¸
v1,v2,��� ,vkPY �

xw | v1 q � � � qvky v1v2 � � � vk. (3.66)

En particulier pour toute lettre ys P Y �, nous avons

π
pqq
1 pysq � ys �

¸
k¥2

p�qqk�1

k

¸
s1�s2�����sk�s

ys1ys2 � � � ysk . (3.67)

On obtient piiq à partir de piq en identi�ant dans le développement de elogpDY q et DY

et on obtient piiiq à partir de piq en développant directement la série logpDY q.

Exemple 18. πpqq1 py1q � y1.
π
pqq
1 py2q � y2 �

q
2
y2

1.

π
pqq
1 py3q � y3 �

q
2
py1y2 � y2y1q �

q2

3
y3

1.

π
pqq
1 py4q � y4 �

q
2
py1y3 � y2

2 � y3y1q �
q2

3
py2

1y2 � y1y2y1 � y2y
2
1q �

q3

4
y4

1.

Par conséquent, les éléments de la base pΠpqq
w qwPY � peuvent être construits récursive-

ment comme suit rBam13, Mih13, Min13, Bui12s :

Πpqq
w �

$'''''&
'''''%

π
pqq
1 pyq si w � y P Y ;�

Π
pqq
`1
,Π

pqq
`2

�
si w � ` P LynpY q8Y et p`1, `2q � σp`q ;

pΠ
pqq
`1
qi1 . . . pΠ

pqq
`k
qik si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpY q
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(3.68)

Cette base est en fait la base de Poincaré-Birkho�-Witt associée à la base pΠpqq
` q`PLynpY q

de l'algèbre de Lie libre LieQrqsxY y.

On véri�e dans rBam13, Mih13, Min13s que pour tout mot w P Y �, on a :

Πpqq
w � w �

¸
w vPY �

rvs�rws

xΠpqq
w | vy v. (3.69)

En d'autres termes, les éléments de la base pΠpqq
w qwPY � sont triangulaires supérieurs et ils

sont multihomogènes en poids.

La multihomogénéité des Π
pqq
w , w P Y � autorise la construction d'une base pΣpqq

w qwPY �

de QrqsxY y satisfaisant xΣpqq
u | Π

pqq
v y � δuv pour tous u, v P Y �. Cette famille vit dans
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l'algèbre QrqsxY y.
Les éléments de la base pΣ

pqq
w qwPY � peuvent être construits récursivement comme suit

rBam13, Mih13, Min13, Bui12s :

Σpqq
w �

$'''''''''&
'''''''''%

y si w � y P Y ;¸
ts11,��� ,s

1
i
u�ts1,��� ,sku,`1¥���¥`nPLynpY q

pys1 ���ysk
q
�
ðpy

s11
,��� ,y

s1n
,`1,��� ,`nq

qi�1

i!
ys11�����s1iΣ

pqq
`1���`n

si w � ` � ys1 � � � ysk P LynpY q ;

pΣ
pqq
`1
q q i1

q . . . q pΣ
pqq
`k
q q ik

i1! . . . ik!
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpY q
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(3.70)
On véri�e rBam13, Mih13, Min13s que pour tout mot w P Y �,

Σpqq
w � w �

¸
w¡uPY �

rws�rus

xΣpqq
w | uy u. (3.71)

En d'autres termes, les éléments de la base pΣpqq
w qwPY � sont triangulaires inférieurs et ils

sont multihomogènes en poids.

Exemple 19. Π
pqq
y1 � y1.

Π
pqq
y2 � y2 �

q
2
y2

1.

Π
pqq
y2y1 � y2y1 � y1y2.

Π
pqq
y3y1y2 � y3y1y2 �

q
2
y3y

3
1 � qy2y

2
1y2 �

q2

4
y2y

4
1 � y1y3y2 �

q
2
y1y3y

2
1 �

q
2
y2

1y
2
2 �

q2

2
y2

1y2y
2
1 �

y2y3y1 �
q
2
y2

2y
2
1 � y2y1y3 �

q
2
y2

1y3y1 �
q
2
y3

1y3 �
q2

4
y4

1y2.

Π
pqq
y3y1y2y1 � y3y1y2y1 � y3y

2
1y2 �

q
2
y2y

2
1y2y1 � y1y3y2y1 � y1y3y1y2 �

q
2
y2

1y
2
2y1 � y2y1y3y1 �

q
2
y2

1y2y1y2 �
q
2
y2y1y2y

2
1 � y2y

2
1y3 � y1y2y3y1 �

q
2
y1y

2
2y

2
1 � y1y2y1y3 �

q
2
y1y2y

2
1y2.

Σ
pqq
y1 � y1.

Σ
pqq
y2 � y2.

Σ
pqq
y2y1 � y2y1 �

q
2
y3.

Σ
pqq
y3y2y1 � y3y2y1 � y3y1y2 � qy2

3 �
q
2
y4y2 �

q3

3
y6 �

q
2
y5y1.

Σ
pqq
y3y1y2y1 � y3y1y2y1 � 2y3y2y

2
1 � qy3y

2
2 �

3q
2
y2

3y1 �
q
2
y3y1y3 �

q2

2
y3y4 �

q
2
y4y2y1 �

q2

4
y4y3 �

qy5y
2
1 �

q2

2
y5y2 �

q2

2
y6y1 �

q3

8
y7.
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Ces deux familles pΠpqq
w qwPY � et pΣpqq

w qwPY � véri�ent les hypothèses du théorème 6 page
40. Par conséquent,

¸
wPY �

Σpqq
w b Πpqq

w �
×¹

`PLynpY q

exppΣ
pqq
` b Π

pqq
` q. (3.72)

Puisque
¸
wPY �

Σpqq
w b Πpqq

w �
¸
wPY �

w b w , on peut aller plus loin et écrire

¸
wPY �

w b w �
×¹

`PLynpY q

exppΣ
pqq
` b Π

pqq
` q. (3.73)

Par conséquent, si DY désigne la série diagonale sur Y ,

DY �
¸
wPY �

w b w. (3.74)

� Factorisation de Schützenberger :

¸
wPY �

Σpqq
w b Πpqq

w �
×¹

`PLynpY q

exppΣ
pqq
` b Π

pqq
` q. (3.75)

� Factorisation de la série diagonale :

DY �
×¹

`PLynpY q

exppΣ
pqq
` b Π

pqq
` q. (3.76)
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Deuxième partie

Interpolation entre la concaténation et
le shu�e : q�shu�e
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Chapitre 4

q�shu�e et groupe symétrique

Résumé : Le but de ce chapitre est de construire une paire de bases en dualité.
Ce chapitre contient trois volets principaux : Dans le premier volet, nous donnons une
construction des éléments de pSnqm (Dé�nition 20 page 63), dans un second volet, nous
construisons une base q�analogue de la base duale de la base de Poincaré-Birkho�-Witt-
Lyndon pSpqqw qwPX� ((4.39) page 81) et dans le troisième volet, la construction d'une base
q�analogue de la base de Poincaré-Birkho�-Witt-Lyndon pP pqq

w qwPX� ((4.52) page 86) telle
que xSpqqu | P

pqq
v y � δuv, @u, v P X�.

Dans bien des cas, la construction d'une paire de bases en dualité passe par celle d'une
base duale à partir d'une base dont on connaît certaines propriétés. Nous nous proposons
donc d'étudier les conditions que doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que
la base duale permette l'écriture des factorisations. Nous illustrerons ces idées sur des
exemples combinatoires en utilisant le produit de q�shu�e.
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. le Théorème 7 page 64 donne une généralisation du Théorème 8 page 64 rHum, Kas09s.

2. le Théorème 9 page 78 donne une triangularisation des éléments `�qk ( ` P LynpXq
et k P N¥1).

3. le Théorème 10 page 81 donne une construction récursive des éléments Spqqw , w P X�.

4.1 Construction des éléments de pSnqm

Considérons un paramètre formel q.

Résumé : Dans cette partie, nous présentons une généralisation de la formule¸
σPSn

qInvpσq � rnsq! (théorème 8 page 64). La statistique de permutation Inv est fré-
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quemment utilisée pour obtenir des q�analogues de résultats classiques. En général, un
q�analogue d'un objet a la propriété que par la spécialisation q � 1, on récupère l'objet
original. Bien sûr, il y a beaucoup de q�analogues de n'importe quel objet donné, et il
n'y a pas de critères objectifs pour avoir ce qui est considéré être un bon q�analogue. Ici,
nous dé�nissons quelques q-analogues standards et couramment utilisés dans cette thèse.

4.1.1 Dé�nitions

Dé�nition 19. Soient n,m P N.
 On pose tm,m� 1,m� 2, � � � , nu � vm,nw si n ¥ m .
 Le q�analogue de n, noté rnsq, est dé�ni par

rnsq �
¸

0¤i¤n�1

qi. (4.1)

 Le q�analogue de n!, noté rnsq!, est dé�ni par

rnsq! �
¹

1¤i¤n

risq � r1sqr2sq � � � rnsq. (4.2)

 Le q�analogue de la fonction exponentielle, noté expqpzq, est dé�ni par

expqpzq �
¸
i¥0

zi

risq!
. (4.3)

4.1.2 Le groupe symétrique

Soit n P N¥1. On note v1, nw � t1, 2, � � � , nu. On rappelle qu'une permutation d'ordre
n est une bijection de v1, nw vers v1, nw. Traditionnellement, on présente une permutation
σ sur deux lignes :

σ �

�
1 2 ... i ... j ... n

σp1q σp2q ... σpiq ... σpjq ... σpnq

�

Par convention, nous utilisons plutôt l'écriture en une seule ligne(comme un mot) :

σ � σp1qσp2q � � �σpiq � � �σpjq � � �σpnq. (4.4)

Par exemple, la permutation

σ �

�
1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

�

s'écrit tout simplement σ � σp1qσp2qσp3qσp4qσp5q � 23451.
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1. On note alors Sn le groupe des permutations d'ordre n (ou groupe symétrique
d'ordre n). Les éléments de Sn sont appelés permutations. Le cardinal de Sn est n!.

2. Pour tous i, j éléments de v1, nw � t1, 2, � � � , nu tels que i   j et σpiq ¡ σpjq ; le
couple pi, jq est appelé une inversion de la permutation σ P Sn.

3. L'ensemble des inversions de la permutation σ P Sn, noté Spσq, est dé�ni par
Spσq � tpi, jq | i   j et σpiq ¡ σpjqu. (4.5)

4. Le cardinal de Spσq, noté Invpσq, est dé�ni par 1

Invpσq � #Spσq. (4.6)

Exemple 20.

τ1 �

�
1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

�
, τ2 �

�
1 2 3 4 5

3 1 2 5 4

�
, τ3 �

�
1 2 3

1 3 2

�

Invpτ1q � 4 car l'ensemble des inversions est Spτ1q � tp1, 5q, p2, 5q, p3, 5q, p4, 5qu,
Invpτ2q � 3 car l'ensemble des inversions est Spτ2q � tp1, 2q, p1, 3q, p4, 5qu et
Invpτ3q � 1 car l'ensemble des inversions est Spτ3q � tp2, 3qu.

Dé�nition 20. Soient m,n P N¥1.
On dé�nit un sous-groupe pSnqm de Snm isomorphe à Sn comme l'image de Sn par le
morphisme T pσq � τp1q � � � τpnmq avec τpmpp � 1q � kq � mpσppq � 1q � k, p P v1, nw et
k P v1,mw.

Pour bien visualiser qu'il s'agit d'un morphisme injectif, il su�t d'écrire matriciellement
les images T pσq : �

�������

τppn� 1qm� 1q . . . τpnmq

. . . . .

. . . . .

τpm� 1q . . . τp2mq

τp1q . . . τpmq

�
�������
.

On se rend compte que cette matrice est obtenue en permutant les lignes de la matrice�
�������

pn� 1qm� 1 . . . nm

. . . . .

. . . . .

m� 1 . . . 2m

1 . . . m

�
�������
.

1. Invpσq est le nombre des inversions de la permutation σ P Sn.
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Exemple 21. Soient n � 3 et m � 2. On a :
σ1 � 123 ÐÑ τ1 � T pσ1q � 123456,
σ2 � 132 ÐÑ τ2 � T pσ2q � 125634,
σ3 � 213 ÐÑ τ3 � T pσ3q � 341256,
σ4 � 231 ÐÑ τ4 � T pσ4q � 345612,
σ5 � 312 ÐÑ τ5 � T pσ5q � 561234 et
σ6 � 321 ÐÑ τ6 � T pσ6q � 563412.
Par conséquent :
σ P S3 � t123, 132, 213, 231, 312, 321u et
τ P pS3q2 � t123456, 125634, 341256, 345612, 561234, 563412u.

Par conséquent, nous pouvons écrire le théorème suivant :

Théorème 7. Soient n,m P N¥1. Alors¸
τPpSnqm

qInvpτq �
¸
σPSn

qm
2Invpσq � r1sqm2 � � � rnsqm2 � rnsqm2 !. (4.7)

Pour la preuve de ce théorème, nous allons écrire la proposition et le théorème suivant :

Proposition 8. Soient n,m P N¥1. Alors

pSnqm � tτ P Snm | Invpτq � m2Invpσq et σ P Snu. (4.8)

Preuve : Soient n,m P N¥1. À partir de la dé�nition 20 page 63, nous pouvons écrire
que Spτq � SpT pσqq pour τ P pSnqm et σ P Sn. En e�et, en remarquant que l'image
d'une transposition élémentaire a exactement m2 inversions 2, on trouve que le nombre
des inversions de T pσq est m2p#Spσqq .
Par conséquent : Invpτq � #Spτq � #SpT pσqq � m2Invpσq pour τ P pSnqm et σ P Sn.
�

Théorème 8. rHum, Kas09s Soit n P N¥1. Alors¸
σPSn

qInvpσq � r1sqr2sq � � � rnsq � rnsq!. (4.9)

Comme observé dans rHum, Kas09s : comme d'habitude en p�théorie, le coe�cient
p�multinomial est donné par

rc1 � c2 � � � � � cnsp!

rc1sp!rc2sp! � � � rcnsp!
. (4.10)

2. Pour toute inversion pi, jq de σ P Sn on a exactement m2 inversions pI, Jq de τ P pSnqm avec
I P vpi� 1qm� 1, imw et J P vpj � 1qm� 1, jmw
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Et ici, on a la spécialisation c1 � c2 � � � � � cn � 1 et p � q. Par conséquent :¸
σPSn

qInvpσq �
rc1 � c2 � � � � � cnsq!

rc1sq!rc2sq! � � � rcnsq!
� rnsq! .

Preuve du Théorème 7 page 64 : Elle se fait par statistique :
À partir de la dé�nition 20 page 63 et la proposition 8 page 64, nous pouvons écrire que :

pSnqm � tτ P Snm | Invpτq � m2Invpσq et σ P Snu.

Comme observé dans rHum, Kas09s : comme d'habitude en p�théorie, le coe�cient
p�multinomial est donné par

rc1 � c2 � � � � � cnsp!

rc1sp!rc2sp! � � � rcnsp!
. (4.11)

Et ici, on a la spécialisation c1 � c2 � � � � � cn � 1 et p � qm
2
. Par conséquent :

¸
τPpSnqm

qInvpτq �
¸
σPSn

pqm
2

qInvpσq �
rc1 � c2 � � � � � cnsqm2 !

rc1sqm2 !rc2sqm2 ! � � � rcnsqm2 !
� rnsqm2 !. (4.12)

�

4.2 Le produit de q�shu�e

Considérons un paramètre formel q.

Résumé : Dans cette partie, nous donnons une dé�nition formelle du produit de q�shu�e
et de son coproduit. En�n, nous mettons en évidence des liens existants entre le produit
de shu�e et le produit de q�shu�e.

4.2.1 Dé�nition et propriétés du produit de q�shu�e

Dé�nition 21. Soit w � a1a2 � � � an P X� un mot de longueur |w| � n et I un sous-
ensemble de t1, 2, � � � , nu � v1, nw.
Si I � ∅, on pose wrIs � 1X� ; si I � ti1   i2   � � �   iku, on pose wrIs � ai1 � � � aik .

Remarque 8. Par dé�nition, si l'on se donne une partition de v1, nw, c'est-à-dire p en-

sembles disjoints I1, I2, � � � , Ip véri�ant
p¥
j�1

Ij � v1, nw et les mots wrI1s, � � � , wrIps, on

retrouve naturellement w et |w| � n � n1 � n2 � � � � � np avec |Ij| � nj, pour tout
j P v1, pw.
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Exemple 22. Si X � ta, b, cu,
I1 � t1, 3, 4u, I2 � t2, 7, 9u , I3 � t5, 6, 8u avec wrI1s � abc, wrI2s � bca, wrI3s � cab,
alors, on retrouve w � abbccacba et |w| � |I1| � |I2| � |I3| � 3 � 3� 3 � 9.

Si l'on se donne p mots de longueur nj, j P v1, pw, on peut dé�nir leur shu�e d'une
manière pratique.
On marque n1 �n2 � � � ��np places sur une droite. On choisit d'abord n1 places arbitrai-
rement, on y place les lettres du mot u1 de gauche à droite, c'est-à-dire les unes après les
autres.
On fait de même pour u2, u3 jusqu'à up en utilisant les places restantes. On a donc construit
un mot de longueur n � n1�n2�� � ��np, noté w et Ij désigne le sous-ensemble de v1, nw
de places choisies pour situer les lettres du mot uj.
À la ligne, en parcourant toutes les places possibles de cette façon et en e�ectuant la
somme de tous les mots ainsi obtenus, on obtient ce que l'on appelle le produit de shu�e
des mots u1, � � � , up.
Maintenant, on se donne la dé�nition du produit de shu�e :

Dé�nition 22. (Le shu�e des mots : voir (3.33) page 47 ). Soient u1, � � � , up P X
� des

mots de longueur |uj| � |Ij| � nj, j P v1, pw. Leur shu�e est un polynôme de NxXy dé�ni
par

u1� u2� � � �� up �
¸

p¥
j�1

Ij � v1, nw

wPX�,wrIj s�uj

w, (4.13)

où |w| � |u1u2 � � �up| � n .

En insérant une puissance indéterminée q dans la dé�nition du produit de shu�e (
(4.13) page 66), on obtient une déformation intéressante, qui se révèle être un cas parti-
culier d'une construction dans rDkt97s. Nous pouvons écrire la dé�nition suivante :

Dé�nition 23. (Le q�shu�e des mots ). Soient u1, � � � , up P X
� des mots de longueur

|uj| � |Ij| � nj, j P v1, pw. On dé�nit un opérateur p�paire par

�q
ppu1, u2, � � � , upq �

¸
p¥
j�1

Ij � v1, nw

wPX�,wrIj s�uj

qInvpI1.��� .Ipqw, (4.14)

où |w| � |u1u2 � � �up| � n et I1I2 � � � Ip P Sn.
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Dé�nition 24. Soient a, b P X et w, u, v P X�. Le produit de q�shu�e est dé�ni récur-
sivement par

"
1X� �q w � w�q 1X� � w;
au�q bv � apu�q bvq � q|au|bpau�q vq.

(4.15)

Proposition 9. Soient u1, u2 P X� des mots de longueur |uj| � |Ij| � nj, j P v1, 2w.
Alors

�q
2pu1, u2q � u1�q u2. (4.16)

Exemple 23. Soit X � ta, b, c, du.
piq Pour u1 � ab et u2 � cd, on a :
�q

2pu1, u2q � u1�q u2 � abcd� qacbd� q2acdb� q2cabd� q3cadb� q4cdab.

piiq Pour u1 � aab et u2 � ab, on a :
�q

2pu1, u2q � u1�q u2 � p1 � q4 � q5qaabab� pq � 2q2 � 2q3 � q4qaaabb� q6abaab.

Remarque 9. Avec la notation précédente, la somme contient n!
n1!���np!

mots.

Cette opération p�qq interpole entre le produit de concaténation (pour q � 0) et le
produit de shu�e (pour q � 1).

Proposition 10. Si |X| ¥ 2, alors le produit de q�shu�e p�qq est commutatif si et
seulement si q � 1.

Preuve : Soit a, b P X. On a :
a�q b� b�q a � p1 � qqpab� baq.
�

Proposition 11. Le produit de q�shu�e p�qq est associatif.

Preuve : On fait une démonstration par récurrence sur la somme des longueurs | u |,
| v | et | w | :
piq 1X� �q u � u�q 1X� � u par dé�nition.
piiq Supposons que pour tous u, v et w de X� tels que | u | � | v | � | w |¤ n, on ait
pu�q vq�q w � u�q pv�q wq.
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piiiq Soient u, v, w P X� tels que | u | � | v | � | w |� n� 1 et soient a, b, c P X. On a

pau�q bvq�q cw �apu�q bvq�q cw � q|au|bpau�q vq�q cw

� appu�q bvq�q cwq � q|au|�|bv|cpapu�q bvq�q wq

� q|au|bppau�q vq�q cwq � q2|au|�|bv|cpbpau�q vq�q wq

� apu�q pbv�q cwqq � q|au|�|bv|cpapu�q bvq�q wq

� q|au|bpau�q pv�q cwqq � q2|au|�|bv|cpbpau�q vq�q wq

� apu�q bpv�q cwqq � q|bv|apu�q cpbv�q wqq � q|au|�|bv|cpapu�q bvq�q wq

� q|au|bpau�q pv�q cwqq � q2|au|�|bv|cpbpau�q vq�q wq

� apu�q bpv�q cwqq � q|bv|apu�q cpbv�q wqq � q|au|bpau�q pv�q cwqq

� q|au|�|bv|cppau�q bvq�q wq

� apu�q bpv�q cwqq � q|au|bpau�q pv�q cwqq � q|bv|apu�q cpbv�q wqq

� q|au|�|bv|cpau�q pbv�q wqq

� au�q pbv�q cwq.

(4.17)

�

À partir des propositions 9 page 67 et 11 page 67, nous pouvons écrire le corollaire suivant :

Corollaire 1. Soient u1, u2, � � � , up P X
� des mots de longueur |uj| � |Ij| � nj, j P v1, pw.

Alors
�q

ppu1, u2, � � � , upq � u1�q u2�q � � ��q up. (4.18)

Le produit de q�shu�e peut être considéré comme une application bilinéaire sur
NrqsxXy p�q : X� �X� ÝÑ NrqsxXyq. Grâce à la propriété universelle du produit tenso-
riel, on peut l'écrire comme �q : NrqsxXy b NrqsxXy ÝÑ NrqsxXy.
Corollaire 2. pQxXy,�q,1X�q est une algèbre non commutative (si q � 1 et |X| ¥ 2q et
associative avec unité.

4.2.2 Dé�nition et propriétés du coproduit de �q

Soit ∆�q le coproduit dual du produit de q�shu�e p�qq. Nous allons donner une
description combinatoire de ∆�q .

Proposition 12. Soit w P X� . Alors

∆�qpwq �
¸

I�J�v1,|w|w

qInvpI.JqwrIs b wrJs, (4.19)

où wrIs et wrJs sont les sous-mots de w P X� correspondant aux places données par I et
J .
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Comme dans (4.19) page 68, posons : ∆RHSpwq �
¸

I�J�v1,|w|w

qInvpI.JqwrIs b wrJs où

w P X�. Pour montrer que les deux coproduits sont égaux, on va montrer que leurs
produits associés sont égaux.

Lemme 6. Soit �RHS la loi duale de ∆RHS.
Alors "

1X� �RHS w � w �RHS 1X� � w,
au �RHS bv � apu �RHS bvq � q|au|bpau �RHS vq.

(4.20)

où a, b P X et w, u, v P X�.

Preuve : Soient a, b P X et u, v P X�. Nous pouvons écrire que :

w �RHS 1X� �
¸
uPX�

xw �RHS 1X� | uy u

�
¸
uPX�

xw b 1X� | ∆RHSpuqy u

�
¸
uPX�

x
¸

I�J�v1,|u|w

qInvpI.JqurIs b urJs | w b 1X�y u

�
¸
uPX�

¸
I�J�v1,|u|w

qInvpI.JqxurIs b urJs | w b 1X�y u

�
¸
uPX�

¸
I�J�v1,|u|w

qInvpI.JqxurIs | wyxurJs | 1X�y u

�
¸

u�wPX�

¸
I�v1,|u|w
J�H

qInvpIqxwrIs | wyx1X� | 1X�y w

� w.

De même 1X� �RHS w � w
et
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au �RHS bv �
¸
wPX�

xau �RHS bv | wy w

�
¸
wPX�

xaub bv | ∆RHSpwqy w

�
¸
wPX�

x
¸

I�J�v1,|w|w

qInvpI.JqwrIs b wrJs | aub bvy w

�
¸
wPX�

¸
I�J�v1,|w|w

1PI

qInvpI.JqxwrIs b wrJs | aub bvy w

�
¸
wPX�

¸
I�J�v1,|w|w

1PJ

qInvpI.JqxwrIs b wrJs | aub bvy w

�
¸
wPX�

¸
I�J�v1,|w|w

1PI

qInvpI.JqxwrIs | auyxwrJs | bvy w

�
¸
wPX�

¸
I�J�v1,|w|w

1PJ

qInvpI.JqxwrIs | auyxwrJs | bvy w

�
¸

w1PX�

¸
I�J�v1,|w|w

1PI

qInvpI
1.Jqxw1rI 1s | uyxwrJs | bvy aw1

�
¸

w1PX�

¸
I�J�v1,|w|w

1PJ

q|au|qInvpI.J
1qxwrIs | auyxwrJ 1s | vy bw1

� a
¸

w1PX�

¸
I�J�v1,|w|w

1PI

qInvpI
1.Jqxw1rI 1s b wrJs | ub bvy w1

� b
¸

w1PX�

¸
I�J�v1,|w|w

1PJ

q|au|qInvpI.J
1qxwrIs b wrJ 1s | aub vy w1

� a
¸

w1PX�

¸
I�J�v1,|w|w

qInvpI
1.Jqxw1rI 1s b wrJs | ub bvy w1

� q|au|b
¸

w1PX�

¸
I�J�v1,|w|w

qInvpI.J
1qxwrIs b wrJ 1s | aub vy w1

� apu �RHS bvq � q|au|bpau �RHS vq

où I 1 � I � t1u et J 1 � J � t1u.
�

Lemme 7. Soient ∆1 et ∆2 deux lois et leurs lois duales respectives �1 et �2.
Si �1 � �2, alors nous avons : ∆1 � ∆2.
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Preuve : Supposons �1 � �2 et montrons que ∆1 � ∆2. Soit w P X�, nous avons

∆1pwq �
¸

u,vPX�

x∆1pwq | ub vy ub v

�
¸

u,vPX�

xw | u �1 vy ub v

�
¸

u,vPX�

xw | u �2 vy ub v

�
¸

u,vPX�

x∆2pwq | ub vy ub v

� ∆2pwq.

(4.21)

�

Nous pouvons maintenant donner une preuve de la proposition 12 page 68.
Preuve de la Proposition 12 page 68 : Grâce au lemme 6 page 69 on montre que
�RHS � �q et grâce au lemme 7 page 70 on a ∆RHS � ∆�q .
�

On applique la dé�nition à 1X� , a et ab :
Soient w, u, v P X�, nous avons : x∆�qpwq | ub vy � xw | u�q vy et
∆�qpwq �

¸
u,vPX�

xw | u�q vyub v.

Exemple 24. On a :
piq ∆�qp1X�q � 1X� b 1X� .
piiq ∆�qpaq � ab 1X� � 1X� b a.
piiiq ∆�qpabq � abb 1X� � 1X� b ab� ab b� qbb a.

Voici l'expression combinatoire des itérés du coproduit du produit de q�shu�e : selon
les conventions générales, appliquées à un coproduit quelconque on dé�nit

∆p0q � Id; ∆pp�1q � p∆b Idbpq � ∆ppq. (4.22)

Nous pouvons écrire la proposition suivante :

Proposition 13. Soient w P X� et p P N¥2, on a :

∆pp�1q
�q

pwq �
¸

u1,u2,��� ,upPX�

xw | u1�q u2�q � � ��q upyu1 b � � � b up

�
¸

p¥
j�1

Ij � v1, nw

wPX�,wrIj s�uj

qInvpI1.��� .IpqpwrI1sq b pwrI2sq b � � � b pwrIpsq

(4.23)
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avec |uj| � |Ij| � nj, j P v1, pw et n � |w| � |u1u2 � � �up|.

Preuve : Soit u1, u2, � � � , up P X
�, on a :

u1�q u2�q � � ��q up �
¸

p¥
j�1

Ij � v1, nw

uPX�,urIj s�uj

qInvpI1.��� .Ipqu.

Alors

¸
u1,u2,��� ,upPX�

xw | u1�q u2�q � � ��q upyu1 b � � � b up

�
¸

u1,u2,��� ,upPX�

xw |
¸

p¥
j�1

Ij � v1, nw

uPX�,urIj s�uj

qInvpI1.��� .Ipquyu1 b � � � b up

�
¸

u1,u2,��� ,upPX�

¸
p¥
j�1

Ij � v1, nw

uPX�,urIj s�uj

qInvpI1.��� .Ipqxw | uyu1 b � � � b up .

Les sommes ci-dessus sont des sommes �nies, ce qui explique que l'on puisse échanger
l'ordre de sommation. Si tous les Ij sont �xés alors xw | uy � 0 implique uj � wrIjs pour
tout j P v1, pw.

¸
u1,u2,��� ,upPX�

xw | u1�q u2�q � � ��q upyu1 b � � � b up

�
¸

p¥
j�1

Ij � v1, nw

wPX�,wrIj s�uj

qInvpI1.��� .IpqpwrI1sq b pwrI2sq b � � � b pwrIpsq

�
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Corollaire 3. Soient w P X� et p P N¥2. Pour q � 1, on a :

∆pp�1q
�

pwq �
¸

u1,u2,��� ,upPX�

xw | u1� u2� � � �� upyu1 b � � � b up

�
¸

p¥
j�1

Ij � v1, nw

wPX�,wrIj s�uj

pwrI1sq b pwrI2sq b � � � b pwrIpsq

(4.24)

avec |uj| � |Ij| � nj, j P v1, pw et n � |w| � |u1u2 � � �up|.

Exemple 25. Pour p � 2, nous avons :
∆�qpabbq � abbb 1X� � 1X� b abb� pq � q2qbb ab� p1 � qqabb b� ab bb� q2bbb a.

On voit bien que dans cet exemple que le coe�cient de ub v dans ∆�qpwq est égal au
coe�cient de w � abb dans u�q v.

Proposition 14. pQrqsxXy,∆�q , eq est une co-algèbre associative avec unité (co-AAU)
et epP q � xP | 1X�y.

Preuve : Coassociativité de ∆�q :
Montrons que p∆�q b Idq � ∆�q � pIdb ∆�qq � ∆�q . Soit w P X�, nous avons

p∆�q b Idq � ∆�qpwq �
¸

u,vPX�

p∆�q b Idqxw | u�q vyub v

�
¸

u,vPX�

xw | u�q vy∆�qpuq b v

�
¸

u,vPX�

xw | u�q vy
¸

u1,u2PX�

xu | u1�q u2yu1 b u2 b v

�
¸

u1,u2,vPX�

xw | u1�q u2�q vyu1 b u2 b v.

(4.25)

De même

pIdb ∆�qq � ∆�qpwq �
¸

u,v1,v2PX�

xw | u�q v1�q v2yub v1 b v2.

C'est donc la même chose, aux indices muets de sommation près.
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Counité de ∆�q . On a : e : QrqsxXy ÝÑ Qrqs.
Montrons que pIdb eq � ∆�q � peb Idq � ∆�q . Soit w P X�, nous avons

pIdb eq � ∆�qpwq �
¸

u,vPX�

pIdb eqxw | u�q vyub v

�
¸

u,vPX�

xw | u�q vyub epvq.

(4.26)

Posons

epvq � xa | u�q vy �

"
0 si v � 1X�

1 si v � 1X�

ainsi epP q � xP | 1X�y.
Donc les termes de la somme sont nuls si v � 1X� .

pIdb eq � ∆�qpwq � xw | wyw b 1K � w b 1K.

�

En e�et c'est le dual (graduée pour le multidegré) de l'algèbre (AAU) pQrqsxXy,�q,1X�q
comme il résulte de rDtp10s.

4.2.3 Relation entre � et �q

Rappelons que le produit de q�shu�e p�qq est une interpolation entre le produit de
concaténation (pour q � 0) et le produit de shu�e � (pour q � 1). Le but de cette partie
est de mettre en évidence des liens existants entre le � et �q.

Dans tout le document, nous dirons qu'un mot w est un shu�e de u et de v si w P u� v
(c'est-à-dire w P supppu� vq). Par exemple, on a :

ab� ab � 2abab� 4aabb.

piq abab P ab�ab : on dira que abab est un shu�e de ab et de ab (ou abab P supppab�abq).
piiq aabb P ab�ab : on dira que aabb est un shu�e de ab et de ab (ou aabb P supppab�abq).

À partir des dé�nitions 22 page 66 et 23 page 66, on peut écrire le lemme suivant :
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Lemme 8. Soit u1, u2, � � � , up P X
� , où p P N¥1. Alors

supppu1�q u2�q � � ��q upq � supppu1� u2� � � �� upq, (4.27)

où xu1�q u2�q � � ��q up | vy P Nrqs, @v P X�.

Preuve : Posons :
supppu1�q u2�q � � ��q upq � tv P X� | xu1�q u2�q � � ��q up | vy � αvpqq � 0u et

supppu1� u2� � � �� upq � tu P X� | xu1� u2� � � �� up | uy � αup1q � 0u.

αvpqq P Nrqs, alors on peut écrire que αvpqq �
¸

0¤j¤d

ajq
j où aj P N pour j P v0, dw.

Il nous su�t de montrer que αvpqq � 0 si et seulement si αvp1q � 0.

piq Supposons que αvp1q � 0 alors le polynôme αvpqq n'est pas identiquement nul.

piiq Supposons que αvpqq � 0, αvpqq �
¸

0¤j¤d

ajq
j, aj ¥ 0 et ad ¡ 0. Alors

αvp1q �
¸

0¤j¤d

aj ¥ ad ¡ 0.

De plus, supppu1�q u2�q � � ��q upq � tu P X� | xu1�q u2�q � � ��q up | uy � 0u � tu P
X� | xu1� u2� � � �� up | uy � 0u � supppu1� u2� � � �� upq.
�

À partir de l'exemple 21 page 21 et l'équation (4.4) page 62 , nous pouvons écrire la
dé�nition suivante :

Dé�nition 25. Notons KxXyn le sous-espace de KxXy engendré par les mots de longueur
n P N¥1. Une action à droite du groupe symétrique Sn sur KxXyn, est dé�nie par

pwiqσ � wσpiq avec wi P X et i P v1, nw (4.28)

pour tout mot w de longueur n, où wi représente la iieme lettre de w. De façon équivalente,
w � w1w2 � � �wn, nous avons

pwqσ � pw1w2 � � �wnqσ � wσp1qwσp2q � � �wσpnq. (4.29)

Cette action à droite de Sn sur les mots de longueur n s'étend par linéarité à une
action de l'algèbre de groupe KSn sur KxXyn.

Exemple 26. Soient v � a1a2a3 et u � abab � a1a2a3a4.
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piq Pour σ � 213, on a : pvqσ � pa1a2a3q213 � aσp1qaσp2qaσp3q � a2a1a3.

piiq Pour σ � 3124, on a : puqσ � pababq3124 � aσp1qaσp2qaσp3qaσp4q � a3a1a2a4 � aabb.
piiiq Pour a1 � a3 � a et a2 � a4 � b, on a :¸

σP12�34

pababqσ �
¸

σP12�34

aσp1qaσp2qaσp3qaσp4q

� a1a2a3a4 � a1a3a2a4 � a1a3a4a2

� a3a1a2a4 � a3a1a4a2 � a3a4a1a2

� abab� aabb� aabb

� aabb� aabb� abab

� 2pabq2 � 4aabb.

Dans la suite, on utilise le support mais dans ce cas, on considère l'algèbre du groupe
symétrique comme un sous-espace d'un espace de polynômes sur des mots.

Dé�nition 26. Soient m, k P N¥1.
On dé�nit le k�ième shu�e décalé de r1...ms par

r1...ms�̄k � p1...mq� pm� 1...2mq� p2m� 1...3mq� � � �� ppk � 1qm� 1...kmq, (4.30)

où supppr1...ms�̄kq P Skm.

Exemple 27. r12s�̄2 � p12q� p34q � 12� 34 � 1234� 1324� 1342� 3124� 3142� 3412
et supppr12s�̄2q � t1234, 1324, 1342, 3124, 3142, 3412u P S4.

Lemme 9. Soient m, k P N¥1. Alors

r1...ms�̄k �
¸

τ1PpSkqm

τ1 �
¸

τ2Pr1���ms�̄k

τ2RpSkqm

τ2, (4.31)

où τ1, τ2 P Skm.

Preuve : Soient u1, u2, � � � , uk P X
� de longueurs respectives n1, n2, � � � , nk

et n � n1 � n2 � � � � � nk. Le polynôme u1 � u2 � � � � � uk est la somme de n!
n1!���nk!

mots de longueur n. Si n1 � n2 � � � � � nk, alors on a n � n1k. On peut écrire que
n!

n1!���nk!
� pn1kq!

pn1!qk
¥ k! et le cardinal de pSkqm est k!. On conclut en remarquant que

r1...ms�̄k est sans multiplicités.
�

Lemme 10. Soient u, v P X� . Alors
piq u� v �

¸
σPp1���|u|q�p|u|�1���|u|�|v|q

puvqσ.
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piiq u�q v �
¸

σPp1���|u|q�p|u|�1���|u|�|v|q

qInvpσqpuvqσ.

où σ P S|u|�|v|.

Preuve : piq Posons uv � a1a2 � � � a|u|�|v|. À partir des dé�nitions 22 page 66 et 25
page 75, nous pouvons écrire que :

u� v �
¸

σPp1���|u|q�p|u|�1���|u|�|v|q

puvqσ �
¸

σPp1���|u|q�p|u|�1���|u|�|v|q

aσp1qaσp2qaσp3q � � � aσp|u|�|v|q.

(4.32)
piiq Posons uv � a1a2 � � � a|u|�|v|. À partir de la dé�nition 25 page 75 et du lemme 8 page
75, nous pouvons écrire que :

u�qv �
¸

σPp1���|u|q�p|u|�1���|u|�|v|q

qInvpσqpuvqσ �
¸

σPp1���|u|q�p|u|�1���|u|�|v|q

qInvpσqaσp1qaσp2qaσp3q � � � aσp|u|�|v|q.

(4.33)
�

Exemple 28. u � ab, v � ab et uv � abab � a1a2a3a4 (avec a1 � a3 � a et a2 � a4 � b).

u�q u � ab�q ab

�
¸

σPp12q�p34q

qInvpσqaσp1qaσp2qaσp3qaσp4q

� qInvp1234qa1a2a3a4 � qInvp1324qa1a3a2a4 � qInvp1342qa1a3a4a2

� qInvp3124qa3a1a2a4 � qInvp3142qa3a1a4a2 � qInvp3412qa3a4a1a2

� abab� qaabb� q2aabb

� q2aabb� q3aabb� q4abab

� p1 � q4qpabq2 � pq � 2q2 � q3qaabb.

(4.34)

Remarque 10. Soient α P NpXq et Xα � aα1
1 a

α2
2 � � � aαnn avec a1   a2   � � � an P X et

n, α1, α2, � � � , αn P N¥1. Alors

MpXαq � supppaα1
1 � aα2

2 � � � �� aαnn q. (4.35)

Exemple 29. Soit Xα � a2b2 avec X � ta   bu et α � p2, 2q. Nous avons :
a2
� b2 � a2b2 � abab� ab2a� ba2b� baba� b2a2 .

supppa2
� b2q � ta2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2u et

Mpa2b2q � ta2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2u.
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4.3 Construction récursive des S
pqq
w , w P X�

Considérons un paramètre formel q.

Résumé : Dans cette partie, nous présentons une triangularisation des éléments `�qk

( ` P LynpXq et k P N¥1) et une construction récursive de la famille pSpqqw qwPX� . La famille
pS

pqq
w qwPX� est dé�nie par la même relation de récurrence que la famille pSwqwPX� que nous

avons considéré plus haut (3.34) page 47 .

4.3.1 Triangularisation des éléments `�qk ( ` P LynpXq et k P N¥1)

Le théorème suivant montre que les éléments `�qk sont triangulaire par rapport à
l'ordre lexicographique :

Théorème 9. Soient α P NpXq, k P N¥1, ` P LynpXq et `k P Xα. Alors

`�qk � rksq|`|2 !`k �
¸
u `k

uPXα

βupqqu, (4.36)

où βupqq � x`�qk | uy P Nrqs.

Pour la preuve de ce théorème, nous allons écrire la proposition suivante due à C.
Reutenauer et G. Mélançon rReu93, Mre89, Mela91s :

Proposition 15. rReu93, Mre89, Mela91s Soient α P NpXq, k P N¥1, ` P LynpXq et
`k P Xα. Posons `�k � p`q�k � `� � � �� `looooomooooon

k fois

. Alors

`�k � k!`k �
¸
u `k

uPXα

βup1qu, (4.37)

où βup1q � x`�k | uy P N.

Lemme 11. Soient α P NpXq, k P N¥1, ` P LynpXq et `k P Xα. Alors

`�k � k!`k �
¸

τPr1���|`|s�̄k

τRpSkq|`|

p`kqτ, (4.38)

où τ P Sk|`|.
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Preuve : À partir de la dé�nition 20 page 63, du lemme 10 page 76, théorème 7 page
64 et aux équations (4.30) page 76 et (4.31) page 76, nous pouvons écrire que :

r1...|`|s�̄k � p1...|`|q� p|`| � 1...2|`|q� p2|`| � 1...3|`|q� � � �� ppk � 1q|`| � 1...k|`|q,

`�k �
¸

τPr1���|`|s�̄k

p`kqτ �
¸

τ1PpSkq|`|

p`kqτ1 �
¸

τ2Pr1���|`|s
�̄k

τ2RpSkq|`|

p`kqτ2

avec τ1, τ2 P Sk|`| et `�k � k!`k �
¸
u `k

uPXα

βup1qu.

Sachant que le cardinal de pSkq|`| est k!, les seules permutations de r1...|`|s�̄k laissant
`k invariant sont celles de pSkq|`| (c'est-à-dire p`kqτ1 � `k pour τ1 P pSkq|`|).
�

Preuve du Théorème 9 page 78 :
D'après la proposition 15 page 78, on a suppp`�kq � tu ¤ `k | u P Xαu. Comme d'après
le lemme 8 page 75, suppp`�qkq � suppp`�kq, il su�t donc de calculer le coe�cient de `k

dans le développement de `�qk. D'après les lemmes 10 page 76 et 11 page 78, ce coe�cient
est

¸
τPpSkq|`|

qInvpτq. On conclut en utilisant le théorème 7 page 64.

�

Exemple 30. piq Pour w � p`q2 � pabq2 � abab � a1a2a3a4 avec a1 � a3 � a et
a2 � a4 � b, nous avons

pabq�2 �
¸

σPr12s�̄2

pababqσ

�
¸

σP12�34

aσp1qaσp2qaσp3qaσp4q

� a1a2a3a4 � a1a3a2a4 � a1a3a4a2

� a3a1a2a4 � a3a1a4a2 � a3a4a1a2

� abab� aabb� aabb

� aabb� aabb� abab

� 2!pabq2 � 4aabb.
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piiq Pour w � p`q2 � pabq2 � abab � a1a2a3a4 avec a1 � a3 � a et a2 � a4 � b, nou avons

pabq�q2 �
¸

σPr12s�̄2

qInvpσqpababqσ

�
¸

σP12�34

qInvpσqaσp1qaσp2qaσp3qaσp4q

� qInvp1234qa1a2a3a4 � qInvp1324qa1a3a2a4 � qInvp1342qa1a3a4a2

� qInvp3124qa3a1a2a4 � qInvp3142qa3a1a4a2 � qInvp3412qa3a4a1a2

� abab� qaabb� q2aabb

� q2aabb� q3aabb� q4abab

� p1� q4qpabq2 � pq � 2q2 � q3qaabb

� r2sq4 !pabq2 � pq � 2q2 � q3qaabb.

piiiq Pour w � p`q2 � paabq2 � aabaab � a1a2a3a4a5a6 avec a1 � a2 � a4 � a5 � a et
a3 � a6 � b, nous avons

paabq�q2 �
¸

σPr123s�̄2

qInvpσqpaabaabqσ

�
¸

σP123�456

qInvpσqaσp1qaσp2qaσp3qaσp4qaσp5qaσp6q

� r2sq9 !paabq2 � pq8 � q7 � q6 � q3 � q2 � qqa3bab

� pq7 � 2q6 � 3q5 � 3q4 � 2q3 � q2qa4b2.

4.3.2 Construction récursive des Spqqw , w P X�

La construction des éléments Spqqw , w P X� est l'un des objectifs principaux de cette
thèse. Ils sont, en fait, dé�nis par la même relation de récurrence que les Sw, w P X�. Pour
cela rappelons la construction des Sw, w P X� (3.34) page 47 dans rReu93, Mre89, Mela91s :

Sw �

$''''&
''''%

w si |w| � 1X� ;
aSu si w � au et w P LynpXq ;

S� i1`1
� � � �� S� ik`k

i1! . . . ik!
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

La famille pSpqqw qwPX� est un q�analogue de la famille pSwqwPX� . Le théorème suivant nous
donne une construction récursive des Spqqw , w P X� :
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Théorème 10. Soit w P X�. Alors

Spqqw �

$''''&
''''%

w si |w| � 1X� ;

aS
pqq
u si w � au et w P LynpXq ;

pS
pqq
`1
q�q i1 �q � � ��q pS

pqq
`k
q�q ik

ri1sq|`1|2 ! . . . riksq|`k|2 !
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(4.39)

Pour la preuve de ce théorème, nous allons écrire la proposition suivante :

Proposition 16. Soient α P NpXq et w � `i11 `
i2
2 � � � `

ik
k P Xα avec `1 ¡ `2 ¡ � � � ¡ `k P

LynpXq, k, i1, i2, � � � , ik P N¥1. Alors

piq Qw �
`
�i1
1 �`

�i2
2 �����`

�ik
k

i1!i2!���ik!
� w �

¸
u w
uPXα

βup1qu,

où βup1q � xQw | uy P N .

piiq Q
pqq
w �

`
�qi1
1 �q`

�qi2
2 �q ����q`

�qik
k

ri1s
q|`1|

2 !ri2s
q|`2|

2 !���riks
q|`k|

2 !
� w �

¸
u w
uPXα

βupqqu,

où βupqq � xQ
pqq
w | uy P Q�pqq .

piiiq supppQwq � supppQ
pqq
w q.

Preuve : piq À partir de la proposition 15 page 78 , nous pouvons écrire que : pour tous
`j P LynpXq, j P v1, kw on a : `�ijj � ij!p`jq

ij �
¸

vj p`jq
ij

cvjp1qvj avec cvjp1q � x`
�ij
j | vjy.

Les coe�cients du support du polynôme `�i11 �`�i22 �� � ��`�ikk sont des entiers naturels tous
divisibles par i1!i2! � � � ik! et `

i1
1 `

i2
2 � � � `

ik
k apparaît dans ce polynôme. De plus si u1 . . . uk �

w, u1   `i11 , . . . , uk   `ikk et |u1| � |`i11 |, . . . , |uk| � |`ikk | alors u1 � � �uk   w. Donc, on a :

`�i11 � `�i22 � � � �� `�ikk � i1!i2! � � � ik!.`
i1
1 � � � `

ik
k �

¸
u w
uPXα

θup1qu. (4.40)

De plus, en divisant (4.40) page 81 par i1!i2! � � � ik!, on obtient Qw.
piiq À partir du théorème 9 page 78, nous pouvons écrire que : pour tous `j P LynpXq,
j P v1, kw on a : `�qijj � rijsq|`j |2 !p`jq

ij �
¸

vj p`jq
ij

cvjpqqvj avec cvjpqq � x`
�qij
j | vjy et

x`
�qi1
1 �q `

�qi2
2 �q � � ��q `

�qik
k | `i11 � � � `

ik
k y � ri1sq|`1|2 ! � � � riksq|`k|2 !. De plus si u1 . . . uk � w,

u1   `i11 , . . . , uk   `ikk et |u1| � |`i11 |, . . . , |uk| � |`ikk | alors u1 � � �uk   w. Donc, on a :

`
�qi1
1 �q `

�qi2
2 �q � � ��q `

�qik
k � ri1sq|`1|2 ! � � � riksq|`k|2 !`i11 � � � `

ik
k �

¸
u w
uPXα

θupqqu. (4.41)
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De plus, en divisant (4.41) page 81 par ri1sq|`1|2 ! � � � riksq|`k|2 !, on obtient Qpqq
w .

où θupqq P Nrqs.

piiiq À partir du lemme 8 page 75 et le théorème 9 page 78, nous pouvons écrire que
suppp`�i11 � `�i22 � � � �� `�ikk q � suppp`

�qi1
1 �q `

�qi2
2 �q � � ��q `

�qik
k q.

Par conséquent supppQwq � supppQ
pqq
w q .

�

Preuve du Théorème 10 page 81 : La famille pSpqqw qwPX� est un q�analogue de la fa-
mille pSwqwPX� . Les éléments Spqqw sont, en fait, dé�nis par la même relation de récurrence
que les Sw, w P X�. Les propositions 15 page 78 et 16 page 81 et le théorème 9 page 78
justi�ent l'expression de la formule des Spqqw , w P X� .
�

Exemple 31. Soient X � ta   bu et MpXαq � taabb   abab   abba   baab   baba  
bbaau l'ensemble de tous les mots multihomogènes de multidegré α � p2, 2q. Nous avons
successivement :

S
pqq
a2b2 � a2b2 ;

S
pqq
abab �

S
�q2
ab

1 � q4

�
1

1 � q4
pab�q abq � abab�

q � 2q2 � q3

1 � q4
a2b2 ;

S
pqq
ab2a � ab2

�q a

� pq2 � q3qa2b2 � ab2a� qabab ;

S
pqq
ba2b � b�q a

2b

� ba2b� qabab� pq2 � q3qa2b2 ;

S
pqq
baba � b�q ab�q a

� pq5 � 2q4 � q3qa2b2 � pq2 � 2q3qabab� pq � q2qba2b� pq � q2qab2a� baba ;

S
pqq
b2a2 �

S
�q2
b

1 � q
�q

S
�q2
a

1 � q

� b2a2 � q4a2b2 � q2ba2b� q2ab2a� q3abab� qbaba.
(4.42)
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La matrice N � pxS
pqq
u | vyqu,vPXα recherchée est donc :

�
���������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

S
pqq
a2b2 � 1 0 0 0 0 0

S
pqq
abab �

q�2q2�q3

1�q4 1 0 0 0 0

S
pqq
ab2a � q2 � q3 q 1 0 0 0

S
pqq
ba2b � q2 � q3 q 0 1 0 0

S
pqq
baba � q5 � 2q4 � q3 q2 � 2q3 q � q2 q � q2 1 0

S
pqq
b2a2 � q4 q3 q2 q2 q 1

�
��������
. (4.43)

4.3.3 Triangularité des éléments Spqqw , w P X�

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que le produit de q�shu�e p�qq est
une interpolation entre le produit de shu�e p�q (pour q � 1) et le produit de concaténa-
tion (pour q � 0).

La famille pSpqqw qwPX� est un q�analogue de la famille pSwqwPX� .

Corollaire 4. Soit w P X�. Alors
Sw � Sp1qw . (4.44)

Lemme 12. Soient k P N¥1 et T
pqq
1 , . . . , T

pqq
k des polynômes homogènes à coe�cients dans

Nrqs. Alors
supppT

pqq
1 �q � � ��q T

pqq
k q � supppT

p1q
1 � � � �� T

p1q
k q (4.45)

avec supppT pqq
i q � supppT

p1q
i q pour i P v1, kw.

Preuve : Soit pT pqq
1 , � � � , T

pqq
k q P pNrqsxXyqk. En posant T pqq

i �
¸

uiPX�

xT
pqq
i | uiyui, on

calcule T pqq
1 �q � � ��q T

pqq
k par

T
pqq
1 �q � � ��q T

pqq
k �

¸
u1,��� ,ukPX�

� k¹
i�1

xT
pqq
i | uiy

	
u1�q � � ��q uk

et T p1q
1 � � � �� T

p1q
k par

T
p1q
1 � � � �� T

p1q
k �

¸
u1,��� ,ukPX�

� k¹
i�1

xT
p1q
i | uiy

	
u1� � � �� uk.

On conclut la preuve en utilisant le lemme 8 page 75 : supppu1� � � �� ukq � supppu1�q

� � ��q ukq.
�
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Lemme 13. Soit w P X�. Alors

supppSwq � supppSpqqw q. (4.46)

Preuve : Soit w � `i11 . . . `
ik
k avec `1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq et k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

Rappelons que : Sw � S
p1q
w et

Q
p1q
w �

`
�i1
1 �`

�i2
2 �����`

�ik
k

i1!i2!���ik!
et Qpqq

w �
`
�qi1
1 �q`

�qi2
2 �q ����q`

�qik
k

ri1s
q|`1|

2 !ri2s
q|`2|

2 !���riks
q|`k|

2 !
.

Nous avons pu démontrer dans le lemme 8 page 75 et dans la proposition 16 page 81 que
suppp`�kq � suppp`�qkq pour ` P LynpXq et que supppQp1q

w q � supppQ
pqq
w q pour w P X�.

Or dans rReu93, Mre89, Mela91s, nous pouvons écrire que : Sp1q`j
� `j �

¸
uj `j

βujp1quj

pour j P v1, kw. Donc

S
p1q
w �

p`1�

¸
u1 `1

βu1p1qu1q
�i1
� � � �� p`k �

¸
uk `k

βukp1qukq
�ik

i1!���ik!
� Q

p1q
w �Q

1p1q
w

où Q1p1q
w �

¸
u1,��� ,ukPX

�

u1���uk�w

� k¹
i�1

xS
p1q
`i

| uiy
	
u1� � � �� uk

i1!...ik!
. À partir du corollaire 4 page 83, nous

pouvons écrire que :

S
pqq
w �

p`1�

¸
u1 `1

βu1pqqu1q
�qi1

�q � � ��q p`k �
¸
uk `k

βukpqqukq
�qik

ri1s
q|`1|

2 !...riks
q|`k|

2 !
� Q

pqq
w �Q

1pqq
w et

on obtient Q1pqq
w �

¸
u1,��� ,ukPX

�

u1���uk�w

� k¹
i�1

xS
pqq
`i

| uiy
	
u1�q � � ��q uk

ri1s
q|`1|

2 !...riks
q|`k|

2 !
.

À partir du lemme 8 page 75, on a supppu1 � � � �� ukq � supppu1 �q � � ��q ukq. Donc
supppQ

1p1q
w q � supppQ

1pqq
w q.

À partir du lemme 12 page 83, on a supppQ
p1q
w � Q

1p1q
w q � supppQ

pqq
w � Q

1pqq
w q. Donc

supppS
p1q
w q � supppS

pqq
w q.

�

Proposition 17. Soit α P NpXq. Alors, la famille pSpqqw qwPXα est multihomogène et trian-
gulaire inférieure :

Spqqw � w �
¸
v w
vPXα

βvpqqv avec βvpqq � xSpqqw | vy P Q�pqq. (4.47)
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Preuve : Un théorème dû a G.Mélançon et C.Reutenauer rReu93, Mre89, Mela91s
prouve que la famille pSp1qw qwPXα est multihomogène et triangulaire inférieure :

Sp1qw � w �
¸
v w
vPXα

αvp1qv avec αvp1q � xSp1qw | vy P N

et le lemme 13 page 84 psupppSp1qw q � supppS
pqq
w qq nous assurent que la famille pSpqqw qwPXα

est multihomogène et triangulaire inférieure.
�

Proposition 18. Soit α P NpXq. Alors, la famille pSpqqw qwPXα forme une base de QpqqxXyα
(voir page 43).

Preuve : La famille pSpqqw qwPXα est multihomogène et triangulaire inférieure.
Il est facile de voir que N � pxS

pqq
u | vyqu,vPXα est inversible, nulpotente et �nie par blocs.

�

4.4 Construction récursive des P
pqq
w , w P X�

Considérons un paramètre formel q.

Résumé : La construction donnée dans les paragraphes précédents montre que la fa-
mille pSpqqw qwPX� est multihomogène et triangulaire inférieure, ce qui permet de considérer
la famille duale, que nous désignons par pP pqq

w qwPX� . Ces deux familles sont duales l'une
de l'autre : xSpqqu | P

pqq
v y � δuv pour tous u, v P X�. Par dualité, il est donc possible de

construire la famille pP pqq
w qwPX� qui est l'objectif principal de cette partie.

4.4.1 Construction des éléments P pqq
w , w P X�

Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et échange les
caractères "inférieur" et "supérieur". On peut alors construire les éléments P pqq

w , w P X�

comme suit :
Pour chaque multidegré α P NpXq, on construit la matrice N des coe�cients des Spqqw ,
w P Xα sur les mots :

Nu,v � xSpqqu | vy, u, v P Xα. (4.48)

La matrice des coe�cients des P pqq
w , w P Xα sur les mots, est donnée par :

M � pxP pqq
u | vyqu,vPXα . (4.49)

Il est facile de voir que N est inversible en tant que matrice de changement de base.

u �
¸
wPX�

xSpqqw | uyP pqq
w et u �

¸
wPX�

xP pqq
w | uySpqqw , (4.50)
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de manière équivalente

xSpqqu | P pqq
v y � δuv, @u, v P X�. (4.51)

Les matrices N et M véri�ent l'identité M � ptNq�1.
La construction présentée dans le lemme 5 page 45 est en fait plus générale, comme le
montre ci-dessous.

Proposition 19. Soient α P NpXq et MpXαq � tw1   w2 � � �   wmumPN¥1 l'ensemble de
tous les mots multihomogènes de multidegré α � pα1, α2, � � � , αnq (Remarque 10 page 77 )
. Alors

P pqq
wm�j

� wm�j �
m̧

r�m�j�1

xSpqqwr | wm�jyP
pqq
wr avec j P v0,m� 1w. (4.52)

Preuve : Voir le lemme 5 page 45.
�

Exemple 32. Soient X � ta   bu et MpXαq � taabb   abab   abba   baab   baba  
bbaau l'ensemble de tous les mots multihomogènes de multidegré α � p2, 2q.

P
pqq
b2a2 � b2a2 ;

P
pqq
baba � baba� qP

pqq
b2a2

� baba� qb2a2 ;

P
pqq
ba2b � ba2b� pq � q2qP

pqq
baba � q2P

pqq
b2a2

� ba2b� pq � q2qbaba� q3b2a2 ;

P
pqq
ab2a � ab2a� pq � q2qP

pqq
baba � q2P

pqq
b2a2

� ab2a� pq � q2qbaba� q3b2a2 ;

P
pqq
abab � abab� qP

pqq
ab2a � qP

pqq
ba2b � pq2 � 2q3qP

pqq
baba � q3P

pqq
b2a2

� abab� qab2a� qba2b� q2baba ;

P
pqq
a2b2 � a2b2 �

qpq2 � 2q � 1q

1 � q4
P
pqq
abab

� pq2 � q3qP
pqq
ab2a � pq2 � q3qP

pqq
ba2b � pq3 � 2q4 � q5qP

pqq
baba � q4P

pqq
b2a2

� a2b2 �
qpq2 � 2q � 1q

1 � q4
abab�

q3pq4 � q3 � q � 1q

1 � q4
ab2a

�
q3pq4 � q3 � q � 1q

1 � q4
ba2b�

q7pq2 � 2q � 1q

1 � q4
baba� q6b2a2.

(4.53)
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La matrice recherchée M � ptNq�1 � pxP
pqq
u | vyqu,vPXα est donnée par

�
���������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

P
pqq
a2b2 � 1 �qpq2�2q�1q

1�q4

�q3pq4�q3�q�1q
1�q4

�q3pq4�q3�q�1q
1�q4

q7pq2�2q�1q
1�q4 �q6

P
pqq
abab � 0 1 �q �q q2 0

P
pqq
ab2a � 0 0 1 0 �q � q2 q3

P
pqq
ba2b � 0 0 0 1 �q � q2 q3

P
pqq
baba � 0 0 0 0 1 �q

P
pqq
b2a2 � 0 0 0 0 0 1

�
��������

(4.54)

4.4.2 Caractérisation des éléments P pqq
w , w P X�

Nous avons vu dans les paragraphes précédents que le produit de q�shu�e p�qq est une
interpolation entre le produit de shu�e p�q (pour q � 1) et le produit de concaténation
(pour q � 0).
Les éléments P pqq

w , w P X� sont caractérisés par :

Proposition 20. Soit α P NpXq. Alors, la famille pP pqq
w qwPXα est multihomogène et trian-

gulaire supérieure :

P pqq
w � w �

¸
w v
vPXα

βvpqqv avec βvpqq � xP pqq
w | vy P Qpqq. (4.55)

Preuve : Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et
échange les caractères "supérieur" et "inférieur". Par conséquent, la base duale d'une base
triangulaire inférieure est triangulaire supérieure (voir lemme 4 page 45).
De plus, le mot w P Xα est le plus petit mot par rapport à l'ordre lexicographique tel que
xP

pqq
w | vy � 0, @v P Xα : w � minpsupppP

pqq
w qq.

�

Proposition 21. Soit α P NpXq. Alors

les polynômes pP pqq
w qwPXα forment une base de QpqqxXyα (lire page 43).

Preuve : Il est facile de voir que la matrice M est inversible (proposition 20 page 87).
Le processus de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et échange les
caractères "supérieur" et "inférieur". Par conséquent, la base duale d'une base triangulaire
inférieure est une base triangulaire supérieure (voir lemme 4 page 45).
�
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Proposition 22. Soit w P X�. Alors

P p1q
w � Pw �

$'''''&
'''''%

w si |w| ¤ 1 ;�
P
p1q
`1
, P

p1q
`2

�
si w � ` P LynpXq8X et p`1, `2q � σp`q ;

pP
p1q
`1
qi1 . . . pP

p1q
`k
qik si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(4.56)

Dé�nition 27. Soient ` P LynpXq et σp`q sa factorisation standard.
On dé�nit le q�crochet de ` par

r`sq �

"
` si |`| ¤ 1 ;

rr`1sq, r`2sqsq|`|�1 si σp`q � p`1, `2q et `1, `2 P LynpXq. (4.57)

Conjecture 1. (Test numérique) Soit ` P LynpXq. Si supppP pqq
` q � supppP

p1q
` q, alors

P
pqq
` � r`sq (4.58)

jusqu'à l'ordre 11 (c'est-à-dire pour tous les mots de Lyndon de longueur inférieure ou
égale à 11).

Exemple 33. piq P pqq
ab � rabsq � ra, bsq � ab� qba.

piiq P
pqq
abb � rabbsq � rra, bsq, bsq2 � abb� pq � q2qbab� q3bba.

piiiq P
pqq
bbbc � rbbbcsq � rb, rb, rb, csqsq2sq3 � bbbc�pq�q2�q3qbbcb�pq3�q4�q5qbcbb�q6cbbb.

Proposition 23. Soient i, j P N et X � ta   bu. Alors

P
pqq

aibaj
� raibsqa

j. (4.59)

Preuve : Montrons que P pqq

aibaj
� raibsqa

j par récurrence sur i. En e�et, nous pouvons

calculer explicitement les Spqq
aibaj

� 1
rjsq !

S
pqq

aib
�q a

�qj � S
pqq

aib
�q a

j �
j̧

h�0

qh
rh� isq!

rhsq!risq!
ai�hbaj�h.

On en déduit que

P
pqq

aibaj
� aibaj�

i�1̧

h�0

xqi�hS
pqq

ahbai�j�h
|aibajyP

pqq

ahbai�j�h
� aibaj�

i�1̧

h�0

qi�h
risq!

ri� hsq!rhsq!
P
pqq

ahbai�j�h
.

Si on suppose comme hypothèse de récurrence que P pqq

ahbak
� rahbsqa

k pour h   i, on en
déduit que

P
pqq

aibaj
� paib�

i�1̧

h�0

qi�h
risq!

ri� hsq!rhsq!
rahbsqa

i�hqaj.
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Il ne reste plus qu'à prouver que aib�
i�1̧

h�0

qi�h
risq!

ri� hsq!rhsq!
rahbsqa

i�h � raibsq.

On véri�e que rabsq � ab� qba,
ra2bsq � a2b� q2ba2 � qp1� qqrabsqa,
ra3bsq � a3b� q3ba3 � q2p1 � q � q2qrabsqa

2 � qp1 � q � q2qra2bsqa.

Si on suppose comme hypothèse de récurrence que rakbsq � akb�
k�1̧

h�0

qk�h
rksq!

rk � hsq!rhsq!
rahbsqa

k�h

pour k   i, on en déduit que

aib �
i̧

h�0

qi�h
risq!

ri� hsq!rhsq!
rahbsqa

i�h �
i�1̧

h�0

qi�h
risq!

ri� hsq!rhsq!
rahbsqa

i�h � raibsq.

�

Exemple 34. Spqq
bak

� b�q a
k �

ķ

i�0

qiaibak�i.

S
pqq

abak�1 � ab�q a
k�1 � abak�1 �

k�1̧

i�1

qip1 � q � � � � � qiqai�1bak�i�1.

Donc P pqq

bak
� bak.

P
pqq

abak�1 � abak�1 � qbak � rabsqa
k�1.

P
pqq

a2bak�2 � a2bak�2 � q2P
pqq

bak
� qp1 � qqP

pqq

abak�1 � a2bak�2 � q2bak � qp1 � qqrabsqa
k�1 �

ra2bsqa
k�2

Dé�nition 28. Soit w P X�. Alors, nous dé�nissons le polynôme P 1pqq
w par :

P 1pqq
w �

$''&
''%

P
pqq
` si w � ` P LynpXq ;

pP
pqq
`1
qi1 . . . pP

pqq
`k
qik si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(4.60)

Nous remarquons que le polynôme P 1pqq
w est le produit des P pqq

` , ` P LnpXq.

Proposition 24. Soit α P NpXq . Alors, la famille pP
1pqq
w qwPXα est multihomogène et

triangulaire supérieure :

P 1pqq
w � w �

¸
w v
vPXα

βvpqqv avec βvpqq � xP 1pqq
w | vy P Qpqq. (4.61)

Preuve : Le mot w P Xα est le plus petit mot par rapport à l'ordre lexicographique
tel que xP 1pqq

w | vy � 0, @v P Xα : w � minpsupppP
1pqq
w qq.

�
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Proposition 25. Soit α P NpXq. Alors,
les polynômes P 1pqq

w , w P Xα forment une base de QpqqxXyα (voir page 43).

Preuve : Les mots de multidegré α sont combinaisons linéaires de polynômes homo-
gènes de multidegré α associés aux mots de Lyndon. Ainsi, les polynômes associés aux
mots de Lyndon et les mots de multidegré α engendrent le même sous-espace QpqqxXyα ,
soit celui formé par des polynômes homogènes de multidegré α, qu'on note (QpqqxXyqα .
On peut mettre les mots de multidegré α en bijection avec les polynômes homogènes de
multidegré α. Les polynômes homogènes de multidegré α associés aux mots de Lyndon
sont au même nombre que les mots de multidegré α. Or, les mots de multidegré α forment
une base de QpqqxXyα ; par conséquent, il en est de même pour les polynômes homogènes
de multidegré α associés aux mots de Lyndon .
�

Exemple 35. SoientX � ta   bu,Xα � a2b2 etMpXαq � taabb   abab   abba   baab  
baba   bbaau l'ensemble de tous les mots multihomogènes de multidegré α � p2, 2q.

�
���������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

P
1pqq
a2b2 � 1 �qpq2�2q�1q

1�q4

�q3pq4�q3�q�1q
1�q4

�q3pq4�q3�q�1q
1�q4

q7pq2�2q�1q
1�q4 �q6

P
1pqq
abab � 0 1 �q �q q2 0

P
1pqq
ab2a � 0 0 1 0 �q � q2 q3

P
1pqq
ba2b � 0 0 0 1 �q � q2 q3

P
1pqq
baba � 0 0 0 0 1 �q

P
1pqq
b2a2 � 0 0 0 0 0 1

�
��������

(4.62)

4.4.3 Nouveau théorème q�analogue de Radford

Théorème 11. rRad79s Tout mot w P X� peut s'écrire de façon unique comme combi-
naison linéaire (�nie) de produits de shu�e p�q de mots de Lyndon à coe�cients dans Q
.

On pourra consulter avec pro�t rOus01, Jop00s. Par conséquent, nous pouvons écrire
le théorème suivant :

Théorème 12. Tout mot w P X� peut s'écrire de façon unique comme combinaison
linéaire (�nie) de produits de q�shu�e p�qq de mots de Lyndon à coe�cients dans Qpqq
.

Preuve : Un q�shu�e décroissant de mots de Lyndon a le même support que le
shu�e décroissant de mots de Lyndon correspondant. Les shu�es décroissants de mots
de Lyndon sont triangulaires sur les mots, donc les q�shu�e aussi. Ces derniers forment
donc une famille libre. Comme il y a autant de séquences de mots de Lyndon décroissants
que de mots pour un multidegré �xé, la famille est maximale ; c'est donc une base.
�
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Exemple 36. Elle se fait par la construction d'un système d'équations "triangulaire".
Soient α P NpXq, et MpXαq � tw1   w2   w3   � � �   wmumPN¥1 l'ensemble de tous les
mots multihomogènes de multidegré α.
Soit la factorisation en produit décroissant de mots de Lyndon de w � `i11 `

i2
2 � � � `

ik
k P

MpXαq. Alors on peut écrire que : `
�qi1
1 �q`

�qi2
2 �q ����q`

�qik
k

ri1s
q|`1|

2 !���riks
q|`k|

2 !
� w �

¸
u w
uPXα

θupqqu,

où θupqq P Q�pqq.

Cela implique que : w �
`
�qi1
1 �q`

�qi2
2 �q ����q`

�qik
k

ri1s
q|`1|

2 !���riks
q|`k|

2 !
�
¸
u w
uPXα

θupqqu.

Soit X � ta   bu. On va se contenter de montrer comment marche l'algorithme sur tous
les mots comportant 2 occurences de la lettre a P X et 2 occurences de la lettre b P X. Il
y a donc six mots à considérer : Mpa2b2q � taabb   abab   abba   baab   baba   bbaau.
On va les examiner par ordre lexicographique.

1q aabb P LynpXq. Il n'y a rien à faire.

2q abab � ab.ab (factorisation de Lyndon). On calcule :

ab�q ab �p1� q4qabab� pq � 2q2 � q3qaabb.

On en déduit

abab � ab�qab�pq�2q2�q3qaabb
1�q4 .

Or ab et aabb sont des mots de Lyndon, donc c'est �ni.

3q abba � abb.a (factorisation de Lyndon). On calcule :

abb�q a � q3aabb� qabab� q2aabb� abba.

On en déduit

abba � abb�q a� pq2 � q3qaabb� qabab.

Or a, abb et aabb sont des mots de Lyndon et l'on a déjà calculé abab comme combinaisons
linéaires de produits de q�shu�e de mots de Lyndon, donc c'est �ni.

4q baab � b.aab (factorisation de Lyndon). On calcule :

b�q aab � baab� qabab� pq2 � q3qaabb.

On en déduit
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baab � b�q aab� qabab� pq2 � q3qaabb.

Or b, aab et aabb sont des mots de Lyndon et l'on a déjà calculé abab comme combinaisons
linéaires de produits de q�shu�e de mots de Lyndon, donc c'est �ni.

5q baba � b.ab.a (factorisation de Lyndon). On calcule :

b� ab�q a � baba� pq � q2qbaab� pq2 � 2q3qabab� pq3 � 2q4 � q5qaabb� pq � q2qabba.

On en déduit

baba � b�q ab�q a� pq � q2qbaab� pq2 � 2q3qabab� pq3 � 2q4 � q5qaabb� pq � q2qabba.

Or a, b, ab et aabb sont des mots de Lyndon et l'on a déjà calculé abba, baab et abab comme
combinaisons linéaires de produits de q�shu�e de mots de Lyndon, donc c'est �ni.

6q bbaa � b.b.a.a (factorisation de Lyndon). On calcule :

b�q b�q a�q a � p1 � 2q � q2qrbbaa� qbaba� q2baab� q4aabb� q3abab� q2abbas.

On en déduit

bbaa � b�qb�qa�qa

1�2q�q2 � qbaba� q2baab� q4aabb� q3abab� q2abba.

Or a, b et aabb sont des mots de Lyndon et l'on a déjà calculé baba, abba, baab et abba
comme combinaisons linéaires de produits de q�shu�e de mots de Lyndon, donc c'est
�ni.

À partir de ce théorème, on peut écrire le corollaire suivant :

Corollaire 5. piq pQxXy,�,1X�q �1 QrLynpXqs (isomorphisme d'algèbre).

piiq pQpqqxXy,�q,1X�q �2 QpqqrLynpXqs.
où p�2q est un isomorphisme d'espace vectoriel car on a en général LynpXq�qαLynpXq�qβ �
LynpXq�qα�β.

Exemple 37.

babab� 2ab2ab� 2abab2 �
1

2
ab� ab� b� 2a2b2

� b P QrLynpXqs

� abab� b P QrLynpXqs.

4q3�2q2�q4�q5�2q6�1�q10�q9�q8

1�q4 aabbb� q�3q5�1�2q4�q6�2q7�q11�q3

1�q4 ababb� q4pq�2q2�q3�1�2q4�q8q
1�q4 baabb

�pq3 � q2qabbab� q4babab � 1
1�q4ab�q ab�q b� p1 � q4qa2b2

�q b P QpqqrLynpXqs.



Chapitre 5

Étude de la multiplicativité des P
pqq
w ,

w P X�

Résumé : Le but de ce chapitre est d'étudier la multiplicativité des familles obte-
nues par dualité. Ce chapitre comporte deux volets principaux : Dans un premier volet,
nous redonnons une construction d'une paire de bases en dualité dans le cas du q�shu�e
décroissants de mots de Lyndon et dans le second volet, nous donnons une autre construc-
tion de paire de bases en dualité. Nous nous proposons donc d'étudier les conditions que
doit satisfaire la base dont nous partons de sorte que la base duale permette l'écriture des
factorisations.
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

1. la Note 1 page 101 (Test numérique) caractérise la multiplicativité de la famille
pR

pqq
w qwPX� a�n d'écrire des factorisations de DX (Note 2 page 106, Note 3 page 106)

et Dpqq
X (Corollaire 7 page 108 ).

2. la Conjecture 2 page 102 (Test numérique) caractérise la multiplicativité de la famille
pP

pqq
w qwPX� a�n d'écrire des factorisations de DX (Note 2 page 106, Note 3 page 106)

et Dpqq
X (Corollaire 7 page 108 ).

5.1 Introduction

Soient K une Q-algèbre et G une K-algèbre de Lie admettant une base linéaire ordon-
née rpPeiqiPI ; pI, qs (donc, G est libre en tant que K-module).

Nous rappelons que, les éléments P 1
α, α P NpIq sont obtenus par l'application du pro-

cédé de Poincaré-Birkho�-Witt 1 (théorème 5 page 39 ) et les Pα, α P NpIq sont obtenus

1. obtenus par un procédé décroissant
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par dualité (en particulier Pei � P 1
ei
et Pei � Pi, i P I).

Par conséquent, nous pouvons écrire le théorème suivant :

Théorème 13. rMat12s Soient K une Q-algèbre et G une K-algèbre de Lie admettant
une base linéaire ordonnée rpPiqiPI ; pI, qs (donc, G est libre en tant que K-module).
a) Soit

P 1
α �

×¹
iPsupppαq

Pαi
i (5.1)

la base de Poincaré-Birkho�-Witt associée et pSβqβPNpIq la famille duale. Ces formes li-
néaires coordonnées sont dé�nies par

p@α, β P NpIqqpxSβ | P
1
αy � δαβq. (5.2)

Alors : i) pβ!SβqβPNpIq est multiplicative pour la convolution c'est-à-dire

α!Sα � β!Sβ � pα � βq!Sα�β. (5.3)

ii) Les monômes de Poincaré-Birkho�-Witt de longueur ¥ 2 sont dans les noyaux com-
muns des Sei (condition (5.4) page 94).
b) Réciproquement soit pPαqαPNpIq une base de UpGq indexée par un multiindice (à priori
pas nécessairement une base de Poincaré-Birkho�-Witt) et pSβqβPNpIq la famille duale (5.2)
page 94. On suppose que pβ!SβqβPNpIq soit multiplicative. Alors :
i) Les pPeiqiPI forment une base de G.
ii) Une ordre total pI, q étant donné, alors pPαqαPNpIq est la base de Poincaré-Birkho�-
Witt associée à pPeiqiPI si et seulement si les pPαq|α|¥2 sont dans les noyaux communs des
Sei c'est-à-dire

p@β P NpIqqp@i P Iqp|β| ¥ 2 ùñ xSei | Pβy � 0q. (5.4)

Preuve :
a) i) La multiplicativité provient de ce que, les Pei étant primitifs, on a

∆pP 1
αq �

¸
β�γ�α

α!

β!γ!
P 1
β b P 1

γ (5.5)

d'où (voir (5.12) page 96)

Sα � Sβ �
¸

γPNpIq
xSα � Sβ | P

1
γySγ �

¸
γPNpIq

xSα b Sβ | ∆pP 1
γqySγ �

pα � βq!

α! β!
Sα�β (5.6)

et la formule (5.3) page 94 résulte directement de (5.5) page 94. Remarquons au passage
que S0 � ε car aucun pP 1

αqα ��0 n'a de terme constant.
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a) ii) Immédiat puisque xSei | P
1
βy � δeiβ est donc nul pour |β| �� 1.

b) i) On a

∆pPeiq �
¸

α,βPNpIq
x∆pPeiq | Sα b SβyPα b Pβ �

¸
α,βPNpIq

xPei | Sα � SβyPα b Pβ

�
pα � βq!

α!β!

¸
α,βPNpIq

xPei | Sα�βyPα b Pβ �
pα � βq!

α!β!

¸
α�β�ei

xPei | Sα�βyPα b Pβ

� Pei b P0 � P0 b Pei � Pei b 1 � 1 b Pei . (5.7)

Soit maintenant g P G, on a g �
¸

αPNpIq
xSα | gyPα. Remarquons tout de suite que pour

|α| �� 1, on a xSα | gy � 0. En e�et, si α � 0, xS0 | gy � εpgq � 0 et, si |α| ¥ 2, on peut
écrire α � α1 � α2 avec αi �� 0 alors

xSα | gy � xSα1�α2 | gy �
α1!α2!

pα1 � α2q!
xSα1 �Sα2 | gy � λxSα1bSα2 | gb1�1bgy � 0 (5.8)

Ceci montre que
g �

¸
iPI

xSei | gyPi (5.9)

et termine la preuve de b) i).
b) ii) Posons, pour tout β P NpIq

P 1
β �

×¹
iPsupppβq

P βi
ei

(5.10)

pPβqβPNpIq est la base de Poincaré-Birkho�-Witt associée à pPeiqiPI revient à dire P 1
β � Pβ

pour tout β P NpIq. Dans le cas où la base est Poincaré-Birkho�-Witt, le critère (5.4) page
94 est évidemment véri�é.
Supposons maintenant que les familles pSα; Pβqα,βPNpIq véri�ent le critère (5.4) page 94 (la
famille pα!SαqαPNpIq étant toujours supposée multiplicative).
Pour α, β P NpIq, calculons

xSα | P
1
βy �

α!

|α|!
x�iPsupppαqS

�αi
ei

| P 1
βy �

α!

|α|!
xbiPsupppαqS

bαi
ei

| ∆|α|�1pP 1
βqy (5.11)

Il y a trois cas

1. |α| ¡ |β| tous les tenseurs apparaissant dans ∆|α|�1pP 1
βq contiennent une constante

dans leur écriture donc, comme xSei | 1y � 0 pour tout i, le résultat est nul.

2. |α|   |β| tous les tenseurs apparaissant dans ∆|α|�1pP 1
βq contiennent dans leur écri-

ture un produit PiPj, i ¥ j donc, en vertu du critère (5.4) page 94, le résultat est
nul.
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3. |α| � |β| en analysant les permutations des facteurs qui donnent une contribution
non nulle on trouve 0 si α �� β sinon xbiPsupppαqS

bαi
ei

| ∆|α|�1pP 1
αqy �

|α|!
α!
, le résultat

est donc 1 dans ce cas.

Ainsi, dans tous les cas, xSα | P 1
βy � δαβ.

�

La preuve de ce théorème (théorème 13 page 94) repose, entre autres, sur la propriété
suivante des éléments Sα :

Sα � Sβ �
¸

γPNpIq
xSα � Sβ | P

1
γySγ

�
¸

γPNpIq
xSα b Sβ | ∆pP 1

γqy
b2Sγ

�
¸

γPNpIq
xSα b Sβ |

¸
γ1�γ2�γ

γ!

γ1! γ2!
P 1
γ1
b P 1

γ2
yb2Sγ

�
pα � βq!

α! β!
Sα�β.

(5.12)

Cette propriété permet d'établir, par récurrence, que
S�αkeik

αk!
� Sαkeik puis que

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik

α1! . . . αk!
� Sα. (5.13)

Par conséquent : soient pSαqαPNpIq (5.13) page 96 une base dans KxXy et pPαqαPNpIq la
famille duale telle que xSα | Pβy � δαβ, @pα, βq P pNpIqq2.
Posons :

P 1
α �

×¹
iPsupppαq

Pαi
ei
� pPei1 q

α1 � � � pPeik q
αk . (5.14)
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Si P 1
α � Pα, on a :

×¹
iPI

exppSei b Peiq �
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,��� ,αk

pSei1 b Pei1 q
α1 � � � pSeik b Peik q

αk

α1! . . . αk!

�
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,...,αk

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik
b pPei1 q

α1 . . . pPeik q
αk

α1! . . . αk!

�
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,...,αk

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik

α1! . . . αk!
b P 1

α

�
¸

αPNpIq
Sα b P 1

α

�
¸

αPNpIq
Sα b Pα

� DX .

(5.15)

Si P 1
α � Pα, on a :

×¹
iPI

exppSei b Peiq �
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,...,αk

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik
b pPei1 q

α1 . . . pPeik q
αk

α1! . . . αk!

�
¸
k¥0

¸
i1¥���¥ik
α1,...,αk

S�α1
ei1

� � � � � S�αkeik

α1! . . . αk!
b P 1

α

�
¸

αPNpIq
Sα b P 1

α

� DX � ΘX ,

(5.16)

où ΘX �
¸

β α γ

xSα | βy β b xP 1
α | γy γ.

Nous cherchons donc les conditions qui permettent d'écrire que :

P 1
α � pPei1 q

α1 � � � pPeik q
αk � Pα. (5.17)
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5.2 Exemple 1 : q�shu�e décroissants de mots de Lyn-

don

5.2.1 Objectif

Soit la famille pT pqq
w qwPX� :

T pqq
w �

$''&
''%

` si w � ` P LynpXq ;

p`1q
�q i1

�q � � ��q p`kq
�q ik

ri1sq|`1|2 ! . . . riksq|`k|2 !
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(5.18)

et sa famille duale pRpqq
w qwPX� telle que xT pqq

u | R
pqq
v y � δuv pour tous u, v P X�. À partir

de la dé�nition 28 page 89 et (5.14) page 96, on dé�nit 2 :

R1pqq
w �

$''&
''%

R
pqq
` si w � ` P LynpXq ;

pR
pqq
`1
qi1 . . . pR

pqq
`k
qik si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

(5.19)

Nous nous attaquons maintenant au problème : partant de la base pT pqq
w qwPX� , a-t-on

R
pqq
w � R

1pqq
w ?.

5.2.2 Multiplicativité des Rpqq
w , w P X�

La famille pT pqq
w qwPX� , est dé�nie par la même relation de récurrence que la famille

pS
pqq
w qwPX� , mais avec d'autres conditions initiales.

En fait, la formule (5.18) page 98 montre que les éléments de la famille pT pqq
w qwPXα corres-

pondent à la famille de produits LynpXq�qα, α P NpLynpXqq. La famille pLynpXq�qαqαPNpLynpXqq
est multihomogène et triangulaire inférieure. De plus, la proposition 16 page 81 prouve
que la famille pT pqq

w qwPXα est multihomogène et triangulaire inférieure :

T pqq
w � w �

¸
u w
uPXα

xT pqq
w | uyu. (5.20)

Par dualité, il est donc possible de construire la famille duale pRpqq
w qwPXα : xT pqq

u | R
pqq
v y �

δuv pour tous u, v P Xα.

Considérons par exemple un alphabet X � ta, bu avec a   b.

2. tw � `α1
1 � � � `αk

k , `1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXqu ÐÑ α � α1e`1 � � � � � αke`k
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Montrons que le mot de Lyndon a2b2abab P LynpXq �gure dans le support du polynôme
R
1pqq
a2b2a2b2 .

La factorisation de Lyndon de a2b2a2b2 est a2b2a2b2 � pa2b2qpa2b2q � pa2b2q2. Ainsi,
R
1pqq
a2b2a2b2 � pR

pqq
a2b2q

2.
Calculons R1pqq

a2b2 (noter que R
1pqq
a2b2 � R

pqq
a2b2). Pour cela, calculons la matrice des coe�cients

xT
pqq
u | vy pour tous u, v P Xα . Nous avons Mpa2b2q � ta2b2, abab, ab2a, ba2b, baba, b2a2u

l'ensemble de tous les mots multihomogènes de multidegré α � p2, 2q. Nous avons succes-
sivement :

T
pqq
a2b2 � a2b2 ;

T
pqq
abab �

T
�q2
ab

1 � q4

�
1

1 � q4
pab�q abq � abab�

q � 2q2 � q3

1� q4
a2b2 ;

T
pqq
ab2a � ab2

�q a

� pq2 � q3qa2b2 � ab2a� qabab ;

T
pqq
ba2b � b�q a

2b

� ba2b� qabab� pq2 � q3qa2b2 ;

T
pqq
baba � b�q ab�q a

� pq5 � 2q4 � q3qa2b2 � pq2 � 2q3qabab� pq � q2qba2b� pq � q2qab2a� baba ;

T
pqq
b2a2 �

T
�q2
b

1 � q
�q

T
�q2
a

1 � q

� b2a2 � q4a2b2 � q2ba2b� q2ab2a� q3abab� qbaba.
(5.21)

La matrice N � pxT
pqq
u | vyqu,vPXα est donc :

�
���������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

T
pqq
a2b2 � 1 0 0 0 0 0

T
pqq
abab �

q�2q2�q3

1�q4 1 0 0 0 0

T
pqq
ab2a � q2 � q3 q 1 0 0 0

T
pqq
ba2b � q2 � q3 q 0 1 0 0

T
pqq
baba � q5 � 2q4 � q3 q2 � 2q3 q � q2 q � q2 1 0

T
pqq
b2a2 � q4 q3 q2 q2 q 1

�
��������
. (5.22)
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La matrice M � ptNq�1 � pxR
pqq
u | vyqu,vPXα est donnée par

�
���������

a2b2 abab ab2a ba2b baba b2a2

R
pqq
a2b2 � 1 �qpq2�2q�1q

1�q4

�q3pq4�q3�q�1q
1�q4

�q3pq4�q3�q�1q
1�q4

q7pq2�2q�1q
1�q4 �q6

R
pqq
abab � 0 1 �q �q q2 0

R
pqq
ab2a � 0 0 1 0 �q � q2 q3

R
pqq
ba2b � 0 0 0 1 �q � q2 q3

R
pqq
baba � 0 0 0 0 1 �q

R
pqq
b2a2 � 0 0 0 0 0 1

�
��������

(5.23)

R
pqq
a2b2 � a2b2 � �qpq2�2q�1q

1�q4 abab� �q3pq4�q3�q�1q
1�q4 ab2a� �q3pq4�q3�q�1q

1�q4 ba2b� q7pq2�2q�1q
1�q4 baba�

q6b2a2.

Notre but est de voir si Rpqq
w � R

1pqq
w , pour tout w P X� : Véri�ons si xT pqq

` | pR
pqq
l qny � 0,

pour tous `, l P LynpXq et n ¥ 2 :
Prenons ` � a2b2abab P LynpXq, l � a2b2 P LynpXq et n � 2.
D'après les calculs : T pqq

a2b2abab � a2b2abab P LynpXq et

xT
pqq
a2b2abab | R

1pqq
a2b2a2b2y � xT

pqq
a2b2abab | pR

pqq
a2b2q

2y � �qpq2�2q�1q
1�q4 .

Ainsi, R1pqq
a2b2a2b2 � pR

pqq
a2b2q

2 � R
pqq
a2b2a2b2 .

Utilisons le critère de multiplicativité b-ii) que nous avons présenté dans le théorème
13 page 94 : puisqu'il existe un élément R1pqq

w avec Nw ¥ 2 (précisement, w � pa2b2q2

dont la factorisation en produit décroissant de mots de Lyndon comporte deux éléments,
donc Nw � 2) dont le support contient un mot de Lyndon, la famille pRpqq

w qwPXα n'est pas
multiplicative.

Rappelons que si w � `i11 � � � `
ik
k avec `1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq et k, i1, i2, � � � , ik P N¥1, on

a Nw �
¸

1¤s¤k

is.

Dans le cas du produit de shu�e pq � 1q, on peut bien réécrire le théorème 13 page
94 : soit w P X�,

Rp1q
w � R1p1q

w ðñ

#
T
p1q
w � ` si w � ` P LynpXq ;

xT
p1q
` | pR

p1q
l qny � 0 avec `, l P LynpXq et n ¥ 2.

(5.24)

De plus, un q�analoque de (5.24) page 100 serait la suivante : soit w P X�,

Rpqq
w � R1pqq

w ðñ

#
T
pqq
w � ` si w � ` P LynpXq ;

xT
pqq
` | pR

pqq
l qny � 0 avec `, l P LynpXq et n ¥ 2.

(5.25)
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Bien que le cas q�déformé, on n'ait plus les propriétés des éléments primitifs, on peut se
demander si cet énoncé (5.25) page 100 peut s'adapter au cas (5.24) page 100 :

Dans un second temps, nous nous sommes appuyés sur des expérimentations numériques
avec les logiciels Sage et Maple. Les fonctions utilisées sont présentées dans la feuille de
travail Maple disponible en Annexe : Feuilles de calculs Maple. D'où la note suivante :

Note 1. (Test numérique) Nous avons aussi véri�é, dans ce cadre, que l'on a bien :

Rpqq
w � R1pqq

w ; (5.26)

jusqu'à l'ordre 7 (c'est-à-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale à 7), où
le Test est é�ectué de la façon suivante :

Rpqq
w �R1pqq

w � 0 @w P X�, (5.27)

et
xT pqq

u | R1pqq
v y � 0 avec u ¡ v P X�. (5.28)

Ceci exprime qu'il n'y a pas de contre-exemple de longueur plus petite que 8 et donc la
réponse à la question posée dans 5.2.1 page 98 est non.

5.3 Exemple 2 : La famille pS
pqq
w qwPX�

5.3.1 Objectif

Soit la famille pSpqqw qwPX� :

Spqqw �

$''''&
''''%

w si |w| � 1X� ;

aS
pqq
u si w � au et w P LynpXq ;

pS
pqq
`1
q�q i1 �q � � ��q pS

pqq
`k
q�q ik

ri1sq|`1|2 ! . . . riksq|`k|2 !
si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

À partir de la dé�nition 28 page 89 et (5.14) page 96, nous pouvons écrire que 3 :

P 1pqq
w �

$''&
''%

P
pqq
` si w � ` P LynpXq ;

pP
pqq
`1
qi1 . . . pP

pqq
`k
qik si w �

$&
%

`i11 . . . `
ik
k

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq
k, i1, i2, � � � , ik P N¥1.

Nous nous attaquons maintenant au problème : partant de la base pSpqqw qwPX� , a-t-on
P
pqq
w � P

1pqq
w ?

3. tw � `α1
1 � � � `αk

k , `1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXqu ÐÑ α � α1e`1 � � � � � αke`k
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5.3.2 Multiplicativité des P pqq
w , w P X�

Nous allons écrire les propositions suivantes :

Proposition 26. Soient w P X� et ` P LynpXq. Alors,

xSpqqw | P
1pqq
` y � δw`. (5.29)

Preuve : À partir de la dé�nition 28 page 89, nous pouvons écrire que P 1pqq
` � P

pqq
` .

Donc xSpqqw | P
1pqq
` y � xS

pqq
w | P

pqq
` y � δw`.

�

Proposition 27. Soient u, v P X�. Alors,

xSpqqu | P 1pqq
v y �

"
1 si u � v ;
0 si u   v

(5.30)

Preuve : Soient u, v P X�. Alors
S
pqq
u � u�

¸
w u
wPX�

xSpqqu | wyw et P pqq
v � v �

¸
w¡v
wPX�

xP pqq
v | wyw .

�

Dans un second temps, nous nous sommes appuyés sur des expérimentations numériques
ménées avec les logiciels Sage et Maple. Les fonctions utilisées sont présentées dans la
feuille de travail Maple disponible en Annexe : Feuilles de calculs Maple. D'où la conjecture
suivante :

Conjecture 2. (Test numérique) Nous avons aussi véri�é, dans ce cadre, que l'on a bien :

P pqq
w � P 1pqq

w ; (5.31)

jusqu'à l'ordre 11 (c'est-à-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale à 11),
où le Test est é�ectué de la façon suivante :

P pqq
w � P 1pqq

w � 0 @w P X�, (5.32)

et
xSpqqu | P 1pqq

v y � 0 avec u ¡ v P X�. (5.33)

Ceci exprime qu'il n'y a pas de contre-exemple de longueur plus petite que 12 et par contre
on ne sait pas si P pqq

w � P
1pqq
w .



Chapitre 6

Factorisations associées

Résumé : Le but de ce chapitre est d'écrire des factorisations associées aux paires
de bases obtenues en dualité. Ce chapitre comporte deux volets principaux : Dans un
premier volet, nous donnons une écriture de la factorisation de la série diagonale. En�n,
nous donnons une écriture des factorisations tangentes à l'identité.
Les principaux résultats de ce chapitre sont :

Écriture des factorisations : DX (Note 2 page 106, Note 3 page 106) et Dpqq
X (Corollaire 7

page 108).

6.1 Factorisation de la série diagonale : DX

6.1.1 Objectif

Soit α P NpXq. Posons que (voir (5.15) page 97, (5.16) page 97) :

×¹
`PLynpXq

exp
�
q|`|

2b�pS
pqq
` b P

pqq
` q �

¸
wPXα

Spqqw b P 1pqq
w

�
¸
wPXα

w b w � Θ

� DX � ΘX ,

(6.1)

avec ΘX �
¸

u w vPXα

xSpqqw | uy ub xP 1pqq
w | vy v.

Dans les sections précédentes (voir (3.46) page 50, (3.62) page 53 et (3.76) page 57), nous
avons vu que la série diagonalepDXq, considérée comme une série sur X�, à coe�cients
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dans l'algèbre de shu�e pQxXy,�,1X�q, peut être factorisée en un produit in�ni d'expo-
nentielles de Lie, indexées par les mots de Lyndon pris dans l'ordre décroissant.
Dans le but d'étendre ces résultats (voir (3.46) page 50, (3.62) page 53 et (3.76) page 57)
que nous avons entrepris nos travaux sur le produit de q�shu�e p�qq en donnant une
construction e�ective de paire de bases en dualité.
Nous nous attaquons maintenant au problème : partant de la base pSpqqw qwPXα , a-t-on
ΘX �

¸
u w vPXα

xSpqqw | uy ub xP 1pqq
w | vy v � 0 ?

Cette question est aussi motivée par la considération de ce qui est fait plus haut une
construction où l'on considère une paire de bases en dualité.

6.1.2 Écriture de DX

Dans un premier temps, nous allons montrer que
¸

wPMpXαq

w bw �
¸

wPMpXαq

Spqqw b P pqq
w

par le théorème suivant :

Théorème 14. Soient α P NpXq et MpXαq � tw1   w2 � � �   wmumPN¥1 l'ensemble de
tous les mots multihomogènes de multidegré α � pα1, α2, � � � , αnq (Remarque 10 page 77
). Alors ¸

wPMpXαq

w b w �
¸

wPMpXαq

Spqqw b P pqq
w . (6.2)

Preuve : Tout polynôme P P QxXyα peut s'écrire : P �
¸

wPMpXαq

xSpqqw | P yP pqq
w . En

particulier, pour tout mot v de MpXαq, on a :

v �
¸

wPMpXαq

xSpqqw | vyP pqq
w

et la série diagonale peut s'écrire :

¸
vPMpXαq

v b v �
¸

vPMpXαq

v b

�
� ¸
wPMpXαq

xSpqqw | vyP pqq
w

�


�
¸

wPMpXαq

�
� ¸
vPMpXαq

xSpqqw | vyv

�
b P pqq

w

�
¸

wPMpXαq

Spqqw b P pqq
w

�
¸

vPMpXαq

Spqqv b P pqq
v .
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�

C'est un mécanisme général que l'on peut observer chez tous les espaces vectoriels gradués
en dimension �ni.
Le principe se comprend bien sur les espaces de dimension �ni : On considère un espace
de dimension �ni E munit d'un produit scalaire. Si pBv, Cvq est une base en dualité alors
on dé�nit K :�

¸
v

Bv b Cv. On appelle un tel objet noyau reproducteur. En e�et, si on

considère   a b b|c ¡1:�  a|c ¡ b et   a b b|c ¡2:�  b|c ¡ a, on a   K|Cv ¡1� Cv et
  K|Bv ¡2� Bv. De façon générale, on a alors   K|P ¡1�  K|P ¡2� P .
Si pDv, Fvq sont deux autres bases en dualité. En réarrangeant les termes de la partie
droite, on trouve K �

¸
v

D1
v b Fv et donc D1

v �  K|Dv ¡2� Dv. D'où K �
¸
v

Dv b Fv.

Si on se trouve dans le cas d'un espace gradué en dimension �ni, le noyau se dé�nit comme
la somme formelle de tous les espaces gradués et si on considère un produit scalaire pour
lequel il existe une paire de bases homogènes en dualité, on peut appliquer le raisonnement
ci-dessus sur chaque espace gradué.
Dans le cas du théorème 14 page 104 la base des mots est graduée de dimension �nie
dans NpXq et DX est le noyau reproducteur du produit scalaire dé�ni par   u|v ¡� δuv
lorsque u, v P X� pour lequel les mots forment une base autoduale. Donc si on considère
une autre paire de bases (multihomogènes) en dualité, pSpqqw , P

pqq
w qwPX� par exemple, on

retrouve l'égalité (6.2) page 104.

Lemme 14. Soient α P NpXq et MpXαq � tw1   w2 � � �   wmumPN¥1 l'ensemble de tous
les mots multihomogènes de multidegré α � pα1, α2, � � � , αnq (Remarque 10 page 77 ).
Alors

P pqq
w � P 1pqq

w ðñ ΘX � 0, @w PMpXαq. (6.3)

Preuve : En regardant (5.15) page 97 et (5.16) page 97, on a :
piq Supposons que P pqq

w � P
1pqq
w , @w PMpXαq, alors, on a :

×¹
`PLynpXq

exp
�
q|`|

2b�pS
pqq
` b P

pqq
` q �

×¹
`PLynpXq

¸
i¥0

S
�qi
` b pP

pqq
` qi

risq|`|2 !

�
¸

i1,��� ,ik¥1
`1¡���¡`k

pS
pqq
`1
q�qi1 �q � � ��q pS

pqq
`k
q�qik b pP

pqq
`1
qi1 � � � pP

pqq
`k
qik

ri1sq|`1|2 ! � � � riksq|`k|2 !

�
¸

wPMpXαq

Spqqw b P 1pqq
w

�
¸

wPMpXαq

Spqqw b P pqq
w �

¸
wPMpXαq

w b w.

piiq Supposons que ΘX � 0, alors, on a :
×¹

`PLynpXq

exp
�
q|`|

2b�pS
pqq
` b P

pqq
` q � DX et P pqq

w �
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P
1pqq
w , w PMpXαq.

�

Corollaire 6. Soient α P NpXq et MpXαq � tw1   w2 � � �   wmumPN¥1 l'ensemble de
tous les mots multihomogènes de multidegré α � pα1, α2, � � � , αnq (Remarque 10 page
77 ). Alors, les bases pP pqq

w qwPMpXαq et pP 1pqq
w qwPMpXαq coïncident si et seulement si la

factorisation est exacte (c'est-à-dire ΘX � 0).

Dans un second temps, nous nous sommes appuyés sur des expérimentations numé-
riques ménées avec les logiciels Sage et Maple. Les fonctions utilisées sont présentées dans
la feuille de travail Maple disponible en Annexe : Feuilles de calculs Maple.
Nous pouvons écrire la factorisation de la série diagonale (voir (3.46) page 50, (3.62) page
53 et (3.76) page 57) comme suit :

Note 2. Nous avons aussi véri�é, dans ce cadre, que l'on a bien :

DX �
¸

wPMpXαq

w b w �
×¹

`PLynpXq

exp
�
q|`|

2b�pT
pqq
` bR

pqq
` qmodulo M7; (6.4)

c'est-à-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale à 7 (avec M7 �
à
n¥8

KxXyn),

où le produit est calculé de la façon suivante :

×¹
`PLynpXq

exp
�
q|`|

2b�pT
pqq
` bR

pqq
` q �

¸
`1¥���¥`k

`1,��� ,`kPLynpXq

T
pqq
`1���`k

bR
pqq
`1
� � �R

pqq
`k
. (6.5)

Il s'agit d'une conséquence de la note 1 page 101 et que DX est bien di�érent du produit.

Note 3. Nous avons aussi véri�é, dans ce cadre, que l'on a bien :

DX �
¸

wPMpXαq

w b w �
×¹

`PLynpXq

exp
�
q|`|

2b�pS
pqq
` b P

pqq
` qmodulo M11; (6.6)

c'est-à-dire pour tous les mots de longueur inférieure ou égale à 11 (avecM11 �
à
n¥12

KxXyn),

où le produit est calculé de la façon suivante :

×¹
`PLynpXq

exp
�
q|`|

2b�pS
pqq
` b P

pqq
` q �

¸
`1¥���¥`k

`1,��� ,`kPLynpXq

S
pqq
`1���`k

b P
pqq
`1

� � �P
pqq
`k
. (6.7)

Il s'agit d'une conséquence de la Conjecture 2 page 102 et par contre on ne sait pas si DX

est égal au produit.
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6.2 Factorisations tangentes à l'identité : Dpqq
X

6.2.1 Objectif

Soit α P NpXq. Posons que (voir (5.15) page 97, (5.16) page 97) :

Dpqq
X �

×¹
`PLynpXq

exp
�
q|`|

2b�pS
pqq
` b P

pqq
` q

�
¸
wPXα

Spqqw b P 1pqq
w

�
¸
wPXα

w b w � ΘX

� DX � ΘX ,

(6.8)

avec ΘX �
¸

u w vPXα

xSpqqw | uy ub xP 1pqq
w | vy v.

Dans les sections précédentes (voir (3.46) page 50, (3.62) page 53 et (3.76) page 57), nous
avons vu que la série diagonale pDXq, considérée comme une série sur X�, à coe�cients
dans l'algèbre de shu�e pQxXy,�,1X�q, peut être factorisée en un produit in�ni d'expo-
nentielles de Lie, indexées par les mots de Lyndon pris dans l'ordre décroissant.
Dans le but d'écrire des factorisations tangentes à l'identité, que nous avons entrepris nos
travaux sur le produit de q�shu�e p�qq en donnant une construction e�ective de paire
de bases en dualité.
Nous nous attaquons maintenant au problème : partant de la base pSpqqw qwPXα , a-t-on
ΘX �

¸
u w vPXα

xSpqqw | uy ub xP 1pqq
w | vy v � 0 ?

Cette question est aussi motivée par la considération de ce qui est fait plus haut une
construction où l'on considère une paire de bases en dualité.

6.2.2 Écriture de Dpqq
X

Lemme 15. Soient α P NpXq etMpXαq � tw1   w2 � � �   wmumPN¥1 l'ensemble de tous les
mots multihomogènes de multidegré α � pα1, α2, � � � , αnq (Remarque 10 page 77). Alors,

ΘX � 0 si et seulement s'il existe au moins un mot w PMpXαq tel que P pqq
w � P

1pqq
w .

Preuve : En regardant (5.15) page 97 et (5.16) page 97, on a :
piq Supposons que P pqq

w � P
1pqq
w , alors, on a :

×¹
`PLynpXq

exp
�
q|`|

2b�pS
pqq
` b P

pqq
` q �

×¹
`PLynpXq

¸
i¥0

S
�qi
` b pP

pqq
` qi

risq|`|2 !



- 108-

�
¸

i1,��� ,ik¥1
`1¡���¡`k

pS
pqq
`1
q�qi1 �q � � ��q pS

pqq
`k
q�qik b pP

pqq
`1
qi1 � � � pP

pqq
`k
qik

ri1sq|`1|2 ! � � � riksq|`k|2 !

�
¸

wPMpXαq

Spqqw b P 1pqq
w

�
¸

wPMpXαq

w b w � ΘX �
¸

wPMpXαq

Spqqw b P pqq
w � ΘX .

piiq Supposons que ΘX � 0, alors, on a :
¸

wPMpXαq

Spqqw b P 1pqq
w �

¸
wPMpXαq

Spqqw b P pqq
w .

�

Corollaire 7. Soient α P NpXq et MpXαq � tw1   w2 � � �   wmumPN¥1 l'ensemble de
tous les mots multihomogènes de multidegré α � pα1, α2, � � � , αnq (Remarque 10 page 77).
Alors,

Dpqq
X � DX � ΘX (6.9)

si et seulement s'il existe au moins un mot w PMpXαq tel que P pqq
w � P

1pqq
w .



Troisième partie

Conclusions, Perspectives



- 110-

.



Chapitre 7

Conclusions, Perspectives

7.1 Conclusions

Les travaux réalisés dans ce mémoire prolongent des méthodes combinatoires et algo-
rithmiques ayant déjà prouvé leur e�cacité pour l'étude des factorisations de Schützen-
berger rReu93, Mre89, Mela91, Bam13, Mih13, Min13s.

1. Un q� analogue du procédé de G.Mélançon et C.Reutenauer rReu93, Mre89, Mela91s
nous a permis de construire récursivement les éléments Spqqw , w P X� à partir
des Sw, w P X�. Des propriétés précisées dans le cas de la construction de la
famille pSwqwPX� s'avèrent encore vraies dans le cas de la construction de la fa-
mille pS

pqq
w qwPX� . En e�et, cette méthode nous a permis de déterminer le coef-

�cient λpwq � ri1sq|`1|2 !ri2sq|`2|2 ! � � � riksq|`k|2 ! pour tout w � `i11 � � � `
ik
k P X� (avec

`1 ¡ � � � ¡ `k P LynpXq et k, i1, i2, � � � , ik P N¥1) qui assure l'unipotence de la base
pS

pqq
w qwPX� ainsi construite (par rapport à la base des mots). La dualisation nous a

permis d'obtenir une base pP pqq
w qwPX� en dualité avec la base pSpqqw qwPX� . Le processus

de dualisation conserve les propriétés de multihomogénéité et échange les caractères
"inférieur" et "supérieur". Par conséquent, la base duale d'une base triangulaire in-
férieure est une base triangulaire supérieure.

2. Nous avons étudier les propriétés de multiplicativité de certaines bases obtenues par
dualité : pRpqq

w qwPX� et pP pqq
w qwPX� . Cette question est intimement liée à la propriété

de multiplicativité de certaines bases, ce qui nous a poussé à répondre à la question
des conditions permettant d'a�rmer qu'une base obtenue par dualité est multiplica-
tive ((5.25) page 100, Note 1 page 101 et Conjecture 2 page 102 (Test numérique)) .
Nous avons illustré ces questions en nous intéressant à des bases obtenues par dualité
à partir des mots de Lyndon et montré que celles-ci ne satisfont pas les conditions
requises pour l'écriture de DX (Note 2 page 106).
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3. La famille duale d'une famille pT pqq
w qwPX� (5.18) page 98 n'est pas en général multi-

plicative (Note 1 page 101).

4. En�n, dans le but de montrer que DX �
×¹

`PLynpXq

exp
�
q|`|

2b�pS
pqq
` b P

pqq
` qmodulo Mµ

pour µ le plus élevé possible (et peut être l'égalité), nous nous sommes appuyés sur
des expérimentations numériques ménées avec les logiciels Maple et Sage voir en
Annexe : Feuilles de calculs Maple. Les expérimentations numériques ménées dans
cette direction ont été jusque-la concluantes jusqu'à l'ordre 11. Par conséquent, il
est donc nécessaire d'écrire des factorisations : DX (Note 2 page 106, Note 3 page
106) et Dpqq

X (Corollaire 7 page 108).

7.2 Perspectives

1. Le cas des mots de Hall est particulièrement intéressant et nous nous proposons
d'étudier à l'avenir, le lien entre les paires de bases en dualité : pSpqq` , P

pqq
` q`PLynpXq

et pSpqqh , P
pqq
h qhPHallpXq. En particulier, nous essaierons de montrer que : DX � Dpqq

X où

Dpqq
X �

×¹
hPHallpXq

exp
�
q|h|

2b�pS
pqq
h b P

pqq
h q

�
¸
wPXα

Spqqw b P 1pqq
w

�
¸
wPXα

w b w � ΘX

� DX � ΘX

avec ΘX �
¸

u w vPXα

xSpqqw | uy u b xP 1pqq
w | vy v et HallpXq est l'ensemble des mots

de Hall sur X.

2. Par ailleurs, comme nous l'avons déjà mentionné, il est important de se demander
si les travaux menés avec le produit de shu�e � dans le cas de l'algèbre libre se
généralisent à ses déformations : (5.25) page 100.

3. Une autre façon de faire une q�déformation est de déformer le produit scalaire lui-
même. Par exemple xu | vyq � q|u|δuv. Peut-on trouver d'autres bases intéressantes ?
des factorisations de Schützenberger ?...



Quatrième partie

Annexe : Feuilles de calculs Maple
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>  >  

>  >  

(1)(1)

>  >  

>  >  
(3)(3)

(2)(2)

>  >  

>  >  

  Calcul de tous les polynômes associés aux mots 
de Lyndon de longueur n=2 sur l'alphabet X={a <
b} .

  Calcul de tous les polynômes associés aux mots 



(4)(4)

>  >  

>  >  

(7)(7)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(10)(10)

(8)(8)

(9)(9)

(6)(6)

(5)(5)

de Lyndon de longueur n=3 sur l'alphabet X={a 
<  b} .

Calcul de tous les polynômes associés aux mots 
de Lyndon de longueur n=4 sur l'alphabet X={a <
b} .

Calcul de tous les polynômes associés aux mots 
de Lyndon de longueur n=5 sur l'alphabet X={a <
b} .



(11)(11)

>  >  

(13)(13)

(14)(14)

>  >  

>  >  

>  >  

(12)(12)

(15)(15)

(10)(10)

>  >  



>  >  

(22)(22)

>  >  

(21)(21)

>  >  

>  >  

(20)(20)

>  >  

(10)(10)

(16)(16)

(17)(17)

>  >  

(19)(19)

(18)(18)

>  >  

Calcul de tous les polynômes associés aux mots 
de Lyndon de longueur n=3 sur l'alphabet X={a <
b< c} .

Calcul de tous les polynômes associés aux mots 
de Lyndon de longueur n=4 sur l'alphabet X={a <
b< c} .



(23)(23)

>  >  

(22)(22)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(25)(25)

(28)(28)

(27)(27)

(29)(29)

>  >  

(10)(10)

(26)(26)
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Calcul de tous les polynômes associés aux mots 
de Lyndon de longueur n=4 sur l'alphabet X={a <
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Titre : Combinatoire et algorithmique des factorisations tangentes à l'identité.

Résumé : La Combinatoire a permis de résoudre certains problèmes en Mathématiques,
en Physique et en Informatique, en retour celles-ci inspirent des questions nouvelles à la
Combinatoire. Ce mémoire de thèse intitulé �Combinatoire et algorithmique des factori-
sations tangentes à l'identité� regroupe plusieurs travaux sur la combinatoire des défor-
mations du produit de shu�e.
L'objectif de cette thèse est d'écrire des factorisations dont le terme principal est l'identité
à travers l'utilisation d'outils portant principalement sur la combinatoire des mots (ordres,
graduations, etc.). Dans le cas classique, soit F une algèbre libre. En raison du fait que F
est une algèbre enveloppante, on a une factorisation exacte de l'identité de

EndpF q � F �b̂F

comme un produit in�ni d'exponentielles (EndpF q étant muni du produit de shu�e sur
la gauche et de la concaténation sur la droite, une représentation �dèle du produit de
convolution). La procédure est la suivante : premiérement on commence avec une base de
Poincaré-Birkho�-Witt, deuxièment on calcule la famille des formes coordonnées et alors
les propriétés (combinatoires) non triviales de ces familles en dualité donne la factorisation.
Si on part de l'autre côté, l'écriture pour le même produit ne donne exactement l'identité
que sous des conditions très restrictives que nous précisons ici. Dans de nombreux autres
cas (déformés), la construction explicite des paires de bases en dualité nécessite une étude
combinatoire et algorithmique que nous fournissons dans ce mémoire.

Mots-clefs : Combinatoire algébrique, Produit de shu�e, Produit de q�shu�e, Pro-
duit de q�stu�e, Éléments de Lie, Algèbre de Lie libre, Base de Poincaré-Birkho�-Witt,
Base de Transcendance, Bases multiplicatives, Factorisations tangentes à l'identité.
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Title : Combinatorics and algorithmics of factorizations tangent to the identity.

Abstract : Combinatorics and algorithmics of factorizations tangent to the identity
Abstract : Combinatorics has solved many problems in Mathematics, Physics and

Computer Science, in return these domains inspire new questions to Combinatorics. This
memoir entitled �Combinatorics and algorithmics of factorizations tangent to identity�
includes several works on the combinatorial deformations of the shu�e product.
The aim of this thesis is to write factorizations which principal term is the identity through
the use of tools relating mainly to combinatorics on the words (orderings, gradings etc.).
In the classical case, let F be the free algebra. Due to the fact that F is an enveloping
algebra, one has an exact factorization of the identity of

EndpF q � F �b̂F

as an in�nite product of exponentials (EndpF q being endowed with the shu�e product
on the left and the concatenation on the right, a faithful representation of the convolution
product) as follows : �rst one begins with a PBW basis, second one computes the family
of coordinate forms and then non-trivial (combinatorial) properties of theses families in
duality gives the factorization. Starting from the other side and writing the same product
does give exactly identity only under very restrictive conditions that we clarify here. In
many other (deformed) cases, the explicit construction of pairs of bases in duality requires
combinatorial and algorithmic studies that we provide in this memoir.

Keywords : Algebraic combinatorics, Shu�e product, q-Shu�e product, q-Stu�e pro-
duct, Lie elements, Free Lie algebra, Poincar-Birkho�-Witt basis, Transcendence basis,
Multiplicative bases, Factorizations tangent to the identity.
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