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✼✳✻ ❆V■ ❝♦♠♣♦♥❡♥& ♦❢ &❤❡ ❉❆▲✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✼✳✼ ❙♣❡❡❞✉♣ 4❡'✉❧&'✿ &❤❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ &✐♠❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&✐❡'

✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥✱ ❢♦4 ❛❧❧ &❤❡ ♥♦❞❡' ♦❢ &❤❡ ♥❡&✇♦4❦✱ ❧✐♥❡❛4❧② ❞❡✲

❝4❡❛'❡' ✇✐&❤ &❤❡ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ ♣4♦❝❡''♦4'✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✼✳✽ ❈♦♠♠♦♥ ◆❡✐❣❜♦✉4' ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ ✉'✐♥❣ ❛ ♠❛♣✴4❡❞✉❝❡ ❛♣♣4♦❛❝❤✳✶✷✵

✼✳✾ ❈♦♠♠♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉4' '♣❡❡❞✉♣ ♦♥ ❉❇▲V✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶
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✷✳✶ ❇✐♥❛'② ❝❧❛++✐✜❡' ❝♦♥❢✉+✐♦♥ ♠❛2'✐①✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✸✳✶ ❙✉♠♠❛'② ♦❢ +♦♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐2② ❞❡2❡❝2✐♦♥ ❛❧❣♦'✐2❤♠+✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✹✳✶ ◗✉❛❧✐2② ❡✈❛❧✉❛2✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✷ ❝♦♠♠✉♥✐2② ♦❢ 2❤❡ ❜♦♦❦ ✧▼❡'❧✐♥ ❚'✐❧♦❣②✧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✹✳✸ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐2② ♦❢ 2❤❡ ❜♦♦❦ ✧❙♣❡❝2❡' ♦❢ 2❤❡ E❛+2 ✭❙2❛' ❲❛'+✮✧✳ ✺✸

✺✳✶ ❙♦♠❡ ❛22'✐❜✉2❡+ ❢♦' ❝❤✉'♥ ♣'❡❞✐❝2✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✺✳✷ ❊✈❛❧✉❛2✐♦♥ ✇✐2❤ ❙✉♣♣♦'2 ❱❡❝2♦' ❈❧❛++✐✜❡'+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✺✳✸ ❘❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❛22'✐❜✉2❡+ ✭♦♥❧② 2❤❡ 2♦♣ 2❡♥✮ ✉+✐♥❣ 2❤❡ ❛❜+♦❧✉2❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣'❡❞✐❝2❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥2+ ♦❢ 2❤❡ ❧✐♥❡❛' '❡❣'❡++✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✺✳✹ ❘❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❛22'✐❜✉2❡+ ✭♦♥❧② 2❤❡ 2♦♣ 2❡♥✮ ✉+✐♥❣ 2❤❡ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢

2❤❡ ❲❛❧❞ ❈❤✐✲❙S✉❛'❡ ❚❡+2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✺✳✺ ❊✈❛❧✉❛2✐♦♥ ♦❢ +♦❝✐❛❧ '❡❝♦♠♠❡♥❞❛2✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✻✳✶ ❊✈❛❧✉❛2✐♦♥ ✭❆❯❈✮ ♦❢ ✐♥2❡'❛❝2✐♦♥ ♣'❡❞✐❝2✐♦♥ ♠♦❞❡❧+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✼✳✶ ❈♦♠♣❛'✐+♦♥ ♦❢ ❣'❛♣❤ ❛♥❛❧②+✐+ 2♦♦❧+ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

❳❱■■
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❈❍❆#❚❊❘ ✶

■♥*+♦❞✉❝*✐♦♥

✏❨♦✉ ❝❛♥ ❞♦ ❛♥②)❤✐♥❣✱ ❜✉) ♥♦) ❡✈❡1②)❤✐♥❣✳✑

✲ ❉❛✈✐❞ ❆❧❧❡♥

❇❛❝❦ %♦ %❤❡ ❡❛)❧② 2000s✱ ❇❛)❛❜❛.✐ ✐♥ ❤✐. ❜♦♦❦ ▲✐♥❦❡❞✿ ❚❤❡ ◆❡✇ ❙❝✐❡♥❝❡

♦❢ ◆❡/✇♦0❦1 ❬✶✷❪ ❤❛. ❝❤❛♥❣❡❞ %❤❡ ✇❛② ♦❢ %❤✐♥❦✐♥❣ ❛❜♦✉% )❡❛❧✲✇♦)❧❞ ♥❡%✇♦)❦.

❛♥❞ ❤❛. ❛❧.♦ .❤♦✇♥ %❤❛% ♠❛♥② )❡❛❧ ❝♦♠♣❧❡① .②.%❡♠. ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛.

♥❡%✇♦)❦.✳ ❙✐♥❝❡ %❤❡♥✱ ✐♥%❡)❡.% ✐♥ .♦❝✐❛❧ ♥❡%✇♦)❦. ❛♥❛❧②.✐. ❛♥❞ ♠✐♥✐♥❣ ❤❛.

❝♦♥.✐❞❡)❛❜❧② ❣)♦✇♥✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱ %❤❡ ♣♦♣✉❧❛)✐③❛%✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ .♦❝✐❛❧ ♥❡%✇♦)❦.

❧✐❦❡ ❋❛❝❡❜♦♦❦✱ ❚✇✐%%❡) ❛♥❞ ▲✐♥❦❡❞■♥ ❤❛. )❡✐♥❢♦)❝❡❞ %❤❡ ✐♠♣♦)%❛♥❝❡ ❛❝❝♦)❞❡❞

%♦ .♦❝✐❛❧ ♥❡%✇♦)❦. ❜② %❤❡ .❝✐❡♥%✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐%②✳

❆ ♥❡%✇♦)❦ ✐. ❛ .❡% ♦❢ ❡♥%✐%✐❡.✱ ❧✐❦❡ ♣❡♦♣❧❡ ♦) ♦)❣❛♥✐.❛%✐♦♥✱ ❝♦♥♥❡❝%❡❞ ❜②

❧✐♥❦. )❡♣)❡.❡♥%✐♥❣ )❡❧❛%✐♦♥. ♦) ✐♥%❡)❛❝%✐♦♥. ✭❢)✐❡♥❞.❤✐♣✱ ♠❡..❛❣❡.✱✳✳✳✮✳ ❊①❛♠✲

♣❧❡ ♦❢ .✉❝❤ ♥❡%✇♦)❦. ❛)❡ ♦♥❧✐♥❡ .♦❝✐❛❧ ♥❡%✇♦)❦. ✭❋❛❝❡❜♦♦❦✱ ❚✇✐%%❡)✱ ❙❦②)♦❝❦✱

❡%❝✳✮✱ ■♥%❡)♥❡% ✭✇✐%❤ )♦✉%❡). ❛. ♥♦❞❡. ❛♥❞ %❤❡✐) ♣❤②.✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝%✐♦♥. ❛. ❧✐♥❦.✮

❛♥❞ %❤❡ ❲❡❜ ✭✇✐%❤ ♣❛❣❡. ❛. ♥♦❞❡. ❛♥❞ ❤②♣❡)✲❧✐♥❦. ❛. ❧✐♥❦.✮✳ ❆♥ ✐♥%)♦❞✉❝%✐♦♥

%♦ %❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡%✇♦)❦. ❛♥❛❧②.✐. ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✵✾❪✳

❖♥❡ ♦❢ %❤❡ ❤♦%%❡.% %♦♣✐❝. ✐♥ %❤❡ .♦❝✐❛❧ ♥❡%✇♦)❦ ❛♥❛❧②.✐. ❧✐%❡)❛%✉)❡ ✐. %❤❡

❝♦♠♠✉♥✐%② ❞❡%❡❝%✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ %❤❡ .❡♠✐♥❛❧ ✇♦)❦ ❜② ◆❡✇♠❛♥✱

✐♥%)♦❞✉❝✐♥❣ %❤❡ ♠♦❞✉❧❛)✐%② ❢✉♥❝%✐♦♥ ❬✶✵✻❪✱ ❤✉♥❞)❡❞ ♦❢ ♣❛♣❡). ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜✲

❧✐.❤❡❞ ♦♥ %❤❛% %♦♣✐❝✳ ❆ ❣♦♦❞ )❡❝❡♥% )❡✈✐❡✇ ♦❢ %❤❡.❡ ♠❡%❤♦❞. ❤❛. ❜❡❡♥ ♣)♦✲

♣♦.❡❞ ❜② ❋♦)%✉♥❛%♦ ❬✹✼❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐%② ❞❡%❡❝%✐♦♥ ♣)♦❜❧❡♠ ❝♦♥.✐.%. ✐♥ %❤❡

❛✉%♦♠❛%✐❝ ❞❡%❡❝%✐♦♥ ♦❢ ❣)♦✉♣. ♦❢ )❡❧❛%❡❞ ♥♦❞❡.✱ ❛❝❝♦)❞✐♥❣ %♦ ❛ ❞❡✜♥❡❞ S✉❛❧✐%②

❢✉♥❝%✐♦♥✳

▼❛♥② ♠❡%❤♦❞. ❢♦) ❝♦♠♠✉♥✐%② ❞❡%❡❝%✐♦♥ ❡①✐.%✱ ❤♦✇❡✈❡) %❤❡② ✉.✉❛❧❧② .✉♣✲

♣♦.❡ %❤❛% %❤❡ ♥❡%✇♦)❦ ✐. ❡♥%✐)❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉%❡) ❛% %❤❡ ❛♥❛❧②.✐.

%✐♠❡✳ ❚❤✐. ❛..✉♠♣%✐♦♥ ✐. ✉.✉❛❧❧② ❢❛❧.❡ ❢♦) ✈❡)② ❧❛)❣❡✱ ❞②♥❛♠✐❝ ♦) ✐♥❤❡)❡♥%❧②

❞✐.%)✐❜✉%❡❞ ♥❡%✇♦)❦.✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱ ❢♦) .♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥.✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ✐♥✲

%❡)❡.%❡❞ ✐♥ %❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡. %♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❛)%✐❝✉❧❛) ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣. %♦✳ ❉❡.♣✐%❡

✶
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 ❤❡ ❢❛❝  ❤❛ ✐ ✐' ♣♦''✐❜❧❡  ♦ ✜-' ❞❡ ❡❝ ❛❧❧  ❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐ ✐❡' ❛♥❞  ❤❡♥ '❡❧❡❝ 

 ❤❡ ♦♥❡' ❝♦♥ ❛✐♥✐♥❣  ❤❡  ❛-❣❡ ♥♦❞❡✱  ❤❡  ✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐ ② ♦❢  ❤❡'❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠✲

♠✉♥✐ ② ❞❡ ❡❝ ✐♦♥ ♠❡ ❤♦❞' ♠❛❦❡'  ❤❡♠ ✐♥❢❡❛'✐❜❧❡ ❢♦- -❡❛❧  ✐♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥'

♦♥ ✈❡-② ❧❛-❣❡ ♥❡ ✇♦-❦'✳

■♥  ❤✐'  ❤❡'✐' ✇❡ ❛-❡ ✐♥ ❡-❡' ❡❞ ♦♥  ❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐ ✐❡' ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣'

 ♦✿  ❤❡✐- ❞❡ ❡❝ ✐♦♥✱  ❤❡✐- ✉'❛❣❡ ❛♥❞  ❤❡✐- ❡✈♦❧✉ ✐♦♥ ❛''✉♠✐♥❣  ❤❛  ❤❡ ♥❡ ✇♦-❦

✐' ❧❛-❣❡✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❞✐' -✐❜✉ ❡❞✳

❖ ❤❡- ♣♦''✐❜❧❡ ❛♥❛❧②'✐'  ❛'❦' ♦♥ '♦❝✐❛❧ ♥❡ ✇♦-❦'  ❤❛ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦-❡ ✐♥

 ❤✐'  ❤❡'✐' ✭❡✐ ❤❡- ❛' ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥✱  ♦♦❧' ♦- ❢♦- ❝♦♠♣❛-✐'♦♥ ♣✉-♣♦'❡'✮ ❛-❡✿

• ♥♦❞❡ ❝❛ ❡❣♦-✐③❛ ✐♦♥✿ ❣✐✈❡♥ ❛ '♦❝✐❛❧ ♥❡ ✇♦-❦✱ ❛ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❞✐❢✲

❢❡-❡♥ ' ❛ ❡' ✭❛❝ ✐✈❡ ♦- ♥♦ ❛❝ ✐✈❡❀ ✐♥❢❡❝ ❡❞✱ ♥♦ ✐♥❢❡❝ ❡❞ ♦- -❡❝♦✈❡-❡❞✮✳

❚❤❡ ♥♦❞❡ ❝❛ ❡❣♦-✐③❛ ✐♦♥ ♣-♦❜❧❡♠ ❝♦♥'✐' ' ✐♥ ♣-❡❞✐❝ ✐♥❣  ❤❡ ' ❛ ❡ ♦❢ ❛♥

✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ♥♦❞❡❀

• ❧✐♥❦ ♣-❡❞✐❝ ✐♦♥✿  ❤❡ ♣-♦❜❧❡♠ ❤❡-❡ ✐'  ♦ ♣-❡❞✐❝ ✇❤❡ ❤❡- ♦- ♥♦ ❛ ❧✐♥❦

 ❤❛ ❞♦❡' ♥♦ ❡①✐' ❛  ✐♠❡ t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝-❡❛ ❡❞ ❛  ✐♠❡ t′ > t❀

• ✐♥❢♦-♠❛ ✐♦♥ ❞✐✛✉'✐♦♥✿ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦-♠❛ ✐♦♥ ❤❡❧❞ ❜② '♦♠❡ ✉'❡-'✱

 ❤❡ ♣-♦❜❧❡♠ ✐'  ♦ ' ✉❞② ❤♦✇ ✐ ✇✐❧❧ '♣-❡❛❞ ❛❝-♦''  ❤❡ ♥❡ ✇♦-❦❀

❚❤❡ -❡♠❛✐♥❞❡- ♦❢  ❤✐' ❝❤❛♣ ❡- ✐' ♦-❣❛♥✐'❡❞ ❛' ❢♦❧❧♦✇'✿ '❡❝ ✐♦♥ 1 ♣-❡'❡♥ '

 ❤❡ ❝♦♥ ❡① ♦❢  ❤✐'  ❤❡'✐'✱ '❡❝ ✐♦♥ 2 ♣-❡'❡♥ ' ✐ ' ❝♦♥ -✐❜✉ ✐♦♥' ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②

'❡❝ ✐♦♥ 3 ❞-❛✇'  ❤❡ ♦-❣❛♥✐'❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ -❡' ♦❢  ❤✐' ❞✐''❡- ❛ ✐♦♥✳

❈♦♥#❡♥#%

✶✳✶ ❈♦♥%❡①% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✷ ❈♦♥%)✐❜✉%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✸ ❖)❣❛♥✐1❛%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✶ ❈♦♥%❡①%

❆❧❣♦-✐ ❤♠' ❢♦- ❝♦♠♠✉♥✐ ② ❞❡ ❡❝ ✐♦♥ ✉'✉❛❧❧② ♠❛❦❡  ❤❡ ❢♦✉- ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛''✉♠♣✲

 ✐♦♥'✿

✶✳  ❤❡ ♥❡ ✇♦-❦ ✐' ❡♥ ✐-❡❧② ❦♥♦✇♥✿  ❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐ ② ❞❡ ❡❝ ✐♦♥ ❛❧❣♦-✐ ❤♠ ❤❛'

❛ ❣❧♦❜❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢  ❤❡ ❞❛ ❛ ❝♦♠♣♦'✐♥❣  ❤❡ ♥❡ ✇♦-❦❀

✷✳ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛' ✭❛ ❧❡❛' ✮ ♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐ ②✿ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛''✐❣♥❡❞  ♦

❛ ❧❡❛' ♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐ ② ❡✈❡♥ ✐❢  ❤❡ ♥♦❞❡ ❞♦❡' ♥♦ -❡❛❧❧② ❜❡❧♦♥❣  ♦ ❛♥②

♦♥❡❀
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✸✳ "❤❡ ♥❡"✇♦(❦ ❞♦❡+ ♥♦" ❡✈♦❧✈❡ ✇✐"❤ "✐♠❡✿ "❤❡ ❞②♥❛♠✐❝+ ♦❢ "❤❡ ♥❡"✇♦(❦ ✐+

+✐♠♣❧② ✐❣♥♦(❡❞❀

✹✳ ❛❧❧ "❤❡ ❞❛"❛ ♦❢ "❤❡ ♥❡"✇♦(❦ ❛(❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛" ❛ ✉♥✐;✉❡ ❧♦❝❛"✐♦♥✿ ✐" ✐+ ♥♦"

♣♦++✐❜❧❡ "♦ ❞❡❛❧ ✇✐"❤ ❞✐+"(✐❜✉"❡❞ ❞❛"❛✳

❚❤❡+❡ ❛++✉♠♣"✐♦♥+ ❛(❡ ♥♦" ❛❧✇❛②+ "(✉❡ ✐♥ (❡❛❧ +♦❝✐❛❧ ♥❡"✇♦(❦+✳ ▼♦(❡♦✈❡(✱

❢♦( +✉❝❤ ♥❡"✇♦(❦+✱ "❤❡+❡ ❛❧❣♦(✐"❤♠+ ❝❛♥ ♣(♦❞✉❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐"✐❡+ ✇✐"❤ "❤♦✉+❛♥❞+

♦( ♠✐❧❧✐♦♥+ ♦❢ ♥♦❞❡+ ❛♥❞ "❤✐+ ♠❛② ♥♦" ❜❡ ✉+❡❢✉❧ ✐♥ ♣(❛❝"✐❝❡✳ ❖✉( ❛✐♠ ✐+ "♦

♣(♦♣♦+❡ +♦❧✉"✐♦♥+ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦" (❡;✉✐(❡ "❤❛" "❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥"✐♦♥❡❞ ❛++✉♠♣"✐♦♥+

❤♦❧❞✳

✶✳✷ ❈♦♥&'✐❜✉&✐♦♥

❚❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ♦❢ "❤✐+ "❤❡+✐+ ✐+ "♦ ♣(❡+❡♥" ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"② ❞❡"❡❝"✐♦♥ ♠❡"❤♦❞+

❛+ ❛♥ ❛❧"❡(♥❛"✐✈❡ "♦ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"② ❞❡"❡❝"✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✉+✉❛❧❧② (❡;✉✐(❡ "❤❡

❡♥"✐(❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ "❤❡ ♥❡"✇♦(❦✳ ■♥ ♣(❛❝"✐❝❡✱ ❤❛✈✐♥❣ "❤✐+ ❣❧♦❜❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

♦❢ "❤❡ ♥❡"✇♦(❦ ✐+ ♥♦" ❛❧✇❛②+ ♣♦++✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞❡"❡❝"❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐"✐❡+ ❛(❡ "❤❡♥

✉+❡❞ ✐♥ ♣(❡❞✐❝"✐♥❣ +♦♠❡ ✉+❡(+✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉(+ ✐♥ ❛ (❡❛❧ ♦♥❧✐♥❡ +♦❝✐❛❧ ♥❡"✇♦(❦✳ ❇❡✲

❝❛✉+❡ (❡❛❧ ♥❡"✇♦(❦+ ❛(❡ ❞②♥❛♠✐❝+✱ ✇❡ ❛❧+♦ ✐♥✈❡+"✐❣❛"❡ "❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ "❤❡+❡

❞❡"❡❝"❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐"✐❡+✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜❡❝❛✉+❡ "❤❡ ❞❛"❛ ♦❢ ✈❡(② ❧❛(❣❡ +♦❝✐❛❧ ♥❡"✇♦(❦+

❛(❡ ✉+✉❛❧❧② ❞✐+"(✐❜✉"❡❞✱ ✇❡ ♣(♦♣♦+❡ ❛ ❢(❛♠❡✇♦(❦ "❤❛" ❡♥❛❜❧❡+ "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛✲

"✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"✐❡+ ✐♥ ♣❛("✐❝✉❧❛( ❛♥❞ ♠♦(❡ ❣❡♥❡(❛❧❧② +♦❝✐❛❧ ♥❡"✇♦(❦

❛♥❛❧②+✐+ ✐♥ "❤❡ ❝♦♥"❡①" ♦❢ ❞✐+"(✐❜✉"❡❞ ❞❛"❛✳ ❚❤❡ ❝♦♥"(✐❜✉"✐♦♥+ ♦❢ "❤✐+ "❤❡+✐+

❛(❡ +✉♠♠❛(✐③❡❞ ❛+ ❢♦❧❧♦✇✿

• ✇❡ ♣(♦♣♦+❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦(✐"❤♠+ ❢♦( ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"② ❞❡"❡❝"✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ✉+❡❞ ❡✈❡♥ ✐❢ "❤❡ ❡♥"✐(❡ +"(✉❝"✉(❡ ♦❢ "❤❡ ♥❡"✇♦(❦ ✐+ ♥♦" ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡+❡

❛❧❣♦(✐"❤♠+ ❝❛♥ ❛❧+♦ ❞❡"❡❝" "❤❛" ❛ ♥♦❞❡ ❞♦❡+ ♥♦" ❜❡❧♦♥❣ "♦ ❛♥② ❝♦♠♠✉✲

♥✐"②❀

• ✇❡ ♣(♦♣♦+❡ ❛ ♣(♦❝❡❞✉(❡ "♦ ❞❡"❡❝" ❛❧❧ "❤❡ ♦✈❡(❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐"✐❡+ ❛

❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣+ "♦✱ ✉+✐♥❣ "❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥"✐♦♥❡❞ ♥❡✇ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"②

❞❡"❡❝"✐♦♥ ♠❡"❤♦❞+❀

• "♦ +❤♦✇ "❤❛" "❤❡ ❞❡"❡❝"❡❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"✐❡+ ❛(❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✱ ✇❡ ❛♣♣❧②

"❤❡♠ ✐♥ "❤❡ ♣(❡❞✐❝"✐♦♥ ♦❢ ✉+❡(+✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉(+ ✉+✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛(♥✐♥❣❀

• ✇❡ ♣(♦♣♦+❡ +♦♠❡ ♠❡"❤♦❞+✱ ✉+✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛(♥✐♥❣✱ "♦ ♣(❡❞✐❝" "❤❡ ❡✈♦✲

❧✉"✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"✐❡+❀

• ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♣(♦♣♦+❡ ❛ ♠♦❞❡❧ "♦ +"♦(❡ ❛♥❞ ♣(♦❝❡++ +♦❝✐❛❧ ♥❡"✇♦(❦+ ✇✐"❤

❞✐+"(✐❜✉"❡❞ ❞❛"❛✳
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❚❤✐# ✇♦&❦ ❤❛# ❜❡❡♥ ✈❛❧✉❡❞ ❜② 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝❛1✐♦♥#✿

• 7❡❡&✲&❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥1❡&♥❛1✐♦♥❛❧ ❥♦✉&♥❛❧#

✕ ❇❧❛✐#❡ ◆❣♦♥♠❛♥❣✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐❡♥♥❡1✱ ❛♥❞ ▼❛✉&✐❝❡ ❚❝❤✉❡♥1❡✳

7&❡❞✐❝1✐♥❣ ✉#❡&# ❜❡❤❛✈✐♦✉&# ✐♥ ❞✐#1&✐❜✉1❡❞ #♦❝✐❛❧ ♥❡1✇♦&❦# ✉#✐♥❣

❝♦♠♠✉♥✐1② ❛♥❛❧②#✐#✳ ▲❡❝1✳ ◆♦1❡# ❙♦❝✐❛❧ ◆❡1✇♦&❦#✳ ❙♣&✐♥❣❡&✱

✷✵✶✹✳

✕ ❇❧❛✐#❡ ◆❣♦♥♠❛♥❣✱ ▼❛✉&✐❝❡ ❚❝❤✉❡♥1❡✱ ❛♥❞ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐❡♥♥❡1✳

▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐1✐❡# ✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ ✐♥ #♦❝✐❛❧ ♥❡1✇♦&❦#✳ 7❛&❛❧❧❡❧ 7&♦✲

❝❡##✐♥❣ ▲❡11❡&#✱ ✷✷✭✶✮✱ ▼❛&❝❤ ✷✵✶✷✳

• ❇♦♦❦ ❈❤❛♣1❡&#

✕ ❇❧❛✐#❡ ◆❣♦♥♠❛♥❣✱ ❱❛♥❡##❛ ❑❛♠❣❛✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐❡♥♥❡1 ❛♥❞ ▼❛✉✲

&✐❝❡ ❚❝❤✉❡♥1❡✳ ❈♦♠♠✉♥✐1② ❆♥❛❧②#✐# ❛♥❞ ▲✐♥❦ 7&❡❞✐❝1✐♦♥ ✐♥ ❉②✲

♥❛♠✐❝ ❙♦❝✐❛❧ ♥❡1✇♦&❦#✳ ❈♦♠♣✉1✐♥❣ ✐♥ ❘❡#❡❛&❝❤ ❛♥❞ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥1

✐♥ ❆❢&✐❝❛ ✲ ❇❡♥❡✜1#✱ ❚&❡♥❞#✱ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡#✳ ❙♣&✐♥❣❡&✱ ✷✵✶✹✳

• 7❡❡&✲&❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥1❡&♥❛1✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡&❡♥❝❡#

✕ ❇❧❛✐#❡ ◆❣♦♥♠❛♥❣✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐❡♥♥❡1✱ ❙✳ ❙❡❛♥✱ ❋&❛♥Q♦✐#❡ ❋♦❣❡❧♠❛♥✲

❙♦✉❧✐R✱ ❛♥❞ ❘R♠✐ ❑✐&❝❤❡✳ ▼♦♥❡1✐③❛1✐♦♥ ❛♥❞ #❡&✈✐❝❡# ♦♥ ❛ &❡❛❧ ♦♥✲

❧✐♥❡ #♦❝✐❛❧ ♥❡1✇♦&❦ ✉#✐♥❣ #♦❝✐❛❧ ♥❡1✇♦&❦ ❛♥❛❧②#✐#✳ ■♥ ■❈❉▼ ✇♦&❦✲

#❤♦♣ ♦♥ ❉❛1❛ ▼✐♥✐♥❣ ❈❛#❡ ❙1✉❞✐❡# ❛♥❞ ❙✉❝❝❡## ❙1♦&✐❡#✱ ❉❡❝❡♠❜❡&

✷✵✶✸✳

✕ ❇❧❛✐#❡ ◆❣♦♥♠❛♥❣✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐❡♥♥❡1✱ ❛♥❞ ▼❛✉&✐❝❡ ❚❝❤✉❡♥1❡✳

❈❤✉&♥ ♣&❡❞✐❝1✐♦♥ ✐♥ ❛ &❡❛❧ ♦♥❧✐♥❡ #♦❝✐❛❧ ♥❡1✇♦&❦ ✉#✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠✲

♠✉♥✐1② ❛♥❛❧②#✐#✳ ■♥ ■❊❊❊✴❆❈▼ ■♥1✳ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡# ✐♥ ❙♦✲

❝✐❛❧ ◆❡1✇♦&❦# ❆♥❛❧②#✐# ❛♥❞ ▼✐♥✐♥❣ ✭❆❙❖◆❆▼✬✶✷✮✱ ♣❛❣❡# ✷✽✷✲✷✾✵✱

❆✉❣✉#1 ✷✵✶✷✳

✕ ❇❧❛✐#❡ ◆❣♦♥♠❛♥❣ ❛♥❞ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐❡♥♥❡1✳ ❚♦✇❛&❞ ❝♦♠♠✉♥✐1②

❞②♥❛♠✐❝ 1❤&♦✉❣❤ ✐♥1❡&❛❝1✐♦♥# ♣&❡❞✐❝1✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡1✇♦&❦#✳ ■♥

■❊❊❊ ❙■❚■❙ ✷✵✶✸✱ ❈♦♠♣❧❡① ◆❡1✇♦&❦# ❛♥❞ 1❤❡✐& ❆♣♣❧✐❝❛1✐♦♥#✱ ❑②✲

♦1♦✱ ❏❛♣❛♥✱ ❉❡❝❡♠❜❡& ✷✵✶✸✳

• 7❡❡&✲&❡✈✐❡✇❡❞ ♥❛1✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡&❡♥❝❡#

✕ ❇❧❛✐#❡ ◆❣♦♥♠❛♥❣ ❛♥❞ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐❡♥♥❡1✳ ❉②♥❛♠✐]✉❡ ❞❡# ❝♦♠✲

♠✉♥❛✉1R# ♣❛& ♣&R✈✐#✐♦♥ ❞✬✐♥1❡&❛❝1✐♦♥# ❞❛♥# ❧❡# &R#❡❛✉① #♦❝✐❛✉①✳

■♥ ❆1❡❧✐❡& ❋♦✉✐❧❧❡ ❞❡ ❉♦♥♥R❡# ❈♦♠♣❧❡①❡# ❞❡ ❧❛ ✶✹❡ ❈♦♥❢R&❡♥❝❡ ■♥✲

1❡&♥❛1✐♦♥❛❧❡ ❋&❛♥❝♦♣❤♦♥❡ #✉& ❧✬❊①1&❛❝1✐♦♥ ❡1 ❧❛ ●❡#1✐♦♥ ❞❡# ❈♦♥✲

♥❛✐##❛♥❝❡# ✭❊●❈✬✶✹✮✱ ❘❡♥♥❡#✱ ❏❛♥✉❛&② ✷✵✶✹✳



✶✳✸✳ ❖❘●❆◆■❙❆❚■❖◆ ✺

✕ ❇❧❛✐$❡ ◆❣♦♥♠❛♥❣ ❛♥❞ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐❡♥♥❡/✳ ❉②♥❛♠✐3✉❡ ❞❡$ ❝♦♠✲

♠✉♥❛✉/6$ ♣❛8 ♣86❞✐❝/✐♦♥ ❞✬✐♥/❡8❛❝/✐♦♥$ ❞❛♥$ ❧❡$ 86$❡❛✉① $♦❝✐❛✉①

✭♣♦$/❡8✮✳ ■♥ ✶✹❡ ❈♦♥❢68❡♥❝❡ ■♥/❡8♥❛/✐♦♥❛❧❡ ❋8❛♥❝♦♣❤♦♥❡ $✉8 ❧✬ ❡/

❧❛ ●❡$/✐♦♥ ❞❡$ ❈♦♥♥❛✐$$❛♥❝❡$ ✭❊●❈✬✶✹✮✱ ❘❡♥♥❡$✱ ❏❛♥✉❛8② ✷✵✶✹✳

✕ ❇❧❛✐$❡ ◆❣♦♥♠❛♥❣ ❛♥❞ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐❡♥♥❡/✳ ❋8❛♠❡✇♦8❦ ❞✬❛♥❛❧②$❡

❞❡ ❣8❛♥❞$ 86$❡❛✉① $♦❝✐❛✉① ❞✐$/8✐❜✉6$✳ ■♥ ❈❘■ ✷✵✶✸✱ ❨❛♦✉♥❞6✱

❈❛♠❡8♦✉♥✱ ❉❡❝❡♠❜❡8 ✷✵✶✸✳

✶✳✸ ❖$❣❛♥✐)❛*✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥/❡♥/ ♦❢ /❤✐$ /❤❡$✐$ ✐$ ♦8❣❛♥✐③❡❞ ❛$ ❢♦❧❧♦✇✿

• ❈❤❛♣/❡8 ✷✲ ✏❇❛$✐❝ ❞❡✜♥✐/✐♦♥$ ❛♥❞ ♥♦/❛/✐♦♥$✑✿ ✐♥/8♦❞✉❝❡$ ❤❡❧♣❢✉❧ ♥♦/✐♦♥$

/♦ ❡❛$✐❧② ❢♦❧❧♦✇ /❤❡ 8❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❤❛♣/❡8$✳

• ❈❤❛♣/❡8 ✸✲ ✏●❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐/② ❞❡/❡❝/✐♦♥ ✐♥ $/❛/✐❝ ♥❡/✇♦8❦✑✿ ✐♥/8♦❞✉❝❡$

/❤❡ ♣8♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡/❡❝/✐♥❣ /❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐/② $/8✉❝/✉8❡ ♦❢ $/❛/✐❝ ♥❡/✇♦8❦$✳

• ❈❤❛♣/❡8 ✹✲ ✏▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐/② ✐❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥ ✐♥ $♦❝✐❛❧ ♥❡/✇♦8❦$✑✿ ♣8❡$❡♥/$

❧♦❝❛❧ ♠❡/❤♦❞$ ❢♦8 /❤❡ ✐❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐/② ❛ ♣❛8/✐❝✉❧❛8 ♥♦❞❡

❜❡❧♦♥❣$ /♦✳

• ❈❤❛♣/❡8 ✺✲ ✏▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐/② ❛♣♣❧✐❡❞ /♦ /❤❡ ♣8❡❞✐❝/✐♦♥ ♦❢ ✉$❡8$✬ ❜❡✲

❤❛✈✐♦✉8$✑✿ ♣8❡$❡♥/$ /❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐/② ✐❞❡♥/✐✜❝❛/✐♦♥ /♦

/❤❡ ♣8❡❞✐❝/✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉$❡8$✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉8$✳

• ❈❤❛♣/❡8 ✻✲ ✏❈♦♠♠✉♥✐/✐❡$ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❡/✇♦8❦$✑✿ ♣8❡$❡♥/$ ❛♥ ♦✈❡8✈✐❡✇

♦❢ ♠❡/❤♦❞$ ❢♦8 ❞❡/❡❝/✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐/② ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝$ ♥❡/✇♦8❦$ ❛♥❞ ♦✉8

❝♦♥/8✐❜✉/✐♦♥ /♦ ♣8❡❞✐❝/ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐/✐❡$✳

• ❈❤❛♣/❡8 ✼✿ ✏❚♦✇❛8❞$ ❛ ❋8❛♠❡✇♦8❦ ❢♦8 $/♦8✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②$✐♥❣ ❞✐$/8✐❜✉/❡❞

♥❡/✇♦8❦$✑✿ ✐♥/8♦❞✉❝❡$ ❛ ❣❡♥❡8❛❧ ❋8❛♠❡✇♦8❦ /♦ ❛♥❛❧②$❡ $♦❝✐❛❧ ♥❡/✇♦8❦$

✇✐/❤ ❞✐$/8✐❜✉/❡❞ ❞❛/❛✳

• ❈❤❛♣/❡8 ✽✿ ✏❈♦♥❝❧✉$✐♦♥$ ❛♥❞ ♣❡8$♣❡❝/✐✈❡$✑✿ ❞8❛✇$ $♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉$✐♦♥$

❛♥❞ ♣❡8$♣❡❝/✐✈❡$✳
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❈❍❆#❚❊❘ ✷

❇❛*✐❝ ❞❡✜♥✐1✐♦♥* ❛♥❞ ♥♦1❛1✐♦♥*

✏❚❤❡ ❲❡❜ ✐' ♠♦*❡ ❛ '♦❝✐❛❧ ❝*❡❛.✐♦♥ .❤❛♥ ❛ .❡❝❤♥✐❝❛❧ ♦♥❡✳✧

✲ ❚✐♠ ❇❡%♥❡%'✲▲❡❡

❚❤#♦✉❣❤♦✉' '❤✐) '❤❡)✐)✱ )♦♠❡ )♦❝✐❛❧ ♥❡'✇♦#❦) ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛#♥✐♥❣ ❝♦♥✲

❝❡♣') ✇✐❧❧ ❜❡ ✉)❡❞✳ ❚❤✐) ❝❤❛♣'❡# #❡❝❛❧❧) '❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣') '❤❛' ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ '♦

❜❡''❡# ✉♥❞❡#)'❛♥❞ '❤❡ #❡)' ♦❢ '❤✐) '❤❡)✐)✳

❈♦♥#❡♥#%

✷✳✶ ❇❛%✐❝ ♥♦*✐♦♥% ♦♥ %♦❝✐❛❧ ♥❡*✇♦.❦% ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✷ ❇❛%✐❝ ♥♦*✐♦♥% ♦♥ %✉♣❡.✈✐%❡❞ ❧❡❛.♥✐♥❣ ❢♦. ❝❧❛%%✐✜✲

❝❛*✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✷✳✶ -%♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐3✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧ ❡✈❛❧✉❛3✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✷✳✸ ■♥3%♦❞✉❝3✐♦♥ 3♦ '✉♣♣♦%3 ✈❡❝3♦% ♠❛❝❤✐♥❡' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✶ ❇❛%✐❝ ♥♦*✐♦♥% ♦♥ %♦❝✐❛❧ ♥❡*✇♦.❦%

❆ )♦❝✐❛❧ ♥❡'✇♦#❦ ❝❛♥ ❜❡ #❡♣#❡)❡♥'❡❞ ❜② ❛ ❣#❛♣❤ G = (V,E) ❬✶✵✾❪✱ ✇❤❡#❡ V
✐) '❤❡ )❡' ♦❢ ✈❡#'✐❝❡) ✭♦# ♥♦❞❡)✮✱ ❛♥❞ E ✐) '❤❡ )❡' ♦❢ ❡❞❣❡) ✭♦# ❧✐♥❦)✮✱ ❢♦#♠❡❞

❜② ♣❛✐#) ♦❢ ✈❡#'✐❝❡)✳ ❚❤❡ '✇♦ ♥♦❞❡) u ❛♥❞ v ❛#❡ '❤❡ ❡♥❞ ✈❡#'✐❝❡) ♦❢ '❤❡ ❡❞❣❡

e = (u, v)✳ ■❢ '❤❡ ♦#❞❡# ♦❢ ❡♥❞ ✈❡#'✐❝❡) ♠❛''❡#) ✐♥ ❛♥ ❡❞❣❡✱ '❤❡♥ '❤❡ ❣#❛♣❤ ✐)

)❛✐❞ '♦ ❜❡ ❞✐#❡❝'❡❞❀ ♦'❤❡#✇✐)❡✱ ✐' ✐) ✉♥❞✐#❡❝'❡❞✳ ❋✐❣✉#❡ ✷✳✶ )❤♦✇) ❡①❛♠♣❧❡) ♦❢

✉♥❞✐#❡❝'❡❞ ✭❛ ❛♥❞ ❜✮ ❛♥❞ ❞✐#❡❝'❡❞ ✭❝ ❛♥❞ ❞✮ ❣#❛♣❤)✳

❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉#❤♦♦❞ Γ(u) ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ u ✐) '❤❡ )❡' ♦❢ ♥♦❞❡) v )✉❝❤ '❤❛'

(u, v) ∈ E✳ ■♥ ✜❣✉#❡ ✷✳✶ ✭❛✮✱ '❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉# ♦❢ '❤❡ ♥♦❞❡ 0 ✐) {1, 2}✳ ❚❤❡

✼
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉*❡ ✷✳✶✿ ❙♦♠❡ ❣*❛♣❤ ❡①❛♠♣❧❡7✿ ❛♥ ✉♥❞✐*❡❝9❡❞ ❛♥❞ ✉♥✇❡✐❣❤❡❞ ❣*❛♣❤ ✭❛✮✱

❛♥ ✉♥❞✐*❡❝9❡❞ ❛♥❞ ✉♥✇❡✐❣❤❡❞ ❣*❛♣❤ ✭❜✮✱ ❛ ❞✐*❡❝9❡❞ ❛♥❞ ✉♥✇❡✐❣❤❡❞ ❣*❛♣❤ ✭❝✮

❛♥❞ ❛ ❞✐*❡❝9❡❞ ❛♥❞ ✉♥✇❡✐❣❤❡❞ ❣*❛♣❤ ✭❞✮✳

❞❡❣*❡❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ u ✐7 9❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ✐97 ♥❡✐❣❤❜♦✉*7 ♦* 9❤❡ ❝❛*❞✐♥❛❧✐9② ♦❢ Γ(u)✱
✐✳❡✳ degree(u) = |Γ(u)|✳ ❚❤❡ ❞❡❣*❡❡ ♦❢ ♥♦❞❡ u ✇✐❧❧ ❛❧7♦ ❜❡ ❞❡♥♦9❡❞ ❜② du✳
■♥ ✜❣✉*❡ ✷✳✶ ✭❛✮✱ d0 = 2✳ ●✐✈❡♥ 9❤✐7 ♠♦❞❡❧✱ ❛❧❧ ❣*❛♣❤ 9❤❡♦*❡9✐❝ 9♦♦❧7 ❝❛♥ ❜❡

*❡✉7❡❞ ✐♥ ♥❡9✇♦*❦ ❛♥❛❧②7✐7✳ ❲❡ *❡❝❛❧❧ ✐♥ 9❤❡ *❡79 ♦❢ 9❤✐7 7❡❝9✐♦♥✱ 9❤❡ ♠❛✐♥

❝♦♥❝❡♣97 ♦❢ ❣*❛♣❤ 9❤❡♦*② 9❤❛9 ✇✐❧❧ ❜❡ ✉7❡❞ ✐♥ 9❤✐7 9❤❡7✐7✳

❍❡*❡❛❢9❡*✱ 9❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ♥♦❞❡7 ♦❢ 9❤❡ ♥❡9✇♦*❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦9❡❞ ❜② n ❛♥❞

9❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❡❞❣❡7 ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦9❡❞ ❜② m✳ ❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛9*✐① ♦❢ G ✐7 ❛♥

n× n ❜♦♦❧❡❛♥ ♠❛9*✐① A ❞❡✜♥❡❞ ❜② aij = 1 ✐❢ 9❤❡*❡ ✐7 ❛ ❧✐♥❦ ❢*♦♠ i 9♦ j✱ ❛♥❞

aij = 0 ♦9❤❡*✇✐7❡✳ ■♥ 7♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛9✐♦♥7✱ ✐9 ✐7 ✉7❡❢✉❧ 9♦ ♠♦❞❡❧ 9❤❡ 79*❡♥❣9❤ ♦❢

9❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡9✇❡❡♥ i ❛♥❞ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦✉* j✳ ■♥ 9❤✐7 ❝❛7❡ aij ✐7 ❛ *❡❛❧ ♥✉♠❜❡*✳ ❙✉❝❤

❣*❛♣❤7 ❛*❡ 7❛✐❞ 9♦ ❜❡ ✇❡✐❣❤9❡❞✳ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤9❡❞ ❣*❛♣❤7 ❛*❡ ♣*❡7❡♥9❡❞

✐♥ ✜❣✉*❡ ✷✳✶ ✭❜ ❛♥❞ ❞✮✳

❆ ❣*❛♣❤ ❛❧❣♦*✐9❤♠ ✐7 ❣❧♦❜❛❧ ✐❢ ✐97 9✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐9② 7❝❛❧❡7 ❛9 ❧❡❛79 ✇✐9❤ 9❤❡

♥✉♠❜❡* ♦❢ ♥♦❞❡ ✭O(n)✮✳ ❆ ❣❧♦❜❛❧ ❣*❛♣❤ ❛❧❣♦*✐9❤♠ 9❤✉7 *❡I✉✐*❡7 ❛❝❝❡77 9♦ ❛

✈❛79 ♣♦*9✐♦♥ ✭✉7✉❛❧❧② ❛❧❧ 9❤❡ ♥♦❞❡7✮ ♦❢ 9❤❡ ❣*❛♣❤✳ ❈♦♥✈❡*7❡❧②✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ❣*❛♣❤

❛❧❣♦*✐9❤♠ ♦♥❧② ♥❡❡❞7 9♦ ❛❝❝❡77 ❛ ❧✐99❧❡ 7✉❜✲7❡9 ♦❢ 9❤❡ ❣*❛♣❤✳

❚❤❡ 7♣❡❝9*✉♠ ♦❢ ❛ ❣*❛♣❤ G ✐7 9❤❡ 7❡9 ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡7 ♦❢ ✐97 ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛9*✐①

A✳ ❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛9*✐① L ♦❢ ❛ ❣*❛♣❤ G ✐7 ❞❡✜♥❡❞ ❜② L = D−A✱ ✇❤❡*❡ D
✐7 9❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛9*✐① ♦❢ ♦*❞❡* n ❞❡✜♥❡❞ ❜② dii = degree(i)✳

❆ ✜♥✐9❡ ♣❛9❤ ♦❢ ❧❡♥❣9❤ k ✐♥ G✱ ✐7 ❛ 7❡I✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❞❣❡7 〈e1 = (u1, u2), e2 =
(u2, u3), . . . , ek = (uk, uk+1)〉✱ 7✉❝❤ 9❤❛9 9✇♦ ❝♦♥7❡❝✉9✐✈❡ ❡❞❣❡7 ei = (ui, ui+1)
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❛♥❞ ei+1 = (ui+1, ui+2) #❤❛%❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡♥❞ ✈❡%+❡① ui+1✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❛+❤ ❝♦♥♥❡❝+#

u1 +♦ uk+1✳ ❆ ♣❛+❤ ♦❢ ❧❡♥❣+❤ k ✐# #❛✐❞ +♦ ❜❡ ❝❧♦#❡❞ ✐❢ u1 = uk+1✳ ■♥ ✜❣✉%❡

✷✳✶✭❛✮ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣❛+❤ ✐# ❣✐✈❡♥ ❜② +❤❡ #❡>✉❡♥❝❡ 〈(0, 1), (1, 3), (3, 5)〉 ❛♥❞

❛ ❝❧♦#❡❞ ♣❛+❤ ✐# ❣✐✈❡♥ ❜② 〈(1, 2), (2, 4), (4, 3), (3, 1)〉✳
❆ ❝♦♥♥❡❝+❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥+ ♦❢ ❛♥ ✉♥❞✐%❡❝+❡❞ ❣%❛♣❤ G ✐# ❛ ♠❛①✐♠❛❧ #✉❜✲❣%❛♣❤

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥② +✇♦ ✈❡%+✐❝❡# ❛%❡ ❝♦♥♥❡❝+❡❞ +♦ ❡❛❝❤ ♦+❤❡% ❜② ♣❛+❤#✳ ▼❛①✐♠❛❧

♠❡❛♥# +❤❛+ #✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥+ ✐# ♥♦+ ❝♦♥♥❡❝+❡❞ +♦ ❛♥② ❛❞❞✐+✐♦♥❛❧ ✈❡%+❡① ✐♥ G✳

❆ ❝❧✐>✉❡ ✐# ❛ #❡+ ♦❢ ♥♦❞❡# +❤❛+ ❢♦%♠# ❛ ❝♦♠♣❧❡+❡ ❣%❛♣❤ ✐✳❡✳ ✇✐+❤ ❛❧❧ ♣♦##✐❜❧❡

❧✐♥❦#✳ ❚❤❡ +❡%♠ k − clique ✐# ✉#❡❞ +♦ ❞❡♥♦+❡ ❛ ❝❧✐>✉❡ ♦❢ k ♥♦❞❡#✳ ❆ +%✐❛♥❣❧❡

✐# ❛ 3− clique ♦% ❝❧♦#❡❞ ♣❛+❤ ♦❢ ❧❡♥❣+❤ 3✳
❚❤❡ ❝❧✉#+❡%✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ♦❢ ❛ ♥❡+✇♦%❦ ✐# %❡❧❛+❡❞ +♦ +❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ +%✐❛♥❣❧❡#

✭❝❧♦#❡ ♣❛+❤ ♦❢ ❧❡♥❣+❤ 2✮✳ ■+ ❝♦%%❡#♣♦♥❞# +♦ +❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐+② +❤❛+ +✇♦ ♥♦❞❡# u
❛♥❞ v✱ ❝♦♥♥❡❝+❡❞ +♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉% w✱ ❛%❡ ❛❧#♦ ❝♦♥♥❡❝+❡❞✳ ❚❤❡%❡ ❛%❡

+✇♦ ❞✐✛❡%❡♥+ ✇❛②# ❢♦% ❝♦♠♣✉+✐♥❣ +❤❡ ❝❧✉#+❡%✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ♦❢ ❛ ♥❡+✇♦%❦✳ ❚❤❡

❣❧♦❜❛❧ ❝❧✉#+❡%✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ✐# +❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ +%✐❛♥❣❧❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② +❤❡ ♥✉♠❜❡%

♦❢ ♣❛+❤# ♦❢ ❧❡♥❣+❤ 2✳ ❚❤❡ ❝❧✉#+❡%✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐# +❤❡ %❛+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥

+❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ♣❛✐%# ♦❢ ✐+# ♥❡✐❣❤❜♦%# +❤❛+ ❛%❡ ❝♦♥♥❡❝+❡❞ ❛♥❞ +❤❡ +♦+❛❧ ♥✉♠❜❡%

♦❢ ♣❛✐%# ♦❢ ✐+# ♥❡✐❣❤❜♦%#✳ ❚❤❡ ❛✈❡%❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❝❧✉#+❡%✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ✐# ❛♥ ❛✈❡%❛❣❡

♦❢ +❤❡ ❝❧✉#+❡%✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥+# ❢♦% ❛❧❧ ♥♦❞❡# ♦❢ +❤❡ ♥❡+✇♦%❦✳ ■♥ ✜❣✉%❡ ✷✳✶✭❛✮ +❤❡

❣❧♦❜❛❧ ❝❧✉#+❡%✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥+ ✐# 0.66 ❛♥❞ +❤❡ ❛✈❡%❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ❝❧✉#+❡%✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥+

✐# 0.72✳
❆ ❧✐♥❦ e = (i, j) ✐# ✐♥+❡%♥❛❧ +♦ ❛ #✉❜✲❣%❛♣❤ G′ = (V ′, E ′) ✐❢ i ❛♥❞ j ❛%❡ ✐♥

V ′
✳ ❆ ❧✐♥❦ e = (i, j) ✐# ❡①+❡%♥❛❧ +♦ ❛ #✉❜✲❣%❛♣❤ G′

✐❢ ❡✐+❤❡% i ♦% j ✐# ✐♥ V ′
✱

❜✉+ ♥♦+ ❜♦+❤✳ ❚❤❡ ❞❡♥#✐+② δ ♦❢ ❛ ❣%❛♣❤ ❝♦%%❡#♣♦♥❞# +♦ +❤❡ ♣%♦♣♦%+✐♦♥ ♦❢ ✐+#

❡①✐#+✐♥❣ ❧✐♥❦# ❝♦♠♣❛%❡❞ +♦ +❤❡ +♦+❛❧ ♣♦##✐❜❧❡ ❧✐♥❦#✳ ❚❤❡ ✐♥+❡%♥❛❧ ❞❡♥#✐+② δin
❝♦%%❡#♣♦♥❞# +♦ +❤❡ ♣%♦♣♦%+✐♦♥ ♦❢ ✐♥+❡%♥❛❧ ❧✐♥❦# ♦❢ ❛ #✉❜✲❣%❛♣❤ ❝♦♠♣❛%❡❞ +♦

+❤❡ ♣♦##✐❜❧❡ ✐♥+❡%♥❛❧ ❧✐♥❦#✳ ❙✐♠✐❧❛%❧②✱ +❤❡ ❡①+❡%♥❛❧ ❞❡♥#✐+② δout ❝♦%%❡#♣♦♥❞#
+♦ +❤❡ ♣%♦♣♦%+✐♦♥ ♦❢ ❡①+❡%♥❛❧ ❧✐♥❦# ♦❢ ❛ #✉❜✲❣%❛♣❤ ❝♦♠♣❛%❡❞ +♦ +❤❡ ♣♦##✐❜❧❡

❡①+❡%♥❛❧ ❧✐♥❦#✳

❚❤❡ ♦❜#❡%✈❛+✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❡+✇♦%❦ ❞✉%✐♥❣ T +✐♠❡ #+❡♣# ✐# ♠♦❞❡❧❧❡❞

❜② G = (G1, G2, ..., GT )✱ ✇❤❡%❡ Gt = (Vt, Et) ✐# +❤❡ ♥❡+✇♦%❦ ♦❜#❡%✈❡❞ ❛+ +✐♠❡

t✳
■+ ❤❛# ❜❡❡♥ ♦❜#❡%✈❡❞ +❤❛+ ♠❛♥② %❡❛❧ ✇♦%❧❞ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡+✇♦%❦# #❤❛%❡ #♦♠❡

❝❤❛%❛❝+❡%✐#+✐❝# ❬✶✵✾✱ ✶✸❪✿

•  ❝❛❧❡✲❢'❡❡ ♣'♦♣❡'*②✿ +❤❡ ❞❡❣%❡❡ ❞✐#+%✐❜✉+✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇# ❛ ♣♦✇❡% ❧❛✇ ✐✳❡✳

+❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐+② +❤❛+ ❛ ♥♦❞❡ ❤❛# ❞❡❣%❡❡ k ✐# ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✶✷✱ ✶✵✾❪✿

P (k) = k−γ
✭✷✳✶✮

❢♦% ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥#+❛♥+ γ ✉#✉❛❧❧② ❜❡+✇❡❡♥ 2 ❛♥❞ 3✳ ❚❤✐# ♣♦✇❡% ❧♦✇ ❤❛#

❜❡❡♥ ❥✉#+✐✜❡❞ ❜② +❤❡ ♣%❡❢❡%❡♥+✐❛❧ ❛++❛❝❤♠❡♥+ ❬✶✹❪ ✇❤✐❝❤ #+❛+❡# +❤❛+ ♥❡✇



✶✵ ❈❍❆#❚❊❘ ✷✳ ❇❆❙■❈ ❉❊❋■◆■❚■❖◆❙ ❆◆❉ ◆❖❚❆❚■❖◆❙

❧✐♥❦$ %❡♥❞ %♦ ❝♦♥♥❡❝% %♦ ❤✐❣❤ ❞❡❣,❡❡ ♥♦❞❡$✳

❚❤✐$ ♣,♦♣❡,%② ✐$ ,❡❧❡✈❛♥% ❢♦, %❤❡ ❛♥❛❧②$✐$ ✐♥ %❤✐$ %❤❡$✐$ ❜❡❝❛✉$❡ ✐% ❧❡❛❞$

%♦ ✈❡,② $♣❛,$❡ ♥❡%✇♦,❦$ ✇✐%❤ ♦♥❧② $♦♠❡ ✈❡,② ❤✐❣❤ ❞❡❣,❡❡ ♥♦❞❡$✳ ■% ✐$

%❤❡♥ $❛❢❡ %♦ ❝♦♥$✐❞❡, %❤❛% %❤❡ ❛✈❡,❛❣❡ ❞❡❣,❡❡ ✐$ $♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛,❡❞ %♦ %❤❡

%♦%❛❧ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♥♦❞❡$ ✭✇✐%❤ ,❡♠♦✈✐♥❣ ✈❡,② ❤✐❣❤ ❞❡❣,❡❡ ♥♦❞❡$ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✮

✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐%② ❡$%✐♠❛%✐♦♥✳

• ❙♠❛❧❧ ✇♦&❧❞ ♣&♦♣❡&*②✿ %❤❡ $❤♦,%❡$% ♣❛%❤ ❜❡%✇❡❡♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣❛✐, ♦❢

♥♦❞❡$ ✐$ ✉$✉❛❧❧② $♠❛❧❧✳ ❚❤✐$ ♣,♦♣❡,%② ✐$ ,❡❧❡✈❛♥% ❢♦, ✉$ ❜❡❝❛✉$❡ ✇❡ ❝❛♥

❝♦♥$✐❞❡, %❤❛% ✧❝❧♦$❡ ❢,✐❡♥❞$✧ ✐♥ ❛ $♦❝✐❛❧ ♥❡%✇♦,❦$ ♠✉$% ❜❡ ❝♦♥♥❡❝%❡❞

✇✐%❤ $❤♦,% ♣❛%❤$✳

• ❍✐❣❤ ❝❧✉3*❡&✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥*✿ %❤✐$ ✐♠♣❧✐❡$ %❤❛% %❤❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐%② %♦ ❤❛✈❡

❛ ❧✐♥❦ ❜❡%✇❡❡♥ %✇♦ ♥♦❞❡$ ❤❛✈✐♥❣ %❤❡ $❛♠❡ %❤✐,❞ ♥♦❞❡ ❛$ ♥❡✐❣❜♦✉, ✐$

❤✐❣❤✱ ❝♦♠♣❛,❡❞ %♦ ❛ ,❛♥❞♦♠ ♥❡%✇♦,❦✳ ❚❤✐$ ♣,♦♣❡,%② ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉$ %♦

♣,❡❞✐❝% ♠✐$$✐♥❣ ✐♥%❡,❛❝%✐♦♥$ ✐♥ $♦❝✐❛❧ ♥❡%✇♦,❦$✳

• 6&❡3❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐*② 3*&✉❝*✉&❡✳ ❆ ❝♦♠♠✉♥✐%② ✐$ ❛ $❡% ♦❢

♥♦❞❡$ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥%❡,♥❛❧ ❞❡♥$✐%② ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ ❡①%❡,♥❛❧ ❞❡♥$✐%②✳ ❋✐❣✳

✷✳✷ ♣,❡$❡♥%$ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐%② $%,✉❝%✉,❡ ✐♥ ❛ ♥❡%✇♦,❦✳ ❲❡

❤♦✇❡✈❡, ♥♦%✐❝❡ %❤❛% ❝♦♠♠✉♥✐%② $%,✉❝%✉,❡ ✐$ ♥♦% ❛❧✇❛②$ ♣,❡$❡♥% ♦, ❡❛$②

%♦ ❞❡%❡❝%✳ ❚❤✐$ %♦♣✐❝ ✐$ %❤❡ $✉❜❥❡❝% ♦❢ ❛❝%✐✈❡ ,❡$❡❛,❝❤ ✭$❡❡ ❢♦, ✐♥$%❛♥❝❡

❬✼✸✱ ✷✶❪✮✳

❉❡%❡❝%✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡$ ❢,♦♠ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣♦✐♥% ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ♣,❡❞✐❝%✐♥❣ %❤❡✐,

❞②♥❛♠✐❝ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛% %❤❡ ❝♦,❡ ♦❢ ♦✉, ❝♦♥%,✐❜✉%✐♦♥$✳

❋✐❣✉,❡ ✷✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐%② $%,✉❝%✉,❡✳



✷✳✷✳ ❇❆❙■❈ ◆❖❚■❖◆❙ ❖◆ ❙❯+❊❘❱■❙❊❉ ▲❊❆❘◆■◆● ❋❖❘

❈▲❆❙❙■❋■❈❆❚■❖◆ ✶✶

✷✳✷ ❇❛$✐❝ ♥♦)✐♦♥$ ♦♥ $✉♣❡-✈✐$❡❞ ❧❡❛-♥✐♥❣ ❢♦- ❝❧❛$✲

$✐✜❝❛)✐♦♥

■♥ "❤✐% "❤❡%✐% %♦♠❡ %✉♣❡+✈✐%❡❞ ❧❡❛+♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧% ❛+❡ ✉%❡❞ ❢♦+ ♣+❡❞✐❝"✐♦♥✳ ❚❤✐%

%❡❝"✐♦♥ ♣+❡%❡♥"% "❤❡ %✉♣❡+✈✐%❡❞ ❧❡❛+♥✐♥❣ ♣+♦❜❧❡♠✱ %♦♠❡ ❡✈❛❧✉❛"✐♦♥ "❡❝❤♥✐7✉❡%

❛♥❞ ❙✉♣♣♦+" ❱❡❝"♦+ ▼❛❝❤✐♥❡%✭❙❱▼✮✱ "❤❡ "♦♦❧ ✉%❡❞ ✐♥ ♦✉+ ❡①♣❡+✐♠❡♥"%✳

✷✳✷✳✶ #$♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐.✐♦♥

❙✉♣❡+✈✐%❡❞ ❧❡❛+♥✐♥❣ ✐% "❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛+♥✐♥❣ "❛%❦ ♦❢ ✐♥❢❡++✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ❢+♦♠

❧❛❜❡❧❧❡❞ "+❛✐♥✐♥❣ ❞❛"❛ ❬✾✼❪✳ ❚❤❡ "+❛✐♥✐♥❣ ❞❛"❛ ❝♦♥%✐%"% ♦❢ ❛ %❡" ♦❢ "+❛✐♥✐♥❣

❡①❛♠♣❧❡%✳ ❊❛❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ✐% ❛ ♣❛✐+ ❝♦♥%✐%"✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ✐♥♣✉" ♦❜❥❡❝" ✭"②♣✐❝❛❧❧② ❛

✈❡❝"♦+✮ ❛♥❞ ❛ ❞❡%✐+❡❞ ♦✉"♣✉" ✈❛❧✉❡ ✭❛❧%♦ ❝❛❧❧❡❞ "❤❡ %✉♣❡+✈✐%♦+② %✐❣♥❛❧✮✳ ❆

%✉♣❡+✈✐%❡❞ ❧❡❛+♥✐♥❣ ❛❧❣♦+✐"❤♠ ❛♥❛❧②%❡% "❤❡ "+❛✐♥✐♥❣ ❞❛"❛ ❛♥❞ ♣+♦❞✉❝❡% ❛♥

✐♥❢❡++❡❞ ❢✉♥❝"✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞ ❢♦+ ♠❛♣♣✐♥❣ ♥❡✇ ❡①❛♠♣❧❡%✳ ❆♥ ♦♣"✐♠❛❧

%❝❡♥❛+✐♦ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❢♦+ "❤❡ ❛❧❣♦+✐"❤♠ "♦ ❝♦++❡❝"❧② ❞❡"❡+♠✐♥❡ "❤❡ ❝❧❛%% ❧❛❜❡❧%

❢♦+ ✉♥%❡❡♥ ✐♥%"❛♥❝❡%✳ ❚❤✐% +❡7✉✐+❡% "❤❡ ❧❡❛+♥✐♥❣ ❛❧❣♦+✐"❤♠ "♦ ❣❡♥❡+❛❧✐③❡ ❢+♦♠

"❤❡ "+❛✐♥✐♥❣ ❞❛"❛ "♦ ✉♥%❡❡♥ %✐"✉❛"✐♦♥% ✐♥ ❛ ✧+❡❛%♦♥❛❜❧❡✧ ✇❛②✳

❚❤❡ ❝❧❛%%✐✜❝❛"✐♦♥ "❛%❦ ✐% ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ %✉♣❡+✈✐%❡❞ ❧❡❛+♥✐♥❣ ✇❤❡+❡ "❤❡

"❛+❣❡" ✈❛❧✉❡ "♦ ♣+❡❞✐❝" ✐% ❛ ❝❛"❡❣♦+✐❝❛❧ ✜♥✐"❡ ✈❛+✐❛❜❧❡✳ ❖♥❡ ♣❛+"✐❝✉❧❛+ ❝❛%❡ ✐%

❛ ❜✐♥❛+② "❛+❣❡" ✈❛+✐❛❜❧❡✱ ❢♦+ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡"❤❡+ ♦+ ♥♦" ❛ ✉%❡+ ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ ❛ %♦❝✐❛❧

♥❡"✇♦+❦✳

▼♦+❡ ❢♦+♠❛❧❧②✱ ❛ ❝❧❛%%✐✜❝❛"✐♦♥ "❛%❦ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛% ❢♦❧❧♦✇✿ ❣✐✈❡♥ M
"+❛✐♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡% ♦❢ "❤❡ ❢♦+♠ {(x1, y1), ...(xM , yM)}✱ ✇❤❡+❡ xi ✐% "❤❡ ❢❡❛"✉+❡

✈❡❝"♦+ ✭%❡" ♦❢ ✈❛+✐❛❜❧❡% ❞❡%❝+✐❜✐♥❣ x✮ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡ i ❛♥❞ yi ✐% "❤❡ ❧❛❜❡❧ ✭❛❧%♦

❝❛❧❧❡❞ ❝❧❛%%✮ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡ i✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ♦❢ "❤❡ ❝❧❛%%✐✜❝❛"✐♦♥ "❛%❦ ✐% "♦ ✐♥❢❡+

❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ h✱ ✉%✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ "❤❡ ❤②♣♦"❤❡%✐% ♦+ ❝❧❛%%✐✜❡+✱ "❤❛" ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ ❢♦+

❛ ♣+❡✈✐♦✉%❧② ✉♥%❡❡♥ ❢❡❛"✉+❡ ✈❡❝"♦+ xi "♦ ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ ♣+♦❜❛❜✐❧✐"② Pc(xi) "❤❛"

✐" ❜❡❧♦♥❣% "♦ "❤❡ ❝❧❛%% c✳

✷✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧ ❡✈❛❧✉❛.✐♦♥

❚♦ ♠❡❛%✉+❡ "❤❡ ❣❡♥❡+❛❧✐%❛"✐♦♥ ♣♦✇❡+ ♦❢ "❤❡ ❝❧❛%%✐✜❡+ ♦♥ ♣+❡✈✐♦✉%❧② ✉♥%❡❡♥

❡①❛♠♣❧❡%✱ "❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛"❛ ♠✉%" ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥"♦ "✇♦ ❞✐%❥♦✐♥" %❡"%✿ ❛  !❛✐♥✐♥❣

&❡ ✉%❡❞ "♦ "+❛✐♥ "❤❡ ❝❧❛%%✐✜❡+ ❛♥❞ ❛  ❡& &❡ ✉%❡❞ "♦ ❡✈❛❧✉❛"❡ ✐"✳ ❋♦+ ❡❛❝❤

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ "❤❡ "❡%" %❡"✱ "❤❡ "+❛✐♥❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐% ✉%❡❞ "♦ ♣+❡❞✐❝" ✐"% ❝❧❛%%✳ ❆

❝♦♠♣❛+✐%♦♥ ✐% "❤❡♥ ❞♦♥❡ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ♣+❡❞✐❝"❡❞ ❛♥❞ "❤❡ +❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ "❤❡

❡①❛♠♣❧❡✳ ❉✐✛❡+❡♥" ♠❡❛%✉+❡% ❝❛♥ "❤❡♥ ❜❡ ✉%❡❞ "♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛"✐♦♥ %❝♦+❡✳

■♥ "❤✐% "❤❡%✐% ✇❡ ✇✐❧❧ ✉%❡❞ P+❡❝✐%✐♦♥✴❘❡❝❛❧❧✴❋✲%❝♦+❡ ❛♥❞ "❤❡ ❆+❡❛ ❯♥❞❡+ "❤❡

❈✉+✈❡✭❆❯❈✮✳
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❚!✉❡ ❧❛❜❡❧✲❃ ❚!✉❡ ❋❛❧*❡

❚!✉❡ ❛ ❜

❋❛❧*❡ ❝ ❞

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❇✐♥❛!② ❝❧❛**✐✜❡! ❝♦♥❢✉*✐♦♥ ♠❛9!✐①✳

 !❡❝✐%✐♦♥✴❘❡❝❛❧❧✴❋✲❙❝♦!❡

❆❢9❡! ✉*✐♥❣ ❛ ❝❧❛**✐✜❡! ♦♥ ❛ 9❡*9 *❡9 ❢♦! ❛ ❜✐♥❛!② ❝❧❛**✐✜❝❛9✐♦♥ ♣!♦❜❧❡♠✱ ♦♥❡

❣❡9* ❛ ❝♦♥❢✉*✐♦♥ ♠❛9!✐① ❛* ♣!❡*❡♥9❡❞ ✐♥ 9❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❇❛*❡❞ ♦♥ 9❤❛9 ❝♦♥❢✉*✐♦♥

♠❛9!✐①✱ 9❤❡ ♣!❡❝✐%✐♦♥ ✐* ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Precision =
a

a+ b
✭✷✳✷✮

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥9❡!♣!❡9❡❞ ❛* 9❤❡ ♣!♦♣♦!9✐♦♥ ♦❢ !❡9✉!♥❡❞ ♣♦*✐9✐✈❡* 9❤❛9 ❛!❡ !❡❛❧❧②

♣♦*✐9✐✈❡*✳ ❚❤❡ !❡❝❛❧❧ ✐* ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Recall =
a

a+ c
✭✷✳✸✮

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥9❡!♣!❡9❡❞ ❛* 9❤❡ ♣!♦♣♦!9✐♦♥ ♦❢ !❡9✉!♥❡❞ ♣♦*✐9✐✈❡* ❝♦♠♣❛!❡❞ 9♦

9❤❡ 9♦9❛❧ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ♣♦*✐9✐✈❡* ❡①❛♠♣❧❡*✳ ❋✐♥❛❧❧② 9❤❡ ❋✲❙❝♦!❡ 9❤❛9 ❝♦♠❜✐♥❡*

9❤❡ 9✇♦ ✐* ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

F − Score = 2×
Precision×Recall

Precision+Recall
✭✷✳✹✮

❆!❡❛ ✉♥❞❡! 2❤❡ ❝✉!✈❡

❆ !❡❝❡✐✈❡! ♦♣❡!❛9✐♥❣ ❝❤❛!❛❝9❡!✐*9✐❝ ✭❘❖❈✮✱ ♦! *✐♠♣❧② ❘❖❈ ❝✉!✈❡✱ ✐* ❛ ❣!❛♣❤✲

✐❝❛❧ ♣❧♦9 ✇❤✐❝❤ ✐❧❧✉*9!❛9❡* 9❤❡ ♣❡!❢♦!♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜✐♥❛!② ❝❧❛**✐✜❡! *②*9❡♠ ✇❤✐❧❡

✐9* ❞✐*❝!✐♠✐♥❛9✐♦♥ 9❤!❡*❤♦❧❞ ✐* ✈❛!②✐♥❣✳ ■9 ✐* ❝!❡❛9❡❞ ❜② ♣❧♦99✐♥❣ 9❤❡ ❢!❛❝9✐♦♥

♦❢ 9!✉❡ ♣♦*✐9✐✈❡* ♦✉9 ♦❢ 9❤❡ 9♦9❛❧ ❛❝9✉❛❧ ♣♦*✐9✐✈❡* ✭❚J❘ ❂ 9!✉❡ ♣♦*✐9✐✈❡ !❛9❡✮

✈*✳ 9❤❡ ❢!❛❝9✐♦♥ ♦❢ ❢❛❧*❡ ♣♦*✐9✐✈❡* ♦✉9 ♦❢ 9❤❡ 9♦9❛❧ ❛❝9✉❛❧ ♥❡❣❛9✐✈❡* ✭❋J❘ ❂

❢❛❧*❡ ♣♦*✐9✐✈❡ !❛9❡✮✱ ❛9 ✈❛!✐♦✉* 9❤!❡*❤♦❧❞ *❡99✐♥❣*✳ ❚J❘ ✐* ❛❧*♦ ❦♥♦✇♥ ❛* *❡♥✲

*✐9✐✈✐9② ♦! !❡❝❛❧❧ ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛!♥✐♥❣✳ ❊①❛♠♣❧❡* ♦❢ ❘❖❈ ❝✉!✈❡ ❛!❡ ♣!❡*❡♥9❡❞

✐♥ ✜❣✉!❡ ✷✳✸

❚❤❡ ❛!❡❛ ✉♥❞❡! 9❤❡ ❘❖❈ ❝✉!✈❡ ✭❆❯❈✮ ❣✐✈❡* ❛ ❣♦♦❞ ♠❡❛*✉!❡ 9♦ ❝♦♠♣❛!❡

❝❧❛**✐✜❡!*✿ 9❤❡ ❤✐❣❤❡! 9❤❡ ✈❛❧✉❡✱ 9❤❡ ❜❡99❡! 9❤❡ ❝❧❛**✐✜❡! ✐*✳

✷✳✷✳✸ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ %♦ ,✉♣♣♦&% ✈❡❝%♦& ♠❛❝❤✐♥❡,

❙✉♣♣♦!9 ✈❡❝9♦! ♠❛❝❤✐♥❡* ✭❙❱▼✮ ❛!❡ ♦♥❡ ♦❢ 9❤❡ ♠♦*9 ♣♦✇❡!❢✉❧ 9♦♦❧* ❢♦! ❝❧❛*✲

*✐✜❝❛9✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ❙❱▼ ✐* 9♦ ✜♥❞ 9❤❡ ❧✐♥❡❛! *❡♣❛!❛9♦! 9❤❛9 ❣✐✈❡* 9❤❡



✷✳✷✳ ❇❆❙■❈ ◆❖❚■❖◆❙ ❖◆ ❙❯+❊❘❱■❙❊❉ ▲❊❆❘◆■◆● ❋❖❘

❈▲❆❙❙■❋■❈❆❚■❖◆ ✶✸

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸✿ ❘❖❈ ❝✉$✈❡/ ❡①❛♠♣❧❡/✳

♠❛①✐♠❛❧ ♠❛$❣✐♥ ❜❡7✇❡❡♥ 7❤❡ 7✇♦ ❝❧❛//❡/ ✐♥ ❛ ❜✐♥❛$② ❝❧❛//✐✜❝❛7✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠✳

❚❤✐/ ❧❛"❣❡ ♠❛"❣✐♥ ✐♥7✉✐7✐♦♥ ✐/ ✐❧❧✉/7$❛7❡❞ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✷✳✹✳ ■♥ 7❤❛7 ✜❣✉$❡✱ Wopt

✐/ 7❤❡ ♦♣7✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤7 ✈❡❝7♦$✳ ❚❤❡ ❙❱▼ ❧❡❛$♥✐♥❣ ♣$♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦$♠❛❧❧②

❞❡✜♥❡❞ ❛/ 7❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣7✐♠✐/❛7✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠✿

min
1

2
||W ||2 + C

M∑

j=1

ξj ✭✷✳✺✮

ξj > 0 ❝♦$$❡/♣♦♥❞ 7♦ 7❤❡ ❡✈❡♥7✉❛❧ ✈✐♦❧❛7✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ j 7♦ 7❤❡ ❝♦♥/7$❛✐♥7
♦❢ ❜❡✐♥❣ ❜❡❤✐♥❞ 7❤❡ ♠❛$❣✐♥✳ C > 0 ✐/ ❛ ✉/❡$ ❞❡✜♥❡❞ ♣❛$❛♠❡7❡$ 7❤❛7 ❝♦♥7$♦❧/
7❤❡ 7$❛❞❡✲♦✛ ❜❡7✇❡❡♥ ❧❛$❣❡ ♠❛$❣✐♥ ❛♥❞ ❝♦♥/7$❛✐♥7 ✈✐♦❧❛7✐♦♥✳

❲❤❡♥ 7❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ✐/ ♥♦7 ❧✐♥❡❛$❧② /❡♣❛$❛❜❧❡✱ ❛ ❦❡$♥❡❧ 7$✐❝❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉/❡❞

7♦ ♣$♦❥❡❝7 7❤❡ ❞❛7❛ ✐♥7♦ ❛ ❤✐❣❤❡$ ❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧ /♣❛❝❡ ✇❤❡$❡ 7❤❡ ❞❛7❛ ❝❛♥ ❜❡

❧✐♥❡❛$❧② /❡♣❛$❛7❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦/7 ✉/❡❞ ❦❡$♥❡❧/ ❛$❡✿

• 7❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❦❡$♥❡❧✿ K(xi, xj) = (xT
i xj + 1)d✳ d ✐/ 7❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❞❡❣$❡❡ ❛♥❞ ❧❡❛❞/ 7♦ ♦♥❡ ♠♦$❡ ✉/❡$ ❞❡✜♥❡❞ ♣❛$❛♠❡7❡$✳

• 7❤❡ ❣❛✉//✐❛♥ ❦❡$♥❡❧✿ K(xi, xj) = exp(− ||xi−yj ||
2

2σ2 )✳ σ ✐/ 7❤❡ /7❛♥❞❛$❞

❞❡✈✐❛7✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉/7 ❛❧/♦ ❜❡ ♣$♦✈✐❞❡❞ ❜② 7❤❡ ✉/❡$✳

❆❧❧ 7❤❡ ♣❛$❛♠❡7❡$/ ❝❛♥ ❜❡ ❛✉7♦♠❛7✐❝❛❧❧② /❡7 ✉/✐♥❣ ❛ ✈❛❧✐❞❛7✐♦♥ /❡7 ♦$

❦✲❢♦❧❞ ❝$♦// ✈❛❧✐❞❛7✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥ ❤❡✉$✐/7✐❝ /❡❛$❝❤ 7❡❝❤♥✐O✉❡ ❧✐❦❡ ❣$✐❞✲/❡❛$❝❤❬✻✼❪✳
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●❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐2② ❞❡2❡❝2✐♦♥ ✐♥ 62❛2✐❝

♥❡2✇♦8❦6

✏■♥ #❤❡♦'②✱ #❤❡'❡ ✐+ ♥♦ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡♦'② ❛♥❞ ♣'❛❝#✐❝❡✳ ❇✉# ✐♥ ♣'❛❝#✐❝❡✱

#❤❡'❡ ✐+✳✧

✲ ❨♦❣✐ ❇❡&&❛✳

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❆ ❣#❛♣❤ ✐( ❛ (❡* ♦❢ ✐*❡♠( ❝❛❧❧❡❞ ✈❡#*✐❝❡( ✭♦# ♥♦❞❡(✮✱ ✇✐*❤ ❝♦♥♥❡❝*✐♦♥( ❜❡✲

*✇❡❡♥ *❤❡♠✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡❞❣❡( ✭♦# ❧✐♥❦(✮ ❬✶✵✻❪✳ ▼❛♥② ❝♦♠♣❧❡① (②(*❡♠( ❝❛♥ ❜❡

#❡♣#❡(❡♥*❡❞ ✉(✐♥❣ ❣#❛♣❤(✳ ❊①❛♠♣❧❡( ❛#❡ ♦♥❧✐♥❡ (♦❝✐❛❧ ♥❡*✇♦#❦( ✭❋❛❝❡❜♦♦❦✱

❙❦②#♦❝❦✱ ❚✇✐**❡#✱ ❡*❝✳✮✱ ■♥*❡#♥❡* ❛♥❞ ✇❡❜ ♣❛❣❡(✳ ❆♥ ✐♥*❡#❡(*✐♥❣ ♣#♦❜❧❡♠

(*✉❞✐❡❞ ✐♥ *❤❡(❡ ♥❡*✇♦#❦( ✐( *❤❡ ❞❡*❡❝*✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐*✐❡(✳ ❆ ❝♦♠♠✉♥✐*② ✐(

❛ (❡* ♦❢ ♥♦❞❡( ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝*❡❞ *♦❣❡*❤❡# *❤❛♥ ✇✐*❤ *❤❡ #❡(* ♦❢ *❤❡ ♥❡*✇♦#❦✳

❈♦♠♠✉♥✐*② ❞❡*❡❝*✐♦♥ ✐( ❛♥ ✐♠♣♦#*❛♥* *❛(❦ ✐♥ ♥❡*✇♦#❦( ❜❡❝❛✉(❡✱ ✐♥ *❤❡ ♦♥❡

❤❛♥❞✱ ✐* ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❜❡**❡# ✉♥❞❡#(*❛♥❞ *❤❡ (*#✉❝*✉#❡ ❛♥❞ *❤❡ ❢✉♥❝*✐♦♥( ♦❢ *❤❡

♥❡*✇♦#❦ ❬✶✵✾❪ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉(❡❞ ❛( ❝♦♠♣♦♥❡♥* ❢♦# ♠♦#❡ ❝♦♠♣❧❡① *❛(❦( ❧✐❦❡

(♦❝✐❛❧ #❡❝♦♠♠❡♥❞❛*✐♦♥ ❬✸✹❪ ♦# ♥❡*✇♦#❦ ✈✐(✉❛❧✐(❛*✐♦♥ ❬✽✸❪ ✐♥ *❤❡ ♦*❤❡# ❤❛♥❞✳

■♥ *❤✐( *❤❡(✐(✱ ✇❡ ❛#❡ ✐♥*❡#❡(*❡❞ ✐♥ ❞❡*❡❝*✐♥❣ *❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐*✐❡( ❛ ♣❛#*✐❝✉❧❛#

♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣( *♦✳ ■❢ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥*❧② ❞❡*❡❝* ❛❧❧ *❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐*✐❡( ♦❢ *❤❡

♥❡*✇♦#❦✱ ✐* ✐( *❤❡♥ ♣♦((✐❜❧❡ *♦ (❡❧❡❝* *❤❡ ♦♥❡( ✇❤❡#❡ ✇❡ ❤❛✈❡ *❤❡ ♥♦❞❡ ♦❢

✐♥*❡#❡(*✳ ■♥ *❤✐( ❝❤❛♣*❡#✱ ✇❡ ♣#❡(❡♥* ❛♥ ♦✈❡#✈✐❡✇ ♦❢ *❤❡(❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐*②

❞❡*❡❝*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞(✳ ❚❤✐( ♣#❡(❡♥*❛*✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉( ❜❡**❡# ✉♥❞❡#(*❛♥❞ *❤❡

❧✐♠✐*❛*✐♦♥( *❤❛* ♠❛❦❡ *❤❡♠ ✉♥(✉✐*❛❜❧❡ *♦ ❞❡*❡❝* *❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐*✐❡( ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥

♥♦❞❡ ✐♥ ✈❡#② ❧❛#❣❡✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❞✐(*#✐❜✉*❡❞ ♥❡*✇♦#❦(✳

❆♥ ✐♠♣♦#*❛♥* ♥♦*✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐*② ❞❡*❡❝*✐♦♥ ✐( *❤❡ N✉❛❧✐*② ❢✉♥❝*✐♦♥✳ ❚❤❡

#♦❧❡ ♦❢ N✉❛❧✐*② ❢✉♥❝*✐♦♥( ✐( *♦ ❡✈❛❧✉❛*❡ ❤♦✇ ✇❡❧❧ ❛ ♣❛#*✐❝✉❧❛# ❝♦♠♠✉♥✐*② ❞❡✲

✶✺



✶✻

❈❍❆#❚❊❘ ✸✳ ●▲❖❇❆▲ ❈❖▼▼❯◆■❚❨ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ■◆ ❙❚❆❚■❈

◆❊❚❲❖❘❑❙

 ❡❝ ✐♦♥ ♣❡'❢♦'♠* ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥❡ ✇♦'❦✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ *♦♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐ ② ❞❡ ❡❝ ✐♦♥

❛❧❣♦'✐ ❤♠* ❛'❡ ❜❛*❡❞ ♦♥  ❤❡ ♦♣ ✐♠✐*❛ ✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛' ✐❝✉❧❛' 9✉❛❧✐ ② ❢✉♥❝ ✐♦♥✳

❚❤✐* ❝❤❛♣ ❡' ✐* ♦'❣❛♥✐*❡❞ ❛* ❢♦❧❧♦✇*✿ *❡❝ ✐♦♥ 2 ♣'❡*❡♥ *  ❤❡ ❞✐✛❡'❡♥ ♠❡❛♥✲

✐♥❣ ♦❢  ❤❡ ✇♦'❞ ❝♦♠♠✉♥✐ ② ✐♥  ❤❡ ❧✐ ❡'❛ ✉'❡✱ *❡❝ ✐♦♥ 3 ♣'❡*❡♥ *  ❤❡ ♠♦* ♣♦♣✲

✉❧❛' 9✉❛❧✐ ② ❢✉♥❝ ✐♦♥*✱ *❡❝ ✐♦♥ 4 ♣'❡*❡♥ * *♦♠❡ ♣'♦❜❧❡♠* *✐♠✐❧❛'  ♦ ❝♦♠♠✉✲

♥✐ ② ❞❡ ❡❝ ✐♦♥✱ *❡❝ ✐♦♥ 5 ♣'❡*❡♥ * ❛♥ ♦✈❡'✈✐❡✇ ♦❢ *♦♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐ ② ❞❡ ❡❝ ✐♦♥

♠❡ ❤♦❞*✱ *❡❝ ✐♦♥ 6 ♣'❡*❡♥ * ❤♦✇  ♦ ❡✈❛❧✉❛ ❡ ❝♦♠♠✉♥✐ ② ❞❡ ❡❝ ✐♦♥ ♠❡ ❤♦❞*✱

*❡❝ ✐♦♥ 6 *❤♦✇* ❤♦✇  ♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡ ❤❡' ♦' ♥♦ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐ ② * '✉❝ ✉'❡ ✐* ♣'❡*❡♥ 

✐♥ ❛ ♥❡ ✇♦'❦ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ *❡❝ ✐♦♥ 7 ❝♦♥❝❧✉❞❡*  ❤✐* ❝❤❛♣ ❡'✳

❈♦♥#❡♥#%

✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✸✳✷ ❉✐✛❡&❡♥% ❞❡✜♥✐%✐♦♥2 ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✸✳✸ ◗✉❛❧✐%② ❢✉♥❝%✐♦♥2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✸✳✸✳✶ ❈♦♥❞✉❝)❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✸✳✸✳✷ .❡/❢♦/♠❛♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✸✳✸✳✸ ▼♦❞✉❧❛/✐)② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✸✳✹ ❙♦♠❡ ♣&♦❜❧❡♠2 2✐♠✐❧❛& %♦ ❝♦♠♠✉♥✐%② ❞❡%❡❝%✐♦♥ ✳ ✶✾

✸✳✹✳✶ ●/❛♣❤ .❛/)✐)✐♦♥✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✸✳✹✳✷ ❉❛)❛ ❝❧✉?)❡/✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✸✳✺ ●❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐%② ❞❡%❡❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✸✳✺✳✶ ❉✐✈✐?✐✈❡ ♠❡)❤♦❞? ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✸✳✺✳✷ ❆❣❣❧♦♠❡/❛)✐✈❡ ♠❡)❤♦❞? ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✸✳✺✳✸ ❙♣❡❝)/❛❧ ♠❡)❤♦❞? ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✸✳✺✳✹ ❘❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦? ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✸✳✺✳✺ ■♥❢♦/♠❛)✐♦♥ ❞✐✛✉?✐♦♥ ♠❡)❤♦❞? ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✸✳✺✳✻ ❊♥?❡♠❜❧❡ ♠❡)❤♦❞? ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✸✳✺✳✼ ❈♦♠♠✉♥✐)② ❞❡)❡❝)✐♦♥ ✐♥ ❛))/✐❜✉)❡❞ ❣/❛♣❤? ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✳✺✳✽ ▼❡)❤♦❞? )♦ ❞❡)❡❝) ♦✈❡/❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡? ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✸✳✺✳✾ ❙✉♠♠❛/② ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)② ❞❡)❡❝)✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✸✳✻ ❊✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐%② ❞❡%❡❝%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞2 ✳ ✳ ✳ ✸✷

✸✳✻✳✶ ❊✈❛❧✉❛)✐♦♥ ✇✐)❤ ❣/♦✉♥❞ )/✉)❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✸✳✻✳✷ ❊✈❛❧✉❛)✐♦♥ ✇✐)❤♦✉) ❣/♦✉♥❞ )/✉)❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✻✳✸ ./❡?❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐)② ?)/✉❝)✉/❡ ✐♥ ❛ ♥❡)✇♦/❦ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉2✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹



✸✳✷✳ ❉■❋❋❊❘❊◆❚ ❉❊❋■◆■❚■❖◆❙ ❖❋ ❈❖▼▼❯◆■❚■❊❙ ✶✼

✸✳✷ ❉✐✛❡'❡♥) ❞❡✜♥✐)✐♦♥- ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡-

❚❤❡ #❡$♠ ❝♦♠♠✉♥✐#② ❤❛- ❞✐✛❡$❡♥# ♠❡❛♥✐♥❣- ✐♥ #❤❡ -❝✐❡♥#✐✜❝ ❧✐#❡$❛#✉$❡✳ ■#

♠❛② $❡❢❡$ #♦ ✐♥#❡$❡-# ❝♦♠♠✉♥✐#②✱ -✐♠✐❧❛$✐#② ❝♦♠♠✉♥✐#② ♦$ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#② ❝♦♠✲

♠✉♥✐#②✳ ❆ ❝♦♠♠✉♥✐#② ♦❢ ✐♥#❡$❡-# ❬✹✺❪ ✐- ❛ ❝♦♠♠✉♥✐#② ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ -❤❛$❡ ❛

❝♦♠♠♦♥ ✐♥#❡$❡-# ♦$ ♣❛--✐♦♥✳ ■♥ #❤❡ ❝♦♥#❡①# ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ -♦❝✐❛❧ ♥❡#✇♦$❦- ✭❖❙◆✮✱

#❤❡-❡ ♣❡♦♣❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐❞❡❛- ❛♥❞ #❤♦✉❣❤#- ❛❜♦✉# #❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❛--✐♦♥✱ ❜✉# ♠❛②

❦♥♦✇ ✭♦$ ❝❛$❡✮ ❧✐##❧❡ ❛❜♦✉# ❡❛❝❤ ♦#❤❡$ ♦✉#-✐❞❡ ♦❢ #❤✐- ❛$❡❛✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢

-✉❝❤ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐#② ✐- #❤❡ -❡# ♦❢ ❢❛♥- ♦❢ ✏❚❤❡ ❇❡❛##❧❡-✑✳

❆ -✐♠✐❧❛$✐#② ❝♦♠♠✉♥✐#② ✐- ✐♥ ❢❛❝# ❛ ❝❧✉-#❡$✿ ❛ -❡# ♦❢ -✐♠✐❧❛$ ♦❜❥❡❝#- ❬✶✺✸❪✳

❚❤❡ -♦❝✐❛❧ ❧✐♥❦- ❛$❡ ✐❣♥♦$❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② #❤❡ ♥♦❞❡ ❛##$✐❜✉#❡- ❛$❡ ❝♦♥-✐❞❡$❡❞✳ ❍❡$❡

❛❧-♦✱ ♠❡♠❜❡$- ♦❢ #❤❡-❡ ❝♦♠♠✉♥✐#✐❡- ♠❛② ❦♥♦✇ ♦$ ❝❛$❡ ❧✐##❧❡ ❛❜♦✉# ♦#❤❡$-✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ -✉❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐#② ✐- #❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐#② #❤❛# ❝♦♥#❛✐♥- ♠❛✐♥❧② P❤❉

-#✉❞❡♥#-✱ ❧♦❝❛#❡❞ ✐♥ ❋$❛♥❝❡✱ ✇♦$❦✐♥❣ ♦♥ ❞❛#❛ ♠✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ -#❛$#❡❞ #❤❡✐$

#❤❡-✐- ✐♥ ✷✵✶✶✳

❆ ❝♦♥♥❡❝#✐✈✐#② ❝♦♠♠✉♥✐#② ✐- ❛ -❡# ♦❢ ✈❡$#✐❝❡- ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡$ ♦❢

❧✐♥❦- ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡♠ ❛♥❞ ❢❡✇ ✇✐#❤ #❤❡ $❡-# ♦❢ #❤❡ ♥❡#✇♦$❦ ❬✶✵✻❪✳ ■♥ #❤❡ $❡-# ♦❢

#❤✐- #❤❡-✐-✱ ✐❢ ♥♦# -#❛#❡❞ ❡①♣❧✐❝✐#❧②✱ #❤✐- ✐- #❤❡ ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐#② #❤❛# ✐-

❛--✉♠❡❞✳ ❊①❛♠♣❧❡- ♦❢ -✉❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐#✐❡- ✇✐❧❧ ❜❡ ♣$❡-❡♥#❡❞ ✐♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝❤❛♣#❡$✳

✸✳✸ ◗✉❛❧✐)② ❢✉♥❝)✐♦♥-

▼♦-# ♦❢ #❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐#② ❞❡#❡❝#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞- ✉-❡ ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ #♦ ❡-#✐♠❛#❡ #❤❡

X✉❛❧✐#② ♦❢ #❤❡ ❞❡#❡❝#❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐#② -#$✉❝#✉$❡✳ ❚❤✐- ❢✉♥❝#✐♦♥ ✐- ❝❛❧❧❡❞ #❤❡

 ✉❛❧✐%② ❢✉♥❝%✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡-#✐♠❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦$ #❤✐- X✉❛❧✐#② ❢✉♥❝#✐♦♥ ✐- ❡✐#❤❡$

❞♦♥❡ ❞✐$❡❝#❧② ❞✉$✐♥❣ #❤❡ ♦♣#✐♠✐-❛#✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉-❡ ✐# ✐- ✉-❡❞ ❛- #❤❡ ♦❜❥❡❝#✐✈❡

❢✉♥❝#✐♦♥ #♦ ♦♣#✐♠✐-❡✱ ♦$ ✐♥❞✐$❡❝#❧② ❜❡❝❛✉-❡ ✐# ✐- ✉-❡❞ ❛ ♣♦-#❡$✐♦$✐ #♦ ❡✈❛❧✉❛#❡

#❤❡ ♠✐♥❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐#② -#$✉❝#✉$❡✳ ◗✉❛❧✐#② ❢✉♥❝#✐♦♥- ❛$❡ ✈❡$② ✉-❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ♦♥❡

✇❛♥#- #♦ ❝♦♠♣❛$❡ ♠❛♥② ❛❧❣♦$✐#❤♠- #❤❛# ❞♦ ♥♦# ♦♣#✐♠✐-❡ #❤❡ -❛♠❡ ♦❜❥❡❝#✐✈❡

❢✉♥❝#✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ #❤❡ ♠♦-# ❝♦♠♠♦♥❧② ✉-❡❞ X✉❛❧✐#② ❢✉♥❝#✐♦♥-✱ #❤❡$❡ ❛$❡✿ #❤❡

❝♦♥❞✉❝#❛♥❝❡✱ #❤❡ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ❛♥❞ #❤❡ ♠♦❞✉❧❛$✐#②✳

✸✳✸✳✶ ❈♦♥❞✉❝)❛♥❝❡

❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝#❛♥❝❡ ✐- ♦♥❡ ♦❢ #❤❡ -✐♠♣❧❡-# ❞❡✜♥✐#✐♦♥- ❢♦$ #❤❡ X✉❛❧✐#② ♦❢ ❛ ❝♦♠✲

♠✉♥✐#②✳ ■# ✐- ❞❡✜♥❡❞ ❛- #❤❡ $❛#✐♦ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❧✐♥❦- ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❡

❡♥❞ ✐♥ #❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐#② ❛♥❞ #❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❧✐♥❦- ✐♥-✐❞❡

#❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐#② ❛♥❞ #❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❧✐♥❦- ♦✉#-✐❞❡ ✐#✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐#② S✱
✐#- ❝♦♥❞✉❝#❛♥❝❡ ✐- ❝♦♠♣✉#❡❞ ✉-✐♥❣ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣$❡--✐♦♥✿
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Φ(S) =
|(u, v) : u ∈ S, v ∈ S|

min(
∑

u∈S du,
∑

v∈S dv)
✭✸✳✶✮

❚❤❡ ❝♦♥❞✉❝-❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛4 -❤❡ ♣5♦❜❛❜✐❧✐-② -❤❛- ❛ 5❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦

4-❛5-✐♥❣ ✐♥4✐❞❡ -❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐-② ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ ✐-✳ ❆4 ❛ ♣5♦❜❛❜✐❧✐-②✱ ✐-4 ✈❛❧✉❡4 5❛♥❣❡

❢5♦♠ 0 -♦ 1✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦4❡ -♦ 0 ❝♦55❡4♣♦♥❞4 -♦ ❛ ❣♦♦❞ ♣❛5-✐-✐♦♥✳ ❋✐❣✉5❡ ✸✳✶

♣5❡4❡♥-4 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐-② 4-5✉❝-✉5❡✳ ■♥ -❤❛- ✜❣✉5❡✱ Φ(A) = 2
14

>
Φ(B) = 1

11
✳ A ✐4 ❛ ❜❡--❡5 ❝♦♠♠✉♥✐-② -❤❛♥ B ❛4 ❢❛5 ❛4 -❤❡ ❝♦♥❞✉❝-❛♥❝❡ ✐4

❝♦♥❝❡5♥4✳ ❯4✐♥❣ -❤❡ ❝♦♥❞✉❝-❛♥❝❡✱ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐-② 4-5✉❝-✉5❡ ✐4 ❛4 ❣♦♦❞ ❛4 ❛❧❧ ✐-4

❝♦♠♠✉♥✐-✐❡4 ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥❞✉❝-❛♥❝❡ ✭❝❧♦4❡ -♦ 0✮✳

❋✐❣✉5❡ ✸✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐-② 4-5✉❝-✉5❡ ❢♦5 -❤❡ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡

❝♦♥❞✉❝-❛♥❝❡✳

✸✳✸✳✷ #❡%❢♦%♠❛♥❝❡

❚❤❡ ♣❡5❢♦5♠❛♥❝❡ ❬✹✼❪ ❣✐✈❡4 -❤❡ ♣5♦♣♦5-✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐54 ♦❢ ♥♦❞❡4 ❝♦55❡❝-❧② ✐♥-❡5✲

♣5❡-❡❞ ❜② -❤❡ ❛❧❣♦5✐-❤♠ ✐✳❡✳ ♥♦❞❡4 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ -♦ -❤❡ 4❛♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐-② ❛♥❞

❝♦♥♥❡❝-❡❞ ✇✐-❤ ❧✐♥❦4 ♦5 ♥♦❞❡4 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ -♦ ❞✐✛❡5❡♥- ❝♦♠♠✉♥✐-✐❡4 ❛♥❞ ♥♦-

❝♦♥♥❡❝-❡❞✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❛5-✐-✐♦♥✐♥❣ p✱ ✐-4 ♣❡5❢♦5♠❛♥❝❡ 4❝♦5❡ ✐4 ❣✐✈❡♥ ❜②✿

P (p) =
|(i, j) ∈ E,Ci = Cj|+ |(i, j) /∈ E,Ci 6= Cj|

n(n− 1)/2
✭✸✳✷✮

✇❤❡5❡ Ci ✐4 -❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐-② ♦❢ ♥♦❞❡ i✳

❇② ❞❡✜♥✐-✐♦♥✱ 0 ≤ P (p) ≤ 1✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❡5❢♦5♠❛♥❝❡ ❝❧♦4❡ -♦ 1 ♠❡❛♥4 ❛

❣♦♦❞ ♣❛5-✐-✐♦♥✐♥❣✳
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✸✳✸✳✸ ▼♦❞✉❧❛(✐*②

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛)✐+② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ●✐)✈❛♥ ❛♥❞ ◆❡✇♠❛♥ ❬✶✶✵❪ ✐8 +❤❡ ♠♦8+ ✉8❡❞ 9✉❛❧✲

✐+② ❢✉♥❝+✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥+✉✐+✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ +❤✐8 9✉❛❧✐+② ❢✉♥❝+✐♦♥ ✐8 +❤❛+ ❛ )❛♥❞♦♠

♥❡+✇♦)❦ ✐8 ♥♦+ 8✉♣♣♦8❡❞ +♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐+② 8+)✉❝+✉)❡✳ ❋♦) ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉✲

♥✐+②✱ +❤❡ ❞❡♥8✐+② ♦❢ ✐+8 ❧✐♥❦8 ✐8 ❝♦♠♣❛)❡❞ +♦ +❤❡ ❡①♣❡❝+❡❞ ❞❡♥8✐+② ✐♥ ❛ )❛♥❞♦♠

♥❡+✇♦)❦ ✇✐+❤ +❤❡ 8❛♠❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ♥♦❞❡8 ❛♥❞ +❤❡ 8❛♠❡ ❞❡❣)❡❡ ❞✐8+)✐❜✉+✐♦♥

❜✉+ ✇✐+❤♦✉+ ❝♦♠♠✉♥✐+② 8+)✉❝+✉)❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ +❤❡ ♠♦❞✉❧❛)✐+② ✐8 ❣✐✈❡♥ ✉8✐♥❣

+❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦)♠✉❧❛✿

Q =
1

2m

∑

ij

(Aij −
didj
2m

)δ(Ci, Cj) ✭✸✳✸✮

✇❤❡)❡ m ✐8 +❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❧✐♥❦8 ♦❢ +❤❡ ♥❡+✇♦)❦✱ A +❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛+)✐①✱ di
❛♥❞ Ci +❤❡ ❞❡❣)❡❡ ❛♥❞ +❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐+② ♦❢ +❤❡ ♥♦❞❡ i )❡8♣❡❝+✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝+✐♦♥
δ ✐8 ❡9✉❛❧ +♦ 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Ci = Cj ❛♥❞ 0 ♦+❤❡)✇✐8❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Q )❛♥❣❡

❢)♦♠ −1 +♦ 1 ❛♥❞ ✐+ ✐8 ❣❡♥❡)❛❧❧② ❛❞♠✐++❡❞ +❤❛+ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♠✉♥✐+② 8+)✉❝+✉)❡
❤❛8 ❛ ♠♦❞✉❧❛)✐+② 8❝♦)❡ ❣)❡❛+❡) +❤❛♥ 0.4 ❬✶✵✽❪✳

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛)✐+② ♦♣+✐♠✐8❛+✐♦♥ ❣✐✈❡8 ❛ ❣♦♦❞ ✇❛② +♦ ❞❡+❡❝+ ❝♦♠♠✉♥✐+② ✐♥

✈❡)② ❧❛)❣❡ ♥❡+✇♦)❦8 ❬✶✵✼✱ ✶✵✽✱ ✶✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ +❤✐8 9✉❛❧✐+② ❢✉♥❝+✐♦♥ ❤❛8 +✇♦

♠♦8+ ✐♠♣♦)+❛♥+ ❞)❛✇❜❛❝❦8✿

✶✳ +❤❡  ❡"♦❧✉&✐♦♥ ❧✐♠✐& ✿ ✐+ ❤❛8 ❜❡❡♥ 8❤♦✇♥ ✐♥ ❬✹✽❪ +❤❛+ +❤❡ 8✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤

❝♦♠♠✉♥✐+② ❞❡♣❡♥❞8 ♦♥ +❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ♥♦❞❡8 ✐♥ +❤❡ ♥❡+✇♦)❦✳ ■+ ✐8 +❤❡♥

❞✐✣❝✉❧+ +♦ ❞❡+❡❝+ 8♠❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐+✐❡8✱ ❡✈❡♥ ✇❡❧❧ 8❡♣❛)❛+❡❞✳

✷✳ +❤❡ ✐♥"&❛❜✐❧✐&② ✿ +❤❡ ❛88✉♠♣+✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ +❤❡ ♠♦❞✉❧❛)✐+② ✐8 +❤❛+ ❛ )❛♥❞♦♠

♥❡+✇♦)❦ ✐8 ♥♦+ 8✉♣♣♦8❡❞ +♦ ❤❛✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐+② 8+)✉❝+✉)❡✳ ❚❤❡ ❛❝+✉❛❧

❝♦♠♠✉♥✐+② 8+)✉❝+✉)❡ ✐8 +❤❡♥ ❝♦♠♣❛)❡❞ ✇✐+❤ ❛ ♥✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ❡①♣)❡88❡❞

✐♥ +❡)♠ ♦❢ ❡①♣❡❝+❛+✐♦♥ ❛8 ♣)❡8❡♥+❡❞ ✇✐+❤ +❤❡ +❡)♠

kikj
2m

✐♥ ❡9✉❛+✐♦♥

✸✳✸✳ ❚❤✐8 ❧❡❛❞8 +♦ ♠❛♥② ♣♦88✐❜❧❡ )❡❛❧✐8❛+✐♦♥8 ♦❢ +❤❡ ♥✉❧❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐+

✐8 ♣♦88✐❜❧❡ +♦ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡)❡♥+ ❝♦♠♠✉♥✐+② 8+)✉❝+✉)❡8 ✇✐+❤ ❛ ❤✐❣❤

♠♦❞✉❧❛)✐+② 8❝♦)❡✱ ❡✈❡♥ ✐♥ )❛♥❞♦♠ ♥❡+✇♦)❦8 ❬✼✹❪✳

✸✳✹ ❙♦♠❡ ♣(♦❜❧❡♠+ +✐♠✐❧❛( .♦ ❝♦♠♠✉♥✐.② ❞❡✲

.❡❝.✐♦♥

■♥ +❤✐8 8❡❝+✐♦♥✱ ✇❡ ♣)❡8❡♥+ 8♦♠❡ ♣)♦❜❧❡♠8 ✇❤✐❝❤ ❝♦♥8✐8+ ✐♥ ❣)♦✉♣✐♥❣ )❡❧❛+❡❞

♦❜❥❡❝+8 ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ 8❡+ ✐♥+♦ ❝❧❛88❡8✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦8❡♥ +♦ ♣)❡8❡♥+ +❤❡8❡ ♣)♦❜❧❡♠8

❜❡❝❛✉8❡ +♦♦❧8 ✉8❡❞ +♦ 8♦❧✈❡ +❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣+❡❞ ❢♦) ❝♦♠♠✉♥✐+② ❞❡+❡❝+✐♦♥✳
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✸✳✹✳✶ ●%❛♣❤ )❛%*✐*✐♦♥✐♥❣

❚❤❡ ♦❜❥❡❝'✐✈❡ ♦❢ ❣,❛♣❤ ♣❛,'✐'✐♦♥✐♥❣ ✐0 '♦ ❣,♦✉♣ '❤❡ ♥♦❞❡0 ♦❢ ❛ ❣,❛♣❤ ✐♥ ❛ ♣,❡✲

❞❡'❡,♠✐♥❡❞ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♣❛,'✐'✐♦♥0✱ ✇✐'❤ ♣,❡❞❡'❡,♠✐♥❡❞ 0✐③❡0✳ ❚❤✐0 ✐0 ✉0✉❛❧❧②

❞♦♥❡ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ '❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❧✐♥❦0 ❢❛❧❧✐♥❣ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ♣❛,'✐'✐♦♥0✳ ❚❤❡

♠♦0' 0✉❝❝❡00❢✉❧ ❤✐0'♦,✐❝❛❧ ♠❡'❤♦❞0 ❛,❡ ♣,❡0❡♥'❡❞ ❜❡❧❧♦✇✿

• ❙♣❡❝',❛❧ ❜✐0❡❝'✐♦♥ ❬✶✷✹❪✿ '❤✐0 ♠❡'❤♦❞ ❝♦♥0✐0'0 ✐♥ ❝♦♠♣✉'✐♥❣ '❤❡ ❡✐❣❡♥✲
✈❡❝'♦, ❝♦,,❡0♣♦♥❞✐♥❣ '♦ '❤❡ 0♠❛❧❧❡0' ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛',✐①

♦❢ '❤❡ ❣,❛♣❤✳ ❚❤❡ ❣,❛♣❤ ✐0 '❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥'♦ '✇♦ ♣❛,'0 ❝♦,,❡0♣♦♥❞✐♥❣

'♦ '❤❡ 0✐❣♥ ♦❢ '❤❡ ♣,♦❥❡❝'✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛❝❝♦,❞✐♥❣ '♦ '❤✐0 ❡✐❣❡♥✈❡❝'♦,✳

❚❤❡ '✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'② ♦❢ '❤✐0 ♠❡'❤♦❞ ✐0 O(n3) ❛♥❞ '❤❡ ,❡0✉❧'0 ❛,❡ ❣♦♦❞
✇❤❡♥ '❤❡ ❣,❛♣❤ ,❡❛❧❧② ❝♦♥'❛✐♥0 '✇♦ ♣❛,'✐'✐♦♥0 ♦❢ 0✐♠✐❧❛, 0✐③❡0✳ ❚❤❛' ✐0

♦♥❧② ❛ ♣❛,'✐❝✉❧❛, ❝❛0❡ ✐♥ '❤❡ ❝♦♥'❡①' ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐'② ❞❡'❡❝'✐♦♥✳

• ▼✐♥✐♠❛❧ ❝✉' ❬✶✵❪✿ '❤✐0 ❛❧❣♦,✐'❤♠ ',✐❡0 '♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ '❤❡ ❝✉' ♦❢ '❤❡ ❣,❛♣❤

❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ '❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❧✐♥❦0 ❜❡'✇❡❡♥ '✇♦ ❣,♦✉♣0✳ ❚❤✐0 ♠❡'❤♦❞

,❡G✉✐,❡0 '❤❡ 0✐③❡0 ♦❢ '❤❡ ♣❛,'✐'✐♦♥0 ❛0 ❛ ♣❛,❛♠❡'❡, ❛♥❞ 0'❛,'0 ✇✐'❤ ❛

,❛♥❞♦♠ ✐♥✐'✐❛❧ ♣❛,'✐'✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣'✐♠✐0❛'✐♦♥ ✐0 ♣❡,❢♦,♠❡❞ ✉0✐♥❣ ❛ ❣,❡❡❞②

0❝❤❡♠❡✳ ❆' ❡❛❝❤ 0'❡♣✱ '❤❡ G✉❛❧✐'② ♦❢ '❤❡ ❜✐0❡❝'✐♦♥ ✐0 ✐♠♣,♦✈❡❞ ❜② 0✇✐'❝❤✲

✐♥❣ ♥♦❞❡0 ❜❡'✇❡❡♥ ♣❛,'✐'✐♦♥0✳ ❚❤❡ 0✇✐'❝❤ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡0 '❤❡ ❜❡0' ✐♠♣,♦✈❡✲

♠❡♥' ✐0 ♣❡,❢♦,♠❡❞✱ ✇✐'❤ '❤❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ '❤❛' ❛ ♥♦❞❡ ❝❤❛♥❣❡0 ✐'0 ♣❛,'✐'✐♦♥

❛' ♠♦0' ♦♥❝❡✳ ❚❤❡,❡ ✐0 '❤❡♥ ❡①❛❝'❧② n2
❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥0 ❛♥❞ '❤❡ ❜❡0' ❜✐✲

0❡❝'✐♦♥ ✐0 ,❡'✉,♥❡❞✳ ❚❤❡ ✇♦,0' ❝❛0❡ ❝♦♠♣❧❡①✐'② ✐0 O(n3)✳

❚❤❡0❡ ♠❡'❤♦❞0 ❝❛♥ ❜❡ ✉0❡❞ ❢♦, ❝♦♠♠✉♥✐'② ❞❡'❡❝'✐♦♥ ✐❢ '❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢

❝♦♠♠✉♥✐'✐❡0 ❛♥❞ '❤❡✐, 0✐③❡0 ❛,❡ ❦♥♦✇♥ ❛ ♣,✐♦,✐✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ '❤✐0 ✐0 ♥♦' ✉0✉❛❧❧②

'❤❡ ❝❛0❡ ❛♥❞ ♦'❤❡,0 '❡❝❤♥✐G✉❡0 ♠✉0' ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

✸✳✹✳✷ ❉❛*❛ ❝❧✉4*❡%✐♥❣

❚❤✐0 ♣,♦❜❧❡♠ ❤❛0 ❜❡❡♥ ✐♥',♦❞✉❝❡❞ ❢♦, ❞❛'❛ ❛♥❛❧②0✐0✳ ■' ❝♦♥0✐0'0 ✐♥ ♣❛,'✐'✐♦♥✲

✐♥❣ ❞❛'❛ ♦❜❥❡❝'0 ❜❛0❡❞ ♦♥ ❛ 0✐♠✐❧❛,✐'② ♠❡❛0✉,❡ ✭❛ ♣0❡✉❞♦ ❞✐0'❛♥❝❡✱ ❜❡❝❛✉0❡

'❤❡ ',✐❛♥❣✉❧❛, ✐♥❡G✉❛❧✐'② ✐0 ♥♦' ,❡G✉✐,❡❞✮ ❜❡'✇❡❡♥ ❞❛'❛ ♣♦✐♥'0 ✐♥ 0♦♠❡ ❞❡✜♥❡❞

0♣❛❝❡✳ ❙✐♠✐❧❛, ♦❜❥❡❝'0 ❛,❡ ❣,♦✉♣❡❞ '♦❣❡'❤❡, ❛♥❞ ❞✐00✐♠✐❧❛, ♦♥❡ ❛,❡ 0❡♣❛,❛'❡❞

✐♥ ❞✐✛❡,❡♥' ❣,♦✉♣0✳

▲❡'0 ❆ ❂ ✭a1✱ a2✱ ✳✳✳✱ ak✮ ❛♥❞ ❇ ❂ ✭b1✱ b2✱ ✳✳✳✱ bk✮ ❜❡ '✇♦ ❞❛'❛ ♣♦✐♥'0
✐♥ ❛ k ❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ 0♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐0'❛♥❝❡ ❢✉♥❝'✐♦♥0 ♠♦0'❧② ✉0❡❞ ❛0 0✐♠✐❧❛,✐'②
♠❡❛0✉,❡0 ❛,❡✿

• '❤❡ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐0'❛♥❝❡ ✭♦, L2 ♥♦,♠✮ ✿ dAB =
∑n

i=1

√
(ai − bi)2

• '❤❡ ▼❛♥❤❛''❛♥ ❞✐0'❛♥❝❡ ✭♦, L1 ♥♦,♠✮ ✿ dAB =
∑n

i=1 |(ai − bi)|



✸✳✺✳ ●▲❖❇❆▲ ❈❖▼▼❯◆■❚❨ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ✷✶

•  ❤❡ ❝♦%✐♥❡ %✐♠✐❧❛+✐ ② ✿ dAB = A.B
||A||.||B||

❖♥❡ ♦❢  ❤❡ ♠♦% ❧② ✉%❡❞ ♠❡ ❤♦❞ ❢♦+ ❞❛ ❛ ❝❧✉% ❡+✐♥❣ ✐%  ❤❡ k − means
❛❧❣♦+✐ ❤♠ ❬✶✺✸❪✳ ■ ✇♦+❦% ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿

✶✳ ❢♦+ ❡❛❝❤ ♦❢  ❤❡ k ❝❧❛%%❡%✱ ♦♥❡ ♣♦✐♥ ✐% ❝❤♦%❡♥ ❛ +❛♥❞♦♠ ❛%  ❤❡ ✐♥✐ ✐❛❧

♠❡❛♥❀

✷✳ ❢♦+ ❡❛❝❤ ❞❛ ❛ ♣♦✐♥ ✱ ✐ % ❞✐% ❛♥❝❡  ♦ ❡❛❝❤ ♠❡❛♥ ✐% ❝♦♠♣✉ ❡❞ ❛♥❞ ✐ ✐%

♠♦✈❡❞  ♦  ❤❡ ❝❧✉% ❡+ ♦❢  ❤❡ ❝❧♦%❡% ♠❡❛♥ ✭❜+❡❛❦✐♥❣  ✐❡% +❛♥❞♦♠❧②✮❀

✸✳ ❢♦+ ❡❛❝❤ ♦❢  ❤❡ k ✉♣❞❛ ❡❞ ❝❧✉% ❡+%✱  ❤❡ ♥❡✇ ♠❡❛♥ ✐% ❝♦♠♣✉ ❡❞❀

✹✳  ❤❡ ♣+♦❝❡%% +❡% ❛+ ❢+♦♠ % ❡♣ 2 ✉♥ ✐❧  ❤❡ ❝❧✉% ❡+% ❞♦ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ♦+ ❛

♠❛①✐♠✉♠ ✭♣+❡❞❡✜♥❡❞✮ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ✐ ❡+❛ ✐♦♥% ✐% +❡❛❝❤❡❞✳

❆% ❢♦+  ❤❡ ❣+❛♣❤ ♣❛+ ✐ ✐♦♥✐♥❣✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞%  ♦ ❦♥♦✇  ❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❝❧✉% ❡+%✳

❈❤♦♦%✐♥❣  ❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❝❧✉% ❡+ ❢♦+ k − means ✐% ✇✐❞❡❧② % ✉❞✐❡❞ ❛♥❞ %♦♠❡

❤❡✉+✐% ✐❝% %✉❝❤ ❛%  ❤❡ ❡❧❜♦✇%✬ ♠❡(❤♦❞% ❬✻✶✱ ✶✸✷❪ ❡①✐%  ♦ %♦❧✈❡ ✐ ✳

❙♦♠❡ ♦ ❤❡+% ♠❡ ❤♦❞%  ❤❛ ❞♦ ♥♦ +❡K✉✐+❡  ❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❝❧✉% ❡+% ❛% ♣❛✲

+❛♠❡ ❡+% ❛❧%♦ ❡①✐% ✳ ❚❤❡② ✉%✉❛❧❧② ♣❡+❢♦+♠ ❛♥ ❤✐❡+❛+❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉% ❡+✐♥❣ ❜② ❡✐ ❤❡+

% ❛+ ✐♥❣ ✇✐ ❤ ❛❧❧  ❤❡ ❞❛ ❛ ♣♦✐♥ % ✐♥ ♦♥❡ ❝❧✉% ❡+ ❛♥❞ %❡♣❛+❛ ❡  ❤❡♠ ❛ ❡❛❝❤

% ❡♣ ✭ ♦♣ ❞♦✇♥ ❛♣♣+♦❛❝❤❡%✮ ♦+ % ❛+ ✐♥❣ ✇✐ ❤ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥ ✐♥ ✐ % ♦✇♥ ❝❧✉% ❡+

❛♥❞ ❣+♦✉♣✐♥❣ ❝❧✉% ❡+% ❛ ❡❛❝❤ % ❡♣ ✭❜♦  ♦♠ ✉♣ ❛♣♣+♦❛❝❤❡%✮✳

❚❤❡ ❞❛ ❛ ❝❧✉% ❡+✐♥❣ ♠❡ ❤♦❞% ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐ ② ❞❡ ❡❝ ✐♦♥ ❜②

❝❤♦♦%✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣+♦♣+✐❛ ❡ ❞✐% ❛♥❝❡ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ♥♦❞❡% ♦❢  ❤❡ ♥❡ ✇♦+❦✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ %✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣+❡%❡♥ ❡❞ ✇❤❡♥ ♣+❡%❡♥ ✐♥❣ %♣❡❝ +❛❧

♠❡ ❤♦❞% ✭%❡❡ %✉❜✲%❡❝ ✐♦♥ ✸✳✺✳✸✮✳

✸✳✺ ●❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐-② ❞❡-❡❝-✐♦♥

●✐✈❡♥ ❛ ❢✉♥❝ ✐♦♥ ♠❡❛%✉+✐♥❣  ❤❡ K✉❛❧✐ ② ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐ ② % +✉❝ ✉+❡✱ ♦♣ ✐♠✐③✐♥❣

✐  ♦ ❣❡  ❤❡ ❜❡% ♣❛+ ✐ ✐♦♥✐♥❣ ✐% ❛♥ ◆,✲❤❛/❞ ♣+♦❜❧❡♠ ❬✶✺✵✱ ✷✵✱ ✹✼❪✳ ❙♦♠❡

❤❡✉+✐% ✐❝% ❛+❡  ❤❡♥ ✉%❡❞  ♦ ❛♣♣+♦①✐♠❛ ❡  ❤❡ ❜❡% ♣❛+ ✐ ✐♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦% 

✐♠♣♦+ ❛♥ ❝❧❛%%❡% ♦❢ ♠❡ ❤♦❞% ❛+❡ ♣+❡%❡♥ ❡❞ ❜❡❧♦✇ ✇✐ ❤ %♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡% ♦❢

♠❡ ❤♦❞% +❛♥❣✐♥❣ ❢+♦♠ ❡❛❝❤ ❝❧❛%%✳

✸✳✺✳✶ ❉✐✈✐'✐✈❡ ♠❡*❤♦❞'

❚❤❡%❡ ♠❡ ❤♦❞% ♣+♦❝❡❡❞ ❜② % ❛+ ✐♥❣ ✇✐ ❤ ❛❧❧  ❤❡ ♥♦❞❡% ♦❢  ❤❡ ♥❡ ✇♦+❦ ✐♥ ♦♥❡

❝♦♠♠✉♥✐ ② ❛♥❞ ❛ ❡❛❝❤ % ❡♣✱  ❤❡② ✉%❡ ❛ ❝+✐ ❡+✐♦♥  ♦ ❞✐✈✐❞❡  ❤❡ ❡①✐% ✐♥❣ ❝♦♠✲

♠✉♥✐ ✐❡%✳ ❚❤✐% ♦♣ ✐♠✐%❛ ✐♦♥ ♣+♦❝❡❞✉+❡ ❣✐✈❡% ❛ ❞❡♥❞+♦❣+❛♠ ❛%  ❤❡ ♦♥❡ %❤♦✇♥
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✐♥ ✜❣✉%❡ ✸✳✷✳ ❊①❛♠♣❧❡0 ♦❢ ♠❡3❤♦❞0 %❛♥❣✐♥❣ ✐♥ 3❤✐0 ❝❛3❡❣♦%② ❛%❡ 3❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡✲

'✇❡❡♥♥❡)) ❝❡♥'+❛❧✐'②✲❜❛)❡❞ ❛♥❞ 3❤❡ ❧✐♥❦ ❝❧✉)'❡+✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥'✲❜❛)❡❞ ♠❡3❤♦❞0✳

❋✐❣✉%❡ ✸✳✷✿ ❆ ❞❡♥❞♦❣%❛♠ 03%✉❝3✉%❡✳

▲✐♥❦ ❜❡&✇❡❡♥♥❡(( ❝❡♥&*❛❧✐&② ❜❛(❡❞ ♠❡&❤♦❞

❚❤✐0 ♠❡3❤♦❞ ❤❛0 ❜❡❡♥ ♣%♦♣♦0❡❞ ❜② ●✐%✈❛♥ ❛♥❞ ◆❡✇♠❛♥ ✐♥ ✷✵✵✷ ❬✶✶✵❪✳ ❚❤❡

❜❡3✇❡❡♥♥❡00 ❝❡♥3%❛❧✐3② ♦❢ ❛ ❧✐♥❦ ✐0 3❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ 0❤♦%3❡03 ♣❛3❤0 ♣❛00✐♥❣

3❤%♦✉❣❤ 3❤✐0 ❧✐♥❦✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐0 3❤❛3 ❛ ❧✐♥❦ ✇✐3❤ ❛ ❤✐❣❤ ❜❡3✇❡❡♥♥❡00 ✐0 ♠♦%❡

❧✐❦❡❧② 3♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥3❡%✲❝♦♠♠✉♥✐3② ❧✐♥❦✳ ❆3 ❡❛❝❤ 03❡♣✱ 3❤❡ ❛❧❣♦%✐3❤♠ %❡♠♦✈❡0

3❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐3❤ 3❤❡ ❤✐❣❤❡03 ❜❡3✇❡❡♥♥❡00 ❛♥❞ 3❤❡ ♣%♦❝❡00 ✐0 %❡♣❡❛3❡❞ ✉♥3✐❧ 3❤❡%❡

✐0 ♥♦ ♠♦%❡ ✐♥❝%❡❛0❡ ❢♦% 3❤❡ ♠♦❞✉❧❛%✐3② 0❝♦%❡ ✭✉0❡❞ ❛0 I✉❛❧✐3② ❢✉♥❝3✐♦♥ ✐♥ 3❤✐0

❛❧❣♦%✐3❤♠✮✳

❚❤❡ 3✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐3② ♦❢ 3❤✐0 ♠❡3❤♦❞ ✐0 O(m2n)✳ ■♥ ❢❛❝3✱ 3❤❡ ❝♦♠♣✉3❛3✐♦♥

♦❢ ❛❧❧ 3❤❡ ❜❡3✇❡❡♥♥❡00 ❝❡♥3%❛❧✐3✐❡0 ✐0 ❞♦♥❡ ✐♥ O(mn) ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥❡❡❞ m
03❡♣0 ✐♥ 3❤❡ ✇♦%03 ❝❛0❡✳ ❚❤❡ ❞❡3❡❝3❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐3✐❡0 ✉0✐♥❣ 3❤✐0 ♠❡3❤♦❞ ❛%❡

I✉✐3❡ ❣♦♦❞ ✭✇✐3❤ ❛ ❤✐❣❤ ♠♦❞✉❧❛%✐3② 0❝♦%❡✮ ❜✉3✱ ❞✉❡ 3♦ 3❤❡ 3✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐3②

✐3 ❝❛♥ ♥♦3 ❜❡ ✉0❡❞ ♦♥ ❧❛%❣❡ ♥❡3✇♦%❦0✳

▲✐♥❦ ❈❧✉(&❡*✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ❜❛(❡❞ ♠❡&❤♦❞

❚❤✐0 ♠❡3❤♦❞ ✇❛0 ♣%♦♣♦0❡❞ ❜② ❘❛❞✐❝❝❤✐ ❡3 ❛❧✳ ✐♥ ✷✵✵✹ ❬✶✷✾❪✳ ❚❤❡ k✲♦%❞❡%

❝❧✉03❡%✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥3 ♦❢ ❛ ❧✐♥❦ ✐0 3❤❡ %❛3✐♦ ❜❡3✇❡❡♥ 3❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❝②❝❧❡0 ♦❢

❧❡♥❣3❤ k ♣❛00✐♥❣ 3❤%♦✉❣❤ 3❤✐0 ❧✐♥❦ ❛♥❞ 3❤❡ 3♦3❛❧ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ❝②❝❧❡0 ♦❢ ❧❡♥❣3❤

k ✐♥ 3❤❡ ❣%❛♣❤✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐0 3❤❛3 ❧✐♥❦0 ✇✐3❤ ❤✐❣❤ ❝❧✉03❡%✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥30 ❛%❡

♠♦%❡ ❧✐❦❡❧② 3♦ ❜❡ ✐♥3❡%✲❝♦♠♠✉♥✐3② ❧✐♥❦0✳ ❚❤❡ ♦♣3✐♠✐0❛3✐♦♥ ♣%♦❝❡❞✉%❡ ✐0 3❤❡♥

3❤❡ 0❛♠❡ ❛0 3❤❡ ♦♥❡ ✉0✐♥❣ 3❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡3✇❡❡♥♥❡00✳

❲❤❡♥ %❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ❧✐♥❦✱ ♦♥❡ ❥✉03 ♥❡❡❞ 3♦ ✉♣❞❛3❡ 3❤❡ ❝❧✉03❡%✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥3

✈❛❧✉❡0 ❢♦% 3❤❡ ❧✐♥❦0 ❛❞❥❛❝❡♥3 3♦ ✐3✳ ❚❤❛3 ❧❡❛❞0 3♦ ❛ ♠♦%❡ ❡✣❝✐❡♥3 ❛❧❣♦%✐3❤♠✱

3❤❛♥ 3❤❡ ♦♥❡ ✉0✐♥❣ 3❤❡ ❜❡3✇❡❡♥♥❡00 ❝❡♥3%❛❧✐3②✱ ✇✐3❤ ❛ 3✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐3② ♦❢

O(m2)✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ✐3 ✐0 03✐❧❧ ♥♦3 0✉✐3❛❜❧❡ 3♦ ❞❡❛❧ ✇✐3❤ ✈❡%② ❧❛%❣❡ ❣%❛♣❤ ✭♠✐❧❧✐♦♥0



✸✳✺✳ ●▲❖❇❆▲ ❈❖▼▼❯◆■❚❨ ❉❊❚❊❈❚■❖◆ ✷✸

♦❢ ♥♦❞❡%✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ,❤❡♥ ♠♦✈❡ ,♦ ❛❣❣❧♦♠❡2❛,✐✈❡ ♠❡,❤♦❞% ✇❤❡2❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❡

♦❢ ,❤❡ ♠♦%, ❡✣❝✐❡♥, ♠❡,❤♦❞% ❢♦2 ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,② ❞❡,❡❝,✐♦♥ ✐♥ ♥❡,✇♦2❦%✳

✸✳✺✳✷ ❆❣❣❧♦♠❡*❛,✐✈❡ ♠❡,❤♦❞1

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ,❤✐% ❝❧❛%% ♦❢ ♠❡,❤♦❞% ✐% ,❤❛,✱ ❛, ,❤❡ %,❛2,✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐%

❛❧♦♥❡ ✐♥ ✐% ❝♦♠♠✉♥✐,② ❛♥❞✱ ❛, ❡❛❝❤ %,❡♣ ,❤❡ ,✇♦ ♠♦2❡ %✐♠✐❧❛2 ♥❡✐❣❤❜♦✉2 ❝♦♠✲

♠✉♥✐,✐❡% ✭❤❛✈✐♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥, ❡❞❣❡%✮ ❛2❡ ♠❡2❣❡❞ ,♦ ❢♦2♠ ♦♥❡ ♥❡✇ ❝♦♠♠✉♥✐,②✳

▲✐❦❡ ❞✐✈✐%✐✈❡ ♠❡,❤♦❞%✱ ,❤✐% ♦♣,✐♠✐%❛,✐♦♥ ♣2♦❝❡❞✉2❡ ❛❧%♦ ❧❡❛❞% ,♦ ❛ ❞❡♥❞2♦✲

❣2❛♠✳ ❊①❛♠♣❧❡% ♦❢ ♠❡,❤♦❞% ❢2♦♠ ,❤✐% ❝❧❛%% ❛2❡ ♠♦❞✉❧❛&✐(② ♦♣(✐♠✐+❛(✐♦♥ ❛♥❞

(❤❡ ▲♦✉✈❛✐♥✬+ ♠❡,❤♦❞%✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡,❛✐❧ ,❤❡♠ ✐♥ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %✉❜✲%❡❝,✐♦♥%✳

▼♦❞✉❧❛&✐(② ♦♣(✐♠✐,❛(✐♦♥

❚❤✐% ♠❡,❤♦❞ ❤❛% ❜❡❡♥ ♣2♦♣♦%❡❞ ❜② ◆❡✇♠❛♥ ✐♥ ✷✵✵✹ ❬✶✵✼❪✳ ■, ❝♦♥%✐%,% ✐♥

❛ ❣2❡❡❞② ♦♣,✐♠✐%❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♠♦❞✉❧❛2✐,②✿ %,❛2,✐♥❣ ✇✐,❤ ❡❛❝❤ ✈❡2,❡① ❜❡✐♥❣

,❤❡ %♦❧❡ ♠❡♠❜❡2 ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐,② ♦❢ ♦♥❡✱ ❛, ❡❛❝❤ %,❡♣✱ ,❤❡ ,✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐,✐❡%

✇❤♦%❡ ❛♠❛❧❣❛♠❛,✐♦♥ ♣2♦❞✉❝❡% ,❤❡ ❧❛2❣❡%, ✐♥❝2❡❛%❡ ✐♥ ♠♦❞✉❧❛2✐,② ❛2❡ ❥♦✐♥❡❞✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ♣❛2,✐,✐♦♥✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ❜② ,❤✐% ♠❡,❤♦❞ ✐% n− 1✱ ❡❛❝❤ ♣❛2,✐,✐♦♥✐♥❣

❤❛✈✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡2❡♥, ♥✉♠❜❡2 ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐,✐❡% ❜❡,✇❡❡♥ n ❛♥❞ 1✳ ❚❤❡ ♣❛2,✐,✐♦♥✐♥❣
✇✐,❤ ,❤❡ ❤✐❣❤❡%, ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛2✐,② ✐% 2❡,❛✐♥❡❞ ❛% ,❤❡ ❛♣♣2♦①✐♠❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡

❜❡%, ♣❛2,✐,✐♦♥✐♥❣✳

❚❤❡ ,✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ♦❢ ,❤✐% ❛❧❣♦2✐,❤♠ ✐% ✐♥ O(n2) ✐♥ ,❤❡ ❝❛%❡ ♦❢ %♣❛2%❡

♥❡,✇♦2❦% ✭❛% ✐, ✐% ✉%✉❛❧❧② ,❤❡ ❝❛%❡ ❢♦2 %♦❝✐❛❧ ♥❡,✇♦2❦%✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ,❤❡ ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥

♦❢ ,❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠♦❞✉❧❛2✐,② ✇❤❡♥ ♠❡2❣✐♥❣ ,✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐,✐❡% ✐% ❞♦♥❡ ✐♥ ❝♦♥✲

%,❛♥, ,✐♠❡✳ ❚❤✐% ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥ ❢♦2 ❛❧❧ ♣❛✐2% ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥, ❝♦♠♠✉♥✐,✐❡% ✐% ,❤❡♥ ❞♦♥❡

✐♥ O(m)✳ ❆❢,❡2✇❛2❞%✱ ❛, ❡❛❝❤ %,❡♣✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞% ,♦ ,♦ ✉♣❞❛,❡ ,❤❡ ♠❛,2✐① ❝♦♥✲

,❛✐♥✐♥❣ ,❤❡ ✐♥,❡2✲❝♦♠♠✉♥✐,② ❧✐♥❦%✱ ♥❡❡❞❡❞ ,♦ ❝♦♠♣✉,❡ ,❤❡ ♠♦❞✉❧❛2✐,②✳ ❚❤✐%

✉♣❞❛,❡ ✐% ❞♦♥❡ ✐♥ O(n) ✐♥ ,❤❡ ✇♦2%, ❝❛%❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ,❤❡ ❛❧❣♦2✐,❤♠ ❤❛% n − 1
%,❡♣%✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ✐% ,❤❡♥ ✐♥ ,✐♠❡ O((m+n)n) ✇❤✐❝❤ ✐% ❛♣♣2♦①✐♠❛,❡❞ ❜②

O(n2) ❢♦2 %♣❛2%❡ ♥❡,✇♦2❦✳ ❆% 2❡♣♦2,❡❞ ❜② ,❤❡ ❛✉,❤♦2 ✐♥ ❬✶✵✼❪✱ ,❤✐% ♠❡,❤♦❞ ✐%

❛❜❧❡ ,♦ ❛♥❛❧②%❡ ♥❡,✇♦2❦% ✉♣ ,♦ 105 ♥♦❞❡%✳

❚❤❡ ,✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐,② ♦❢ ,❤✐% ♠❡,❤♦❞ ❤❛% ❜❡❡♥ ❝♦♥%✐❞❡2❛❜❧② ✐♠♣2♦✈❡❞ ❛♥❞

2❡❞✉❝❡❞ ,♦ O(n log2 n) ❜② ❈❧❛✉%❡, ❡, ❛❧✳ ❬✸✵❪✳ ■♥ ❢❛❝,✱ ,❤❡%❡ ❛✉,❤♦2% ❤❛✈❡

♥♦,✐❝❡❞ ,❤❛,✱ ❜❡❝❛✉%❡ ,❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛,2✐① ♦❢ ,❤❡ ♥❡,✇♦2❦ ✐% %♣❛2%❡✱ ♦♥❡

❝❛♥ ✉%❡ ❛❞❛♣,❡❞ ❞❛,❛ %,2✉❝,✉2❡% ❢♦2 ,❤✐% ,②♣❡ ♦❢ ♠❛,2✐❝❡%✳ ❚❤❡② ,❤❡♥ ❤❛✈❡

♣2♦♣♦%❡❞ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❛,✐♦♥ ✉%✐♥❣ ❛ ❤❡❛♣✳ ❚❤✐% ♥❡✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❛,✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡%

,♦ ❛♥❛❧②%❡ ♥❡,✇♦2❦ ✉♣ ,♦ 106 ♥♦❞❡%✳ ❚❤✐% ✐♠♣❧❡♠❡♥,❛,✐♦♥ ✐% ❢2❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❤❡2❡✿ ❤!!♣✿✴✴❝&✳✉♥♠✳❡❞✉✴⑦❛❛/♦♥✴/❡&❡❛/❝❤✴❢❛&!♠♦❞✉❧❛/✐!②✳❤!♠ ✳

❲✐,❤ ,❤✐% ♠❡,❤♦❞✱ ✐, ✐% ,❤❡♥ ♣♦%%✐❜❧❡ ,♦ ❛♥❛❧②%❡ Q✉✐,❡ ❧❛2❣❡ ♥❡,✇♦2❦% ❜✉,

%,✐❧❧ ♥♦, ✈❡2② ❧❛2❣❡ ♥❡,✇♦2❦% ✇✐,❤ ♠✐❧❧✐♦♥% ♦❢ ♥♦❞❡%✳ ❚❤❡ ♥❡①, ♣2❡%❡♥,❡❞
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♠❡"❤♦❞ ❡♥❛❜❧❡* ✉* "♦ "❛❦❡ "❤❛" *"❡♣✳

▲♦✉✈❛✐♥✬( ♠❡+❤♦❞

❚❤❡ ▲♦✉✈❛✐♥✬* ♠❡"❤♦❞ ❬✶✽❪ ✐* ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ ❢❛*"❡*" ♠❡"❤♦❞* ❢♦9 ❝♦♠♠✉♥✐"② ❞❡✲

"❡❝"✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡"✇♦9❦*✳ ■" ❝❛♥ ❜❡ ✉*❡❞ ✐♥ "❤❡ ❣❡♥❡9❛❧ ❝❛*❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤"❡❞

♥❡"✇♦9❦*✳ ❆* ❛♥ ❛❣❣❧♦♠❡9❛"✐✈❡ ❛❧❣♦9✐"❤♠✱ ✐" *"❛9"* ✇✐"❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ *❡♣✲

❛9❛"❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐"②✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦9✐"❤♠ ❤❛* "✇♦ ♠❛✐♥ *"❡♣*✿ ✐♥ "❤❡ ✜9*" *"❡♣✱ ❛❧❧

"❤❡ ♥♦❞❡* ♦❢ "❤❡ ♥❡"✇♦9❦ ❛9❡ ❡✈❛❧✉❛"❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ❛♥❞ ❢♦9 ❡❛❝❤ ♦❢ "❤❡♠✱ "❤❡

✇❡✐❣❤"❡❞ ♠♦❞✉❧❛9✐"② ❣❛✐♥ ✐* ❝♦♠♣✉"❡❞ ✐❢ "❤❡ ❝✉99❡♥" ♥♦❞❡ i ✐* ❛❞❞❡❞ "♦ "❤❡
❝♦♠♠✉♥✐"② ♦❢ ✐"* ♥❡✐❣❤❜♦✉9 j✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ i ✐* ❛❞❞❡❞ "♦ "❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐"② ✇❤✐❝❤
♣9♦❞✉❝❡* "❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦*✐"✐✈❡ ❣❛✐♥✳ ❚❤❡*❡ *✇❡❡♣✐♥❣ ❛9❡ 9❡♣❡❛"❡❞ ✉♥"✐❧ "❤❡9❡

✐* ♥♦ ♠♦9❡ ♣♦*✐"✐✈❡ ❣❛✐♥✳ ❆" "❤❡ ❡♥❞ ♦❢ "❤✐* *"❡♣✱ ♦♥❡ ❤❛* ❛ ♣❛9"✐"✐♦♥✐♥❣ ♦❢

"❤❡ ♥❡"✇♦9❦✳

❋✐❣✉9❡ ✸✳✸✿ ❍✐❡9❛9❝❤✐❝ ❖♣"✐♠✐*❛"✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛9✐"② ✇✐"❤ "❤❡ ▲♦✉✈❛✐♥✬* ♠❡"❤♦❞

❬✶✽❪✳

■♥ "❤❡ *❡❝♦♥❞ *"❡♣✱ ❡❛❝❤ ♦❢ "❤❡ ♣9❡✈✐♦✉* ❞✐*❝♦✈❡9❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐"✐❡* ❜❡❝♦♠❡*

❛  ✉♣❡$✲♥♦❞❡✳ ❚✇♦ *✉♣❡9 ♥♦❞❡* ❛9❡ ❧✐♥❦❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ "❤❡9❡ ✐* ❛" ❧❡❛*" ♦♥❡

❧✐♥❦ ❜❡"✇❡❡♥ "✇♦ ♠❡♠❜❡9* ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ "♦ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐"②✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡"✇❡❡♥

"✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐"✐❡* ✐* ✇❡✐❣❤"❡❞ ❛❝❝♦9❞✐♥❣ "♦ "❤❡ *✉♠ ♦❢ ❛❧❧ "❤❡ ✇❡✐❣❤"* ♦❢ "❤❡✐9

✐♥"❡9✲❝♦♠♠✉♥✐"✐❡* ❧✐♥❦*✳
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❚❤❡#❡ $✇♦ #$❡♣# ❛)❡ )❡♣❡❛$❡❞ ✉♥$✐❧ ♥♦ ♠♦)❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ♠♦❞✉❧❛)✐$② ✐# ♦❜#❡)✈❡❞✳

■$ ✐# ✇♦)$❤ ♥♦$✐♥❣ $❤❛$ $❤❡ ❣❛✐♥# ♦♥ ♠♦❞✉❧❛)✐$② ❛)❡ ❛❧✇❛②# ❝♦♠♣✉$❡❞ ❢)♦♠ $❤❡

#$❛)$✐♥❣ ♥❡$✇♦)❦✱ ✐♥ ♦)❞❡) $♦ ❜❡ ❛❜❧❡ $♦ ❝♦♠♣❛)❡ $❤❡ ♣❛)$✐$✐♦♥✐♥❣ ❞✉)✐♥❣ ❡❛❝❤

♣❛## ♦❢ $❤❡ ❛❧❣♦)✐$❤♠✳ ❚❤❡ ✜❣✉)❡ ✸✳✸ ♣)❡#❡♥$# ❛♥ ❡①❡❝✉$✐♦♥ ♦❢ $❤✐# ♠❡$❤♦❞

♦♥ ❛ $♦② ♥❡$✇♦)❦✳ ❖♥ $❤✐# ✜❣✉)❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ #❡❡ $✇♦ ♣❛##❡# #$❛)$✐♥❣ ❢)♦♠ $❤❡

♥❡$✇♦)❦ ❛$ $❤❡ ❧❡❢$✳

❚❤❡ #♣❡❡❞ ♦❢ $❤✐# ♠❡$❤♦❞ ❝♦♠❡# ❢)♦♠ $❤❡ ♦❜#❡)✈❛$✐♦♥ $❤❛$ $❤❡ ♠♦❞✉❧❛)✐$②

❝❛♥ ❜❡ ♦♣$✐♠✐#❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✿ ♦♥❧② $❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉)# ❛)❡ ❝♦♥#✐❞❡)❡❞ ❞✉)✐♥❣ $❤❡

❡✈❛❧✉❛$✐♦♥✱ $❤❛$ ❡♥❛❜❧❡# $♦ ✉♣❞❛$❡ $❤❡ ♠♦❞✉❧❛)✐$② ❣❛✐♥ ✐♥ ❧✐♥❡❛) $✐♠❡ ✭O(m)✮✳
❚❤✐# ♠❡$❤♦❞ ✐# ❛❝$✉❛❧❧② ♦♥❧② ❧✐♠✐$❡❞ ❜② $❤❡ #$♦)❛❣❡ ✭♠❛✐♥ ♠❡♠♦)②✮ ❝❛♣❛❝✐$②

❛♥❞ ❛❧❧♦✇# $♦ ❛♥❛❧②#❡ ♥❡$✇♦)❦# ♦❢ ♠✐❧❧✐♦♥# ♦❢ ♥♦❞❡# ✐♥ #♦♠❡ ♠✐♥✉$❡#✳

❍♦✇❡✈❡)✱ $❤❡ )❡#✉❧$ ♦❢ $❤✐# ❛❧❣♦)✐$❤♠ ❡①$)❡♠❡❧② ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ $❤❡ ♦)❞❡) ✐♥

✇❤✐❝❤ $❤❡ ♥♦❞❡ ❛)❡ ♣)♦❝❡##❡❞✳ ■♥ ❢❛❝$✱ $✇♦ ❞✐✛❡)❡♥$ ♦)❞❡)# ❝❛♥ ❧❡❛❞ $♦ C✉✐$❡

❞✐✛❡)❡♥$ ♣❛)$✐$✐♦♥#✳ ❚❤✐# ✐# ❜❡❝❛✉#❡ ♠❛♥② ♣❛)$✐$✐♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❧❡❛❞ $♦ ❛ ❤✐❣❤

❛♥❞ ❝❧♦#❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦) $❤❡ ♠♦❞✉❧❛)✐$② ❬✷✶✱ ✶✹✶❪✳ ❚❤❡ ❛✉$❤♦)# ❤❛✈❡ ♣)♦♣♦#❡❞ $♦

)✉♥ $❤❡ ❛❧❣♦)✐$❤♠ ♠❛♥② $✐♠❡ ❛♥❞ ❣❡$ $❤❡ ♣❛)$✐$✐♦♥✐♥❣ $❤❛$ ❣✐✈❡# $❤❡ ❤✐❣❤❡#$

✈❛❧✉❡ ❬✶✽❪✳

✸✳✺✳✸ ❙♣❡❝'(❛❧ ♠❡'❤♦❞/

❙♣❡❝$)❛❧ ♠❡$❤♦❞# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✐$✐❛❧❧② ✉#❡❞ ❢♦) $❤❡ ♣❛)$✐❝✉❧❛) ❝❛#❡ ♦❢ ❣)❛♣❤

♣❛)$✐$✐♦♥✐♥❣✳ ▼❛♥② ♠❡$❤♦❞# ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❢$❡)✇❛)❞# ♣)♦♣♦#❡❞ ✐♥ $❤❡ ♠♦)❡

❣❡♥❡)❛❧ ❝❛#❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐$② ❞❡$❡❝$✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ $❤✐# ❝❧❛## ♦❢ ♠❡$❤♦❞# ✐#

$♦ #❡❣♠❡♥$ $❤❡ ♥❡$✇♦)❦ ✉#✐♥❣ ❛ ♣)♦❥❡❝$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ♥♦❞❡# ✐♥ ❛ #♣❛❝❡ ❝♦♥#$)✉❝$❡❞

✇✐$❤ $❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝$♦)# ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ✐$# ❝❤❛)❛❝$❡)✐#$✐❝ ♠❛$)✐❝❡#✳ ❚❤❡ ♠♦#$❧② ✉#❡❞

♠❛$)✐❝❡# ❛)❡✿

• $❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛$)✐① A❀

• $❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛$)✐① L❀

• $❤❡ ♥♦)♠❛❧✐③❡❞ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛$)✐①✳

❚❤❡ ♥♦❞❡# ♦❢ $❤❡ ❣)❛♣❤ ❛)❡ )❡♣)❡#❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡ #♣❛❝❡ ♦❢ $❤❡ k ✜)#$# ❡✐❣❡♥✲
✈❡❝$♦)# ♦❢ $❤❡ ❝❤♦#❡♥ ♠❛$)✐①✳ ❆ #✐♠✐❧❛)✐$② ❢✉♥❝$✐♦♥ ✐# $❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ $❤✐#

#♣❛❝❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ❝❧❛##✐❝❛❧ ❝❧✉#$❡)✐♥❣ ❛❧❣♦)✐$❤♠✳

❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛$)✐① ✐# $❤❡ ♠♦#$❧② ✉#❡❞ ❜❡❝❛✉#❡ ✐$ ❤❛# $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣)♦♣❡)$✐❡#✿

• ✐$ ✐# ♣♦#✐$✐✈❡ ❞❡✜♥✐$❡✿ ❛❧❧ ✐$# ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡# ❛)❡ ♣♦#✐$✐✈❡#❀

• $❤❡ #✉♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐$# ❧✐♥❡# ♦) ❝♦❧✉♠♥# ❣✐✈❡# 0✳
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❚❤❡#❡ ♣%♦♣❡%'✐❡# ❡♥#✉%❡ '❤❛' ✐' ❛❧✇❛②# ❤❛# ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❡1✉❛❧# '♦ 0 ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❛##♦❝✐❛'❡❞ '♦ '❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝'♦% ✇✐'❤ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥'# ❡1✉❛❧# '♦ 1✳

❚❤❡ ✐♥'✉✐'✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ #♣❡❝'%❛❧ ♠❡'❤♦❞# ✐# '❤❡ ❢❛❝' '❤❛' ✇❤❡♥ ❛ ❣%❛♣❤

❤❛# k ❝♦♥♥❡❝'❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥'#✱ ✐' ❤❛# ❡①❛❝'❧② k ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡# ❡1✉❛❧ '♦ 0 ❛♥❞✱
'❤❡ ♣%♦❥❡❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♥♦❞❡# ♦❢ '❤❡ ❣%❛♣❤ ✐♥ '❤❡ #♣❛❝❡ ❛##♦❝✐❛'❡❞ ✇✐'❤ '❤❡

❡✐❣❡♥✈❡❝'♦%# ♦❢ '❤❡#❡ k ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡# ❣✐✈❡# '❤❡ #❛♠❡ ❝♦♦%❞✐♥❛'❡# '♦ ❛❧❧ ♣♦✐♥'#
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ '♦ '❤❡ #❛♠❡ ❝♦♥♥❡❝'❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥' ❬✹✼✱ ✾✶❪✳ ❋♦% ❛ ❣%❛♣❤ ✇✐'❤ ❛

❝♦♠♠✉♥✐'② #'%✉❝'✉%❡✱ '❤❡ ♣♦✐♥'# ❝♦%%❡#♣♦♥❞✐♥❣ '♦ ♥♦❞❡# ✐♥ '❤❡ #❛♠❡ ❝♦♠✲

♠✉♥✐'② ❛%❡ '❤❡♥ ❡①♣❡❝'❡❞ '♦ ❜❡ ❝❧♦#❡ ✐♥ '❤❛' #♣❛❝❡✳ ❊①❛♠♣❧❡# ♦❢ #♣❡❝'%❛❧

♠❡'❤♦❞# ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✺✹✱ ✶✵✽✱ ✶✵✺❪✳

❙♣❡❝'%❛❧ ❛❧❣♦%✐'❤♠# ❢♦% ❝♦♠♠✉♥✐'② ❞❡'❡❝'✐♦♥ ❞✐✛❡% ♠♦#'❧② ♦♥ '❤❡ ❝❤♦✐❝❡

♦❢ '❤❡ '♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛'%✐① ❛♥❞ '❤❡ ❝❧✉#'❡%✐♥❣ ❛❧❣♦%✐'❤♠ ✉#❡❞✳ ❚❤❡ '✐♠❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐'② ♠♦#'❧② ❞❡♣❡♥❞# ♦♥ '❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡#✳ ❚❤❡ ❡①❛❝'

❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥ ✐# ❞♦♥❡ ✐♥ '✐♠❡ O(n3)✳ ❇❡❝❛✉#❡ ♦♥❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞# '❤❡ k ✜%#' ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡#✱ #♦♠❡ 1✉✐❝❦ ❛♣♣%♦①✐♠❛'✐♦♥#✱ #✉❝❤ ❛# '❤❡ ▲❛♥❝③♦# ♠❡'❤♦❞ ❢♦% ❡①❛♠♣❧❡

❬✽✵❪✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉#❡❞✳

✸✳✺✳✹ ❘❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦-

❆ %❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦❡% ♦♥ ❛ ❣%❛♣❤ G = (V,E) ❢♦❧❧♦✇# ❛ #'♦❝❤❛#'✐❝ ♣%♦❝❡## '❤❛'
#'❛%'# ❛' ❛ ♥♦❞❡ i ∈ V ❛♥❞✱ ❛' ❡❛❝❤ #'❡♣✱ #❡❧❡❝'# ✇✐'❤ ♣%♦❜❛❜✐❧✐'② Pj ❛♠♦♥❣ ✐'#

♥❡✐❣❤❜♦✉%# '❤❡ ♥❡①' ♥♦❞❡ j '♦ ✈✐#✐' ❛' '✐♠❡ t+1 ❬✽✼❪✳ ❯#✉❛❧❧②✱ '❤✐# #❡❧❡❝'✐♦♥ ✐#
❞♦♥❡ %❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ ✉♥✐❢♦%♠❧② ✐✳❡✳ Pj =

aij
di
✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣'❤ ♦❢ ❛ %❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✐#

✐'# ♥✉♠❜❡% ♦❢ #'❡♣#✳ ❚❤❡ '%❛♥#✐'✐♦♥ ♠❛'%✐① ♦❢ '❤❡ %❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✐# P = AD−1
✱

❛♥❞ '❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐'② ♦❢ ❣♦✐♥❣ ❢%♦♠ ❛ ✈❡%'❡① i '♦ ❛ ✈❡%'❡① j ✐♥ t #'❡♣# ✐# (P t)ij✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ %❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ♠❡'❤♦❞# ✐# '❤❛' ❛ %❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦❡% ♦♥ G
'❡♥❞# '♦ ❣❡' '%❛♣♣❡❞ ✐♥'♦ ❝♦♠♠✉♥✐'✐❡#✳ ❆# ❛ ❝♦♥#❡1✉❡♥❝❡✱ '✇♦ ✈❡%'✐❝❡# i ❛♥❞
j ♦❢ '❤❡ #❛♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐'② '❡♥❞ '♦ #❡❡ ❛❧❧ '❤❡ ♦'❤❡% ✈❡%'✐❝❡# ✐♥ '❤❡ #❛♠❡ ✇❛②✱
✐✳❡✳ ✐❢ '❤❡ ❧❡♥❣'❤ t ♦❢ '❤❡ %❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦ ✐# ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤✱ '❤❡ ith %♦✇ (P t)i.
❛♥❞ '❤❡ jth %♦✇ (P t)j. ✇✐❧❧ ❜❡ #✐♠✐❧❛%✳ ❚❤✐# ❧❡❛❞# '♦ ❛ ❞❡✜♥✐'✐♦♥ ♦❢ ❞✐#'❛♥❝❡
❜❡'✇❡❡♥ ♥♦❞❡# ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐'② ❞❡'❡❝'✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡# ❛ ❝❧✉#'❡%✐♥❣ ♣%♦❜❧❡♠ '❤❛'

❝❛♥ ❜❡ #♦❧✈❡❞ ✉#✐♥❣ ❢♦% ❡①❛♠♣❧❡ ❤✐❡%❛%❝❤✐❝❛❧ ♠❡'❤♦❞#✳ ❖♥❡ ❛❧❣♦%✐'❤♠ ♦❢ '❤✐#

❝❧❛## ✐# ❲❆▲❑❚❘❆& ❬✶✷✷❪✳

❘❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦# ♦♥ ❣%❛♣❤# ❛%❡ #'%♦♥❣❧② %❡❧❛'❡❞ '♦ ♠❡'❤♦❞# '❤❛' #'✉❞②

❝♦♠♠✉♥✐'② #'%✉❝'✉%❡ ✉#✐♥❣ #♣❡❝'%❛❧ ♣%♦♣❡%'✐❡# ♦❢ ❣%❛♣❤#✳ ❋♦% ✐♥#'❛♥❝❡✱ ✐♥

❬✶✷✷❪ ✐' ✐# #❤♦✇♥ '❤❛' '❤❡ ❞✐#'❛♥❝❡ rij ❞❡✜♥❡❞ ❜❡'✇❡❡♥ '✇♦ ♥♦❞❡# i ❛♥❞ j✱
✉#✐♥❣ %❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦#✱ ✐# %❡❧❛'❡❞ '♦ '❤❡ #♣❡❝'%❛❧ ♣%♦♣❡%'② ♦❢ '❤❡ ♠❛'%✐① P ❜②

'❤❡ ❢♦%♠✉❧❛✿
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r2ij =
n∑

α=2

λ2t
α (vα(i)− vα(j))

2
✭✸✳✹✮

✇❤❡(❡ (λα)1≤α≤n ❛♥❞ (vα)1≤α≤n ❛(❡ (❡,♣❡❝/✐✈❡❧② /❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡, ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✲

✈❡❝/♦(,✳

✸✳✺✳✺ ■♥❢♦'♠❛*✐♦♥ ❞✐✛✉/✐♦♥ ♠❡*❤♦❞/

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ /❤✐, ❝❧❛,, ♦❢ ♠❡/❤♦❞, ✐, /❤❛/ ✐❢ ♦♥❡ ♠❡♠❜❡( ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐/②

❤❛, ❛ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦(♠❛/✐♦♥✱ /❤✐, ✐♥❢♦(♠❛/✐♦♥ ❝❛♥ (❡❛❝❤ ❡❛,✐❧② ♦/❤❡( ♠❡♠❜❡(,

♦❢ /❤❡ ,❛♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐/② ❛♥❞ /❤✐, ✐♥❢♦(♠❛/✐♦♥ ✇✐❧❧ (❡❛❝❤ ♠♦(❡ ❞✐✣❝✉❧/❧② ♥♦♥✲

♠❡♠❜❡(, ♦❢ /❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐/②✳ ❖♥❡ ♦❢ /❤❡ ♠♦,/ ❢❛♠♦✉, ❛❧❣♦(✐/❤♠, (❛♥❣✐♥❣ ❢(♦♠

/❤✐, ❝❛/❡❣♦(② ✐, /❤❡ ❧❛❜❡❧ ♣(♦♣❛❣❛/✐♦♥ ♠❡/❤♦❞ ❬✶✸✵❪ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡,❝(✐❜❡❞

❛, ❢♦❧❧♦✇,✿

✶✳ ❛/ /❤❡ ,/❛(/ ♦❢ /❤❡ ❛❧❣♦(✐/❤♠✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛, ❛ ✉♥✐D✉❡ ❧❛❜❡❧❀

✷✳ ❛/ ❡❛❝❤ ✐/❡(❛/✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ (❡❝❡✐✈❡, /❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ✐/, ♥❡✐❣❤❜♦✉(, ❛♥❞

❛❞♦♣/, /❤❡ ♠✉,/ ❢(❡D✉❡♥/ ♦♥❡ ❜(❡❛❦✐♥❣ /✐❡, (❛♥❞♦♠❧②❀

✸✳ /❤❡ ♣(♦❝❡,, ,/♦♣, ✇❤❡♥ /❤❡(❡ ✐, ♥♦ ♠♦(❡ ❧❛❜❡❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦( ❛❢/❡( ❛ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ✐/❡(❛/✐♦♥, ✭✉,❡❞ ❛, ♣❛(❛♠❡/❡(✮❀

✹✳ ❡❛❝❤ ,❡/ ♦❢ ♥♦❞❡, ✇✐/❤ /❤❡ ,❛♠❡ ❧❛❜❡❧ ❛(❡ ❛,,✐❣♥❡❞ /♦ /❤❡ ,❛♠❡ ❝♦♠♠✉✲

♥✐/②✳

◆♦/✐❝❡ /❤❛/ /❤❡ ,/❡♣ ♥✉♠❜❡( 2 ❝❛♥ ❡✐/❤❡( ❜❡ ,②♥❝❤(♦♥♦✉, ♦( ❛,②♥❝❤(♦♥♦✉,✳

❚❤❡ ❛,②♥❝❤(♦♥♦✉, ✉♣❞❛/❡ ❝❛✉,❡ /❤❡ ♥♦❞❡ ❧❛❜❡❧, /♦ ❜❡ ✉♣❞❛/❡❞ ❛, ❡❛❝❤ ♥♦❞❡

✐, ❝♦♥,✐❞❡(❡❞✳ ❈♦♥✈❡(,❡❧②✱ ✇✐/❤ /❤❡ ,②♥❝❤(♦♥♦✉, ✉♣❞❛/❡,✱ /❤❡ ♥♦❞❡ ❧❛❜❡❧, ❛(❡

✜①❡❞ ✉♥/✐❧ ❛❧❧ /❤❡ ♥♦❞❡, ❛(❡ ❝♦♥,✐❞❡(❡❞✱ ❛♥❞ /❤❡♥ ❛❧❧ ♦❢ /❤❡♠ ❛(❡ ✉♣❞❛/❡❞ ❛❝✲

❝♦(❞✐♥❣❧②✳ ❊①♣❡(✐♠❡♥/❛/✐♦♥, ❤❛✈❡ ,❤♦✇♥ /❤❛/ /❤✐, ❝❛♥ ❝❛✉,❡ ♠♦(❡ ♦,❝✐❧❧❛/♦(②

❛❝/✐♦♥, /❤❛♥ /❤❡ ❆,②♥❝❤(♦♥♦✉, ♦♣/✐♦♥ ✭,❡❡ ❢♦( ❡①❛♠♣❧❡ /❤✐, ♦♥❧✐♥❡ ,✐♠✉❧❛/✐♦♥✿

❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳♦♣❝♦❛*!✳❝♦♠✴❞❡♠♦*✴❧❛❜❡❧❴♣1♦♣❛❣❛!✐♦♥✴✐♥❞❡①✳❤!♠❧ ✮✳

✸✳✺✳✻ ❊♥/❡♠❜❧❡ ♠❡*❤♦❞/

❙/❛/✐,/✐❝❛❧ ❡,/✐♠❛/❡, ❝❛♥ ♦❢/❡♥ ❜❡ ✐♠♣(♦✈❡❞ ❜② ❢✉,✐♦♥ ♦❢ ❞❛/❛ ❢(♦♠ ❞✐✛❡(❡♥/

,♦✉(❝❡,✳ ■/ ✐, /❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ /❤❡ ,♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡♥,❡♠❜❧❡ ♠❡/❤♦❞, ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

,✉❝❝❡,,❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ,♦♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛(♥✐♥❣ ♣(♦❜❧❡♠, ❧✐❦❡ ❝❧❛,,✐✜❝❛/✐♦♥ ♦(

❝❧✉,/❡(✐♥❣ ❬✹✵❪✳ ❚❤❡ ,❛♠❡ ✐❞❡❛ ❤❛, ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦( ❝♦♠♠✉♥✐/② ❞❡/❡❝/✐♦♥

✐♥ ♥❡/✇♦(❦,✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡(❛❧ ❢(❛♠❡✇♦(❦ ❢♦( ❡♥,❡♠❜❧❡ ♠❡/❤♦❞, ❢♦( ❝♦♠♠✉♥✐/②

❞❡/❡❝/✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ,/❛/❡❞ ❛, ❢♦❧❧♦✇✿
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◆❊❚❲❖❘❑❙

✶✳ ❝♦♠♣✉'❡ k ❝♦♠♠✉♥✐'② ,'-✉❝'✉-❡, ✉,✐♥❣ ❡✐'❤❡- ❛ ,'♦❝❤❛,'✐❝ ❛❧❣♦-✐'❤♠ ♦-

k ❞✐✛❡-❡♥' ❛❧❣♦-✐'❤♠,❀

✷✳ ❜✉✐❧❞ ❛ n×n ❝♦♥,❡♥,✉, ♠❛'-✐① F ✇❤❡-❡ Fij ✐, '❤❡ ❢-❡:✉❡♥❝② ♦❢ ✐♥,'❛♥❝❡,

✇❤❡-❡ ♥♦❞❡ i ❛♥❞ ♥♦❞❡ j ❛-❡ ✐♥ '❤❡ ,❛♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐'②❀

✸✳ ❝♦♥,'-✉❝' ❛ ♥❡✇ ❣-❛♣❤ ✇✐'❤ '❤❡ ❢-❡:✉❡♥❝② ♠❛'-✐① F ❛, ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛✲

'-✐①❀

✹✳ ♣❡-❢♦-♠ ❛ ♣❛-'✐'✐♦♥✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥,'-✉❝'❡❞ ❣-❛♣❤✳

▼❡'❤♦❞, ♦❢ '❤✐, ❝❧❛,, ♠❛✐♥❧② ❞✐✛❡- ❜② '❤❡ ❛❧❣♦-✐'❤♠, ✉,❡❞ ❢♦- ❝♦♠♠✉♥✐'②

❞❡'❡❝'✐♦♥ ✐♥ ,'❡♣ 1 ❛♥❞ '❤❡ ♣❛-'✐'✐♦♥✐♥❣ ♠❡'❤♦❞ ✉,❡❞ ✐♥ ,'❡♣ 4✳ ❊①❛♠♣❧❡, ♦❢

❡♥,❡♠❜❧❡ ♠❡'❤♦❞, ❢♦- ❝♦♠♠✉♥✐'② ❞❡'❡❝'✐♦♥ ❛-❡ ♣-❡,❡♥'❡❞ ✐♥ ❬✸✷✱ ✶✹✶❪✳

✸✳✺✳✼ ❈♦♠♠✉♥✐*② ❞❡*❡❝*✐♦♥ ✐♥ ❛**0✐❜✉*❡❞ ❣0❛♣❤5

❆❧❧ '❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥'✐♦♥❡❞ ♠❡'❤♦❞, ❞♦ ♥♦' '❛❦❡ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' '❤❡ ❛''-✐❜✉'❡,

♦❢ '❤❡ ♥♦❞❡, ✐♥ '❤❡ ♥❡'✇♦-❦✳ ❙♦♠❡ ✇♦-❦, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣-♦♣♦,❡❞ '♦ ❞❡❛❧ ✇✐'❤

❛''-✐❜✉'❡❞ ❣-❛♣❤,✳ ■♥ ❬✸✸❪✱ '❤❡ ❛✉'❤♦-, ❤❛✈❡ ♣-♦♣♦,❡❞ ❛ ♥❡✇ :✉❛❧✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥

'❤❛' ❝♦♠❜✐♥❡, '❤❡ ,'-✉❝'✉-❡ ❛♥❞ '❤❡ ❛''-✐❜✉'❡, ♦❢ '❤❡ ❣-❛♣❤✳ ❚❤✐, ♥❡✇ :✉❛❧✐'②

❢✉♥❝'✐♦♥ ✐, ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Qhybrid =
∑

C

∑

i,j∈C

(α · S(i, j) + (1− α) · simA(i, j)) ✭✸✳✺✮

✇❤❡-❡ '❤❡ ❧✐♥❦ ,'-❡♥❣'❤ S(i, j) ❜❡'✇❡❡♥ '✇♦ ♥♦❞❡, i ❛♥❞ j ✐, ♠❡❛,✉-❡❞ ❜②

❝♦♠♣❛-✐♥❣ '❤❡ '-✉❡ ♥❡'✇♦-❦ ✐♥'❡-❛❝'✐♦♥ Gij ✇✐'❤ '❤❡ ❡①♣❡❝'❡❞ ♥✉♠❜❡- ♦❢

❝♦♥♥❡❝'✐♦♥, (di ·dj)/2m✳ simA(i, j) ✐, ❛ ✉,❡- ❞❡✜♥❡❞ ❛''-✐❜✉'❡ ,✐♠✐❧❛-✐'② ❛♥❞

α ✐, '❤❡ ✇❡✐❣❤'✐♥❣ ❢❛❝'♦-✱ 0 ≤ α ≤ 1 ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡, '♦ ❣✐✈❡ ♠♦-❡ ✐♠♣♦-'❛♥❝❡ '♦

'❤❡ ,'-✉❝'✉-❛❧ ♦- ❛''-✐❜✉'❡ ,✐♠✐❧❛-✐'②✳

✸✳✺✳✽ ▼❡*❤♦❞5 *♦ ❞❡*❡❝* ♦✈❡0❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐*✐❡5

❆❧❧ '❤❡ ❛❧❣♦-✐'❤♠, ♣-❡,❡♥'❡❞ ✉♥'✐❧ ♥♦✇ ❛❧✇❛②, ❛,,✉♠❡ '❤❛' ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❜❡✲

❧♦♥❣, '♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐'②✳ ❚❤✐, ❛,,✉♠♣'✐♦♥ ✐, -❛-❡❧② '-✉❡ ✐♥ -❡❛❧ ,♦❝✐❛❧

♥❡'✇♦-❦,✳ ■♥ ❢❛❝'✱ ✐♥ ❤✐,✴❤❡- ❋❛❝❡❜♦♦❦ ❝♦♥'❛❝',✱ ❛ ✉,❡- ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❢-✐❡♥❞, '❤❛'

✇❛, ❝❧❛,,♠❛'❡,✱ ,♦♠❡ '❤❛' ❛-❡ ❤✐,✴❤❡- ❝♦❧❧❡❛❣✉❡, ❛♥❞ ,♦♠❡ '❤❛' ❛-❡ ♠❡♠❜❡-,

♦❢ ❤✐,✴❤❡- ❢❛♠✐❧②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ '♦ '❤-❡❡ ❞✐✛❡-❡♥' ❝♦♠♠✉♥✐'✐❡, ❤❡✴,❤❡ ❜❡❧♦♥❣, '♦✱

✇✐'❤ ❡✈❡♥'✉❛❧❧② ,♦♠❡ ♦✈❡-❧❛♣, ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡♠ ✭❛ ♣❛,' ❝❧❛,,♠❛'❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡

❛ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡✮✳ ❚❤❡ ❧❛,' ♣❛-' ♦❢ '❤✐, ,❡❝'✐♦♥ ♣-❡,❡♥', ,♦♠❡ ♠❡'❤♦❞, '♦ ❞❡'❡❝'

♦✈❡-❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐'✐❡,✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✹✿ ❆ ✹✲❝❧✐%✉❡(✳ ♣❡$❝♦❧❛0✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

❈❧✐#✉❡& '❡(❝♦❧❛,✐♦♥ ▼❡,❤♦❞

❖♥❡ ♦❢ 0❤❡ ♠♦70 ♣♦♣✉❧❛$ ♠❡0❤♦❞ ❢♦$ ♦✈❡$❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐0② ❞❡0❡❝0✐♦♥ ✐♥

♥❡0✇♦$❦ ✐7 0❤❡ ❈❧✐>✉❡ ?❡$❝♦❧❛0✐♦♥ ▼❡0❤♦❞ ✭❈?▼✮ ♣$♦♣♦7❡❞ ❜② ?❛❧❧❛ ❡0 ❛❧✳

✐♥ ✷✵✵✺ ❬✶✶✾❪✳ ❚❤✐7 0❡❝❤♥✐>✉❡ ✐7 ❜❛7❡❞ ♦♥ 0❤❡ ❢❛❝0 0❤❛0 ✐♥0❡$♥❛❧ ❧✐♥❦7 ✐♥ ❛

❝♦♠♠✉♥✐0② ❣❡♥❡$❛❧❧② ❢♦$♠ ❝❧✐>✉❡7 ❜❡❝❛✉7❡ ♦❢ 0❤❡✐$ ❤✐❣❤ ❞❡♥7✐0②✳ 7✐♠✐❧❛$❧②✱

0❤❡ ✐♥0❡$✲❝♦♠♠✉♥✐0② ❧✐♥❦7 ❛$❡ ♥♦0 ❡①♣❡❝0❡❞ 0♦ ❢♦$♠ ❝❧✐>✉❡7 ❞✉❡ 0♦ 0❤❡✐$ ❧♦✇

❞❡♥7✐0②✳

❚❤❡ ❛✉0❤♦$7 ♦❢ 0❤✐7 ♠❡0❤♦❞ ✉7❡❞ 0❤❡ ♥♦0✐♦♥ ♦❢ ❦✲❝❧✐%✉❡( 0♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉❧❧

❝♦♥♥❡❝0❡❞ 7✉❜✲❣$❛♣❤ ♦❢ k ♥♦❞❡7✳ ❚✇♦ ❦✲❝❧✐%✉❡( ❛$❡ ❛❞❥❛❝❡♥0 ✐❢ 0❤❡② 7❤❛$❡

k − 1 ♥♦❞❡7✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ❛❞❥❛❝❡♥0 ❦✲❝❧✐%✉❡( ❢♦$♠7 ❛ ❦✲❝❧✐%✉❡( ❝❤❛✐♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❦✲❝❧✐%✉❡( ❝♦♠♠✉♥✐0② ✐7 0❤❡ ❜✐❣❣❡70 7✉❜✲❣$❛♣❤ ❝♦♠♣♦7❡❞ ♦❢ ❛ ❦✲

❝❧✐%✉❡ ❛♥❞ ❛❧❧ 0❤❡ ❦✲❝❧✐%✉❡( 0❤❛0 ❛$❡ ❛❞❥❛❝❡♥0 0♦ ✐0✳ ❇② ❝♦♥70$✉❝0✐♦♥✱ 0❤❡

❦✲❝❧✐>✉❡7 ❝♦♠♠✉♥✐0② ❝❛♥ 7❤❛$❡ ♥♦❞❡7✱ ✐0 ✐7 ✇❤② 0❤❡② ❝❛♥ ♦✈❡$❧❛♣✳

❚♦ ❞❡0❡❝0 ❦✲❝❧✐%✉❡( ❝♦♠♠✉♥✐0✐❡(✱ ♦♥❡ ✜$70❧② ✜♥❞ ❛❧❧ 0❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐>✉❡7

♦❢ 0❤❡ ♥❡0✇♦$❦ ✭❛❧❧ 0❤❡ ❝♦♠♣❧❡0❡ 7✉❜✲❣$❛♣❤7✮✳ ❆❢0❡$✇❛$❞7✱ ❛♥ ♦✈❡$❧❛♣♣✐♥❣

♠❛0$✐① O ♦❢ ♦$❞❡$ nc✱ 0❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐>✉❡7✱ ✐7 ❜✉✐❧0✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥0

Oij ❣✐✈❡7 0❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦❞❡7 ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ ❝❧✐>✉❡7 i ❛♥❞ j✳ ❚❤❡♥✱
❛ ♠❛0$✐① O′

✐7 ❜✉✐❧0 ❜② 7❡00✐♥❣ O′
ij 0♦ ♦♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ Oij ✐7 ❣$❡❛0❡$ 0❤❛♥

♦$ ❡>✉❛❧ 0♦ k − 1 ❛♥❞ 7❡00✐♥❣ O′
ij 0♦ ③❡$♦ ♦0❤❡$✇✐7❡✳ ❚❤❡ ❦✲❝❧✐%✉❡( ❝♦♠♠✉♥✐✲

0✐❡( ❛$❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜0❛✐♥❡❞ ❜② ✜♥❞✐♥❣ 0❤❡ ❝♦♥♥❡❝0❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥07 ♦❢ 0❤❡ ❣$❛♣❤

✐♥❞✉❝❡❞ ❜② 0❤❡ ♠❛0$✐① O′
✳

❚❤❡ 0✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐0② ♦❢ 0❤✐7 ♠❡0❤♦❞ ❞❡♣❡♥❞7 ♦♥ ♠❛♥② ❢❛❝0♦$7✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

0❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✐>✉❡7✱ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦0 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❧♦7❡70 ❢♦$♠✳

❊①♣❡$✐♠❡♥0❛0✐♦♥7 ♦♥ $❡❛❧ ♥❡0✇♦$❦7 7❤♦✇7 0❤❛0 ✐0 ✐7 ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♦♥ 7♠❛❧❧

♦$ ✈❡$② 7♣❛$7❡ ❣$❛♣❤7✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞♦♥❡ ❜② 0❤❡ ❛✉0❤♦$7 ✐7 ❢$❡❡❧②

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤❡$❡✿ ✇✇✇✳❝❢✐♥❞❡(✳♦(❣✳
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◆❊❚❲❖❘❑❙

▲✐♥❦ ♣❛&'✐'✐♦♥✐♥❣

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✿ ▲✐♥❦ ♣❛$/✐/✐♦♥✐♥❣✳

■/ ✐2 2♦♠❡/✐♠❡2 ♠♦$❡ ❡❛2② /♦ ✐❞❡♥/✐❢② /❤❡ ✐♥/$❛ ❛♥❞ ✐♥/❡$✲❝♦♠♠✉♥✐/✐❡2

❧✐♥❦2 /❤❛♥ /♦ ❞❡/❡❝/ ♦✈❡$❧❛♣♣✐♥❣ ♥♦❞❡2✳ ❋♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✸✳✺✱ ✐/ ✐2

❡❛2✐❡$ /♦ ✐❞❡♥/✐❢② /❤❡ ❧✐♥❦2 ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐/② /❤❛♥ /♦ ❞❡/❡❝/ /❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐/✐❡2

/❤❡♠2❡❧✈❡2✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❧✐♥❦ ♣❛$/✐/✐♦♥✐♥❣ ✐2 /❤❡♥ /♦ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐/✐❡2 ✐♥

/❡$♠2 ♦❢ ❣$♦✉♣ ♦❢ ❧✐♥❦2 $❛/❤❡$ /❤❛♥ ❣$♦✉♣2 ♦❢ ♥♦❞❡2✳

❊✈❛♥2 ❛♥❞ ▲❛♠❜✐♦//❡ ❬✹✹❪ ❤❛✈❡✱ ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣$♦♣♦2❡❞ /♦ ✉2❡❞ /❤❡ ❧✐♥❡

❣%❛♣❤ ❝♦♥2/$✉❝/❡❞ ✉2✐♥❣ /❤❡ 2/❛$/✐♥❣ ❣$❛♣❤ ❛2 ❢♦❧❧♦✇2✿ /❤❡ ♥♦❞❡2 ❛$❡ /❤❡ ❧✐♥❦2

♦❢ /❤❡ 2/❛$/✐♥❣ ❣$❛♣❤ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❦ ❡①✐2/2 ❜❡/✇❡❡♥ /✇♦ ♥♦❞❡2 ✐❢ /❤❡ ❝♦$$❡2♣♦♥❞✐♥❣

❧✐♥❦2 ❛$❡ ❛❞❥❛❝❡♥/ ✐♥ /❤❡ 2/❛$/✐♥❣ ❣$❛♣❤✳ ❖♥❡ ❝❛♥ /❤❡♥ ✉2❡ ❛ ✉2✉❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐/②

❞❡/❡❝/✐♦♥ ♠❡/❤♦❞ /♦ ♣❛$/✐/✐♦♥ /❤❡ ❧✐♥❡ ❣%❛♣❤✳ ■♥ /❤❡ $❡2✉❧/✐♥❣ ❣$❛♣❤✱ ✐♥/❡$✲

❝♦♠♠✉♥✐/✐❡2 ❧✐♥❦2 ❝♦$$❡2♣♦♥❞2 /♦ ♦✈❡$❧❛♣♣✐♥❣ ♥♦❞❡2 ✐♥ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❣$❛♣❤✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❣$♦✉♣✐♥❣ /❤❡ ❧✐♥❦2 ✐2 H✉✐/❡ ✐♥/❡$❡2/✐♥❣✱ ❤♦✇❡✈❡$ ✐/ ✐2 ♥♦/ ❛

♣$✐♦$✐ ❜❡//❡$ /♦ ❣$♦✉♣ ❧✐♥❦2 $❛/❤❡$ /❤❛♥ ♥♦❞❡2✳ ■♥ ❢❛❝/✱ /❤❡ /✇♦ 2✐/✉❛/✐♦♥2 ❛$❡

❡H✉✐✈❛❧❡♥/✿ ✇❤❡♥ ♣❛$/✐/✐♦♥✐♥❣ ❧✐♥❦2✱ ❛ ❧✐♥❦ ❝$♦22✐♥❣ /✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐/✐❡2 ✇✐❧❧ ❜❡

❛22✐❣♥❡❞ /♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ /❤❡♠✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥/❛/✐♦♥ ♣$♦✈✐❞❡❞ ❜② /❤❡ ❛✉/❤♦$2 ✐2 ❢$❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤❡$❡✿

❤!!♣✿✴✴%✐!❡%✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴%✐!❡✴❧✐♥❡❣/❛♣❤%✴ ✳

●&❛♣❤ ❊①♣❛♥.✐♦♥ ▼❡'❤♦❞

■❢ ♦♥❡ ✐2 ❛❜❧❡ /♦ ❞❡/❡❝/ /❤❡ ♦✈❡$❧❛♣♣✐♥❣ ♥♦❞❡2✱ ✐/ ✐2 ♣♦22✐❜❧❡ /♦ ❝$❡❛/❡ ♠✉❧/✐♣❧❡

❝♦♣✐❡2 ♦❢ /❤❛/ ♥♦❞❡2✱ ♦♥❡ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐/② /❤❡② ❜❡❧♦♥❣ /♦✱ ✐♥ ♦$❞❡$ /♦

$❡♠♦✈❡ /❤❡ ♦✈❡$❧❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ /❤❡♥ ❜❡ ❛❜❧❡ /♦ ✉2❡ ❛♥ ❡①✐2/✐♥❣ ♥♦♥✲♦✈❡$❧❛♣♣✐♥❣

♠❡/❤♦❞✳ ❚❤❛/ ✐2 /❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ❣$❛♣❤ ❡①♣❛♥2✐♦♥ ♣$♦♣♦2❡❞ ❜② ●$❡❣♦$② ❬✺✼❪✳

❚❤✐2 ♠❡/❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞ ❈❖L❘❆✭❈♦♠♠✉♥✐/② ❖✈❡$❧❛♣ L❘♦♣❛❣❛/✐♦♥ ❆❧❣♦$✐/❤♠✮✱

❤❛2 /❤$❡❡ 2/❡♣2✿
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✶✳ "❤❡ %"❛'"✐♥❣ ❣'❛♣❤ ✐% ❡①♣❛♥❞❡❞ "♦ '❡♠♦✈❡ "❤❡ ♦✈❡'❧❛♣%❀

✷✳ ❛ ♥♦♥ ♦✈❡'❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐"② ❞❡"❡❝"✐♦♥ ♠❡"❤♦❞ ✐% ❛♣♣❧✐❡❞ "♦ "❤❡ ❡①✲

♣❛♥❞❡❞ ❣'❛♣❤❀

✸✳ "❤❡ ♥♦❞❡% ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛'"✐"✐♦♥ ❛'❡ ❝♦♥✈❡'"❡❞ "♦ "❤❡✐' ❡:✉✐✈❛❧❡♥" ✐♥ "❤❡

♥♦♥✲❡①♣❛♥❞❡❞ ❣'❛♣❤✳

❚❤❡ "'❛♥%❢♦'♠❛"✐♦♥ %"❡♣ ✐% ❞♦♥❡ ❜② ✐❞❡♥"✐❢②✐♥❣ "❤❡ ♥♦❞❡% ✇✐"❤ "❤❡ ❤✐❣❤❡%"

❜❡"✇❡❡♥♥❡%% ❝❡♥"'❛❧✐"②✳ ❚❤❡%❡ ♥♦❞❡% ❛'❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❝♦♣✐❡% ❝♦♥♥❡❝"❡❞ ❜②

❧✐♥❦%✳ ❚❤✐% %"❡♣ ✐% ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥"✐❧ "❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ "❤❡ ♥♦❞❡ ❜❡"✇❡❡♥♥❡%%

✐% ❣'❡❛"❡' "❤❛♥ ❛ "❤'❡%❤♦❧❞ s✱ ✉%❡❞ ❛% "❤❡ ♣❛'❛♠❡"❡' ♦❢ "❤❡ ♠❡"❤♦❞✳ ❯%✐♥❣

"❤✐% ♣'♦❝❡❞✉'❡✱ ♠♦%" ♦❢ "❤❡ ♥♦❞❡% ♦❢ "❤❡ ♥❡"✇♦'❦ '❡♠❛✐♥ "❤❡ %❛♠❡✱ ♦♥❧②

♥♦❞❡% ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ "♦ ♠❛♥② ❝♦♠♠✉♥✐"✐❡% ❛'❡ "'❛♥%❢♦'♠❡❞ ✐♥"♦ ♠❛♥② ❝♦♣✐❡%✳ ❚❤❡

♦✈❡'❧❛♣% ✐♥ "❤❡ '❡%✉❧" ❛'❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ♥♦❞❡% ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♣✐❡% ❜❡❧♦♥❣✐♥❣

"♦ ❞✐✛❡'❡♥" ❝♦♠♠✉♥✐"✐❡%✳

❚❤❡ "✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐"② ♦❢ "❤❡ ♠❡"❤♦❞ ♠♦%"❧② ❞❡♣❡♥❞% ♦♥ "❤❡ "'❛♥%❢♦'♠❛"✐♦♥

♣❤❛%❡ ✇❤✐❝❤ ❡①❛❝" ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ '❡:✉✐'❡ "✐♠❡ ✐♥ O(n2)✳ ❍♦✇❡✈❡' "❤❡ ❛✉"❤♦'

❤❛% ♣'♦♣♦%❡❞ ❛♥ ❛♣♣'♦①✐♠❛"✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❝♦♥%✐❞❡'% "❤❡ %❤♦'"❡%" ♣❛"❤% ♦❢

❧❡♥❣"❤ k✳ ❚❤✐% ♦♣"✐♠✐%❛"✐♦♥ ❧❡❛❞% "♦ ❛♥ ❛❧❣♦'✐"❤♠ ✐♥ "✐♠❡ O(n log n) ❢♦' "❤❡
❡①♣❛♥%✐♦♥ ♣❤❛%❡✳

✸✳✺✳✾ ❙✉♠♠❛(② ♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐1② ❞❡1❡❝1✐♦♥

❚❛❜✳ ✸✳✶ %✉♠♠❛'✐③❡% "❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐"② ♦❢ %❡✈❡'❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"② ❞❡"❡❝"✐♦♥ ❛❧❣♦✲

'✐"❤♠% ✭❛❞❛♣"❡❞ ❢'♦♠ ❬✹✼❪✮ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐"② ✭❈♦♠♣❧✳✮ ✐% ♠❡❛%✉'❡❞ ✉♥❞❡' "❤❡

❛%%✉♠♣"✐♦♥ "❤❛" "❤❡ ❣'❛♣❤ ✐% %♣❛'%❡✳ ❚❤❡ %❝❛❧❡ ♦❢ ❣'❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ "❤❡ ♠❡"❤♦❞

✐% ❛♣♣'♦♣'✐❛"❡ ✐% ❛❧%♦ ♣'♦✈✐❞❡❞ ✿ ❙ ❢♦' %♠❛❧❧ %❝❛❧❡ ✭✉♣ "♦ 104 ♥♦❞❡%✮✱ ▼ ❢♦'

♠❡❞✐✉♠ ✭✉♣ "♦ 106 ♥♦❞❡%✮ ❛♥❞ ▲ ❢♦' ❧❛'❣❡ %❝❛❧❡ ✭✉♣ "♦ 109 ♥♦❞❡%✮✳ ❲❤❡"❤❡' ♦'

♥♦" "❤❡ ♠❡"❤♦❞ ✐% ♦✈❡'❧❛♣♣✐♥❣ ✭❖✈❡'❧❛♣✳✮ ♦' ✭❍✐❡'❛'❝❤✐❝❛❧✮ ✐% ❛❧%♦ ✐♥❞✐❝❛"❡❞✳
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◆❊❚❲❖❘❑❙

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❙✉♠♠❛,② ♦❢ 0♦♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐4② ❞❡4❡❝4✐♦♥ ❛❧❣♦,✐4❤♠0✳

▼❡"❤♦❞ ❈♦♠♣❧✳ ❙❝❛❧❡ ❖✈❡0❧❛♣✳❄ ❍✐❡0✳❄

❈!▼ ✭❬✶✶✾❪✮ O(exp(n)) ▼ ❨ ◆

❲❆▲❑❚❘❆! ✭❬✶✷✷❪✮ O(n2
❧♦❣n) ❙ ◆ ❨

❋❛89 ●;❡❡❞② ✭❬✶✵✼❪✮ O(n❧♦❣2n) ▼ ◆ ❨

❙♣❡❝9;❛❧ ♦♣9✐♠✐③❛9✐♦♥ ✭❬✶✵✽❪✮ O(n2
❧♦❣n) ▼ ◆ ◆

▲♦✉✈❛✐♥ ✭❬✶✽❪✮ O(n) ▲ ◆ ◆

●✐;✈❛♥✲◆❡✇♠❛♥ ✭❬✶✶✵❪✮ O(n3) ❙ ◆ ❨

▲✐♥❦ ❝♦♠♠✉♥✐9② ✭❬✹✹❪✮ O(n2) ▼ ❨ ❨

▲❛❜❡❧ ♣;♦♣❛❣❛9✐♦♥ ✭❬✶✸✵❪✮ O(n) ▲ ◆ ◆

❈❖!❘❆ ✭❬✺✼❪✮ O(n❧♦❣n) ▲ ❨ ◆

✸✳✻ ❊✈❛❧✉❛(✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐(② ❞❡(❡❝(✐♦♥ ♠❡(❤✲

♦❞4

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐4② ❞❡4❡❝4✐♦♥ ♠❡4❤♦❞✱ ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❜❡ 0✉,❡ 4❤❛4 ✐4 ♣❡,❢♦,♠0

✇❡❧❧❄ ❆♥❞ ❤♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛,❡ 4✇♦ ❞✐✛❡,❡♥4 ♠❡4❤♦❞0 4❤❛4 ❡✈❡♥4✉❛❧❧② ♦♣✲

4✐♠✐0❡ 4✇♦ ❞✐✛❡,❡♥4 ♦❜❥❡❝4✐✈❡0 ❢✉♥❝4✐♦♥0❄ ❚❤❡0❡ ❛,❡ 4❤❡ ♣,✐♥❝✐♣❛❧ B✉❡04✐♦♥0

❛❞❞,❡00❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛4✐♦♥ 4❡❝❤♥✐B✉❡0 ❢♦, ❝♦♠♠✉♥✐4② ❞❡4❡❝4✐♦♥✳ ❚❤❡,❡ ❛,❡ 4✇♦

♣,✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♥✜❣✉,❛4✐♦♥0✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡4❤❡, 4❤❡ ❣,♦✉♥❞ 4,✉4❤ ✐0 ❦♥♦✇♥ ♦,

♥♦4✳

✸✳✻✳✶ ❊✈❛❧✉❛)✐♦♥ ✇✐)❤ ❣0♦✉♥❞ )0✉)❤

❲❤❡♥ 4❤❡ ❣,♦✉♥❞ 4,✉4❤ ✐0 ❦♥♦✇♥✱ 4❤❡ ❡✈❛❧✉❛4✐♦♥ ❝♦♥0✐040 ✐♥ ❝♦♠♣❛,✐♥❣ ❤♦✇

✇❡❧❧ 4❤❡ ❛❧❣♦,✐4❤♠ ,❡❝♦✈❡,0 4❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♠✉♥✐4✐❡0✳ ❋♦, 4❤❛4 ♣✉,♣♦0❡✱ ❛♠♦♥❣

♦4❤❡,0✱ 4❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛,4✐4✐♦♥0 ❝♦♠♣❛,✐0♦♥ ✐♥❞❡①❡0 ❝❛♥ ❜❡ ✉0❡❞✿ 4❤❡ ❘❛♥❞

■♥❞❡① ❛♥❞ ✐40 ✈❛,✐❛4✐♦♥0✱ 4❤❡ ▼✉4✉❛❧ ■♥❢♦,♠❛4✐♦♥ ❛♥❞ ✐40 ✈❛,✐❛4✐♦♥0✳

●✐✈❡♥ ❛ 0❡4 ♦❢ ❡❧❡♠❡♥40 S = {e1, e2, ..., en} ❛♥❞ 4✇♦ ♣❛,4✐4✐♦♥0 P ❛♥❞ Q
♦❢ S 4♦ ❝♦♠♣❛,❡✱ ❧❡40 ❞❡✜♥❡✿

• a✱ 4❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♣❛✐,0 ♦❢ ❡❧❡♠❡♥40 ✐♥ S 4❤❛4 ❛,❡ ✐♥ 4❤❡ 0❛♠❡ 0❡4 ✐♥ P
❛♥❞ ✐♥ 4❤❡ 0❛♠❡ 0❡4 ✐♥ Q❀

• b✱ 4❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♣❛✐,0 ♦❢ ❡❧❡♠❡♥40 ✐♥ S 4❤❛4 ❛,❡ ✐♥ ❞✐✛❡,❡♥4 0❡40 ✐♥ P
❛♥❞ ✐♥ ❞✐✛❡,❡♥4 0❡40 ✐♥ Q❀

• c✱ 4❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♣❛✐,0 ♦❢ ❡❧❡♠❡♥40 ✐♥ 4❤❛4 ❛,❡ ✐♥ 4❤❡ 0❛♠❡ 0❡4 ✐♥ ❛♥❞ ✐♥
❞✐✛❡,❡♥4 0❡40 ✐♥
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• d✱ !❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ♣❛✐(. ♦❢ ❡❧❡♠❡♥!. ✐♥ S !❤❛! ❛(❡ ✐♥ ❞✐✛❡(❡♥! .❡!. ✐♥ P
❛♥❞ ✐♥ !❤❡ .❛♠❡ .❡! ✐♥ Q✳

❚❤❡ (❛♥❞ ✐♥❞❡① ❬✶✸✼❪ ✐. ✿

RI =
a+ b

a+ b+ c+ d
=

a+ b(
n

2

)
✭✸✳✻✮

RI (❛♥❣❡. ❢(♦♠ 0 !♦ 1✱ 1 ♠❡❛♥✐♥❣ ❛ ♣❡(❢❡❝! ♠❛!❝❤✐♥❣✳ ❚❤❡(❡ ❛(❡ .♦♠❡ ❦♥♦✇♥

♣(♦❜❧❡♠. ✇✐!❤ RI .✉❝❤ ❛. !❤❡ ❢❛❝! !❤❛! !❤❡ ❡①♣❡❝!❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ !❤❡ RI ♦❢

!✇♦ (❛♥❞♦♠ ♣❛(!✐!✐♦♥. ❞♦❡. ♥♦! !❛❦❡ ❛ ❝♦♥.!❛♥! ✈❛❧✉❡ ✭.❛② ③❡(♦✮ ♦( !❤❛! !❤❡

❘❛♥❞ .!❛!✐.!✐❝ ❛♣♣(♦❛❝❤❡. ✐!. ✉♣♣❡( ❧✐♠✐! ♦❢ ✉♥✐!② ❛. !❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❝❧✉.!❡(.

✐♥❝(❡❛.❡.✳ ❲✐!❤ !❤❡ ✐♥!❡♥!✐♦♥ !♦ ♦✈❡(❝♦♠❡ !❤❡.❡ ❧✐♠✐!❛!✐♦♥. !❤❡ ❆❞❥✉.!❡❞ ❢♦(

❝❤❛♥❝❡ ❘❛♥❞ ■♥❞❡① ✭ARI✮ ✇❛. ✐♥!(♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ARI ✐. ❝♦♠♣✉!❡❞ ❜②✿

ARI =

(
n

2

)
(a+ b)− [(a+ b)(a+ c)(c+ d)(b+ d)]
(
n

2

)2
− [(a+ b)(a+ c)(c+ d)(b+ d)]

✭✸✳✼✮

✇✐!❤ ❡①♣❡❝!❡❞ ✈❛❧✉❡ ③❡(♦ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦♥❡✳

❚❤❡ ▼✉!✉❛❧ ■♥❢♦(♠❛!✐♦♥ ✭▼■✮ ❛❧❧♦✇. !♦ ❝♦♠♣❛(❡ !✇♦ ♣❛(!✐!✐♦♥. ❜② K✉❛♥✲

!✐❢②✐♥❣ !❤❡ ✐♥❢♦(♠❛!✐♦♥ !❤❡② .❤❛(❡✳ ❚❤❡ ♠✉!✉❛❧ ✐♥❢♦(♠❛!✐♦♥ ♦❢ !✇♦ ♣❛(!✐!✐♦♥.

X ❛♥❞ Y ✐. ❣✐✈❡♥ ❜②✿

MI(X, Y ) =
r∑

i=1

s∑

j=1

P (i, j)log
P (i, j)

P (i)P (j)
✭✸✳✽✮

❲✐!❤ P (i) = |Xi|
N

!❤❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐!② !❤❛! ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ !❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐!② Xi ✐♥ !❤❡

✜(.! ♣❛(!✐!✐♦♥✱ P (j) =
|Yj |

N
✐. !❤❡ ♣(♦❜❛❜✐❧✐!② !❤❛! ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ !❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐!② Yj

✐♥ !❤❡ .❡❝♦♥❞ ♣❛(!✐!✐♦♥ ❛♥❞ P (i, j) =
|Xi∩Yj |

N
!❤❡ ❥♦✐♥! ♣(♦❜❛❜✐❧✐!②✳ ▼■ ❛❝!✉❛❧❧②

♠❡❛.✉(❡. !❤❡ ❞✐✛❡(❡♥❝❡ ❜❡!✇❡❡♥ !❤❡ ❡♥!(♦♣② ♦❢ X ❛♥❞ !❤❡ ❝♦♥❞✐!✐♦♥❛❧ ❡♥!(♦♣②

♦❢ X ❦♥♦✇✐♥❣ Y ✳

❆ ♥♦(♠❛❧✐③❡❞ ✈❡(.✐♦♥ ♦❢ ♠✉!✉❛❧ ✐♥❢♦(♠❛!✐♦♥ !❤❛! !❛❦❡. ✈❛❧✉❡. (❛♥❣✐♥❣

❜❡!✇❡❡♥ 0 ✭❞✐✛❡(❡♥! ♣❛(!✐!✐♦♥✐♥❣✮ ❛♥❞ 1 ✭✐❞❡♥!✐❝❛❧ ♣❛(!✐!✐♦♥✐♥❣✮ ✐. ❣✐✈❡♥ ❜②✿

NMI(X, Y ) =
2MI(X, Y )

H(X) +H(Y )
✭✸✳✾✮

✇✐!❤ H(X) ❜❡✐♥❣ !❤❡ ❡♥!(♦♣② ♦❢ X✳

❯.✉❛❧❧②✱ !❤❡ ❣(♦✉♥❞ !(✉!❤ ✐. ♥♦! ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭✐❢ ✇❡ ❛❧(❡❛❞② ❦♥♦✇ !❤❡ ❝♦♠♠✉✲

♥✐!②✱ ✇❤② ❞♦ ✇❡ ♥❡❡❞ !♦ ❝♦♠♣✉!❡ !❤❡♠❄✮✱ ❢♦( !❤❛! (❡❛.♦♥✱ .♦♠❡ ❣(❛♣❤ ❣❡♥✲

❡(❛!♦( ✇✐!❤ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♠✉♥✐!② .!(✉❝!✉(❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥!(♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦.!❧②

✉.❡❞ ♦❢ !❤❡.❡ ❣❡♥❡(❛!♦(. ✐. !❤❡ ▲❋❘ ❜❡♥❝❤♠❛(❦ ❬✼✽❪✳
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✸✳✻✳✷ ❊✈❛❧✉❛)✐♦♥ ✇✐)❤♦✉) ❣0♦✉♥❞ )0✉)❤

❲❤❡♥ $❤❡ ❣&♦✉♥❞ $&✉$❤ ✐+ ✉♥❦♥♦✇♥✱ $❤❡ ♦♥❧② ✇❛② $♦ ❡✈❛❧✉❛$❡ ❛ ❝♦♠♠✉✲

♥✐$② ❞❡$❡❝$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞ ♦& $♦ ❝♦♠♣❛&❡ $✇♦ ♠❡$❤♦❞+ ✐+ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ 9✉❛❧✐$②

♠❡❛+✉&❡✳ ❚❤❡ ♠♦+$❧② ✉+❡❞ ♠❡❛+✉&❡ ✐♥ $❤✐+ ❝❛+❡ ✐+ $❤❡ ♠♦❞✉❧❛&✐$② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

+❡❝$✐♦♥ ✸✳✸✳ ❋♦& ❡❛❝❤ ❛❧❣♦&✐$❤♠✱ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ $❤❡ 9✉❛❧✐$② ❢✉♥❝$✐♦♥ ✐+ ❝♦♠♣✉$❡❞

❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛&❡ $❤❡ ❛❧❣♦&✐$❤♠+ ❜❛+❡❞ ♦♥ $❤✐+ ✈❛❧✉❡✳

✸✳✻✳✸ 20❡4❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐)② 4)0✉❝)✉0❡ ✐♥ ❛ ♥❡)✇♦0❦

❆❧❧ $❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐$② ❞❡$❡❝$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞+ ♣&❡+❡♥$❡❞ ✐♥ $❤✐+ ❝❤❛♣$❡& +✉♣♣♦+❡ $❤❛$

❛ ❝♦♠♠✉♥✐$② +$&✉❝$✉&❡ ✐+ ♣&❡+❡♥$ ✐♥ $❤❡ ♥❡$✇♦&❦✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐$②

+$&✉❝$✉&❡ ✐+ ♥♦$ ❛❧✇❛②+ ♣&❡+❡♥$ ♦& ❡❛+② $♦ ❞❡$❡❝$✳ ❚❤✐+ $♦♣✐❝ ✐+ $❤❡ +✉❜❥❡❝$

♦❢ ❛❝$✐✈❡ &❡+❡❛&❝❤✳ ❚❤❡ ✇♦&❦+ ✐♥ ❬✼✸❪ ❛♥❞ ❬✷✶❪ ✉+❡ $❤❡ ♥♦$✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥#❡♥#✉# $♦

❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡$❤❡& ♦& ♥♦$ ❛ ♥❡$✇♦&❦ ❤❛+ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐$② +$&✉❝$✉&❡✳ ▼♦&❡ ♣&❡❝✐+❡❧②✱

❞✐✛❡&❡♥$ ♣❛&$✐$✐♦♥+ ❛&❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ $❤❡ ♥❡$✇♦&❦ ❜② ✉+✐♥❣ ♠❛♥② ❡①❡❝✉$✐♦♥+ ♦❢ ❛

♥♦♥ ❞❡$❡&♠✐♥✐+$✐❝ ❛❧❣♦&✐$❤♠ ❛♥❞ $❤❡ ♥♦❞❡+ ❢&❡9✉❡♥$❧② ✐♥ $❤❡ +❛♠❡ ❝♦♠♠✉✲

♥✐$✐❡+ ❢♦&♠ $❤❡ ❝♦♥+❡♥+✉+ ✭❛❧+♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐$② ❝♦&❡+✮✳ ■$ ❤❛+ ❜❡❡♥ +❤♦✇♥

✐♥ ❬✷✶❪ $❤❛$ ✐♥ ❛ ♥❡$✇♦&❦ ✇✐$❤♦✉$ ❝♦♠♠✉♥✐$② +$&✉❝$✉&❡✱ ❝♦♠♠✉♥✐$② ❝♦&❡+ ❛&❡

$&✐✈✐❛❧✱ ❡✐$❤❡& ❝♦♥$❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ $❤❡ ♥♦❞❡+ ♦❢ $❤❡ ❣&❛♣❤ ♦& ♦♥❡ ♥♦❞❡ ❡❛❝❤✳

✸✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

■♥ $❤✐+ ❝❤❛♣$❡&✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣&❡+❡♥$❡❞ $❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐$② ❞❡$❡❝$✐♦♥

❛♥❞ +❤♦✇ ❤♦✇ ✐$ ❤❛+ ❜❡❡♥ ❛❞❞&❡++❡❞ ✐♥ $❤❡ ❧✐$❡&❛$✉&❡✳ ❉✉❡ $♦ $❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❢♦&✲

♠❛❧ ❞❡✜♥✐$✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐$② +$&✉❝$✉&❡✱ ❤✉♥❞&❡❞+ ♦❢ ♠❡$❤♦❞+ ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛&❡❞

$❤❡+❡ ♣❛+$ ②❡❛&+✳ ❚♦ ❣❡$ $❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐$✐❡+ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣ $♦✱ ♦♥❡ ❝❛♥

♠✐♥❡ ❛❧❧ $❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐$✐❡+ ♦❢ $❤❡ ♥❡$✇♦&❦✱ ✉+✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡+❝&✐❜❡❞

♠❡$❤♦❞+ ❛♥❞ $❤❡♥ +❡❧❡❝$ $❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐$✐❡+ ♦❢ $❤✐+ $❛&❣❡$ ♥♦❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ $❤❡

♠❡$❤♦❞+ ❞❡+❝&✐❜❡❞ ✐♥ $❤✐+ ❝❤❛♣$❡& ✉+✉❛❧❧② ❛++✉♠❡ $❤❛$ $❤❡ ❡♥$✐&❡ ♥❡$✇♦&❦ ✐+

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②+❡❞ ❛+ ❛ ✇❤♦❧❡✳ ❚❤❡② ❛❧+♦ ❛++✉♠❡ $❤❛$ $❤❡ ♥❡$✇♦&❦

❞♦ ♥♦$ ❡✈♦❧✈❡ ✇✐$❤ $✐♠❡✳ ❇❡❝❛✉+❡ $❤❡+❡ ❛++✉♠♣$✐♦♥+ ❛&❡ ♥♦$ ❛❧✇❛②+ $&✉❡✱ ❛♥❞

❛❧+♦ ❜❡❝❛✉+❡ ✐$ ✐+ +♦♠❡$✐♠❡ ✉+❡❢✉❧❧ $♦ ❣❡$ ✐♥ &❡❛❧$✐♠❡ $❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐$② ❛ ❣✐✈❡♥

♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣+ $♦✱ ✐♥ ❛ ♥❡$✇♦&❦ $❤❛$ ❝❤❛♥❣❡ 9✉✐❝❦❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣&❡+❡♥$ ✐♥ $❤❡ ♥❡①$

❝❤❛♣$❡& ♠❡$❤♦❞+ $❤❛$ ❝❛♥ ❜❡ ✉+❡❞ ✐♥ $❤❡+❡ ❝♦♥$❡①$+✳



❈❍❆#❚❊❘ ✹

▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐1② ✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ ✐♥ 6♦❝✐❛❧

♥❡1✇♦8❦6

✧❇❡✇❛%❡ ♦❢ ❜✉❣+ ✐♥ .❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦❞❡❀ ■ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♣%♦✈❡❞ ✐. ❝♦%%❡❝.✱ ♥♦. .%✐❡❞ ✐. ✧

✲ ❉♦♥❛❧❞ ❊✳ ❑♥✉*❤

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

■♥ #❤❡ ♣'❡✈✐♦✉, ❝❤❛♣#❡'✱ ❛♥ ♦✈❡'✈✐❡✇ ♦❢ #❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐#② ❞❡#❡❝#✐♦♥ ♣'♦❜✲

❧❡♠ ❤❛, ❜❡❡♥ ♣'❡,❡♥#❡❞✳ ❆❧❣♦'✐#❤♠, ❧✐❦❡ #❤❡ ♦♥❡, ♣✉❜❧✐,❤❡❞ ✐♥ ❬✶✶✶✱ ✶✽❪ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❞❡,❝'✐❜❡❞✳ ❚❤❡,❡ ❛❧❣♦'✐#❤♠, ❣❡♥❡'❛❧❧② ❛,,✉♠❡ #❤❛# #❤❡ ❝♦♠♣❧❡#❡ ,#'✉❝✲

#✉'❡ ♦❢ #❤❡ ♥❡#✇♦'❦ ✐, ❦♥♦✇♥ ✐✳❡✳✱ ✐# ❝❛♥ ✜# ✐♥#♦ #❤❡ ♠❡♠♦'② ♦❢ ❛ ,✐♥❣❧❡

♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤✐, ❛,,✉♠♣#✐♦♥ ✐, ♥♦# '❡❛❧✐,#✐❝ ❢♦' ✈❡'② ❧❛'❣❡ ♥❡#✇♦'❦, ❧✐❦❡ #❤❡

❲❡❜✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ❢♦' ,✉❝❤ ♥❡#✇♦'❦,✱ #❤❡,❡ ❛❧❣♦'✐#❤♠, ♣'♦❞✉❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐#✐❡,

✇✐#❤ #❤♦✉,❛♥❞, ♦' ♠✐❧❧✐♦♥, ♦❢ ♥♦❞❡, ❛♥❞ #❤✐, ♠❛② ♥♦# ❜❡ ✉,❡❢✉❧ ✐♥ ♣'❛❝#✐❝❡✳

❆❧#❡'♥❛#✐✈❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦❝✉, ♦♥❧② ♦♥ #❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐#✐❡, ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣,

#♦✳ ❚❤✐, ✐, ❝❛❧❧❡❞ #❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐#② ✐❞❡♥#✐✜❝❛#✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠✳ ■# ✐, ,♦❧✈❡❞ ❜②

❡①♣❧♦'✐♥❣ ❛ ♣♦'#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❣'❛♣❤ ,#❛'#✐♥❣ ❢'♦♠ #❤❡ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡✳

❚♦ ♦✈❡'❝♦♠❡ #❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐#② ♦❢ ❣'❛♣❤ ❡①♣❧♦'❛#✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠,✱ ♠♦,# ♦❢ #❤❡

♣'♦♣♦,❡❞ ❛❧❣♦'✐#❤♠, ❢♦' ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐#② ✐❞❡♥#✐✜❝❛#✐♦♥ ❛'❡ ❜❛,❡❞ ♦♥ ❣'❡❡❞②

❤❡✉'✐,#✐❝,✳ ❚❤❡② ♣'♦❝❡❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐#❡'❛#✐✈❡ ♠❛♥♥❡'✿ ,#❛'#✐♥❣ ❢'♦♠ ❛ ♥♦❞❡✱ #❤❡②

❛❞❞ ❛# ❡❛❝❤ ,#❡♣ ♦♥❡ ♦❢ #❤❡ ❡①#❡'♥❛❧ ♥♦❞❡, #❤❛# ♠❛①✐♠✐③❡ ❛ F✉❛❧✐#② ❢✉♥❝#✐♦♥✳

❙✉❝❤ ❛ ♠❡#❤♦❞ ✐, ❞❡,❝'✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ #❤❡,❡ ❛❧❣♦'✐#❤♠, ❤❛✈❡ ❞✐✣❝✉❧#②

✐♥ ✐❞❡♥#✐❢②✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐#② ✇❤❡♥ ,#❛'#✐♥❣ ❢'♦♠ ❛ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✐, ❛#

✐#, ❜♦✉♥❞❛'②✳ ▼♦'❡♦✈❡' ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣, #♦ ,❡✈❡'❛❧ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐#✐❡,✱

#❤❡,❡ ❛❧❣♦'✐#❤♠, ❢❛✐❧ #♦ ♣'♦❞✉❝❡ #❤❡ ♦✈❡'❧❛♣♣✐♥❣ ,✉❜✲❝♦♠♠✉♥✐#✐❡,✳ ■♥ #❤✐,

❝❤❛♣#❡'✱ ✇❡ ♣'♦♣♦,❡ #♦ ✐♠♣'♦✈❡ #❤❡ ❡①✐,#✐♥❣ ♠❡#❤♦❞, ❢♦' ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐#②

✸✺



✸✻

❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ▲❖❈❆▲ ❈❖▼▼❯◆■❚❨ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ ■◆ ❙❖❈■❆▲

◆❊❚❲❖❘❑❙

✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ♣+♦♣♦,❡ ❛ ♠❡$❤♦❞ $♦ ✐❞❡♥$✐❢② $❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦✈❡+❧❛♣♣✐♥❣

❝♦♠♠✉♥✐$✐❡, ,$❛+$✐♥❣ ❢+♦♠ ❛ ,♣❡❝✐✜❝ ♥♦❞❡✳

❚❤✐, ❝❤❛♣$❡+ ✐, ♦+❣❛♥✐③❡❞ ❛, ❢♦❧❧♦✇,✿ ,❡❝$✐♦♥ ✹✳✷ ♣+❡,❡♥$, ♣+❡✈✐♦✉, ♠❡$❤✲

♦❞, ❢♦+ $❤❡ ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐$✐❡,❀ ,❡❝$✐♦♥ ✸ ♣+❡,❡♥$, ♦✉+ ✐♠♣+♦✈❡✲

♠❡♥$ ❢♦+ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐$② ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥✱ ,❡❝$✐♦♥ ✹✳✹ ♣+❡,❡♥$, ♦✉+ ♣+♦♣♦,❡❞

♠❡$❤♦❞ ❢♦+ $❤❡ ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♦✈❡+❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐$✐❡, ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②

,❡❝$✐♦♥ ✹✳✺ ♣+❡,❡♥$, $❤❡ ♣❡+❢♦+♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉+ ❛❧❣♦+✐$❤♠, ♦♥ ,②♥$❤❡$✐❝ ❛♥❞ +❡❛❧

❞❛$❛,❡$,✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛+❡, $❤❡♠ $♦ ,♦♠❡ ,$❛$❡✲♦❢✲$❤❡✲❛+$ ❛❧❣♦+✐$❤♠,✳

❈♦♥#❡♥#%

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✹✳✷ /&❡✈✐♦✉2 ♠❡%❤♦❞2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✹✳✷✳✶ ●❡♥❡'❛❧ ❣'❡❡❞② -❝❤❡♠❡ ❢♦' ❝♦♠♠✉♥✐5② ❞❡5❡❝5✐♦♥ ✳ ✳ ✸✼

✹✳✷✳✷ ◗✉❛❧✐5② ❢✉♥❝5✐♦♥- ❢♦' ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐5② ✐❞❡♥5✐✜❝❛5✐♦♥ ✸✾

✹✳✸ ■♠♣&♦✈❡♠❡♥%2 ❢♦& ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐%② ✐❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥

✐♥ ♥❡%✇♦&❦2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✹✳✹ ■❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡&❧❛♣♣✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡2 ✳ ✳ ✹✺

✹✳✺ /❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✺✳✶ ❚❡-5- ♦♥ 5♦② ❡①❛♠♣❧❡- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✺✳✷ ❘❡-✉❧5- ♦♥ ◆❈❆❆ ✷✵✵✵ ❋♦♦5❜❛❧❧ ▲❡❛❣✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✺✳✸ ❈♦♠♣❛'✐-♦♥ ✇✐5❤ 5❤❡ ▲❋❘ ❜❡♥❝❤♠❛'❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✺✳✹ ❘❡-✉❧5- ♦♥ ◆❡5-❝✐❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✹✳✺✳✺ ❘❡-✉❧5- ♦♥ ❆♠❛③♦♥ ✷✵✵✻ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✹✳✺✳✻ ❘❡-✉❧5- ♦♥ ❙❦②'♦❝❦ ❢'✐❡♥❞-❤✐♣ ♥❡5✇♦'❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✹✳✺✳✼ ❘❡-✉❧5- ♦♥ ❙❦②'♦❝❦ ✇♦'❞- ♥❡5✇♦'❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✹✳✻ ❘❡❧❛%❡❞ ✇♦&❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✹✳✻✳✶ ❊❣♦♠✉♥✐5✐❡- ♦❢ 5❤❡ ✜'-5 ❧❡✈❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✻✳✷ ▼✉❧5✐✲❡❣♦✲❝♦♠♠✉♥✐5✐❡- ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉2✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✷ #$❡✈✐♦✉* ♠❡,❤♦❞*

❍❡+❡❛❢$❡+✱ ❛ ♥❡$✇♦+❦ ✐, +❡♣+❡,❡♥$❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥❞✐+❡❝$❡❞ ❛♥❞ ✉♥✇❡✐❣❤❡❞ ❣+❛♣❤

G =< V,E >✱ ✇❤❡+❡ V ✐, $❤❡ ,❡$ ♦❢ ♥♦❞❡, ❛♥❞ E ✐, $❤❡ ,❡$ ♦❢ ❡❞❣❡,✳ ❆

♥❡✐❣❤❜♦✉+ ♦❢ ♥♦❞❡ u ✐, ❛ ✈❡+$❡① v ,✉❝❤ $❤❛$ (u, v) ∈ E✳ Γ(u) ❞❡♥♦$❡, $❤❡ ,❡$



u D V e = (u, v)
D u v D e = (u, v)

D

δ

δin

δout

G D δin
δout

G n0

n0

G

• D
D

• C u Γ(u) ⊆ D D
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◆❊❚❲❖❘❑❙

•  ❤❡ #✉❜#❡ B ♦❢ ♥♦❞❡# u  ❤❛ ❤❛✈❡ ❛ ❧❡❛# ♦♥❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉/ ♦✉ #✐❞❡

D✱ ❝❛❧❧❡❞  ❤❡ ❜♦/❞❡/ ♦❢ D❀

•  ❤❡ #❡ S ♦❢ ♥♦❞❡#  ❤❛ ❞♦ ♥♦ ❜❡❧♦♥❣  ♦ D ❛♥❞ ❛/❡ ❛❞❥❛❝❡♥  ♦ ❛ ❧❡❛# 

♦♥❡ ♥♦❞❡ ♦❢ D❀

• ❛♥❞  ❤❡ #❡ U ♦❢ ♥♦❞❡# ✇✐ ❤ ♥♦ ♥❡✐❣❤❜♦/ ✐♥ D✳

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✐❧❧✉# /❛ ❡#  ❤❡ #✉❜#❡ # D,C,B ❛♥❞ S✳ ■ ✐# ❢✉/ ❤❡/ ❛##✉♠❡❞  ❤❛  ❤❡

♦♥❧② ✇❛②  ♦ ❣❡ ♠♦/❡ ✐♥❢♦/♠❛ ✐♦♥ ❛❜♦✉ G ✐#  ♦ ✈✐#✐  ❤❡ ♥♦❞❡# ♦❢ S ♦♥❡ ❛ 

❛  ✐♠❡✳

❚❤❡ ❜❛#✐❝ ❣/❡❡❞② #❝❤❡♠❡ ❢♦/  ❤❡ ✐❞❡♥ ✐✜❝❛ ✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐ ✐❡# ✉#✐♥❣

 ❤❡ ♠❛①✐♠✐#❛ ✐♦♥ ♦❢ ❛ ?✉❛❧✐ ② ❢✉♥❝ ✐♦♥ ✐# ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦/✐ ❤♠ ✶✳

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✶ ■❞❡♥ ✐✜❝❛ ✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐ ✐❡# ❜❛#❡❞ ♦♥ ❣/❡❡❞② ♠❛①✐♠✐③❛✲

 ✐♦♥ ♦❢ ❛ ?✉❛❧✐ ② ❝/✐ ❡/✐♦♥ ◗✳

❆❧❣♦$✐&❤♠✿ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)② ✐❞❡♥)✐✜❝❛)✐♦♥

■♥♣✉%✿ ❛ ❣(❛♣❤ ● ❛♥❞ ❛ ,%❛(%✐♥❣ ♥♦❞❡ n0✳

❖✉%♣✉%✿ ❛ ,✉❜,❡% ❉ ✿ %❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐%② ♦❢ n0✳

■♥✐%✐❛❧✐③❡ D ✇✐%❤ n0

■♥✐%✐❛❧✐③❡ B ✇✐%❤ n0

■♥✐%✐❛❧✐③❡ C ✇✐%❤ %❤❡ ❡♠♣%② ,❡%

■♥✐%✐❛❧✐③❡ S ✇✐%❤ %❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦(, ♦❢ n0

◗ ❂ ✵

❘❡♣❡❛&

❋♦$ ❡❛❝❤ si ∈ S ❞♦

❈♦♠♣✉%❡ %❤❡ ?✉❛❧✐%② ❝(✐%❡(✐♦♥ ♦❜%❛✐♥❡❞ ✐❢ si ✐, ❛❞❞❡❞ %♦ D

❊♥❞ ❢♦$ ❡❛❝❤

❙❡❧❡❝% %❤❡ ♥♦❞❡ s∗ %❤❛% ♣(♦❞✉❝❡, %❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ?✉❛❧✐%② Q∗
✱ ❜(❡❛❦✐♥❣ %✐❡,

(❛♥❞♦♠❧②✳

■❢ Q∗ > Q &❤❡♥

❆❞❞ s∗ %♦ D ❛♥❞ (❡♠♦✈❡ ✐% ❢(♦♠ S✳

❯♣❞❛%❡ ❇✱ ❙✱ ❈✳

❊♥❞ ✐❢

❯♥&✐❧ ✭Q∗ ≤ Q✮

❘❡&✉$♥ D

■♥✐ ✐❛❧❧②✱  ❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐ ② D ♦❢ n0 ✐# /❡❞✉❝❡❞  ♦ n0✱ B = D✱ C ✐#  ❤❡

❡♠♣ ② #❡ ✱ S = Γ(n0) ❛♥❞  ❤❡ ?✉❛❧✐ ② ♦❢  ❤✐# ✐♥✐ ✐❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐ ② ✐# 0✳ ❆ ❡❛❝❤

# ❡♣✱  ❤❡ ♥♦❞❡ s∗ ∈ S  ❤❛ ♠❛①✐♠✐③❡#  ❤❡ ?✉❛❧✐ ② ❢✉♥❝ ✐♦♥ Q ✉#❡❞ ❜②  ❤❡

❛❧❣♦/✐ ❤♠ ✐# ❝♦♥#✐❞❡/❡❞✳ ■❢ ✐ # ✐♥❝❧✉#✐♦♥ ✐♥ ♦ D ✐♥❝/❡❛#❡#  ❤❡ ?✉❛❧✐ ② ❝/✐ ❡/✐♦♥

Q✱  ❤❡♥ ✐ ✐# /❡♠♦✈❡❞ ❢/♦♠ S ❛♥❞ ❛❞❞❡❞  ♦ D✱ ❛♥❞  ❤❡ #✉❜#❡ # D✱ C✱ B ❛♥❞

S ❛/❡ ✉♣❞❛ ❡❞✳ ❚❤✐# ♣/♦❝❡❞✉/❡ ✐# /❡♣❡❛ ❡❞ ✉♥ ✐❧  ❤❡/❡ ✐# ♥♦ ✈❡/ ❡① s ∈ S
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✇❤♦#❡ ✐♥❝❧✉#✐♦♥ ✐♥*♦ D ✐♥❝+❡❛#❡# *❤❡ -✉❛❧✐*② Q✳ ❆* *❤❡ ❡♥❞ ♦❢ *❤❡ ❛❧❣♦+✐*❤♠✱
D ❝♦♥*❛✐♥# *❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐*② ♦❢ n0✳

✹✳✷✳✷ ◗✉❛❧✐(② ❢✉♥❝(✐♦♥. ❢♦/ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐(② ✐❞❡♥(✐✜❝❛✲

(✐♦♥

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐♥*+♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈❧❛✉#❡* ❬✷✾❪ ✐# *❤❛* ♥♦❞❡# ♦♥ *❤❡ ❜♦+❞❡+ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉✲

♥✐*② ✭♥♦❞❡# ♦❢ B✮ ♠✉#* ❤❛✈❡ ♠♦+❡ ❧✐♥❦# ✇✐*❤ D ✭*❤❡ ♥♦❞❡# ♦❢ *❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐*②✮

*❤❛♥ ✇✐*❤ S ✭*❤❡ ♥♦❞❡# ♦✉*#✐❞❡ *❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐*② ✇✐*❤ #♦♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦+# ✐♥ D✮✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞✉❧❛+✐*② ♦❢ D ✐# *❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❢♦+♠✉❧❛ ✭✹✳✶✮✿

R =
Bin

Bin +Bout

✭✹✳✶✮

✇❤❡+❡ Bin =
∑

u∈B |Γ(u) ∩D| ✐# *❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❧✐♥❦# ❜❡*✇❡❡♥ B ❛♥❞ D✱ ❛♥❞
Bout =

∑
u∈B |Γ(u) ∩ S| ✐# *❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❧✐♥❦# ❜❡*✇❡❡♥ B ❛♥❞ S✳

◆♦*❡ *❤❛* R = 1/(1 + 1
R′ ) = f(R′) ✇❤❡+❡ R′ = Bin/Bout✳ ❙✐♥❝❡ f ✐# ❛♥

✐♥❝+❡❛#✐♥❣ ❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ R′
✱ ✐* ❢♦❧❧♦✇# *❤❛* *❤❡ -✉❛❧✐*② ❢✉♥❝*✐♦♥# R ❛♥❞ R′

❛+❡

❡-✉✐✈❛❧❡♥*✳

❋✐❣✉+❡ ✹✳✷✿ ❆ ♥♦❞❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥♥❡❝*❡❞ ✇✐*❤ ♥♦❞❡# ♦✉*#✐❞❡ ✐*# ❝♦♠♠✉♥✐*②✳

❚❤✐# -✉❛❧✐*② ❢✉♥❝*✐♦♥ ❞♦❡# ♥♦* *+❡❛* ❝♦++❡❝*❧② ♥♦❞❡# *❤❛* ❛+❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥✲

♥❡❝*❡❞ *♦ ♥❡✐❣❤❜♦+# ♦✉*#✐❞❡ *❤❡✐+ ❝♦♠♠✉♥✐*✐❡#✳ ❋♦+ ✐♥#*❛♥❝❡✱ *❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥

♦❢ *❤✐# -✉❛❧✐*② ❢✉♥❝*✐♦♥ *♦ *❤❡ ♥❡*✇♦+❦ ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✷ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ #♦❧✉*✐♦♥ ✇❤❡+❡

*❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐*② ♦❢ ♥♦❞❡ a ❞♦❡# ♥♦* ❝♦♥*❛✐♥ ♥♦❞❡ b✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❡❢♦+❡ *❤❡
✐♥#❡+*✐♦♥ ♦❢ ❜✱ Bin = 10 ❛♥❞ Bout = 5✱ ❤❡♥❝❡ R′ = 2✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉#✐♦♥ ♦❢ b ❧❡❛❞#
*♦ Bin = 5✱ Bout = 3 ❤❡♥❝❡ *❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ R′

✐# 1.67✳ ❚❤✐# ✐# ❜❡❝❛✉#❡ *❤❡
✐♥❝❧✉#✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡ b ❞❡❝+❡❛#❡# ❞+❛#*✐❝❛❧❧② Bin ✇❤✐❝❤ ✐♥ *❤✐# ❝❛#❡ ✐# ❣♦♦❞ ❢♦+

*❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐*②✱ ❜✉* ✐# ✇+♦♥❣❧② *❛❦❡♥ ✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥* ❜② *❤❡ -✉❛❧✐*② ❢✉♥❝*✐♦♥ R′

*❤❛* ❞❡❝+❡❛#❡#✳

▲✉♦ ❬✾✵❪ ❤❛# ♣+♦♣♦#❡❞ ❛♥♦*❤❡+ -✉❛❧✐*② ❢✉♥❝*✐♦♥ *❤❛* *❛❦❡# ✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥*

❛❧❧ *❤❡ ✐♥*❡+♥❛❧ ❧✐♥❦# +❛*❤❡+ *❤❛♥ ❥✉#* *❤♦#❡ ❡❞❣❡# *❤❛* ❧✐♥❦ B *♦ D✳ ❚❤❡ ♥❡✇



M =
Din

Dout

Din =
∑

u∈D |Γ(u)∩D| Dout = Bout

a
b

n1

n2 n3 n4 D O1, ..., O5

n0

M
D

R

R M

L

Lin

Lin =

∑
i∈D |Γ(i) ∩D|

|D|

Lex =

∑
i∈B |Γ(i) ∩ S|

|B|



✹✳✷✳ #❘❊❱■❖❯❙ ▼❊❚❍❖❉❙ ✹✶

❈❤❡♥ ❡$ ❛❧✳ $❤❡♥ ✉)❡ $❤❡ *❛$✐♦ ♦❢ $❤❡)❡ $✇♦ ❞❡♥)✐$✐❡) $♦ ❞❡✜♥❡ ❛ 1✉❛❧✐$②

❢✉♥❝$✐♦♥✿

L =
Lin

Lex

✭✹✳✺✮

❚♦ ❛✈♦✐❞ $❤❡ ✐♠♣*♦♣❡* ✐♥❝❧✉)✐♦♥ ♦❢ ✈❡*$✐❝❡) ✐♥$♦ $❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐$② ❛) ✐❧❧✉)✲

$*❛$❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦* $❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✸✱ ❛♥ ✐♥❝*❡❛)❡ ♦❢ $❤❡ 1✉❛❧✐$② ❢✉♥❝$✐♦♥

L ❞♦❡) ♥♦$ ✐♥❞✉❝❡ $❤❡ ❛✉$♦♠❛$✐❝ ✐♥❝❧✉)✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ♥♦❞❡ ✐♥$♦ D✳ ▼♦*❡ ♣*❡✲
❝✐)❡❧②✱ ❧❡$ L′

in ❛♥❞ L′
ex ❞❡♥♦$❡ $❤❡ ♥❡✇ ❞❡♥)✐$✐❡) ✐❢ ni ✐) ❛❞❞❡❞ $♦ D✳ ❲❡ ❝❛♥

❤❛✈❡ L′ > L ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ $✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛)❡)✿

✶✳ L′
in > Lin ✿ $❤❡ ❛❞❞✐$✐♦♥ ♦❢ ni ✐♥❝*❡❛)❡) $❤❡ ❞❡♥)✐$② ♦❢ ✐♥$❡*♥❛❧ ❧✐♥❦)✱

❤❡♥❝❡ ni✱ ✇✐$❤ *❡)♣❡❝$ $♦ $❤❡ ✐♥$❡*♥❛❧ ❞❡♥)✐$②✱ ❞❡)❡*✈❡) $♦ ❜❡ ✐♥$❡❣*❛$❡❞

✐♥$♦ $❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐$②✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ ✇❡ ♠✉)$ ❞✐)$✐♥❣✉✐)❤ $✇♦ )✉❜✲❝❛)❡)✿

• L′
ex ≤ Lex ✿ $❤✐) ♠❡❛♥) $❤❛$ $❤❡ ❛❞❞✐$✐♦♥ ♦❢ ni ❞♦❡) ♥♦$ ✐♥❝*❡❛)❡

$❤❡ ❞❡♥)✐$② ♦❢ ❡①$❡*♥❛❧ ❧✐♥❦)❀ ❝❧❡❛*❧② ni ♠✉)$ ❜❡ ❛❞❞❡❞ $♦ D✳

• L′
ex > Lex ✿ $❤❡ ❛❞❞✐$✐♦♥ ♦❢ ni ✐♥❝*❡❛)❡) $❤❡ ❞❡♥)✐$② ♦❢ ❡①$❡*♥❛❧

❧✐♥❦)❀ ✐♥ $❤✐) )✉❜✲❝❛)❡✱ $❤❡*❡ ✐) ❛ ❞♦✉❜$ ❜❡❝❛✉)❡ ni ♠❛② ❜❡❧♦♥❣ $♦

❛ ♥❡❛*❜② ❝♦♠♠✉♥✐$② ❛♥❞ ❛ ✜♥❛❧ ❝❤❡❝❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛$ $❤❡ ❡♥❞ ♦❢

$❤❡ ❛❧❣♦*✐$❤♠✳

✷✳ L′
in < Lin ❛♥❞ L′

ex < Lex✿ $❤✐) ♠❡❛♥) $❤❛$ $❤❡ ❞❡♥)✐$② ♦❢ ✐♥$❡*♥❛❧ ❧✐♥❦)

❞❡❝*❡❛)❡)✱ *❡❞✉❝✐♥❣ $❤❡ ❝♦❤❡)✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐$② D❀ ❛$ $❤❡ )❛♠❡
$✐♠❡✱ Lex ❞❡❝*❡❛)❡) ❡✈❡♥ ♠♦*❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ L′ > L❀ ✇❡ ❛*❡ $❤❡*❡❢♦*❡ ✐♥
$❤❡ ♣*❡)❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ni $❤❛$ ✐) ❛♥ ♦✉$❧✐❡* ❢♦* $❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐$② D✳

❆$ $❤❡ ❡♥❞ ♦❢ $❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ $❤❡*❡ ✐) ♥♦ ❡①$*❛ ♦✉$)✐❞❡ ♥♦❞❡

$❤❛$ ♣*♦❞✉❝❡) ❛ ♣♦)✐$✐✈❡ ❣❛✐♥ ✇❤❡♥ ❛❞❞❡❞ $♦ D✱ $❤❡ ❛❧❣♦*✐$❤♠ *❡✈✐❡✇) $❤❡

♥♦❞❡) ♦❢ D✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ D ✐) *❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ ❛ $❡)$ $♦ ❛❞❞ ✐$ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡

❛❜♦✈❡ ♣*♦❝❡❞✉*❡ ✐) ❝❛**✐❡❞ ♦✉$✳ ❉✉*✐♥❣ $❤✐) ❝♦♥✜*♠❛$✐♦♥ )$❛❣❡✱ ❛ ♥♦❞❡ ✐)

♠❛✐♥$❛✐♥❡❞ ✐♥ D ♦♥❧② ✐❢ ✐$ ❢❛❧❧) ✐♥$♦ $❤❡ ✜*)$ ❝❛)❡✳

❚❤✐) ♠❡$❤♦❞ ♣❡*❢♦*♠) ❝♦**❡❝$❧② ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ $❤❡ ♥❡$✇♦*❦ ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✸✳

❍♦✇❡✈❡* ❈❤❡♥✬) ❛❧❣♦*✐$❤♠ )✉✛❡*) ❢*♦♠ ❛ )❡*✐♦✉) )❤♦*$❝♦♠✐♥❣ ❜❡❝❛✉)❡ ✐$

❝❛♥ ❢❛✐❧ $♦ ✐❞❡♥$✐❢② $❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐$② ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ n0 ✇❤✐❝❤ ✐) ❧♦❝❛$❡❞ ♦♥ $❤❡

❜♦*❞❡* ♦❢ ❛♥♦$❤❡* ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐$② D′
✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦* $❤❡ ❧♦❝❛❧

❝♦♠♠✉♥✐$② D ♦❢ )✉❝❤ ❛ ♥♦❞❡✱ $❤❡ )❡❛*❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①$❡♥❞❡❞ $♦ $❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐$②

D′
✇❤✐❝❤ ✐) ❝❧♦)❡ $♦ D ❛❢$❡* ❛❞❞✐♥❣ ♠❡♠❜❡*) ♦❢ D′

✱ ♦♥❡ ❛❢$❡* $❤❡ ♦$❤❡*✳ ■♥ $❤✐)

❝❛)❡✱ ♥♦❞❡ n0 ✇✐❧❧ ❜❡ *❡♠♦✈❡❞ ❢*♦♠ ✐$) ♦✇♥ ❝♦♠♠✉♥✐$② ✐♥ $❤❡ ❝♦♥✜*♠❛$✐♦♥

♣❤❛)❡ ♦❢ $❤❡ ❛❧❣♦*✐$❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ♥♦$ ❝♦**❡❝$✳ ❋♦* ✐♥)$❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦

♥♦❞❡ 7 ✐♥ ❋✐❣✳ 4❛✱ ♣❤❛)❡ ♦♥❡ ♦❢ $❤✐) ❛❧❣♦*✐$❤♠ ♠❛② ♣*♦❞✉❝❡ $❤❡ )✉❜❣*❛♣❤ ♦♥

$❤❡ *✐❣❤$✱ ❣❡♥❡*❛$❡❞ ❜② ♥♦❞❡) i, ❢♦* i ≥ 7✱ ❛♥❞ ❛❢$❡* $❤❡ ❝♦♥✜*♠❛$✐♦♥ ♣❤❛)❡✱
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✹✿ ◆♦❞❡ 7 ✐, ♦♥ .❤❡ ❜♦$❞❡$ ♦❢ .❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐.② ♦♥ .❤❡ $✐❣❤.✳

♥♦❞❡ 7 ✇✐❧❧ ♥♦. ❜❡❧♦♥❣ .♦ D✳ ❚❤✐, ❤❛♣♣❡♥, ❜❡❝❛✉,❡ ❛. .❤❡ ✜$,. ,.❡♣✱ .❤❡

♥❡✐❣❤❜♦$, ♦❢ 7 .❤❛. ♠❛①✐♠✐,❡ .❤❡ =✉❛❧✐.② ❢✉♥❝.✐♦♥ ❛$❡ 5, 6, 8✱ ❛♥❞ ♥♦❞❡ 8 ♠❛②
❜❡ ❝❤♦,❡♥✳

✹✳✸ ■♠♣&♦✈❡♠❡♥+, ❢♦& ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐+② ✐❞❡♥+✐✲

✜❝❛+✐♦♥ ✐♥ ♥❡+✇♦&❦,

❚♦ ❛❞❞$❡,, .❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ♠❡♥.✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ♣$♦♣♦,❡❞ ❬✶✶✷❪ .♦ ✐♠♣$♦✈❡ .❤❡

❛❧❣♦$✐.❤♠ ♦❢ ❈❤❡♥ ❡. ❛❧✳ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛. ❡❛❝❤ ,.❡♣✱ ❛♥❞ ❛. .❤❡ ,❛♠❡ .✐♠❡✱ ❛❧❧

.❤❡ ♥♦❞❡, .❤❛. ♠❛①✐♠✐③❡ .❤❡ =✉❛❧✐.② ❢✉♥❝.✐♦♥✱ ✐♥,.❡❛❞ ♦❢ ,❡❧❡❝.✐♥❣ ♦♥❡ ❛.

$❛♥❞♦♠✳

❚❤✐, ❛❧❣♦$✐.❤♠✱ ❤❡$❡❛❢.❡$ ♥❛♠❡❞ ❇▼❊✵❛ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ .♦ .❤❡ ✜$,. ❧❡..❡$, ♦❢

.❤❡ ✜$,. ♥❛♠❡, ♦❢ ❡❛❝❤ ❛✉.❤♦$✱ $✉♥, ❝♦$$❡❝.❧② ❢♦$ .❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✹❛

✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ .♦ ♥♦❞❡ 7✳ ■♥❞❡❡❞ ✐. ♣$♦❞✉❝❡, .❤❡ ,✉❜❣$❛♣❤ ♦♥ .❤❡ ❧❡❢. ✐♥ ❋✐❣✳
✹✳✹❛✳

❍♦✇❡✈❡$✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ .♦ .❤❡ ♥❡.✇♦$❦ ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✹❜✱ ✐. ♣$♦❞✉❝❡, ❢♦$ ♥♦❞❡

7 ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐.② .❤❛. ❞♦❡, ♥♦. ❝♦♥.❛✐♥ ♥♦❞❡ 1✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ♥♦❞❡ 8 ✐, ❝❤♦,❡♥
❛. .❤❡ ✜$,. ,.❡♣✱ ❛♥❞ ♥♦❞❡ 5 ♦$ 6 ✐, ❝❤♦,❡♥ ❛. .❤❡ ,❡❝♦♥❞ ,.❡♣✱ .❤❡♥ ❛❢.❡$ 6
,.❡♣,✱ ✇❡ ♦❜.❛✐♥ .❤❡ ,✐.✉❛.✐♦♥ ✇❤❡$❡ D = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} ✇✐.❤ L = 2.29✳
❚❤❡ ✐♥❝❧✉,✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡ 1 ❧❡❛❞, .♦ L′ = 1.25 < L✱ ❤❡♥❝❡ .❤✐, ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ♥♦. ❜❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ .❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐.② ♦❢ 7✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ♥♦. ❝♦$$❡❝.✳

❚❤✐, ♠✐,.❛❦❡ ❝♦♠❡, ❢$♦♠ .❤❡ ❢❛❝. .❤❛.✱ ,✐♥❝❡ |B| ✐, ❛. .❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛.♦$ ♦❢
Lex✱ .❤❡$❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ,✐.✉❛.✐♦♥ ✇❤❡$❡ .❤❡ ✐♥❝❧✉,✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣♦♦❞ ♥♦❞❡ ✇✐.❤ ♠❛♥②

♥❡✐❣❤❜♦$, ✐♥ C ❛♥❞ ♥♦ ♥❡✐❣❤❜♦$ ✐♥ S ❞❡❝$❡❛,❡, ❞$❛,.✐❝❛❧❧② |B|✱ ✐♥❞✉❝❡, ❛
❞$❛,.✐❝ ✐♥❝$❡❛,❡ ♦❢ Lex ❛♥❞ ❧❡❛❞, .♦ L′ < L✳ ❚❤✐, ✐, ✇❤② ✇❡ ♣$♦♣♦,❡ ❛♥♦.❤❡$
✐♠♣$♦✈❡♠❡♥. ♦❢ .❤❡ ❛❧❣♦$✐.❤♠ ♣$♦♣♦,❡❞ ❜② ❈❤❡♥ ❡. ❛❧✳ ▼♦$❡ ♣$❡❝✐,❡❧②✱ ✇❡
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♠♦❞✐❢② &❤❡ )✉❛❧✐&② ❢✉♥❝&✐♦♥ ♣0♦♣♦1❡❞ ✐♥ ❬✷✽❪ ❜② ✉1✐♥❣ |D| ✐♥1&❡❛❞ ♦❢ |B| ✐♥
&❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛&♦0 ♦❢ Lex✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❢♦0♠✉❧❛ ❢♦0 &❤❡ )✉❛❧✐&② ❢✉♥❝&✐♦♥ ✐1✿

L̃ =
L̃in

L̃ex

✭✹✳✻✮

✇❤❡0❡ L̃in = Lin ❛♥❞ L̃ex =
∑

i∈B |Γ(i)∩S|

|D|
✳ ❲✐&❤ &❤✐1 ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥✱ ❛♥❞ &❤❡

♥❡✇ ❛❧❣♦0✐&❤♠ ❤❡0❡❛❢&❡0 ♥❛♠❡❞ ❇▼❊✵❜✱ &❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❋✐❣✳ ✹✳✹❜ ✐1 &0❡❛&❡❞

❝♦00❡❝&❧② ✐✳❡✳✱ &❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&② ♦❢ ♥♦❞❡ 7 ✐1 &❤❡ 1✉❜❣0❛♣❤ ♦♥ &❤❡ ❧❡❢&✳
❍♦✇❡✈❡0 ❇▼❊✵❜ ❢❛✐❧1 &♦ ✐❞❡♥&✐❢② &❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&② ♦❢ ♥♦❞❡ 5 ✐♥ ❋✐❣✳

✹✳✺✳ ■♥ &❤✐1 ♠❡&❤♦❞✱ &❤❡ ♥♦❞❡ ✇✐&❤ &❤❡ 1♠❛❧❧❡1& ❞❡❣0❡❡ n∗
✐1 1②1&❡♠❛&✐❝❛❧❧②

❋✐❣✉0❡ ✹✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐&② 1&0✉❝&✉0❡✳

✐♥1❡0&❡❞ ✐♥&♦ D ❞✉0✐♥❣&❤❡ ✜01& 1&❡♣✳ ❚❤✐1 ❝❛♥ ❜❡ ♠ ✐1❧❡❛❞✐♥❣ ❜❡❝❛✉1❡ &❤❡
❛❧❣♦0✐&❤♠♠ ❛② &❤❡♥ ❜❡❜❧♦❝❦❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦0✐♥❣ ❝♦♠ ♠ ✉♥✐&② ❝♦♥&❛✐♥✐♥❣ &❤❛&
♥♦❞❡✳ ❚❤✐1✐1❢♦0✐♥1&❛♥❝❡ &❤❡ ❝❛1❡ ✐♥ ❋✐❣✳ 6 ✇❤❡0❡ ♥♦❞❡1❛0❡ ❛❞❞❡❞ &♦ D
✐♥ &❤❡ ♦0❞❡0 7, 8, 9, 10, 11✳ ❉✉0✐♥❣ &❤❡ ❝♦♥✜0♠ ❛&✐♦♥ ♣❤❛1❡✱♥♦❞❡ 5 ✇✐❧❧❜❡
❡①❝❧✉❞❡❞❢0♦♠ ❉ ❛♥❞ &❤❡❧♦❝❛❧❝♦♠ ♠ ✉♥✐&② ♣0♦❞✉❝❡❞ ✇✐❧❧❜❡❡♠ ♣&②✳

❚❤✐1❧❛&❡0❝❛1❡❝❛♥ ❜❡0❡1♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ♥❡✇ )✉❛❧✐&② ❢✉♥❝&✐♦♥ T ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦01
&❤❡♥♦❞❡1&❤❛&❛0❡❝❧♦1❡0&♦ &❤❡1&❛0&✐♥❣ ♥♦❞❡✳❍❡0❡❛❢&❡0✱&❤❡❝♦00❡1♣♦♥❞✐♥❣
❛❧❣♦0✐&❤♠✐1♥❛♠ ❡❞ ✧❇▼ ❊✶✧✳ ■♥ &❤✐1❛♣♣0♦❛❝❤ &❤❡ ❝♦♥&0✐❜✉&✐♦♥ ♦❢✐♥&❡0♥❛❧
❧✐♥❦1✐1❣✐✈❡♥ ❜②✿

Tin =

∑
i∈D

|Γ(i)∩D|
(1+di)

D
✭✹✳✼✮
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◆❊❚❲❖❘❑❙

❚❛❜❧❡ ✶✳ ❙✉♠♠❛*② ♦❢ ♠❡.❤♦❞1✳

▼❡"❤♦❞ ❋✐❣✳ ✷ ✭❛✮ ❋✐❣✳ ✸ ✭n1✮ ❋✐❣✳ ✹❛ ✭✼✮ ❋✐❣✳ ✹❜ ✭✼✮ ❋✐❣✳ ✺ ✭✺✮

❈❧❛✉6❡" ❡" ❛❧✳ ◆♦ ◆♦ ◆♦ ◆♦ ◆♦

▲✉♦ ❡" ❛❧✳ ❨❡6 ◆♦ ◆♦ ◆♦ ◆♦

❈❤❡♥ ❡" ❛❧✳ ❨❡6 ❨❡6 ◆♦ ◆♦ ◆♦

❇▼❊✵❛ ❨❡6 ❨❡6 ❨❡6 ◆♦ ◆♦

❇▼❊✵❜ ❨❡6 ❨❡6 ❨❡6 ❨❡6 ◆♦

❇▼❊✶ ❨❡6 ❨❡6 ❨❡6 ❨❡6 ❨❡6

✇❤❡#❡ di ✐% &❤❡ ❧❡♥❣&❤ ♦❢ &❤❡ ♣❛&❤ ❢#♦♠ &❤❡ %&❛#&✐♥❣ ♥♦❞❡ n0 &♦ ♥♦❞❡ i ✐♥ &❤❡
&#❡❡ ❣❡♥❡#❛&❡❞ ❜② &❤❡ ❛❧❣♦#✐&❤♠✳ ■♥ &❤✐% ❡①♣#❡%%✐♦♥✱ ✐♥&❡#♥❛❧ ❧✐♥❦% &❤❛& ❛#❡

❝❧♦%❡ &♦ &❤❡ %&❛#&✐♥❣ ♥♦❞❡ ❛#❡ ❢❛✈♦#❡❞ ❜② &❤❡ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐✈❡ ❢❛❝&♦# 1+ di✳ ❋♦#
❡①&❡#♥❛❧ ❧✐♥❦%✱ &❤❡ ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥ ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Tex =

∑
i∈D |Γ(i) ∩ S|(1 + di)

D
✭✹✳✽✮

■♥ &❤✐% ❡①♣#❡%%✐♦♥✱ ❡①&❡#♥❛❧ ❧✐♥❦% &❤❛& ❛#❡ ❢❛# ❛✇❛② ❢#♦♠ &❤❡ %&❛#&✐♥❣ ♥♦❞❡

❛#❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ❜② &❤❡ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐✈❡ ❢❛❝&♦# 1 + di✳ ❚❤✐% ❧❡❛❞% &♦ &❤❡ C✉❛❧✐&②
❢✉♥❝&✐♦♥✿

T =
Tin

Tex

✭✹✳✾✮

❇▼❊✶ ❝♦♠♣✉&❡% ❝♦##❡❝&❧② &❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&✐❡% ❢♦# &❤❡ ♥❡&✇♦#❦ ✐♥ ❋✐❣✳

✹✳✺✳ ❚❛❜❧❡ 1 %✉♠♠❛#✐③❡% &❤❡ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ♣#❡%❡♥&❡❞ ❛❧❣♦#✐&❤♠% ✇❤❡♥
❛♣♣❧✐❡❞ &♦ ♥❡&✇♦#❦% ♦❢ ❋✐❣%✳ 3 &♦ 6 ❛♥❞ &❤❡ %&❛#&✐♥❣ ♥♦❞❡ ✐♥ ♣❛#❡♥&❤❡%✐%✳

❆ ✜♥❛❧ ✐♠♣#♦✈❡♠❡♥& ♦❢ ❛❧❧ &❤❡ ♠❡&❤♦❞% ♣#❡%❡♥&❡❞ %♦ ❢❛# ✐% &♦ ♠♦❞✐❢② &❤❡

❝♦♥❞✐&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❝♦♥✜#♠❛&✐♦♥ ♣❤❛%❡✳ ■♥ &❤✐% ♥❡✇ ♠❡&❤♦❞✱ ❛♥♦&❤❡# ❝♦♥❞✐&✐♦♥

❢♦# ♠❛✐♥&❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ ni ✐% |Γ(ni)∩D| ≥ Din/|D|✳ ❚❤✐% ✐♠♣#♦✈❡♠❡♥& ✇♦#❦%
❢♦# ♠❛♥② ❝❛%❡% ♣#❡%❡♥&❡❞ ♣#❡✈✐♦✉%❧② ❛♥❞ ✇❤❡#❡ %♦♠❡ ♥♦❞❡% ✇❡#❡ ✇#♦♥❣❧②

❡①❝❧✉❞❡❞ ❞✉#✐♥❣ &❤❡ ❝♦♥✜#♠❛&✐♦♥ ♣❤❛%❡✳

❚❤❡ &✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐&② ♦❢ &❤❡ ❛❧❣♦#✐&❤♠% ❞❡#✐✈❡❞ ❢#♦♠ ❈❤❡♥ ❡& ❛❧✳✬% ♠❡&❤♦❞✱

❞❡♣❡♥❞% ♦♥❧② ♦♥ &❤❡ ❛✈❡#❛❣❡ ❞❡❣#❡❡ ♦❢ &❤❡ ♥❡&✇♦#❦✱ &❤❡ %✐③❡ ♦❢ &❤❡ ❧♦❝❛❧

❝♦♠♠✉♥✐&② ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ &❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦#✐♥❣ ♥♦❞❡% ♦❢ &❤❛& ❝♦♠♠✉♥✐&②✳

■& ✐% ✐♥ &❤❡ ✇♦#%& ❝❛%❡ O(|D|d|S|)✱ ✇❡#❡ |D| ❛♥❞ |S| ❛#❡ ✉%✉❛❧❧② ✈❡#② %♠❛❧❧
❝♦♠♣❛#❡❞ &♦ &❤❡ %✐③❡ ♦❢ &❤❡ ✇❤♦❧❡ ♥❡&✇♦#❦✳



✹✳✹✳ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ ❖❋ ❖❱❊❘▲❆..■◆● ▲❖❈❆▲ ❈❖▼▼❯◆■❚■❊❙ ✹✺

✹✳✹ ■❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡.❧❛♣♣✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉✲

♥✐&✐❡5

❆ ♥❛#✉%❛❧ ✐❞❡❛ ❢♦% ✐❞❡♥#✐❢②✐♥❣ ♦✈❡%❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐#✐❡2 ✐2 #♦ #❛❦❡ ❛♥ ❛❧❣♦%✐#❤♠

A ❢♦% ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐#② ✐❞❡♥#✐✜❝❛#✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧② #❤❡ 2❝❤❡♠❡ ♦❢ ❆❧❣♦%✐#❤♠ ✷✳

■♥ #❤✐2 2❝❤❡♠❡✱ A ❝♦%%❡2♣♦♥❞2 #♦ ♦♥❡ ♣❛22 #❤%♦✉❣❤ #❤❡ ❧♦♦♣✱ V ✐2 #❤❡ 2❡# ♦❢

♥♦❞❡2 ❝♦♥✜%♠❡❞ ✐♥ #❤❡ 2❡❝♦♥❞ ♣❤❛2❡ ♦❢ #❤❡ ❛❧❣♦%✐#❤♠ A ❛♥❞ ▲♦❝❛❧❈♦♠ ✐2 #❤❡
#❛❜❧❡ ♦❢ #❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦✈❡%❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐#✐❡2 ❢♦✉♥❞✱ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ✐❞❝♦♠✳ ❆❢#❡%

❡❛❝❤ ❡①❡❝✉#✐♦♥ ♦❢ A✱ #❤❡ ❧✐♥❦2 #❤❛# ❛%❡ ✐♥#❡%♥❛❧ #♦ V \ {n0} ❛%❡ ❞❡❧❡#❡❞✳

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✷ ■❞❡♥#✐✜❝❛#✐♦♥ ♦❢ ❖✈❡%❧❛♣♣✐♥❣ ▲♦❝❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐#✐❡2

❆❧❣♦$✐&❤♠✿ ■❖▲♦❈♦

■♥♣✉)✿ ❛ ❣,❛♣❤ G ❛♥❞ ❛ /)❛,)✐♥❣ ♥♦❞❡ n0✳

❖✉)♣✉)✿ ❛ )❛❜❧❡ LocalCom❬✳✳❪ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♦✈❡,❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡/ ♦❢ n0

✐❞❝♦♠ ❂ ✵

■♥✐)✐❛❧✐③❡ LocalCom ✇✐)❤ )❤❡ ❡♠♣)② )❛❜❧❡

❘❡♣❡❛&

❱ ❂ )❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)② ♦❢ n0 ♣,♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛❧❣♦,✐)❤♠ A

✐❢ n0 ∈ V ♦$ |Γ(n0) ∩ V | >=
∑

i∈V
|Γ(i)∩V |

|V | &❤❡♥

LocalCom[✐❞❈♦♠] = V

✐❞❝♦♠ ❂ ✐❞❝♦♠ ✰ ✶

❡♥❞ ✐❢

▼❛,❦ ❛❧❧ )❤❡ ✐♥)❡,♥❛❧ ❧✐♥❦/ ♦❢ V \ {n0} ❛/ ✧❞❡❧❡)❡❞✧

❯♥&✐❧ ✭ Γ(n0) = ∅ ✮

❘❡&✉$♥ LocalCom

■❖▲♦❈♦ ❡①❡❝✉#❡2 #❤❡ ❧♦♦♣ ❢♦% ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐#② ❞❡#❡❝#✐♦♥ k #✐♠❡2✱ ✇❤❡%❡
k ✐2 #❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ 2✉❜✲❝♦♠♠✉♥✐#✐❡2 ❡①♣❧♦%❡❞❀ k ✐2 2♠❛❧❧ ❢♦% ❛❧❧ ❞❛#❛2❡#2
#❡2#❡❞✳ ❆2 ❛ ❝♦♥2❡B✉❡♥❝❡✱ ■❖▲♦❈♦ %✉♥2 ❡✣❝✐❡♥#❧② ♦♥ ❤✉❣❡ ❣%❛♣❤2 2✉❝❤ ❛2

#❤♦2❡ ♣%♦❞✉❝❡❞ ❜② 2♦❝✐❛❧ ✇❡❜ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥2✳ ❆2 ♠❡♥#✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦%❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉2❡

❛♥② ♥♦♥ ♦✈❡%❧❛♣♣✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐#② ❞❡#❡❝#✐♦♥ ♠❡#❤♦❞ ✐♥2✐❞❡ ■❖▲♦❈♦✳ ❋♦%

#❤❡ ❡✈❛❧✉❛#✐♦♥ ♣%❡2❡♥#❡❞ ✐♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2❡❝#✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉2❡❞ BME0b ✇✐#❤
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ #❤❡ ❜❡##❡% %❡2✉❧#2✳

❚❤❡ ❡①❡❝✉#✐♦♥ ♦❢ ■❖▲♦❈♦ ❝❛♥ ♣%♦❞✉❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐#✐❡2 #❤❛# ❛%❡ ❤✐❣❤❧② ♦✈❡%✲

❧❛♣♣❡❞✳ ■♥ ♦#❤❡% #♦ ♠❡%❣❡ ❝♦♠♠✉♥✐#✐❡2 ✇✐#❤ ❤✐❣❤ ♦✈❡%❧❛♣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇

#❤❡ ♣%♦❝❡❞✉%❡ ♣%♦♣♦2❡❞ ✐♥ ❬✺✵❪ ✇❤✐❝❤ ✐2 ❜❛2❡❞ ♦♥ #❤❡ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡

overlap(C1, C2) = |C1∩C2|/min(|C1|, |C2|) ❜❡#✇❡❡♥ #✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐#✐❡2 C1 ❛♥❞

C2✳ ❚❤❡ ❛✉#❤♦%2 #❤❡♥ ♣%♦♣♦2❡ #♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❣%❛♣❤ ✇❤❡%❡ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐2 ❛ ❝♦♠♠✉✲

♥✐#② ❛♥❞ #❤❡%❡ ✐2 ❛ ❛♥ ❡❞❣❡ ❜❡#✇❡❡♥ #✇♦ ♥♦❞❡2 C1 ❛♥❞ C2 ✐❢ overlap(C1, C2) ✐2
❣%❡❛#❡% #❤❛♥ ❛ #❤%❡2❤♦❧❞ Omin✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♠♠✉♥✐#✐❡2 ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ #♦ #❤❡ 2❛♠❡

❝♦♥♥❡❝#❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥# ❛%❡ ♠❡%❣❡❞✳



1
{0, 1, 2, 3, 4} {0, 1, 5, 6, 7}

0

11



0



✹✽

❈❍❆#❚❊❘ ✹✳ ▲❖❈❆▲ ❈❖▼▼❯◆■❚❨ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ ■◆ ❙❖❈■❆▲

◆❊❚❲❖❘❑❙

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ◗✉❛❧✐,② ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥

✷✵✵✵ ◆❈❆❆ ▲❡❛❣✉❡

❘❡+✉❧-+

❈❤❡♥ ❡- ❛❧✳✬+ ❆❧❣♦3✐-❤♠ ❇▼❊✵❜

❈♦♥❢❡3❡♥❝❡ ❙✐③❡ ◆✉❧❧✳ >3?❝✳ ❘❛♣✳ ❋✳ ◆✉❧❧✳ >3?❝✳ ❘❛♣✳ ❋✳

❆-❧❛♥-✐❝ ❝♦❛+- ✾ ✷ ✶ ✶ ✶ ✵ ✶ ✶ ✶

❇✐❣ ❊❛+- ✽ ✼ ✶ ✵✳✺✵ ✵✳✻✻✼ ✵ ✵✳✾✺ ✶ ✵✳✾✼✷

❇✐❣ ✶✵ ✶✶ ✻ ✶ ✶ ✶ ✵ ✶ ✶ ✶

❇✐❣ ✶✷ ✶✷ ✷ ✶ ✶ ✶ ✵ ✵✳✾✾ ✶ ✵✳✾✾✼

❈♦♥❢❡3❡♥❝❡ ❯❙❆ ✶✵ ✽ ✵✳✾✸ ✵✳✺✵ ✵✳✻✸✾ ✵ ✵✳✾✶ ✵✳✽✸ ✵✳✽✼✽

▼✐❞ ❆♠❡3✐❝❛♥ ✶✸ ✵ ✶ ✶ ✶ ✵ ✵✳✾✽ ✵✳✽✹ ✵✳✽✾✸

▼♦✉♥-❛✐♥ ❲❡+- ✽ ✺ ✶ ✵✳✺ ✵✳✻✻✼ ✵ ✵✳✾✻ ✶ ✵✳✾✼✺

>❛❝✳ ✶✵ ✶✵ ✶ ✶ ✶ ✶ ✵ ✶ ✶ ✶

❙❊❈ ✶✷ ✶ ✵✳✾✾ ✶ ✵✳✾✾✻ ✵ ✶ ✶ ✶

❙✉♥❜❡❧- ✼ ✼ ✲ ✲ ✲ ✵ ✵✳✻✹ ✵✳✺✶ ✵✳✺✻✻

❲❡+-❡3♥ ❆-❧❡-✐❝ ✶✵ ✷ ✵✳✽✹ ✵✳✼✹ ✵✳✼✺✽ ✵ ✵✳✼✺ ✵✳✻✻ ✵✳✼✵✵

❜❡,✇❡❡♥ ,✇♦ ♥♦❞❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ,❤❡ ,✇♦ ,❡❛♠ ❤❛✈❡ ♣❧❛②❡❞ ❛ ♠❛,❝❤ ,♦❣❡,❤❡9✳

❚❤❡ ,❡❛♠: ♦❢ ,❤❡ :❛♠❡ ❝♦♥❢❡9❡♥❝❡ ✉:✉❛❧❧② ♣❧❛② ,♦❣❡,❤❡9 ❛♥❞ ,❤❡ ♠❛,❝❤❡:

❜❡,✇❡❡♥ ❝♦♥❢❡9❡♥❝❡: ❛9❡ ✉♥❝♦♠♠♦♥✳ ❚❤❛, ❧❡❛❞: ,♦ ❛ ♥❛,✉9❛❧ ❞✐✈✐:✐♦♥ ✐♥,♦

❝♦♠♠✉♥✐,✐❡:✿ ,❤❡ ❝♦♥❢❡9❡♥❝❡:✳

❲❡ ❝♦♠♣❛9❡ ♦✉9 ♥♦♥ ♦✈❡9❧❛♣♣✐♥❣ ♠❡,❤♦❞✱ ❇▼❊❜✱ ✇✐,❤ ,❤❡ ♠❡,❤♦❞ ❜②

❈❤❡♥ ❡, ❛❧✳ ♦♥ ,❤✐: ❞❛,❛:❡,✳ ❋♦9 ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ ✐, ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,② ✐: ❝♦♠♣✉,❡❞

✉:✐♥❣ ❡❛❝❤ ❛❧❣♦9✐,❤♠✱ :✉♣♣♦:✐♥❣ ,❤❛, ✐, ♠✉:, 9❡,✉9♥ ❛❧❧ ✐: ❝♦♥❢❡9❡♥❝❡ ❛: 9❡:✉❧,✳

❲❡ ❝❛♥ ,❤❡♥ ❝♦♠♣✉,❡ ,❤❡ ♣9❡❝✐:✐♦♥✱ ,❤❡ 9❡❝❛❧❧ ❛♥❞ ,❤❡ ❋✲:❝♦9❡ ❛♥❞ ❛✈❡9❛❣❡

❢♦9 ❡❛❝❤ ❝♦♥❢❡9❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ,❛❜❧❡ ✹✳✶ ❣✐✈❡: ,❤❡ 9❡:✉❧,✳ ■♥ ,❤✐: ,❛❜❧❡ ◆✉❧❧ ❣✐✈❡:

,❤❡ ♥✉♠❜❡9 ♦❢ ♥♦❞❡: ,❤❛, ❡❛❝❤ ❛❧❣♦9✐,❤♠ :❛②: ,❤❡② ❞♦ ♥♦, ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐,②✳

❚❤❡ 9❡:✉❧,: ✐♥ ,❛❜❧❡ ✹✳✶ :❤♦✇ ,❤❛, ♦✉9 ❛❧❣♦9✐,❤♠ ✐: ❛❜❧❡ ,♦ ✜♥❞ ,❤❡ ❝♦♠✲

♠✉♥✐,✐❡: ❢♦9 ❡❛❝❤ ,❡❛♠✱ ❛♥❞ ,❤❛, ,❤❡:❡ ❝♦♠♠✉♥✐,✐❡: ❛9❡ ♦❢ ❣♦♦❞ E✉❛❧✐,②✳

✹✳✺✳✸ ❈♦♠♣❛)✐+♦♥ ✇✐.❤ .❤❡ ▲❋❘ ❜❡♥❝❤♠❛)❦

❲❡ ❝♦♠♣❛9❡ ❇▼❊✵❜✱ ❇▼❊✶✱ ❛♥❞ ■❖▲♦❈♦ ,♦ ,❤❡ ❛❧❣♦9✐,❤♠: ♣9❡:❡♥,❡❞ ✐♥ ❬✷✽❪

❛♥❞ ❬✷✻❪ ♦♥ ♥❡,✇♦9❦: ❣❡♥❡9❛,❡❞ ❜② ,❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛9❦ ♣9♦♣♦:❡❞ ❜② ▲❛♥❝✐❝❤✐♥❡,,✐

❡, ❛❧✳❬✼✽❪✱ ✉:✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ♦,❤❡9:✱ ❛ ♣❛9❛♠❡,❡9 ν ,❤❛, ✐: ,❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢

Dout/|D|✱ ✇❤❡9❡ D ❞❡♥♦,❡: ❛ ❝♦♠♠✉♥✐,②✳ ❆ ♥❡,✇♦9❦ ♦❢ :✐③❡ 1000 ✐: ❣❡♥❡9❛,❡❞
❢♦9 ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ν ∈ {0.1, 0.2, ..., 0.6}✳ ❋♦9 ❡❛❝❤ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ν✱ ❛ ♥❡,✇♦9❦
G =< V,E > ✐: ❣❡♥❡9❛,❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦9 ❡❛❝❤ ❛❧❣♦9✐,❤♠✱ ✇❡ ♣9♦❝❡❡❞ ❛: ❢♦❧❧♦✇:✿

❢♦9 ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ n ♦❢ G✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛9❡ ,❤❡ ♣❛9,✐,✐♦♥: D ∪ (V \D) ❛♥❞ L ∪ (V \
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✹✳✺✳ #❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❊❱❆▲❯❆❚■❖◆ ✺✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❝♦♠♠✉♥✐/② ♦❢ /❤❡ ❜♦♦❦ ✧▼❡6❧✐♥ ❚6✐❧♦❣②✧✳

◆✉♠✳ ▼❡♠❜❡'( ❞❡(❝'✐♣-✐♦♥

✶

❚❤❡ ❲✐❝❦❡❞ ❉❛② ✭❆'-❤✉'✐❛♥ ❙❛❣❛✱ ❇♦♦❦ ✹✮

❆'-❤✉'✐❛♥ ❙❛❣❛❚❤❡ ▲❛(- ❊♥❝❤❛♥-♠❡♥- ✭❆'-❤✉'✐❛♥ ❙❛❣❛✱ ❇❦✳ ✸✳✮

❚❤❡ ❈'②(-❛❧ ❈❛✈❡ ✭❚❤❡ ❆'-❤✉'✐❛♥ ❙❛❣❛✱ ❇♦♦❦ ✶✮

✷

❚❤❡ ❙✇♦'❞ ✐♥ -❤❡ ❙-♦♥❡

▼❡'❧✐♥ ❛♥❞ ❆'-❤✉'❚❤❡ ❇♦♦❦ ♦❢ ▼❡'❧②♥

❚❤❡ ❖♥❝❡ ❛♥❞ ❋✉-✉'❡ ❑✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐/② ♦❢ /❤❡ ❜♦♦❦ ✧❙♣❡❝/❡6 ♦❢ /❤❡ <❛=/ ✭❙/❛6 ❲❛6=✮✧✳

❙-❛' ❲❛'(

❚❤❡ ▲❛(- ❈♦♠♠❛♥❞ ✭❙-❛' ❲❛'(✮

❈❤✐❧❞'❡♥ ♦❢ -❤❡ ❏❡❞✐

❍❡✐' -♦ -❤❡ ❊♠♣✐'❡ ✭❙-❛' ❲❛'(✮

❚❤❡ ▲❛(- ❈♦♠♠❛♥❞ ✭❙-❛' ❲❛'(✮

❉❛'❦ ❋♦'❝❡ ❘✐(✐♥❣ ✭❙-❛' ❲❛'( ❱♦❧✳ ✷✮

❈❤❛♠♣✐♦♥( ♦❢ -❤❡ ❋♦'❝❡ ✭❙-❛' ❲❛'(✮

❱✐(✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❋✉-✉'❡ ✭❙-❛' ❲❛'(✮

❙-❛' ❲❛'( ❉❛'❦(❛❜❡'

❉❛'❦ ❆♣♣'❡♥-✐❝❡ ✭❙-❛' ❲❛'(✮

P❧❛♥❡- ♦❢ ❚✇✐❧✐❣❤- ✭❙-❛' ❲❛'( ✭❘❛♥❞♦♠ ❍♦✉(❡ P❛♣❡'❜❛❝❦✮✮

❏❡❞✐ ❙❡❛'❝❤ ✭❙-❛' ❲❛'(✮

❚❤❡ ▲❛(- ❈♦♠♠❛♥❞ ✭❙-❛' ❲❛'(✮

✧■✱ ❏❡❞✐✧

❛♥❞ 1, 788, 725 ❡❞❣❡=✳

❚❤❡ ♦✈❡6❧❛♣♣✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐/✐❡= ❢♦✉♥❞ ❜② ■❖▲♦❈♦ ❢♦6 /❤❡ ❜♦♦❦ ✧▼❡#❧✐♥

❚#✐❧♦❣②✧ ✭=❡❡ /❛❜❧❡ ✹✳✷✮ ♦❢ ▼❛#② ❙-❡✇❛#- ❛6❡ L1 ❂ {❚❤❡ ❲✐❝❦❡❞ ❉❛②✱ ❚❤❡
▲❛=/ ❊♥❝❤❛♥/♠❡♥/✱ ❚❤❡ ❈6②=/❛❧ ❈❛✈❡} ❛♥❞ L2 ❂ ④❚❤❡ ❙✇♦6❞ ✐♥ /❤❡ ❙/♦♥❡✱

❚❤❡ ❖♥❝❡ ❛♥❞ ❋✉/✉6❡ ❑✐♥❣✱❚❤❡ ❇♦♦❦ ♦❢ ▼❡6❧②♥⑥✳ ❚❤❡ ❜♦♦❦= ♦❢ L1 ❜❡❧♦♥❣

/♦ /❤❡ =❡6✐❡= ❆6/❤✉6✐❛♥ ❙❛❣❛ ❛♥❞ /❤❡ ❜♦♦❦= ♦❢ L2 ❤❛✈❡ ▼❡6❧✐♥ ❛♥❞ ❆6/❤✉6 ❛=

♠❛✐♥ ❛❝/♦6=✳

❆♥♦/❤❡6 ❡①❛♠♣❧❡ ✐= ❣✐✈❡♥ ✐♥ /❛❜❧❡ ✹✳✸ ✇❤❡6❡ /❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐/② ♦❢ /❤❡ ❜♦♦❦

✏❙♣❡❝/❡6 ♦❢ /❤❡ <❛=/ ✭❙/❛6 ❲❛6=✮✑ ✐= ♣6❡=❡♥/❡❞✳ ■♥ /❤❡=❡ =✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡=✱

/❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐/✐❡= ❢♦✉♥❞ ❜② ■❖▲♦❈♦ ❛6❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✿ /❤❡② ❝♦66❡=♣♦♥❞ /♦

/❤❡ =❛♠❡ =❡6✐❡= ♦6 /♦ /❤❡ =❛♠❡ /❤❡♠❡✳ ❚❤❡=❡ ❝♦♠♠✉♥✐/✐❡= ❝❛♥ ❝❧❡❛6❧② ❜❡

❡①♣❧♦✐/❡❞ ❜② ❛ 6❡❝♦♠♠❡♥❞❛/✐♦♥ =②=/❡♠✳





k









✹✳✻✳ ❘❊▲❆❚❊❉ ❲❖❘❑ ✺✾

✹✳✻✳✶ ❊❣♦♠✉♥✐+✐❡- ♦❢ +❤❡ ✜1-+ ❧❡✈❡❧

❚♦ ❞❡$❡❝$ ❛❧❧ $❤❡ ♦✈❡*❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐$✐❡1 ♦♥ $❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉*❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ♣❛*$✐❝✲

✉❧❛* ♥♦❞❡✱ $❤❡ ❛✉$❤♦*1 ✐♥ ❬✺✵❪ ❤❛✈❡ ♣*♦♣♦1❡❞ $♦ ✉1❡❞ $❤❡ ❝♦❤❡1✐♦♥ ♦❢ ❛ 1❡$ ♦❢

♥♦❞❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛1✿

C(D) =
∆in(D)(

|D|
3

) ∆in(D)

∆in(D) + ∆out(D)
✭✹✳✶✷✮

✇❤❡*❡ D ✐1 ❛ ❝♦♠♠✉♥✐$②✱ ∆in(D) ❛♥❞ ∆out(D) ❛*❡ *❡1♣❡❝$✐✈❡❧② $❤❡ ♥✉♠❜❡*
♦❢ ✐♥$❡*♥❛❧ $*✐❛♥❣❧❡1 ♦❢ $❤❡ 1❡$ D ✭✇✐$❤ ❛❧❧ $❤*❡❡ ♥♦❞❡1 ✐♥ D ✮ ❛♥❞ $❤❡ ♥✉♠❜❡*

♦❢ $*✐❛♥❣❧❡1 ♣♦✐♥$✐♥❣ ♦✉$ ♦❢ $❤❡ 1❡$ D ✭✇✐$❤ ❡①❛❝$❧② ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ ♥♦❞❡1 ♦✉$ ♦❢

D✮✳

▲❡$ E ❜❡ 1❡$ ♦❢ ♥♦❞❡1✳ ❚❤❡ ❝♦❤❡1✐♦♥ ✐1 ✉1❡❞ $♦ ❞❡$❡❝$ $❤❡ 1❡$ ♦❢ ♦✈❡*❧❛♣♣✐♥❣

❝♦♠♠✉♥✐$✐❡1 D ♦♥ $❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉*❤♦♦❞ ♦❢ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡ u ✐♥ ❛ ❣*❛♣❤ G ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✿

✶✳ ❢*♦♠ $❤❡ ❣*❛♣❤ G ❡①$*❛❝$ $❤❡ ❣*❛♣❤ G′
❝♦♥$❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② $❤❡ 1❡$ ♦❢ ♥♦❞❡1

u ∪ Γ(u) ❛♥❞ ❛❧❧ $❤❡✐* ❧✐♥❦1❀

✷✳ ❢*♦♠ G′
*❡♠♦✈❡ ❛❧❧ $❤❡ ♥♦❞❡1 ✇✐$❤ ❞❡❣*❡❡ ♦♥❡ ❛1 $❤❡② ❝❛♥ ♥♦$ ❢♦*♠

$*✐❛♥❣❧❡1❀

✸✳ 1❡❧❡❝$ $❤❡ ♥♦❞❡ v ✇✐$❤ $❤❡ ❤✐❣❤❡1$ ❞❡❣*❡❡ ❢*♦♠ Γ(u) ❛♥❞ ❛❞❞ u ❛♥❞ v
$♦ E❀

✹✳ ✇❤✐❧❡ $❤❡*❡ ✐1 ❛ ♥♦❞❡ w : w ∈ Γ(u) ❛♥❞ w /∈ E ✇❤✐❝❤ ♣*♦❞✉❝❡1 ❛

♠❛①✐♠✉♠ ♣♦1✐$✐✈❡ ❝♦❤❡1✐♦♥ ❣❛✐♥✱ ❛❞❞ w $♦ E❀

✺✳ ❛❞❞ E $♦ D❀

✻✳ *❡♣❡❛$ $❤✐1 ♣*♦❝❡11 ❢*♦♠ 1$❡♣ ✷ ✉♥$✐❧ $❤❡*❡ ✐1 ♥♦ ♠♦*❡ ❞✐1❝♦✈❡*❡❞ ❝♦♠✲

♠✉♥✐$②

✼✳ *❡$✉*♥ D✳

❲❡ ❞♦ ♥♦$ ❤❛✈❡ *❡♣♦*$❡❞ ❛♥② ❝♦♠♣❛*✐1♦♥ ✇✐$❤ $❤✐1 ♠❡$❤♦❞ ❜❡❝❛✉1❡ ✐$

❞♦ ♥♦$ 1♦❧✈❡1 $❤❡ 1❛♠❡ ♣*♦❜❧❡♠✿ ✐$ ✜♥❞1 $❤❡ ❛❧❧ $❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐$② ✐♥ $❤❡ 1✉❜✲

❣*❛♣❤ ❝♦♠♣♦1❡❞ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ✐$1 ♥❡✐❣❤❜♦✉*1✳ ❋*♦♠ ♦✉* ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❞✉❡

$♦ $❤❡ 1✐③❡ ♦❢ $❤❡ ♥❡$✇♦*❦1 ❛♥❛❧②③❡❞ ✉1✐♥❣ $❤✐1 ♠❡$❤♦❞✱ ♦$❤❡* ♦✈❡*❧❛♣♣✐♥❣

❝♦♠♠✉♥✐$② ❞❡$❡❝$✐♦♥ $❡❝❤♥✐N✉❡1 ♣*❡1❡♥$❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣$❡* ✸ ❝❛♥ ❜❡ 1✉✐$❛❜❧❡ $♦

1♦❧✈❡ $❤✐1 ♣*♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐$ ❧❛❝❦1 1✉❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣❛*✐1♦♥✳
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✹✳✻✳✷ ▼✉❧'✐✲❡❣♦✲❝♦♠♠✉♥✐'✐❡0

▼✉❧#✐✲❡❣♦✲❝♦♠♠✉♥✐#✐❡, ❛.❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪ ❛, ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐#② ❝❡♥#.❡❞

❛.♦✉♥❞ k (k ≥ 1) ♥♦❞❡,✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉#❡ #❤❡ ♠✉❧#✐✲❡❣♦✲❝♦♠♠✉♥✐#✐❡,✱ #❤❡ ❛✉#❤♦.,
♦❢ ❬✸✻❪ ❤❛✈❡ ✜.,# ♣.♦♣♦,❡❞ ❛ ♥❡✇ ♥♦❞❡ ,✐♠✐❧❛.✐#② ♠❡❛,✉.❡ ❜❛,❡❞ ♦♥ ✐♥❢♦.♠❛✲

#✐♦♥ ❞✐✛✉,✐♦♥ ♦♥ ♥❡#✇♦.❦,✳ ❚♦ ❝♦♠♣✉#❡ #❤❡ ,✐♠✐❧❛.✐#② ❜❡#✇❡❡♥ ❛ ♥♦❞❡ u ❛♥❞
❛❧❧ #❤❡ ♦#❤❡. ♥♦❞❡, ♦❢ #❤❡ ♥❡#✇♦.❦✱ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣.♦❝❡,, ✐, ♣.♦♣♦,❡❞✿

✶✳ ✐♥✐#✐❛❧✐,❡ #❤❡ ,✐♠✐❧❛.✐#② ,❝♦.❡ ♦❢ u ✇✐#❤ ♦♥❡ ❛♥❞ #❤❡ ,❝♦.❡ ♦❢ ❛❧❧ #❤❡ ♦#❤❡.
♥♦❞❡, #♦ ③❡.♦❀

✷✳ ❛# ❡❛❝❤ ✐#❡.❛#✐♦♥✱ #❤❡ ,✐♠✐❧❛.✐#② ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐, ,❡# #♦ #❤❡ ❛✈❡.❛❣❡ ,✐♠✲

✐❧❛.✐#② ♦❢ ✐#, ♥❡✐❣❤❜♦✉.,❀

✸✳ .❡,❝❛❧❡ ❛❧❧ #❤❡ ,✐♠✐❧❛.✐#✐❡, ,♦ #❤❛# #❤❡ ❧♦✇❡,# ,✐♠✐❧❛.✐#② ✐, ,❡# #♦ 0❀

✹✳ .❡,❡# #❤❡ ,✐♠✐❧❛.✐#② ♦❢ ♥♦❞❡ u #♦ 1❀

✺✳ .❡♣❡❛# ,#❡♣, 2− 4 ✉♥#✐❧ ❝♦♥✈❡.❣❡♥❝❡✳

❚❤✐, ♣.♦❝❡❞✉.❡ ♣.♦❞✉❝❡, #❤❡ ✈❛❧✉❡, ❢♦. #❤❡ ,✐♠✐❧❛.✐#② ❝❛❧❧ ❝❛""②♦✈❡" ♦♣✐♥✐♦♥

♠❡+"✐❝ ❜② #❤❡ ❛✉#❤♦.,✳ ■# ❣✐✈❡, ❛ ✇❛② #♦ ❤❛✈❡ ❛ ,✐♠✐❧❛.✐#② ❜❡#✇❡❡♥ ❛ ❣✐✈❡♥

♥♦❞❡ ❛♥❞ ❛❧❧ #❤❡ ♦#❤❡.,✳ ❚❤❡ ,✐♠✐❧❛.✐#② ♦❢ ♥♦❞❡ u ✐, ❛❧✇❛②, .❡,❡# #♦ ♦♥❡ ❛, ✐#
♠✉,# ❛❧✇❛②, ❜❡ ♣❡.❢❡❝#❧② ,✐♠✐❧❛. #♦ ✐#,❡❧❢✳ ❚❤❡ ❡❣♦✲❝♦♠♠✉♥✐#② ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐,

#❤❡♥ #❤❡ ,❡# ♦❢ ♥♦❞❡, ♠♦.❡ ,✐♠✐❧❛. #♦ ✐#✳

❇❛,❡❞ ♦♥ #❤✐, ,✐♠✐❧❛.✐#② ♠❡❛,✉.❡✱ ❛♥❞ ❛ ,❡# ♦❢ k ♥♦❞❡, U = {u1, u2, ..., uk}
#❤❡ ♠✉❧#✐✲❡❣♦✲❝♦♠♠✉♥✐#✐❡, ❛.❡ ❞❡#❡❝#❡❞ ❛, ❢♦❧❧♦✇,✿

✶✳ ❢♦. ❛❧❧ ♥♦❞❡, ♦❢ #❤❡ ♥❡#✇♦.❦✱ ❡✈❛❧✉❛#❡ #❤❡ ,✐♠✐❧❛.✐#✐❡, #♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢

#❤❡ ,❡# U ❀

✷✳ #❤❡ ,✐♠✐❧❛.✐#② ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ v #♦ #❤❡ ,❡# U ✐, ❣✐✈❡♥ ❜② #❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦. #❤❡
❣❡♦♠❡#.✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐#, ,✐♠✐❧❛.✐#✐❡, #♦ ♥♦❞❡, ♦❢ U ❀

❚❤❡ ♠✉❧#✐✲❡❣♦✲❝♦♠♠✉♥✐#② ♦❢ ❛ ,❡# ♦❢ ♥♦❞❡, ✐, #❤❡♥ #❤❡ ,❡# ♦❢ ♥♦❞❡, ♠♦.❡

,✐♠✐❧❛. #♦ #❤✐, ,❡#✳

❲❡ ❞♦ ♥♦# ❤❛✈❡ .❡♣♦.#❡❞ ❛♥② ❝♦♠♣❛.✐,♦♥ ✇✐#❤ #❤✐, ❛♣♣.♦❛❝❤ ❜❡❝❛✉,❡ ✐#

✇❛, ♣♦,#❡.✐♦. #♦ ♦✉. ❝♦♥#.✐❜✉#✐♦♥,✳
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✹✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣&❡'❡♥)❡❞ ♥❡✇ ❛❧❣♦&✐)❤♠' ❢♦& ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)② ✐❞❡♥)✐✜❝❛)✐♦♥ ✐♥ '♦❝✐❛❧

♥❡)✇♦&❦' )❤❛) ♣❡&❢♦&♠ ❜❡))❡& )❤❛♥ ❛❧❧ )❤❡ ❝♦♠♣❛&❡❞ ♠❡)❤♦❞' ✐♥ )❡&♠ ♦❢

❛❝❝✉&❛❝②✳ ■❖▲♦❈♦ ✐' ❛❜❧❡ )♦ ✐❞❡♥)✐❢② )❤❡ ♦✈❡&❧❛♣♣✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡' ♦❢

❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦❞❡✱ ❛ '✐)✉❛)✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛&✐'❡' ❢&❡>✉❡♥)❧② ✐♥ &❡❛❧ '♦❝✐❛❧ ♥❡)✇♦&❦' ❛♥❞

✐' ♥♦) ❤❛♥❞❧❡❞ ❝♦&&❡❝)❧② ❜② )❤❡ ❛❧❣♦&✐)❤♠' ✇✐)❤ ✇❤✐❝❤ )❤❡ ❝♦♠♣❛&✐'♦♥' ✇❡&❡

♣❡&❢♦&♠❡❞✳

❚❤❡ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉& ❛♣♣&♦❛❝❤❡' ✇❡&❡ ❛''❡''❡❞ ♦♥ '②♥)❤❡)✐❝ ❛♥❞ &❡❛❧

✇♦&❧❞ ❞❛)❛✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ )♦ )❤❡ ❞❛)❛'❡) ❆♠❛③♦♥ ✷✵✵✻ '❤♦✇' )❤❛) )❤❡

❝♦♠♠✉♥✐)✐❡' ♣&♦❞✉❝❡❞ ❛&❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ✉'❡❞ )♦ ❡♥❤❛♥❝❡ &❡❝♦♠✲

♠❡♥❞❛)✐♦♥ '②')❡♠'✳

❚❤❡ ❞❡)❡❝)✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡' ✐' ❥✉') ❛ )♦♦❧ ❢♦& ♠♦&❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡)✇♦&❦

❛♥❛❧②'✐' )❛'❦'✳ ■♥ &❡❛❧ ✇♦&❧❞ '♦❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥'✱ )❤❡ ♥❡)✇♦&❦' ❛&❡ ✉'✉❛❧❧② ✈❡&②

❞②♥❛♠✐❝ ✭♥♦❞❡' ❛♥❞ ❧✐♥❦' ❛&❡ ❝&❡❛)❡❞ ❛♥❞ ❞❡❧❡)❡❞✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣)❡&

✇✐❧❧ ♣&❡'❡♥) ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)② ✐❞❡♥)✐✜❝❛)✐♦♥ )♦ ❡♥❤❛♥❝❡ )❤❡

♣&❡❞✐❝)✐♦♥ ♦❢ '♦♠❡ ✉'❡&'✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉&' ✐♥ '♦❝✐❛❧ ♥❡)✇♦&❦'✳
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❈❍❆#❚❊❘ ✺

▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐1② ✐❞❡♥1✐✜❝❛1✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞

1♦ 1❤❡ ♣8❡❞✐❝1✐♦♥ ♦❢ ✉:❡8 ❜❡❤❛✈✐♦✉8:

✏■ ❜❡❧✐❡✈❡ '❤❛' ✐❢ ②♦✉ .❤♦✇ ♣❡♦♣❧❡ '❤❡ ♣1♦❜❧❡♠. ❛♥❞ ②♦✉ .❤♦✇ '❤❡♠ '❤❡ .♦❧✉'✐♦♥.

'❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦✈❡❞ '♦ ❛❝'✳✧

✲ ❇✐❧❧ ●❛%❡'

✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉*+ ♦❢ ✉+❡*+ ❛*❡ ♦❢-❡♥ +♦❝✐❛❧ ♦* ✈✐*❛❧ ✐♥ -❤❡ +❡♥+❡ -❤❛- ♦♥❡ ✉+❡* ✇✐❧❧

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦* ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❤✐+ ♦* ❤❡* ❢*✐❡♥❞+✳ ■- -❤✉+ ♠❛❦❡+ +❡♥+❡ -♦ ✉+❡

-❤❡ +♦❝✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝-✐♦♥+ ♦❢ ❛ ✉+❡* ✐♥ ♦*❞❡* -♦ ♣*❡❞✐❝- ❤✐+✴❤❡* ❜❡❤❛✈✐♦✉*+ ♠♦*❡

❛❝❝✉*❛-❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥-✉✐-✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ✉+✐♥❣ +♦❝✐❛❧ -✐❡+ ✐+ -❤❛- ❝❧♦#❡ ❢&✐❡♥❞#

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠♦*❡ ❛ ✉+❡* ✐♥ -❤❡ ❛❞♦♣-✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉* ❬✾✻❪✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡

✐+ -❤❡♥ -♦ ✐❞❡♥-✐❢② -❤❡ +❡- ♦❢ ❝❧♦#❡ ❢&✐❡♥❞# ♦❢ ❡❛❝❤ ✉+❡*✳ ■♥ -❤✐+ ❝❤❛♣-❡* ✇❡

♣*♦♣♦+❡ -♦ ♠♦❞❡❧ -❤✐+ ♥♦-✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦#❡ ❢&✐❡♥❞# ✉+✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐-✐❡+✳

■♥ -❤✐+ ❝❤❛♣-❡*✱ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐-② ❛♥❛❧②+✐+ ✐+ ❛♣♣❧✐❡❞ -♦ -✇♦ ❞✐✛❡*❡♥- ❞②✲

♥❛♠✐❝ ✉+❡*+✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉*+✳ ❚❤❡ ✜*+- ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ -❤❛- ✇✐❧❧ ❜❡ +-✉❞✐❡❞ ✐+ -❤❡

❝❤✉*♥✳ ❚❤❡ -❡*♠ ❝❤✉*♥ ✐+ ❞❡*✐✈❡❞ ❢*♦♠ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ -✉&♥✳ ■- ♠❡❛♥+ -❤❡ ❞✐+✲

❝♦♥-✐♥✉❛-✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥-*❛❝-✳ ❈❤✉*♥ ♣*❡❞✐❝-✐♦♥ ✐+ ❛ ✇❡❧❧ +-✉❞✐❡❞ ❞❛-❛ ♠✐♥✐♥❣

-❛+❦ ✐♥ -❤❡ ❝♦♥-❡①- ♦❢ -❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ♥❡-✇♦*❦+ ❬✶✺✺❪✳ ■- ❝♦♥+✐+-+ ♦❢ ♣*❡✲

❞✐❝-✐♥❣ ✇❤❡-❤❡*✱ ✐♥ ❛ ♥❡❛* ❢✉-✉*❡✱ ❛ ✉+❡* ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ ❤✐+ ♣*❡+❡♥- ♦♣❡*❛-♦* ❢♦*

❛♥♦-❤❡* ♦♥❡✳ ❲✐-❤ -❤❡ ♠✉❧-✐♣❧✐❝❛-✐♦♥ ♦❢ +♦❝✐❛❧ ♥❡-✇♦*❦ ♣❧❛-❢♦*♠+ -❤❛- ❣❡♥✲

❡*❛❧❧② ♣*♦✈✐❞❡ +✐♠✐❧❛* ❢✉♥❝-✐♦♥❛❧✐-✐❡+✱ ❛ +✉❜+❝*✐❜❡* ♦❢ ❛ ♣❛*-✐❝✉❧❛* ♣❧❛-❢♦*♠

❝❛♥ ❞❡❝✐❞❡ -♦ ❝❤✉*♥ ❛♥❞ +✇✐-❝❤ -♦ ❛♥♦-❤❡* ♥❡-✇♦*❦✳ ❚❤✐+ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❛+

♦❜+❡*✈❡❞ ♦♥ +❡✈❡*❛❧ ♣❧❛-❢♦*♠+ ✇❤❡♥ ❋❛❝❡❜♦♦❦ ❛**✐✈❡❞ ♦♥ -❤❡ ♦♥❧✐♥❡ +♦❝✐❛❧

♥❡-✇♦*❦ ♠❛*❦❡-✳

✻✸



✻✹

❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ▲❖❈❆▲ ❈❖▼▼❯◆■❚❨ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ ❆##▲■❊❉ ❚❖ ❚❍❊

#❘❊❉■❈❚■❖◆ ❖❋ ❯❙❊❘ ❇❊❍❆❱■❖❯❘❙

❚❤❡ ❝♦♥&'✐❜✉&✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐(②✲❜❛,❡❞ ❛&&'✐❜✉&❡- ❢♦' ❝❤✉'♥ ♣'❡❞✐❝✲

&✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❧❧✉-&'❛&❡❞ ❤❡'❡ ♦♥ ❛ ❞❛&❛-❡& ♣'♦✈✐❞❡❞ ❜② ❙❦②'♦❝❦ ✭❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳

'❦②*♦❝❦✳❝♦♠✮✳ ❙❦②'♦❝❦ ✐- ❛ ❧❛'❣❡ ♦♥❧✐♥❡ ❜❧♦❣ ♥❡&✇♦'❦ ✇❤❡'❡ ✉-❡'- ❝❛♥ ❡-✲

&❛❜❧✐-❤ ❢'✐❡♥❞-❤✐♣ '❡❧❛&✐♦♥-✳ ■& ✐- &❤❡♥ ♣♦--✐❜❧❡ &♦ ❝♦♠♣✉&❡ &❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐&✐❡-

✐♥ &❤✐- ❢'✐❡♥❞-❤✐♣ ♥❡&✇♦'❦✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ &❤✐- ✇♦'❦ ✐- &♦ -❤♦✇ &❤❛& &❤❡ ❧♦❝❛❧

❝♦♠♠✉♥✐&✐❡- ♦❢ ✉-❡'- ✐♥ '❡❛❧ ❢'✐❡♥❞-❤✐♣ -♦❝✐❛❧ ♥❡&✇♦'❦- -✉❝❤ ❛- ❙❦②'♦❝❦✱ ♣'♦✲

❞✉❝❡ '❡❧❡✈❛♥& ❛&&'✐❜✉&❡- ❢♦' &❤❡ ❝♦♥-&'✉❝&✐♦♥ ♦❢ ❛ -✉♣❡'✈✐-❡❞ ❧❡❛'♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❢♦' ❝❤✉'♥ ♣'❡❞✐❝&✐♦♥✳

❚❤❡ -❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&② ❛♥❛❧②-✐- &♦ ♣'❡❞✐❝& ✉-❡'-✬ ❜❡✲

❤❛✈✐♦✉'- ✐- -♦❝✐❛❧ '❡❝♦♠♠❡♥❞❛&✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ &❤❡ ✐♥❝'❡❞✐❜❧❡ ❛♠♦✉♥& ♦❢ ✐&❡♠-

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ✇❡❜ -&♦'❡- ❧✐❦❡ ❆♠❛③♦♥ ❬✽✺❪✱ ✐& ✐- ✈❡'② ❞✐✣❝✉❧& ❢♦' ❛ ✉-❡' &♦ ✜♥❞

&❤❡ '✐❣❤& ✐&❡♠ ❤❡✴-❤❡ ♠❛② ✇❛♥& &♦ ❣❡& ♦' ♣✉'❝❤❛-❡✳ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❡' ❙②-&❡♠-

❛--✐-& ✉-❡'- ✐♥ &❤✐- &❛-❦✳ ■♥ ❛ ✇❡❧❧ -&✉❞✐❡❞ ❝❧❛-- ♦❢ '❡❝♦♠♠❡♥❞❛&✐♦♥ -②-&❡♠-

❝❛❧❧❡❞ ✉-❡'✲❜❛-❡❞ ❝♦❧❧❛❜♦'❛&✐✈❡ ✜❧&❡'✐♥❣ ❬✼✻✱ ✸❪✱ ❛ ✉-❡' ❣❡&-✱ ❛- '❡❝♦♠♠❡♥❞❛✲

&✐♦♥-✱ ✐&❡♠- ❛❧'❡❛❞② ♣✉'❝❤❛-❡❞

✶

❜② ✉-❡'- -✐♠✐❧❛' &♦ ❤✐♠✴❤❡'✳ ❚❤✐- -✐♠✐❧❛'✐&②

✐- ❣❡♥❡'❛❧❧② ❜❛-❡❞ ♦♥ ❝♦♠♠♦♥ ♣✉'❝❤❛-❡ ❤❛❜✐&-✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✇❤❡♥ ❛ ✉-❡' ❞♦ ♥♦&

❛❧'❡❛❞② ❤❛✈❡ ♣✉'❝❤❛-❡❞ ♠❛♥② ✐&❡♠-✱ ❤❡✴-❤❡ ❝❛♥♥♦& ❣❡& '❡❝♦♠♠❡♥❞❛&✐♦♥- ✭♦'

❥✉-& ❛ ❢❡✇✮ ❜❡❝❛✉-❡ ❤❡✴-❤❡ ✐- ♠♦'❡ -✐♠✐❧❛' &♦ ✉-❡'- ❛❧-♦ ✇✐&❤♦✉& ♠❛♥② ✐&❡♠-✳

❚♦ ♦✈❡'❝♦♠❡ &❤✐- ♣'♦❜❧❡♠ ✭'❡❢❡''❡❞ ❛- ❝♦❧❞ -&❛'& ❬✹✸❪✮ '❡❝♦♠♠❡♥❞❛&✐♦♥- ❝❛♥

'❡❧② ♦♥ &❤❡ ✏'❡❛❧ ❢'✐❡♥❞-✑ ♦❢ &❤❡ ✉-❡' ❜❛-❡❞ ♦♥ ❤✐-✴❤❡' ❡①♣❧✐❝✐& -♦❝✐❛❧ ♥❡&✇♦'❦✳

❚❤❡-❡ ♠❡&❤♦❞- ❛'❡ ❝❛❧❧❡❞ -♦❝✐❛❧ '❡❝♦♠♠❡♥❞❛&✐♦♥✳ ❆❧&❤♦✉❣❤ ✇❤❡♥ ❛ ✉-❡' ✐-

♥❡✇ &♦ ❛ ♣❧❛&❢♦'♠✱ ❤❡✴-❤❡ ❞♦❡- ♥♦& ❤❛✈❡ ❢'✐❡♥❞-✱ ✐& ✐- ✉-✉❛❧❧② ❡❛-✐❡-& &♦ ❧❡&

❤✐♠✴❤❡' ❝♦♥♥❡❝& &♦ ❡①✐-&✐♥❣ ❢'✐❡♥❞- ✭❜② ✐♠♣♦'&✐♥❣ ❤✐- ❡♠❛✐❧-✬ ❝♦♥&❛❝&-✱ ❢♦'

❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ ❛❧'❡❛❞② '❡❣✐-&❡'❡❞ ❛❞❞'❡--❡-✮ &❤❛♥ ♠❛❦❡ ❤✐♠ ❜✉② ♠❛♥②

♣'♦❞✉❝&-✳ ■♥ &❤✐- ❝❤❛♣&❡'✱ ✇❡ ♣'♦♣♦-❡ ❛ ✇❛② &♦ ✉-❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&✐❡- ❢♦'

-♦❝✐❛❧ '❡❝♦♠♠❡♥❞❛&✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥&'✐❜✉&✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&✐❡- &♦ -♦❝✐❛❧ '❡❝✲

♦♠♠❡♥❞❛&✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❧❧✉-&'❛&❡❞ ✉-✐♥❣ &✇♦ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ '❡❛❧ ❞❛&❛-❡&-✿ ❋❧✐①(❡1

❛♥❞ ▲❛,(❋▼✳

❚❤❡ '❡-& ♦❢ &❤✐- ❝❤❛♣&❡' ✐- ♦'❣❛♥✐③❡❞ ❛- ❢♦❧❧♦✇-✿ ✐♥ -❡❝&✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❡ ♣'❡-❡♥&

&❤❡ ❝❤✉'♥ ♣'❡❞✐❝&✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠ ✐♥ &❤❡ ❝♦♥&❡①& ♦❢ -♦❝✐❛❧ ♥❡&✇♦'❦-❀ -❡❝&✐♦♥ ✺✳✸

♣'❡-❡♥&- &❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&② ❛♥❛❧②-✐- &♦ -♦❝✐❛❧ '❡❝♦♠♠❡♥❞❛✲

&✐♦♥❀ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② -❡❝&✐♦♥ ✺✳✹ ♣'❡-❡♥&- -♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉-✐♦♥- ❛♥❞ ♣❡'-♣❡❝&✐✈❡-✳

❈♦♥#❡♥#%

✺✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✺✳✷ ❈❤✉&♥ ♣&❡❞✐❝%✐♦♥ ✐♥ 3♦❝✐❛❧ ♥❡%✇♦&❦3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
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❛❧❧② ✐♠♣♦"(❛♥(✱ .♦❝✐❛❧ (✐❡. ♦" ❧✐♥❦. ❛"❡ ❛❧.♦ "❡❧❡✈❛♥( ❢♦" ❝❤✉"♥ ♣"❡❞✐❝(✐♦♥ ❬✸✼❪

❜❡❝❛✉.❡ ♣❡♦♣❧❡ ❢♦"♠ ❝♦♠♠✉♥✐(✐❡. ❛♥❞ ❛"❡ ♠♦"❡ ❛❝(✐✈❡ ✇✐(❤ ♠❡♠❜❡". ✇✐(❤✐♥

(❤❡✐" ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐(✐❡. (❤❛♥ ✇✐(❤ ♠❡♠❜❡". ♦✉(.✐❞❡ (❤❡✐" ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐(✐❡.✳

■( ❢♦❧❧♦✇. (❤❛( ✐❢ ♠❛♥② ♠❡♠❜❡". ♦❢ ❛ ✉.❡".✬ ❝♦♠♠✉♥✐(② .(♦♣ ✉.✐♥❣ ❛ .❡"✈✐❝❡✱

(❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ ✇✐(❤ ✇❤♦♠ (❤✐. ✉.❡" ❝❛♥ ✐♥(❡"❛❝( (❤"♦✉❣❤ (❤❛( .❡"✈✐❝❡

❞❡❝"❡❛.❡.✱ ❛♥❞ (❤❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐(② (❤❛( ❤❡ ❛❧.♦ ❝❤✉"♥. ❣❡(. ❤✐❣❤❡"✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧

❝♦♠♠✉♥✐(② ♦❢ ❛ ✉.❡" ❝❛♥ (❤❡"❡❢♦"❡ ❜❡ ♠✐♥❡❞ (♦ ♣"♦✈✐❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐&②✲❜❛+❡❞

❛(("✐❜✉(❡. ❢♦" ❝❤✉"♥ ❡①♣❧❛♥❛(✐♦♥✳

❖✉" ♠❡(❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦❧❧♦✇. ❛ .✉♣❡"✈✐.❡❞ ❧❡❛"♥✐♥❣ ❛♣♣"♦❛❝❤ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ .✉♠✲

♠❛"✐.❡❞ ❛. ❢♦❧❧♦✇.✿

• ❛( (❤❡ .(❛"( ♦❢ (❤❡ ❧❡❛"♥✐♥❣ ♣❡"✐♦❞✱ (❤❡ ♥❡(✇♦"❦ ♦❢ ❛❝(✐✈❡ ✉.❡" ✐. ❡①✲

("❛❝(❡❞❀

• ❛( (❤❡ ❡♥❞ ♦❢ (❤❡ ❧❡❛"♥✐♥❣ ♣❡"✐♦❞✱ ♥♦❞❡ ❛(("✐❜✉(❡. ❛♥❞ ♥❡(✇♦"❦✲❞❡"✐✈❡❞

❛(("✐❜✉(❡. ❛"❡ ❡①("❛❝(❡❞ ❛♥❞ ❛ .✉♣❡"✈✐.❡❞ ❧❡❛"♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✉.✐♥❣ (❤❡.❡

❛(("✐❜✉(❡. ✐. ❝♦♥.("✉❝(❡❞❀

• (❤❡ ❝♦♥.("✉❝(❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐. ✉.❡❞ (♦ ❞❡(❡❝( (❤❡ ❝❤✉"♥❡". ❢♦" (❤❡ ♣"❡❞✐❝(✐♦♥

♣❡"✐♦❞✳

❚❤✐. ♠❡(❤♦❞♦❧♦❣② ✐. ❣❡♥❡"❛❧ ❛♥❞ ✐. ✐❧❧✉.("❛(❡❞ ✐♥ ✜❣✉"❡ ✺✳✶✳ ■♥ (❤❡ ♥❡①(

.❡❝(✐♦♥ ❛ ❝♦♥❝"❡(❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣"❡.❡♥(❡❞ ♦♥ ❛ "❡❛❧ ❞❛(❛.❡(✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✿ ❊①♣❡$✐♠❡♥/❛❧ 2❡/✉♣ ✉2❡❞ ❢♦$ ❝❤✉$♥ ♣$❡❞✐❝/✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✿ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛❣❡ ♦❢ /❤❡ ❙❦②$♦❝❦✬2 2♦❝✐❛❧ 2✐/❡✳

✺✳✷✳✷ ❉❛%❛&❡% ❞❡&❝*✐♣%✐♦♥ ❛♥❞ ❛%%*✐❜✉%❡& ❡①%*❛❝%✐♦♥

❙❦②$♦❝❦ ✭❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳'❦②*♦❝❦✳❢*✮ ✐2 ❛ 2♦❝✐❛❧ ♣❧❛/❢♦$♠ ✇❤❡$❡ ✉2❡$2 ✭❝❛❧❧❡❞

✏2❦②♥❛✉/❡2✑✮ ❝❛♥ ✭❛♠♦♥❣ ♦/❤❡$ ❛❝/✐♦♥2✮ ❝$❡❛/❡ ❜❧♦❣2✱ ❛❞❞ ❝♦♠♠❡♥/2✱ ❝$❡❛/❡

/❛❣2 ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ❡①♣❧✐❝✐/❧② ❢$✐❡♥❞2❤✐♣ $❡❧❛/✐♦♥2✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❛/❛2❡/ ♦❢ ❙❦②$♦❝❦

❤❛2 31.3× 106 ♥♦❞❡2 ✭/❤❡ ✉2❡$2✬ ♣$♦✜❧❡2✮ ❛♥❞ 1.17× 109 ❧✐♥❦2 ✭/❤❡ ❢$✐❡♥❞2❤✐♣
$❡❧❛/✐♦♥2✮✳ ❋✐❣✳ ✶✵ 2❤♦✇2 ❛ 2❝$❡❡♥2❤♦/ ♦❢ /❤❡ ❙❦②$♦❝❦ ❙♦❝✐❛❧ ◆❡/✇♦$❦✳

❚❤❡ ❞❛/❛2❡/ ✉2❡❞ ❢♦$ /❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥/❛/✐♦♥2 ✐2 ❝♦♥2/$✉❝/❡❞ ❛2 ❢♦❧❧♦✇2 ✭❋✐❣✳ ✾✮✿

❢$♦♠ /❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❡/✇♦$❦✱ /❤❡ 2✉❜✲❣$❛♣❤ ♦❢ ❛❝/✐✈❡ ✉2❡$2 ✐♥ ▼❛$❝❤ 2011 ✐2 ❡①✲
/$❛❝/❡❞✱ ❜❡❝❛✉2❡ ❝❤✉$♥ ♣$❡❞✐❝/✐♦♥ ✐2 ♦♥❧② $❡❧❡✈❛♥/ ❢♦$ ❛❝/✐✈❡ ✉2❡$2 /❤❛/ ❜❡❝♦♠❡

✐♥❛❝/✐✈❡✳ ❆ ✉2❡$ ✐2 ❛❝/✐✈❡ ✐❢ ❤❡ ❤❛2 ♠❛❞❡ ❛/ ❧❡❛2/ ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝/✐♦♥ /♦ /❤❡ ♣❧❛/✲

❢♦$♠ ❞✉$✐♥❣ /❤❡ ❝♦♥2✐❞❡$❡❞ ♣❡$✐♦❞ ♦❢ /✐♠❡✳ ■♥ /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♦♥❧② /❤✐2 ❣$❛♣❤

❢♦$♠❡❞ ❜② ❛❝/✐✈❡ ✉2❡$2 ✐2 /❛❦❡♥ ✐♥/♦ ❛❝❝♦✉♥/✳

❆❢/❡$ /❤❛/✱ ❛❧❧ /❤❡ ♥♦❞❡2 /❤❛/ ❤❛✈❡ ♠♦$❡ /❤❛♥ 5, 000 ✭/❤✐2 /❤$❡2❤♦❧❞ ✇❛2
♣$♦✈✐❞❡❞ ❜② /❤❡ ❙❦②$♦❝❦✮ ❢$✐❡♥❞2 ❛$❡ $❡♠♦✈❡❞ ❜❡❝❛✉2❡ /❤❡② ❣❡♥❡$❛❧❧② $❡♣$❡✲
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2.24 × 106 127.428 × 106

31.3 × 106 1.17 × 109

50, 000

1 547 21
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❙♦♠❡ ❛,,-✐❜✉,❡0 ❢♦- ❝❤✉-♥ ♣-❡❞✐❝,✐♦♥

❆,,-✐❜✉,❡ ♥❛♠❡ ❉❡0❝-✐♣,✐♦♥

✶ ❉❡❣-❡❡ ❚❤❡ ❞❡❣-❡❡ ♦❢ ,❤❡ ♥♦❞❡

✷ ❈❈ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝❧✉0,❡-✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ♦❢ ,❤❡ ♥♦❞❡

✸ ❆❝,✐✈✐,② ❚❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ,✐♠❡ ,❤❡ ♥♦❞❡ ❤❛0 ♠❛❞❡ ❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥

❞✉-✐♥❣ ,❤❡ ❧❡❛-♥✐♥❣ ♠♦♥,❤

✹ ❉❛②0❆❢,❡-▲❛0,❈♦♥ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ❞❛②0 0✐♥❝❡ ,❤❡ ❧❛0, ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♥♦❞❡

❞✉-✐♥❣ ,❤❡ ❧❡❛-♥✐♥❣ ♠♦♥,❤

✺ ▲♦❝❛❧❈♦♠❙✐③❡ ❚❤❡ 0✐③❡ ♦❢ ,❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,② ✐✳❡✳ ,❤❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ ♥♦❞❡0

♦❢ ,❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,②

✻ ▲♦❝❛❧■♥F-♦♣ ❚❤❡ ✐♥,❡-♥❛❧ ♣-♦♣♦-,✐♦♥ ✐✳❡✳ ,❤❡ ♣-♦♣♦-,✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠✲

♠✉♥✐,②✬0 ♥♦❞❡ ❞✐-❡❝,❧② ❝♦♥♥❡❝,❡❞ ,♦ ,❤❡ 0,❛-,✐♥❣ ♥♦❞❡

✼ ▲♦❝❛❧❆✈❣❉❡❣-❡❡ ❚❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ❞❡❣-❡❡ ♦❢ ,❤❡ ♥♦❞❡0 ✐♥0✐❞❡ ,❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠✲

♠✉♥✐,②

✽ ▲♦❝❛❧F-♦♣■♥❛❝, ❚❤❡ ♣-♦♣♦-,✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡0 ✐♥0✐❞❡ ,❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,② ,❤❛,

❛-❡ ❛❧-❡❛❞② ✐♥❛❝,✐✈❡

✾ ▲♦❝❛❧❆✈❣❆❝, ❚❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ❛❝,✐✈✐,② ❢♦- ,❤❡ ♥♦❞❡0 ♦❢ ,❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉✲

♥✐,②

✶✵ ◆❡✐❣❙✐③❡ ❚❤❡ 0✐③❡ ♦❢ ,❤❡ ✜-0, ♥❡✐❣❤❜♦-❤♦♦❞

✶✶ ◆❡✐❣❆✈❣❉❡❣-❡❡ ❚❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ❞❡❣-❡❡ ♦❢ ,❤❡ ✜-0, ♥❡✐❣❤❜♦-❤♦♦❞

✶✷ ◆❡✐❣F-♦♣■♥❛❝,✳ ❚❤❡ ♣-♦♣♦-,✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡0 ✐♥0✐❞❡ ,❤❡ ✜-0, ♥❡✐❣❤❜♦-❤♦♦❞

,❤❛, ❛-❡ ❛❧-❡❛❞② ✐♥❛❝,✐✈❡

✶✸ ◆❡✐❣❆✈❣❆❝, ❚❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ❛❝,✐✈✐,② ❢♦- ,❤❡ ♥♦❞❡0 ♦❢ ,❤❡ ✜-0, ♥❡✐❣❤❜♦-✲

❤♦♦❞

✶✹ ◆❡✐❣✷❙✐③❡ ❚❤❡ 0✐③❡ ♦❢ ,❤❡ 0❡❝♦♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦-❤♦♦❞

✶✺ ◆❡✐❣✷❆✈❣❉❡❣-❡❡ ❚❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ❞❡❣-❡❡ ♦❢ ,❤❡ 0❡❝♦♥❞ ◆❡✐❣❤❜♦-❤♦♦❞

✶✻ ◆❡✐❣✷F-♦♣■♥❛❝, ❚❤❡ ♣-♦♣♦-,✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡0 ✐♥0✐❞❡ ,❤❡ ✜-0, ◆❡✐❣❤❜♦-❤♦♦❞

,❤❛, ❛-❡ ❛❧-❡❛❞② ✐♥❛❝,✐✈❡

✶✼ ◆❡✐❣✷❆✈❣❆❝, ❚❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ❛❝,✐✈✐,② ❢♦- ,❤❡ 0❡❝♦♥❞ ◆❡✐❣❤❜♦-❤♦♦❞

✶✽ ▲♦✉✈❛✐♥❙✐③❡ ❚❤❡ 0✐③❡ ♦❢ ,❤❡ ▲♦✉✈❛✐♥✬0 ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,② ,❤❡ ♥♦❞❡

❜❡❧♦♥❣0 ,♦

✶✾ ▲♦✉✈❛✐♥❆✈❣❉❡❣-❡❡ ❚❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ❞❡❣-❡❡ ♦❢ ,❤❡ ▲♦✉✈❛✐♥✬0 ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,②

,❤❡ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣0 ,♦

✷✵ ▲♦✉✈❛✐♥F-♦♣■♥❛❝,✳ ❚❤❡ ♣-♦♣♦-,✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡0 ✐♥0✐❞❡ ,❤❡ ▲♦✉✈❛✐♥✬0 ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠✲

♠✉♥✐,② ,❤❡ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣0 ,♦ ,❤❛, ❛-❡ ❛❧-❡❛❞② ✐♥❛❝,✐✈❡

✷✶ ▲♦✉✈❛✐♥❆✈❣❆❝, ❚❤❡ ❛✈❡-❛❣❡ ❛❝,✐✈✐,② ❢♦- ,❤❡ ▲♦✉✈❛✐♥✬0 ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,②

,❤❡ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣0 ,♦

✷✷ ◆♦, ❛❝,✐✈❡❄ ❚❤❡ ,❛-❣❡, ❛,,-✐❜✉,❡ ✇❡ ✇❛♥, ,♦ ♣-❡❞✐❝,
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#❘❊❉■❈❚■❖◆ ❖❋ ❯❙❊❘ ❇❊❍❆❱■❖❯❘❙

❋✐❣✉$❡ ✺✳✹✿ ❆ ❝❡♥-$❛❧ ♥♦❞❡ ❛♥❞ ✐-2 ✜$2- ♥❡✐❣❤❜♦✉$❤♦♦❞ ✭✐♥♥❡$ ❝✐$❝❧❡✮✱ ✐-2

2❡❝♦♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉$❤♦♦❞ ✭♦✉-❡$ ❝✐$❝❧❡✮ ❛♥❞ ✐-2 ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐-② ✭♥♦❞❡2 ✐♥ ❜♦❧❞✮✳

✭◆❡✐❣❙✐③❡✮ ✐2 ❧❛$❣❡✱ $❛♥❣✐♥❣ ❢$♦♠ 1 -♦ 4, 644 ✇✐-❤ ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ 669✳ ❚❤❡ 2❡❝♦♥❞
♥❡✐❣❤❜♦✉$❤♦♦❞ 2✐③❡ ✭◆❡✐❣✷❙✐③❡✮ ✐2 ❡✈❡♥ ❧❛$❣❡$ ✭4 -♦ 423, 089 ✇✐-❤ ❛ ♠❡❛♥ ♦❢
79, 702✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ -❤❡ 2✐③❡2 ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐-✐❡2 ✭▲♦✉✈❛✐♥❙✐③❡✮ ❛$❡ ❛2 ✉2✉❛❧
✈❡$② ❤❡-❡$♦❣❡♥❡♦✉2✱ $❛♥❣✐♥❣ ❢$♦♠ 2 -♦ 511, 457 ✇✐-❤ ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ 359, 625✳ ❚❤✉2✱
-❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐-✐❡2 ❛$❡ ❜② ❢❛$ -❤❡ 2♠❛❧❧❡2- 2❡-2 ♦❢ ♥♦❞❡2 -❤❛- ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥✲

2✐❞❡$✳ ❚❤✐2 ❧❡❛❞2 -♦ ❛ ❢❛2-❡$ ❛❧❣♦$✐-❤♠ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇2 ✉2 -♦ ❢♦❝✉2 ♦♥ -❤❡ ♠♦2-

✐♠♣♦$-❛♥- ♥❡✐❣❤❜♦✉$2✳

■♥ -❤✐2 ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥✱ -❤❡ ❝❤✉$♥ ♣$♦❜❧❡♠ ❝♦♥2✐2-2✱ 2-❛$-✐♥❣ ❢$♦♠ ❛ 2❡- ♦❢

❛❝-✐✈❡ ✉2❡$2 ❜② -❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ▼❛$❝❤✱ -♦ ♦❜2❡$✈❡ -❤❡✐$ ❛❝-✐✈✐-② ❞✉$✐♥❣ -❤❡ ♠♦♥-❤

♦❢ ❆♣$✐❧ ✐♥ ♦$❞❡$ -♦ ♣$❡❞✐❝- ✇❤✐❝❤ ✉2❡$2 ✇✐❧❧ ❝❤✉$♥ ✐♥ ▼❛②✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ✐2 -♦

2❤♦✇ -❤❡ ❝♦♥-$✐❜✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✭❧♦❝❛❧✮ ❝♦♠♠✉♥✐-② ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ ❝❤✉$♥ ♣$❡❞✐❝-✐♦♥✳

❚❤✐2 ✐2 ♣$❡2❡♥-❡❞ ✐♥ -❤❡ ♥❡①- 2❡❝-✐♦♥✳

✺✳✷✳✸ ❊①♣❡(✐♠❡♥,❛,✐♦♥/ ❛♥❞ (❡/✉❧,/

❱❛$✐♦✉2 ♠♦❞❡❧2✱ ❜❛2❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡$❡♥- 2✉❜2❡-2 ♦❢ ❛--$✐❜✉-❡2✱ ✇❡$❡ ❜✉✐❧-✳ ■♥✲

✜♥✐0❡✐♥1✐❣❤0✱ ❛ -♦♦❧ ♣$♦✈✐❞❡❞ ❜② ❑❳❊◆ ✭✇✇✇✳❦①❡♥✳❝♦♠✮ ✭-❤❛- ✐2 ❦♥♦✇♥ -♦

❜❡ ✈❡$② ❡✣❝✐❡♥- ❬✷✺✱ ✹✻❪✮ ✐2 ✉2❡❞ -♦ ✐❞❡♥-✐❢② -❤❡ ♠♦2- $❡❧❡✈❛♥- ❛--$✐❜✉-❡2✱

❛♠♦♥❣2- -❤❡ ❛--$✐❜✉-❡2 ❡♥✉♠❡$❛-❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤✐2 ✐2 ❞♦♥❡ ✉2✐♥❣ -❤❡✐$ ❝♦♥-$✐❜✉✲

-✐♦♥2 -♦ -❤❡ ✉♥❞❡$❧②✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ -❤✐2 ❝♦♥-❡①-✱ -❤❡ ♦✉-♣✉- ♦❢ ■♥✜♥✐-❡✐♥2✐❣❤-

✐2 ❛ $❛♥❦✐♥❣ ♦❢ -❤❡ ❛--$✐❜✉-❡2 ❝♦♥2✐❞❡$❡❞ ❛2 ❡①♣❧❛♥❛-♦$② ✈❛$✐❛❜❧❡2✳ ❙♦♠❡ ❝❧❛2✲

2✐❝❛❧ $❛♥❦✐♥❣ -♦♦❧2 ❢♦$ ❧♦❣✐2-✐❝ $❡❣$❡22✐♦♥ ❛$❡ ❛❧2♦ ✉2❡❞ -♦ ❝♦♥✜$♠ -❤✐2 $❛♥❦✐♥❣

❛♥❞ ❢♦$ $❡♣$♦❞✉❝✐❜✐❧✐-② ♣✉$♣♦2❡2✳



−1 1

C γ



✼✷

❈❍❆#❚❊❘ ✺✳ ▲❖❈❆▲ ❈❖▼▼❯◆■❚❨ ■❉❊◆❚■❋■❈❆❚■❖◆ ❆##▲■❊❉ ❚❖ ❚❍❊

#❘❊❉■❈❚■❖◆ ❖❋ ❯❙❊❘ ❇❊❍❆❱■❖❯❘❙

✷✳ "❤❡ ♥♦❞❡ ❛"")✐❜✉"❡-❀

✸✳ "❤❡ ♥♦❞❡ ❛"")✐❜✉"❡- ❛♥❞ "❤❡ ✜)-" ♥❡✐❣❤❜♦)❤♦♦❞ ❛"")✐❜✉"❡-❀

✹✳ "❤❡ ♥♦❞❡ ❛"")✐❜✉"❡- ❛♥❞ "❤❡ -❡❝♦♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦)❤♦♦❞ ❛"")✐❜✉"❡-❀

✺✳ "❤❡ ♥♦❞❡ ❛"")✐❜✉"❡- ❛♥❞ "❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"② ❛"")✐❜✉"❡-❀

✻✳ "❤❡ ♥♦❞❡ ❛"")✐❜✉"❡- ❛♥❞ "❤❡ ▲♦✉✈❛✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐"② ❛"")✐❜✉"❡-❀

✼✳ ❛❧❧ "❤❡ ❛"")✐❜✉"❡- ❡①❝❡♣" ▲♦✉✈❛✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐"② ❛"")✐❜✉"❡-❀

✽✳ "❤❡ ✜)-" ♥❡✐❣❤❜♦)❤♦♦❞ ❛"")✐❜✉"❡-❀

✾✳ "❤❡ ♥♦❞❡ -❡❝♦♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦)❤♦♦❞ ❛"")✐❜✉"❡-❀

✶✵✳ "❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"② ❛"")✐❜✉"❡-❀

✶✶✳ "❤❡ ▲♦✉✈❛✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐"② ❛"")✐❜✉"❡-✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧- ✇❡)❡ ")❛✐♥❡❞ ❛♥❞ "❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ "♦ "❤❡ "❡-" -❡" ✐♥ ♦)❞❡) "♦

❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ ❆)❡❛ ❯♥❞❡) ❘❖❈ ❈✉)✈❡ ✭❆❯❈✮ ✇❛- ❝♦♠♣✉"❡❞✳ ❋♦) -❛❦❡ ♦❢

❝♦♠♣❛)✐-♦♥✱ "❤❡ ❆❯❈ ♦❜"❛✐♥❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ♠❡"❤♦❞ ❜② ❉❛-❣✉-"❛ ❡" ❛❧✳ ✭❙Q❆✮

❬✸✼❪ ✐- ❛❧-♦ ❞✐-♣❧❛②❡❞✳

❚❤❡ ❘❡❝❡✐✈❡) ❖♣❡)❛"✐♥❣ ❈❤❛)❛❝"❡)✐-"✐❝ ✭❘❖❈✮ ❝✉)✈❡ ✐- ❛ ♣❧♦" ♦❢ "❤❡  !✉❡

♣♦&✐ ✐✈❡ !❛ ❡ ❛❣❛✐♥-" "❤❡ ❢❛❧&❡ ♣♦&✐ ✐✈❡ !❛ ❡ ❢♦) "❤❡ ❞✐✛❡)❡♥" ♣♦--✐❜❧❡ ❞❡❝✐&✐♦♥

 ❤!❡&❤♦❧❞&✳ ❚❤❡ ❛)❡❛ ✉♥❞❡) "❤✐- ❝✉)✈❡ )❡♣)❡-❡♥"- ❤♦✇ ✇❡❧❧ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥

-❡♣❛)❛"❡ "❤❡ "✇♦ ❝❧❛--❡-✳

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ♣)❡-❡♥"- "❤❡ )❡-✉❧"- ♦❢ "❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥"- ✉-✐♥❣ "❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❡)❢♦)✲

♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛"♦)-✳ ❚❤❡ )❡-✉❧"- ❛)❡ )❛♥❦❡❞ ❜② "❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❆❯❈ ✇❤✐❝❤ ✐- "❤❡

♠♦-" )❡❧❡✈❛♥" ♣❡)❢♦)♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛"♦) ❜❡❝❛✉-❡ "❤❡ ❝❧❛--❡- ❛)❡ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞✳

❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜-❡)✈❡ ❢)♦♠ "❛❜❧❡ ✺✳✷ "❤❛" "❤❡ ❜❡-" ♠♦❞❡❧ ✐- ♦❜"❛✐♥❡❞ ❜② ✉-✐♥❣

❛❧❧ "❤❡ ❛"")✐❜✉"❡-✳ ❚❤✐- ✐❧❧✉-")❛"❡- "❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ )♦❜✉-"♥❡-- ♦❢ ❙❱▼ ♠♦❞❡❧-✱

✇❤✐❝❤ ❛)❡ ❛❜❧❡ "♦ ❝♦♣❡ ✇✐"❤ ❛ ❧♦" ♦❢ ✈❛)✐❛❜❧❡-✳ ❚❤❡ -❡❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐- "❤❡ ♦♥❡

✇✐"❤ ❛❧❧ ✈❛)✐❛❜❧❡- ❡①❝❡♣" "❤♦-❡ ❡①")❛❝"❡❞ ❢)♦♠ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"✐❡-✳ ❚❤✐- ✐-

♥♦" ❛ -✉)♣)✐-❡✱ ❜❡❝❛✉-❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"✐❡- ❛)❡ "♦♦ ❧❛)❣❡ ❢♦) "❤✐- ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥

❛♥❞ "❤✉- ❛)❡ ♥♦" ❛❜❧❡ "♦ ❝❛♣"✉)❡ "❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞②♥❛♠✐❝- ♦❢ "❤❡ ♥❡"✇♦)❦✳ ❚❤❡

❧♦❝❛❧ ❝✐)❝❧❡ "❤❛" ❣✐✈❡- "❤❡ ❜❡-" ♣)❡❞✐❝"✐♦♥ ✐- "❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"② ❝♦♠♣✉"❡❞

✇✐"❤ ■❖▲♦❈♦✳

❚❤❡ -❡❝♦♥❞ ♠♦-" ❡✣❝✐❡♥" ♠♦❞❡❧ ✭❜♦❧❞❡❞ ✐♥ "❛❜❧❡ ✺✳✷✮ ✐- ❜❛-❡❞ ♦♥❧② ♦♥ "❤❡

❛"")✐❜✉"❡- ❝♦♠♣✉"❡❞ ❢)♦♠ "❤❡ ✉-❡) ❛♥❞ ✐"- ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"②✳ ❖♥ ❛✈❡)❛❣❡✱ "❤✐-

♠♦❞❡❧ ❝♦♥-✐❞❡)- "❤❡ -"❛"❡ ♦❢ ✷✶ ♥♦❞❡-✱ ✇❤✐❧❡ "❤❡ ❛✈❡)❛❣❡ ❞❡❣)❡❡ ♦❢ "❤❡ ♥♦❞❡- ✐-

✻✻✾✿ "❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"② ❛❧❧♦✇- "♦ ❢♦❝✉- ♦♥ "❤❡ ♠♦-" ✐♠♣♦)"❛♥" ♥❡✐❣❤❜♦✉)-✳
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■♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥ ✇❤❡,❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐'✐❡/ ❛,❡ ✐♥❝,❡♠❡♥'❛❧❧② ❝♦♠♣✉'❡❞ ❛♥❞

♠❛✐♥'❛✐♥❡❞✱ '❤✐/ ❧❡❛❞/ '♦ ✈❡,② ❡✣❝✐❡♥' ❡/'✐♠❛'♦,/✳

❚❤❡ ,❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐'② ✐/ ❝♦♥✜,♠❡❞ ❜② '❤❡ ♦❜/❡,✈❛'✐♦♥

'❤❛' ✇❤❡♥ '❤❡ ♥♦❞❡/ ❛'',✐❜✉'❡/ ❛,❡ ♥♦' ❝♦♥/✐❞❡,❡❞✱ '❤❡ ❜❡/' ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡

✐/ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉/✐♥❣ '❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐'② ♦♥❧②✳ ❚❤✐/ /❤♦✇/ ❝❧❡❛,❧② '❤❛' '❤❡

♠♦/' ✐♠♣♦,'❛♥' ❝♦♥',✐❜✉'✐♦♥ '♦ ❝❤✉,♥ ♣,❡❞✐❝'✐♦♥ ✐/ ♣,♦✈✐❞❡❞ ❜② '❤❡ ❧♦❝❛❧

❝♦♠♠✉♥✐'②✳

❖♥❡ ❝❛♥ ♦❜/❡,✈❡ ✐♥ '❛❜❧❡ ✺✳✷ '❤❛' '❤❡ ♠❡'❤♦❞ ❜② ❉❛/❣✉♣'❛ ❡' ❛❧✳ ✭❙A❆✮

❬✸✼❪ ❤❛/ ❛ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ '❤❛' ✐/ ❝❧♦/❡ '♦ ✇❤❛' ✐/ ♦❜'❛✐♥❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠✲

♠✉♥✐'②✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ❝♦♥',❛,② '♦ ❙A❆✱ '❤❡ ♠❡'❤♦❞ ♣,♦♣♦/❡❞ ❤❡,❡ ❝❛♥ ❡❛/✐❧②

'❛❦❡ ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' ♥♦♥ ❣,❛♣❤✲❜❛/❡❞ ❛'',✐❜✉'❡/ /✉❝❤ ❛/ ❛❣❡✱ ❣❡♥❞❡,✱ ♣,♦❢❡//✐♦♥

❛♥❞ /❛❧❛,②✳ ✐♥ '❤❡ /'❛'✐/'✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ '❤❡ ❛♣♣,♦❛❝❤ ♣,♦♣♦/❡❞ ✐♥

'❤✐/ ❝❤❛♣'❡, ✐/ ♠♦,❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛, ✇✐'❤ ❛ ❝❧❡❛, /❡♣❛,❛'✐♦♥ ❜❡'✇❡❡♥

'❤❡ ❝♦♠♣✉'❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐'② ❛♥❞ '❤❡ ❡/'✐♠❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ♦✉'❝♦♠❡✿

❜♦'❤ '❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐'② ❞❡'❡❝'✐♦♥ ❛❧❣♦,✐'❤♠ ❛♥❞ '❤❡ /'❛'✐/'✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡

,❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦'❤❡, ✈❡,/✐♦♥/ ❛❞❛♣'❡❞ '♦ /♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥/✳

❋✐♥❛❧❧②✱ '❤❡ /❡❝♦♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉,❤♦♦❞ ❧❡❛❞/ '♦ ❛ ❜❡''❡, ❆❯❈ '❤❛♥ '❤❡ ✜,/'

♦♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ✐' /'✐❧❧ ❧❡❛❞/ '♦ ❛♥ ❛❧❣♦,✐'❤♠ '❤❛' ✐/ ❧❡// ❛❝❝✉,❛'❡ ❛♥❞ ♠✉❝❤

/❧♦✇❡, '❤❛♥ '❤❡ ♦♥❡ ❜❛/❡❞ ♦♥ '❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐'②✳

❘❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❛(()✐❜✉(❡-

❚❤❡ /❡❝♦♥❞ ❡①♣❡,✐♠❡♥' ✉/❡/ ■♥✜♥✐'❡■♥/✐❣❤'✱ ❛ '♦♦❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❑❳❊◆ ✭❛

❞❛'❛ ♠✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥②✮✳ ❚❤❡ ❑✷❈✴❑✷❘ ✭❑①❡♥ ❈♦♥/✐/'❡♥' ❈♦❞❡, ❛♥❞ ❘♦❜✉/'

❘❡❣,❡//✐♦♥✮ ♠♦❞✉❧❡/ ❛,❡ ❛❜❧❡ '♦ /❡❧❡❝' '❤❡ ♠♦/' ,❡❧❡✈❛♥' ❛'',✐❜✉'❡/ ❛♥❞ ❝♦♠✲

♣✉'❡ '❤❡✐, ❝♦♥',✐❜✉'✐♦♥ '♦ '❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲✐'❤ '❤❡/❡ ♠♦❞✉❧❡/✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧'

❛ ♠♦❞❡❧ ✉/✐♥❣ ❛❧❧ '❤❡ ❛'',✐❜✉'❡/ ❡①❝❡♣' '❤♦/❡ ,❡❧❛'❡❞ '♦ '❤❡ ❛❝'✐✈✐'② ♦❢ '❤❡

♥♦❞❡ ✐'/❡❧❢✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ '❤✐/ '❡/' ✐/ '♦ ✐❞❡♥'✐❢② '❤❡ '♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛'',✐❜✉'❡/ '❤❛'

❤❛✈❡ '❤❡ ♠♦/' ✐♠♣♦,'❛♥' ❝♦♥',✐❜✉'✐♦♥✳ ❚❤❡ ,❡/✉❧'/ ❛,❡ /❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉,❡ ✺✳✺✳

■' ❝❛♥ ❜❡ /❡❡♥ ❢,♦♠ ✜❣✉,❡ ✺✳✺ '❤❛' '❤❡ ♠♦/' ,❡❧❡✈❛♥' '♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛'',✐❜✉'❡

❢♦, ❝❤✉,♥ ♣,❡❞✐❝'✐♦♥ ✐/  !♦♣■♥❛❝( ✿ '❤❡ ♣,♦♣♦,'✐♦♥ ♦❢ ✐♥❛❝'✐✈❡ ♠❡♠❜❡,/ ♦❢ '❤❡

❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐'②✳ ❚❤✐/ ,❡/✉❧' ,❡✐♥❢♦,❝❡/ '❤❡ ✐♥'✉✐'✐♦♥ '❤❛' ♥♦❞❡/ ❛,❡ ❤✐❣❤❧② ✐♥✲

✢✉❡♥❝❡❞ ❜② '❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉,/ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐'② ♠❡♠❜❡,/✿ '❤❡ ♠♦/' ✐♠♣♦,'❛♥'

❡①♣❧✐❝❛'✐✈❡ ❢❛❝'♦, ♦❢ ❝❤✉,♥ ✐/ '❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❢,✐❡♥❞/ ✐♥ '❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐'②

'❤❛' ❝❤✉,♥❡❞ ❞✉,✐♥❣ '❤❡ ♣❡,✐♦❞ ♦❢ ♦❜/❡,✈❛'✐♦♥✳ ❚❤✐/ ❣❡♥❡,❛❧✐③❡/ '❤❡ ,❡/✉❧' ♦❢

❬✸✼❪ ✇❤❡,❡ ✐' ✇❛/ /❤♦✇♥ '❤❛' '❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❢,✐❡♥❞/ ✭♥❡✐❣❤❜♦✉,/ ✇✐'❤ /',♦♥❣

❧✐♥❦/✮ '❤❛' ❤❛✈❡ ❝❤✉,♥❡❞✱ ❤❛/ ❛ ❣,❡❛' ✐♠♣❛❝' ♦♥ ❝❤✉,♥ ♣,❡❞✐❝'✐♦♥✳

❋✐❣✉,❡ ✺✳✺ ❛❧/♦ /❤♦✇/ '❤❛' '❤❡ /❡❝♦♥❞ ♠♦/' ,❡❧❡✈❛♥' '♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛'',✐❜✉'❡

✐/ '❤❡ ♣,♦♣♦,'✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡/ '❤❛' ❛,❡ ✐♥❛❝'✐✈❡ ✐♥ '❤❡ /❡❝♦♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉,❤♦♦❞

✭◆❡✐❣✷■♥❛❝( !♦♣✮✳ ❚❤✐/ ✐/ ❝♦♥/✐/'❡♥' ✇✐'❤ '❤❡ ♣,❡✈✐♦✉/ '❡/' ✿ ❛❢'❡, '❤❡ ❧♦❝❛❧

❝♦♠♠✉♥✐'②✱ '❤❡ /❡❝♦♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉,❤♦♦❞ ♣,♦❞✉❝❡/ '❤❡ ♠♦/' ,❡❧❡✈❛♥' ❛'',✐❜✉'❡/✳
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*❡)✐♥❣✱ ❛ ✉"❡) u ❣❡* )❡❝♦♠♠❡♥❞❛*✐♦♥" ❢)♦♠ ✐*❡♠" *❤❛* ❛)❡ ♠♦)❡ "✐♠✐❧❛) *❤❛♥

*❤❡ ✐*❡♠" ❤❡✴❤❡) ❤❛" ❛❧)❡❛❞② ♣✉)❝❤❛"❡❞✳ ■♥ *❤❡ ♣❛)*✐❝✉❧❛) ❝❛"❡ ♦❢ ✉"❡) ❜❛"❡❞

❝♦❧❧❛❜♦)❛*✐✈❡ ✜❧*❡)✐♥❣✱ ❛♥ ✐♠♣♦)*❛♥* H✉❡"*✐♦♥ ✐" ❤♦✇ *♦ ❞❡✜♥❡ *❤❡ "✐♠✐❧❛)✐*②

❜❡*✇❡❡♥ ✉"❡)" ✐♥ ♦)❞❡) *♦ ♣❡)❢♦)♠ *❤❡ )❡❝♦♠♠❡♥❞❛*✐♦♥"✳ ●✐✈❡♥ ❛ )❛*✐♥❣ ♠❛✲

*)✐① R ✇✐*❤ R(u, p) = r ✐❢ ✉"❡) u ❤❛" ❣✐✈❡♥ *❤❡ )❛*✐♥❣ r *♦ *❤❡ ♣)♦❞✉❝* p *❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "✐♠✐❧❛)✐*② ❢✉♥❝*✐♦♥" ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡*✇❡❡♥ ✉"❡)"✿

Cos(u, v) =
R(u).R(v)

||R(u)||||R(v)||
✭✺✳✶✮

Pearson(u, v) =
Cov(R(u), R(v))

σR(u)σR(v)

✭✺✳✷✮

❖♥❡ ♣)♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉"❡)✲❜❛"❡❞ ❝♦❧❧❛❜♦)❛*✐✈❡ ✜❧*❡)✐♥❣ ✉"✐♥❣ *❤❡"❡ ❢✉♥❝*✐♦♥"✱

✉"✉❛❧❧② )❡❢❡))❡❞ ❛" ❝♦❧❞ $%❛'% ❬✶✹✵❪ ✐" *❤❛* ♥❡✇ ✉"❡)" ❝❛♥♥♦* ❣❡* )❡❝♦♠♠❡♥❞❛✲

*✐♦♥" ❜❡❝❛✉"❡ *❤❡② ❛)❡ ♠♦"* "✐♠✐❧❛) ✇✐*❤ ♦*❤❡) ♣❡♦♣❧❡ ✇✐*❤♦✉* ❛♥② ♣)♦❞✉❝*"✳

■❢ *❤❡ ❝♦♥*❡♥* ✐" ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛ ❝♦♥*❡♥*✲❜❛"❡❞ ♦) ❛♥ ❤②❜)✐❞ ♠❡*❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣

"♦❧✈❡ *❤✐" ♣)♦❜❧❡♠✳ ❖*❤❡)✇✐"❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ "♦❧✈❡ *❤✐" ♣)♦❜❧❡♠ ✉"✐♥❣ "♦❝✐❛❧ )❡❝✲

♦♠♠❡♥❞❛*✐♦♥ ❛" ❞✐"❝✉""❡❞ ✐♥ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "✉❜✲"❡❝*✐♦♥✳

✺✳✸✳✷ $%♦♣♦(❡❞ ❙♦❝✐❛❧ %❡❝♦♠♠❡♥❞❛2✐♦♥ ♠♦❞❡❧

❙♦❝✐❛❧ )❡❝♦♠♠❡♥❞❛*✐♦♥" ❛)❡ )❡❝♦♠♠❡♥❞❛*✐♦♥" *❤❛* )❡❧② ♦♥ ♦♥❡✬" "♦❝✐❛❧ ❝♦♥✲

♥❡❝*✐♦♥" ✐♥ ♦)❞❡) *♦ ♠❛❦❡ ♣❡)"♦♥❛❧✐③❡❞ )❡❝♦♠♠❡♥❞❛*✐♦♥" ♦❢ ❛❞"✱ ❝♦♥*❡♥*✱

♣)♦❞✉❝*"✱ ❛♥❞ ♣❡♦♣❧❡ ❬✾✷❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ H✉❡"*✐♦♥ ❤❡)❡ ✐" ❤♦✇ *♦ ❝❤♦♦"❡ *❤❡

"♦❝✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝*✐♦♥ *♦ )❡❧② ♦♥ ❢♦) )❡❝♦♠♠❡♥❞❛*✐♦♥✳ ❆" ❢♦) *❤❡ ❝❤✉)♥ ♣)♦❜❧❡♠

❞❡"❝)✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ♠❛♥② "♦❝✐❛❧ ❝✐)❝❧❡" ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥"✐❞❡)❡❞✳

❯"❡)" ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ *♦ *❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐*② ♦❢ ❛ ♣❛)*✐❝✉❧❛) ✉"❡) u ❛)❡ ❡①♣❡❝*❡❞
*♦ ♣)♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞" )❡❝♦♠♠❡♥❞❛*✐♦♥" *♦ ❤✐♠✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱ ✐❢ ❛ ♠❡♠❜❡) v ♦❢ *❤❡
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❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐(② ♦❢ u ✐❢ ❝♦♥♥❡❝(❡❞ (♦ u ✇✐(❤ ❛ /❤♦0(❡0 ♣❛(❤ (❤❛♥ ❛♥♦(❤❡0

♠❡♠❜❡0 w✱ (❤❡♥ v ✐/ ❡①♣❡❝(❡❞ (♦ ❜❡ ♠♦0❡ 0❡❧✐❛❜❧❡ ❢♦0 u (❤❛♥ w✳ ❚❤❡/❡

(✇♦ ❤②♣♦(❤❡/✐/ ❢♦0♠ (❤❡ ❜❛/✐/ ♦❢ ♦✉0 ♣0♦♣♦/❡❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐(②✲❜❛/❡❞ /♦❝✐❛❧

0❡❝♦♠♠❡♥❞❛(✐♦♥ /❝♦0❡✳ ❋♦0 ✉/❡0 u ❛♥❞ ❛♥ ✐(❡♠ i✱ (❤✐/ /❝♦0❡ ♣0♦❞✉❝❡/ ❛ ✈❛❧✉❡

❜② ❝♦♠♣✉(✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤(❡❞ ❛✈❡0❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ (❤❡ 0❛(✐♥❣✱ ❢♦0 ✐(❡♠ i✱ ❢♦0 ❛❧❧ ✉/❡0/

❜❡❧♦♥❣✐♥❣ (♦ (❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐(② ♦❢ u✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ (❤✐/ ✇❡✐❣❤(✐♥❣ ❛✈❡0❛❣❡ ✐/ (♦

♠❛❦❡ ♠♦0❡ ❝❧♦/❡ ❢0✐❡♥❞/ ✐♥ (❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐(② ♣❛0(✐❝✐♣❛(❡ ♠♦0❡✳ ▼♦0❡ ❢♦0♠❛❧❧②✱

(❤❡ /❝♦0❡ ❢♦0 ❛ ✉/❡0 u ♦♥ ❛♥ ✐(❡♠ i ✐/ (❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

LComScore(u, i) =

∑
v∈LC(u) R(v, i)× f(d(u, v))
∑

v∈LC(u) f(d(u, v))
✭✺✳✸✮

LC(u) ✐/ (❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐(② ♦❢ ♥♦❞❡ u✱ (d(u, v)) ✐/ (❤❡ ❞✐/(❛♥❝❡ ❜❡(✇❡❡♥

♥♦❞❡/ u ❛♥❞ v✱ ✐♥ (❡0♠/ ♦❢ /❤♦0(❡/( ♣❛(❤/ ❛♥❞ f ✐/ ❛ ✉/❡0 ❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝(✐♦♥ (♦

✇❡✐❣❤( (❤❡ ❞✐/(❛♥❝❡✳ ❚✇♦ ♣❛0(✐❝✉❧❛0 ❝❤♦✐❝❡/ ❢♦0 f ❛0❡ ✿ (❤❡ ❝♦♥/(❛♥( ❢✉♥❝(✐♦♥

f1(x) = 1 ❛♥❞ (❤❡ ❢✉♥❝(✐♦♥ f2 /✉❝❤ (❤❛( f2(x) = 1 ✐❢ d(u, v) = 1 ❛♥❞ 0
♦(❤❡0✇✐/❡✳

✺✳✸✳✸ ❊✈❛❧✉❛(✐♦♥

❉❛"❛#❡"#

❚♦ ❞❡♠♦♥/(0❛(❡ (❤❡ ✉/❡❢✉❧♥❡// ♦❢ ♦✉0 ♠❡(❤♦❞✱ ✇❡ ♣0❡/❡♥( /♦♠❡ 0❡/✉❧(/ ♦♥

✈❛0✐♦✉/ ❞❛(❛/❡(/ (0❛❞✐(✐♦♥❛❧❧② ✉/❡❞ ✐♥ (❤❡ ❧✐(❡0❛(✉0❡✳ ❚❤❡/❡ ❞❛(❛/❡(/ ❛0❡ ❝❤❛0✲

❛❝(❡0✐③❡❞ ❜② (❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ✉/❡0/✱ ✐(❡♠/✱ ♣0❡❢❡0❡♥❝❡/ ✭✐♠♣❧✐❝✐( ♦0 ❡①♣❧✐❝✐(✮ ❛♥❞

❡①✐/(✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐( /♦❝✐❛❧ 0❡❧❛(✐♦♥/❤✐♣/✿

• ▲❛/(❢♠✿ (❤✐/ ❞❛(❛/❡( ❝♦♥(❛✐♥/ ✾✷ ✽✸✹ ❧✐/(❡♥✐♥❣ ✐♥❢♦0♠❛(✐♦♥ ♦❢ ✶✼✱✻✸✷

❛0(✐/(/ ❜② ✶✱✽✾✷ ✉/❡0/ ♦❢ ❧❛/(❢♠✳❝♦♠✳ ❚❤❡0❡ ✐/ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐( ❢0✐❡♥❞/✬ ♥❡(✲

✇♦0❦ ✇✐(❤ ✷✺✱✹✸✹ ❧✐♥❦/✳

• ❋❧✐①/(❡0✿ (❤✐/ ❞❛(❛/❡( ❝♦♥(❛✐♥/ ✽✱✷ ▼ 0❛(✐♥❣/ ♦❢ ❛❜♦✉( ✹✾✱✵✵✵ ♠♦✈✐❡/

❜② ❛❜♦✉( ✶ ▼ ✉/❡0/✳ ❚❤❡0❡ ✐/ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐( ❢0✐❡♥❞/✬ ♥❡(✇♦0❦ ✇✐(❤ ✷✻✳✼ ▼

❧✐♥❦/✳

❊✈❛❧✉❛"✐♦♥ ♠❡"-✐❝#

❚♦ ❡✈❛❧✉❛(❡ ✇❤❡(❤❡0 0❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐(❡♠/ ✇❡0❡ ❛❞❡N✉❛(❡ ❢♦0 (❤❡ ✉/❡0❀ ❢♦0

❡①❛♠♣❧❡✱ 0❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✐(❡♠/ ✇❡0❡ ❧❛(❡0 ❝♦♥/✉♠❡❞✳ ❲❡ (❤✉/ ❤❛✈❡ ❛ (❛0❣❡(

/❡( ❢♦0 ❡❛❝❤ ✉/❡0 ✇❤✐❝❤ 0❡♣0❡/❡♥(/ (❤❡ /❡( ♦❢ ✐(❡♠/ ❤❡ ❝♦♥/✉♠❡❞ ❛❢(❡0 ❜❡✐♥❣

0❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳ ❚❤✐/ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥(❡❞ ❜② /♣❧✐((✐♥❣ (❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛(❛/❡(

✐♥(♦ ❚0❛✐♥✐♥❣ ✴ ❚❡/(✐♥❣ /✉❜/❡(/ ✭(❛❦✐♥❣ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( (✐♠❡ /(❛♠♣/ ✐❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮✳

■♥ (❤✐/ ❝❛/❡✱ ♠❡(0✐❝/ ❛0❡ (❤♦/❡ ❝❧❛//✐❝❛❧❧② ✉/❡❞ ✐♥ ✐♥❢♦0♠❛(✐♦♥ 0❡(0✐❡✈❛❧✿
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• Recall@k ❛♥❞ Precision@k ❛#❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛&✿

Recall@k =
1

L

∑

a

|Ra ∩ Ta|

|Ta|
✭✺✳✹✮

Precision@k =
1

L

∑

a

|Ra ∩ Ta|

k
✭✺✳✺✮

✇❤❡#❡ Ra = {ia1, i
a
2, ..., i

a
k} ✐& 0❤❡ &❡0 ♦❢ k ✐0❡♠& #❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ 0♦ a✱ ❛♥❞

Ta ✐& 0❤❡ 0❛#❣❡0 &❡0 ❢♦# a✳

• Fβ − measure ✿ Fβ ✐& ❞❡&✐❣♥❡❞ 0♦ 0❛❦❡ ✐♥0♦ ❛❝❝♦✉♥0 ❜♦0❤ #❡❝❛❧❧ ❛♥❞

♣#❡❝✐&✐♦♥❀ F1 ✐& 0❤❡ ♠♦&0 ❝♦♠♠♦♥❧② ✉&❡❞✳ Fβ ✐& ❞❡✜♥❡❞ ❛&✿

Fβ =
1 + β2 × Precision@k ×Recall@k

β2 × Precision@k +Recall@k
✭✺✳✻✮

• MAP@k ✭▼❡❛♥ ❆✈❡#❛❣❡ B#❡❝✐&✐♦♥✮ ✇❛& ✉&❡❞✱ ❢♦# ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ 0❤❡ ▼✐❧✲

❧✐♦♥ ❙♦♥❣ ❉❛0❛&❡0 ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✭❤!!♣✿✴✴❦❛❣❣❧❡✳❝♦♠✴❝✴♠.❞❝❤❛❧❧❡♥❣❡✮ ❀

✐0 ✐& ❞❡✜♥❡❞ ❛&✿

MAP@k =
1

L

L∑

a=1

1

k

k∑

i=1

Pai

i
× 1ai ✭✺✳✼✮

✇❤❡#❡ Pai ✐& 0❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❝♦##❡❝0 #❡❝♦♠♠❡♥❞❛0✐♦♥& 0♦ ✉&❡# a ✐♥ 0❤❡

✜#&0 i #❡❝♦♠♠❡♥❞❛0✐♦♥& ✭precision@i ❢♦# ✉&❡# ❛✮ ❛♥❞ 1ai = 1 ✐❢ ✐0❡♠ ❛0

#❛♥❦ i ✐& ❝♦##❡❝0 ✭❢♦# ✉&❡# a✮✱ 0 ♦0❤❡#✇✐&❡✳

❘❡"✉❧%" ❛♥❞ ❞✐"❝✉""✐♦♥

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ♣#♦♣♦&❡❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐0② ❜❛&❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦# &♦❝✐❛❧ #❡❝✲

♦♠♠❡♥❞❛0✐♦♥ ✐& ♣#❡&❡♥0❡❞ ✐♥ 0❛❜❧❡ ✺✳✺✳ ■♥ 0❤❛0 0❛❜❧❡✱ ▲❈❘ &0❛♥❞& ❢♦# ❧♦❝❛❧

❝♦♠♠✉♥✐0② #❡❝♦♠♠❡♥❞❡# ❛♥❞ ❲▲❈❘ &0❛♥❞& ❢♦# ✇❡✐❣❤0❡❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐0②

#❡❝♦♠♠❡♥❞❡#✳ ■♥ 0❤❛0 ✇❡✐❣❤0❡❞ ✈❡#&✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉&❡❞ 0❤❡ f2 ✇❡✐❣❤0✐♥❣ ❢✉♥❝✲

0✐♦♥ ❞❡✜♥❡& ❛❜♦✈❡✳ ❆❧❧ #❡&✉❧0& ❛#❡ 0❤❡ ♠❡❛♥ ❢♦# ❛❧❧ 0❤❡ ✉&❡#&✳ ❆& ♦♥❡ ❝❛♥

&❡❡ ✐♥ 0❛❜❧❡ ✺✳✺✱ ❲▲❈❘ ❣✐✈❡& 0❤❡ ❜❡&0 #❡&✉❧0& ✇✐0❤ 0❤❡ &♠❛❧❧❡&0 &❡0 ♦❢ ✉&❡#&✳

❆❧0❤♦✉❣❤ ✐0 ✐& ♣♦&&✐❜❧❡ 0♦ ✉&❡ ♦0❤❡# ✇❡✐❣❤0✐♥❣ ❢✉♥❝0✐♦♥&✱ ♦✉# ♦❜❥❡❝0✐✈❡ ✇❛& 0♦

&❤♦✇ 0❤❛0 ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐0✐❡& ❛#❡ ❛❞❛♣0❡❞ 0♦ ♠♦❞❡❧ ❝❧♦'❡ ❢*✐❡♥❞'✳
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❅✶✵ ❋❧✐①'(❡* ❧❛'(❢♠

▼❡(❤✳✴■♥❞✳ ❙✐③❡ ▼❆& &'❡❝ ❘❡❝❛❧❧ ❙✐③❡ ▼❆& &'❡❝ ❘❡❝❛❧❧

✶'( ❝✐*❝❧❡ ✸✷✳✾✸ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✷✺ ✵✳✵✷✺ ✷✻✳✽✽ ✵✳✵✶✺ ✵✳✵✵✽ ✵✳✵✷✶✷

▲❈❘ ✻✳✸✷ ✵✳✵✷✸ ✵✳✵✷✹ ✵✳✵✷✹ ✺✳✾✷ ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✵✼ ✵✳✵✶✽✻

❲▲❈❘ ✻✳✸✷ ✵✳✵✸✵ ✵✳✵✷✾ ✵✳✵✸✷ ✺✳✾✷ ✵✳✵✶✻ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✷✺✻

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❊✈❛❧✉❛=✐♦♥ ♦❢ A♦❝✐❛❧ '❡❝♦♠♠❡♥❞❛=✐♦♥

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐)❝✉))✐♦♥)

■♥ =❤✐A ❝❤❛♣=❡'✱ ✇❡ ❤❛✈❡ A=✉❞✐❡❞ A♦♠❡ ✉A❡'A✬ ❜❡❤❛✈✐♦✉'A ♣'❡❞✐❝=✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠A

✐♥ A♦❝✐❛❧ ♥❡=✇♦'❦A✳ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐=✐❡A✱ L✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ❛❝❝✉'❛=❡❧② ❝♦♠♣✉=❛❜❧❡✱

❝❛♥ ❜❡ ✉A❡❞ =♦ ❡①='❛❝= ❛=='✐❜✉=❡A =❤❛= ❛'❡ '❡❧❡✈❛♥= ❢♦' =❤♦A❡ ♣'♦❜❧❡♠A✳

■♥ =❤❡ ♥❡①= ❝❤❛♣=❡' A♦♠❡ ♠❡=❤♦❞A =♦ ♣'❡❞✐❝= =❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠✲

♠✉♥✐=✐❡A ✇✐❧❧ ❜❡ ♣'❡A❡♥=❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ =❤❡ ❛♥❛❧②A✐A ♦❢ =❤❡ ❞②♥❛♠✐❝A ♦❢ ❧♦❝❛❧

❝♦♠♠✉♥✐=✐❡A ❝❛♥ ❝❧❡❛'❧② ❤❡❧♣ =♦ ❜❡==❡' ✉♥❞❡'A=❛♥❞ =❤❡ ✉A❡'A✬ ✐♥=❡'❛❝=✐♦♥A

❛♥❞ ❢✉=✉'❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉'A✳
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❈♦♠♠✉♥✐-✐❡/ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❡-✇♦5❦/

✧❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❛ -❡❧❛/✐♦♥0❤✐♣ ❝❤❛♥❣❡0 ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♣❡-0♦♥ ❣❡/0 0♦❜❡-✳✧

✲ ❚!❡♥$ ❘❡③♥♦!

✻✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

❙♦❝✐❛❧ ◆❡)✇♦+❦- ❛+❡ ❞②♥❛♠✐❝- ❜② ♥❛)✉+❡✿ ♥❡✇ ♥♦❞❡- ❛++✐✈❡✱ ❡①✐-)✐♥❣ ♥♦❞❡-

❧❡❛✈❡✳ ❚❤✐- ✐- ❛❧-♦ )+✉❡ ❢♦+ ❧✐♥❦-✳ ❈♦♠♠✉♥✐)② ❞❡)❡❝)✐♦♥ ♠❡)❤♦❞- ✐♥ ❝♦♠✲

♣❧❡① ♥❡)✇♦+❦- ❤❛✈❡ ❢♦+ ❧♦♥❣ ♦♥❧② ❝♦♥-✐❞❡+❡❞ )❤❡ -)❛)✐❝ ❛-♣❡❝) ♦❢ ♥❡)✇♦+❦-✿ ❛

-♥❛♣-❤♦) ♦❢ )❤❡ ❣+❛♣❤ ✐- )❛❦❡♥ ❛) ❛ ♣❛+)✐❝✉❧❛+ )✐♠❡ ❛♥❞ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡- ❛+❡

❝♦♠♣✉)❡❞✳ ❘❡❝❡♥)❧②✱ ♠❛♥② ✇♦+❦- ♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐)② ❞❡)❡❝)✐♦♥ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❡)✲

✇♦+❦- ❤❛✈❡ -)❛+)❡❞✳ ❙♦♠❡ ❛✉)❤♦+- )+② )♦ ❢♦❧❧♦✇ )❤❡ ❡✈♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡-

❛) ❞✐✛❡+❡♥) )✐♠❡✲-)❡♣- ❬✶✷✵✱ ✶✹✻✱ ✼❪✱ ♦)❤❡+ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✉♣❞❛)❡ )❤❡ ❡①✐-)✐♥❣

❝♦♠♠✉♥✐)✐❡- ✇✐)❤ )❤❡ ♥❡✇ ❡✈❡♥)- ✭❝+❡❛)✐♦♥ ♦+ ❞❡❧❡)✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡-✴❧✐♥❦-✮ ❬✶✶✼❪✳

❋✐♥❛❧❧②✱ )❤❡ ❧❛-) ❝❧❛-- ♦❢ ♠❡)❤♦❞- )+② )♦ ❞✐-❝♦✈❡+ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡- ✇❤✐❝❤ ❛+❡ ❝♦♥✲

-✐-)❡♥) ✐♥ ♠❛♥② )✐♠❡✲-)❡♣- ❬✾❪✳

❖♥❡ ♣+♦❜❧❡♠ ❛❝)✉❛❧❧② ✉♥❡①♣❧♦+❡❞ ✐- )❤❡ ♣+❡❞✐❝)✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐)② ❞②♥❛♠✲

✐❝-✿ ❦♥♦✇✐♥❣ )❤❡ ❡✈♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♥❡)✇♦+❦ ✉♥)✐❧ )❤❡ )✐♠❡✲-)❡♣ t✱ ❝❛♥ ✇❡ ♣+❡❞✐❝)

)❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡- ❛) )✐♠❡✲-)❡♣ t+ 1❄
■♥ )❤✐- ❝❤❛♣)❡+✱ ✇❡ ♣+♦♣♦-❡ )✇♦ ❣❡♥❡+❛❧ ❛♣♣+♦❛❝❤❡- ❢♦+ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡- ♣+❡✲

❞✐❝)✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜+-) ❛♣♣+♦❛❝❤ ❝♦♥-✐-)- ✐♥ ❞✐+❡❝)❧② ♣+❡❞✐❝)✐♥❣ ✇❤❡)❤❡+ ♦+ ♥♦) ❛

♣❛+)✐❝✉❧❛+ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡♠❜❡+ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐)②✳ ❚❤✐- ✐- ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣✉)✐♥❣

-♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ❛))+✐❜✉)❡- ❛♥❞ )❤❡♥ ❝♦♥-)+✉❝)✐♥❣ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛+♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦+

♣+❡❞✐❝)✐♦♥✳

❚❤❡ -❡❝♦♥❞ ♠❡)❤♦❞ ✐- ❜❛-❡❞ ♦♥ ✐♥)❡+❛❝)✐♦♥ ♣+❡❞✐❝)✐♦♥✳ ■♥ )❤✐- ❛♣♣+♦❛❝❤✱

❣✐✈❡♥ )❤❡ ❡✈♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♥❡)✇♦+❦ ✉♥)✐❧ )✐♠❡✲-)❡♣ t✱ )❤❡ ✐♥)❡+❛❝)✐♦♥- ❛+❡ ♣+❡✲

❞✐❝)❡❞ ❢♦+ )✐♠❡✲-)❡♣ t+1 ❛♥❞ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡- ❛+❡ ❝♦♠♣✉)❡❞ ✐♥ )❤❡ ♣+❡❞✐❝)❡❞

♥❡)✇♦+❦✳ ❚❤❡ ❛--✉♠♣)✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ )❤✐- ❛♣♣+♦❛❝❤ ✐- )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✐❢ ♦♥❡ ✐- ❛❜❧❡

✽✶
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 ♦ ♣#❡❞✐❝  ❤❡ ) #✉❝ ✉#❡ ♦❢  ❤❡ ♥❡ ✇♦#❦ ✇✐ ❤ ❛ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉#❛❝②✱ ❤❡ ❥✉) ♥❡❡❞)  ♦

❝♦♠♣✉ ❡  ❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐ ✐❡) ♦♥  ❤❛ ♣#❡❞✐❝ ❡❞ ♥❡ ✇♦#❦  ♦ ❤❛✈❡  ❤❡ ♣#❡❞✐❝ ✐♦♥

❢♦#  ❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐ ✐❡)✳

❆❧ ❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ♠❡ ❤♦❞) ❢♦# ❧✐♥❦) ♣#❡❞✐❝ ✐♦♥ ❡①✐) ❬✽✽❪✱  ❤❡② ❣❡♥❡#❛❧❧②

❝♦♥)✐❞❡#  ❤❛  ❤❡ ♥❡ ✇♦#❦ ✐) ❣#♦✇✐♥❣✿ ♥❡✇ ❧✐♥❦) ❛#❡ ❝#❡❛ ❡❞ ❜✉ ❡①✐) ✐♥❣ ♦♥❡)

#❡♠❛✐♥ ❢♦#❡✈❡#✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ✐♥ ♠❛♥② #❡❛❧ )♦❝✐❛❧ ♥❡ ✇♦#❦)✱ ♥❡✇ ❧✐♥❦) ❛#❡ ❝#❡❛ ❡❞

❛♥❞ ❡①✐) ✐♥❣ ❧✐♥❦) ❛#❡ #❡♠♦✈❡❞✳ ❋♦# ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ❝❛❧❧ ❣#❛♣❤✱  ❤❡ ❝♦♥ ❛❝ ) ❛

♣❛# ✐❝✉❧❛# ♣❡#)♦♥ ❝❛❧❧) ❡✈♦❧✈❡ ✇✐ ❤  ✐♠❡✿ ❤❡ ) ♦♣) ❝❛❧❧✐♥❣ )♦♠❡ ♦❢  ❤❡♠ ✭❡✳❣✳

❡① ❣✐#❧❢#✐❡♥❞✮ ❛♥❞ ) ❛# ❝❛❧❧✐♥❣ ♦ ❤❡#) ✭❡✳❣✳ ♥❡✇ ❝♦✉#)❡ ♠❛ ❡✮✳ ❚❤❡ ✐♥ ❡#❛❝ ✐♦♥

♣#❡❞✐❝ ✐♦♥ ♣#♦❜❧❡♠ ❝♦♥)✐❞❡#❡❞ ✐♥ ♦✉# )❡❝♦♥❞ ❛♣♣#♦❛❝❤ ✐)  ❤❡♥ ♠♦#❡ ❣❡♥❡#❛❧

 ❤❛♥ ❧✐♥❦ ♣#❡❞✐❝ ✐♦♥✳

❚❤✐) ❝❤❛♣ ❡# ✐) ♦#❣❛♥✐③❡❞ ❛ ❢♦❧❧♦✇✿ ❙❡❝ ✐♦♥ 1 ♣#❡)❡♥ ) ❞✐✛❡#❡♥ ❛♣♣#♦❛❝❤❡)

❢♦# ❝♦♠♠✉♥✐ ② ❞❡ ❡❝ ✐♦♥ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❡ ✇♦#❦)✳ ❙❡❝ ✐♦♥ 2 ♣#❡)❡♥ ) ♦✉# ❛ ✲

 ❡♠♣  ♦ ❞✐#❡❝ ❧② ♣#❡❞✐❝  ❤❡ ♠❡♠❜❡#) ♦❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐ ② ✳ ❙❡❝ ✐♦♥ 3 ♣#❡)❡♥ )

 ❤❡ ♣#♦♣♦)❡❞ ♠♦❞❡❧) ❢♦# ✐♥ ❡#❛❝ ✐♦♥) ♣#❡❞✐❝ ✐♦♥ ✐♥ )♦❝✐❛❧ ♥❡ ✇♦#❦) ❛♥❞ ❤♦✇

 ♦ ❛♣♣❧②  ❤❡♠  ♦ ❝♦♠♠✉♥✐ ✐❡) ♣#❡❞✐❝ ✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡) ❛#❡ ❡✈❛❧✉❛ ❡❞

❛♥❞ ❞✐)❝✉))❡❞ ✐♥ )❡❝ ✐♦♥ 4✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ )❡❝ ✐♦♥ 5 ❞#❛✇) )♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉)✐♦♥) ❛♥❞

♣❡#)♣❡❝ ✐✈❡)✳

❈♦♥#❡♥#%

✻✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✻✳✷ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✻✳✷✳✶ ❈♦♠♠✉♥✐*② *,❛❝❦✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✻✳✷✳✷ ❈♦♠♠✉♥✐*② ✉♣❞❛*✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✻✳✷✳✸ ▲♦♥❣ *❡,♠✲❝♦♠♠✉♥✐*✐❡9 ❞❡*❡❝*✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✻✳✸ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ♣&❡❞✐❝%✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✻✳✸✳✶ ;,♦❜❛❜✐❧✐9*✐❝ ♠❡*❤♦❞9 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✻✳✸✳✷ ❚,❛♥9✐*✐✈✐*②✲❜❛9❡❞ ♠❡*❤♦❞9 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

✻✳✸✳✸ ❆**,✐❜✉*❡9✲❜❛9❡❞ ♠❡*❤♦❞9 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✻✳✹ ❆ 3✉♣❡&✈✐3❡❞ ♠❡%❤♦❞ ❢♦& ❧♦❝❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐%② ♣&❡✲

❞✐❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✻✳✺ ❈♦♠♠✉♥✐%② ♣&❡❞✐❝%✐♦♥ %❤&♦✉❣❤ ✐♥%❡&❛❝%✐♦♥3 ♣&❡✲

❞✐❝%✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✻✳✺✳✶ ■♥*❡,❛❝*✐♦♥ ♣,❡❞✐❝*✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡*✇♦,❦9 ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✻✳✻ ❊✈❛❧✉❛%✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐3❝✉33✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✻✳✶ ❉❛*❛9❡* ❉❡9❝,✐♣*✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✻✳✻✳✷ ❊✈❛❧✉❛*✐♦♥ ♦❢ ✐♥*❡,❛❝*✐♦♥ ♣,❡❞✐❝*✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽



✻✳✷✳ ❉❨◆❆▼■❈ ❈❖▼▼❯◆■❚■❊❙ ✽✸

✻✳✻✳✸ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,② ♣/❡❞✐❝,✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✻✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥) ❛♥❞ ♣❡/)♣❡❝0✐✈❡) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✻✳✷ ❉②♥❛♠✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐,✐❡.

❚❤❡#❡ ❛#❡ %✇♦ ❞✐✛❡#❡♥% ❞②♥❛♠✐❝/ %❤❛% ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥/✐❞❡#❡❞ ✐♥ ♥❡%✇♦#❦/✿ ✐♥✲

%❡#❛❝%✐♦♥ ♥❡%✇♦#❦/ ♦# ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♥❡%✇♦#❦/✳ ■♥ ✐♥%❡#❛❝%✐♦♥ ♥❡%✇♦#❦/✱ ♦♥❧② %❤❡

❡✈❡♥%/ %❤❛% ❤❛✈❡ %❛❦❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✉#✐♥❣ ❛ %✐♠❡✲/%❡♣ ❢♦#♠ %❤❡ ❧✐♥❦/ ♦❢ %❤✐/ ♣❡#✐♦❞

❛♥❞ ♦♥❧② %❤❡ ❝♦##❡/♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡/ ❛#❡ ❝♦♥/✐❞❡#❡❞✳ ❋♦# ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ /❝✐❡♥%✐✜❝

❝♦❧❧❛❜♦#❛%✐♦♥ ♥❡%✇♦#❦✱ ✐❢ %❤❡ %✐♠❡✲/%❡♣ ✐/ ♦♥❡ ♠♦♥%❤✱ ♦♥❧② ❝♦❧❧❛❜♦#❛%✐♦♥ ❞✉#✲

✐♥❣ ❡❛❝❤ ♠♦♥%❤ ❛#❡ ❝♦♥/✐❞❡#❡❞✳ ❈♦♥✈❡#/❡❧②✱ ✐♥ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♥❡%✇♦#❦/✱ ♥❡✇ ❡✈❡♥%/

❛#❡ ❥✉/% ❛♣♣❡♥❞❡❞ %♦ %❤❡ ❡①✐/%✐♥❣ ♥❡%✇♦#❦✳

❲❤❡♥ %❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉% ❝♦♠♠✉♥✐%② ❞❡%❡❝%✐♦♥ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❡%✇♦#❦/✱ %❤❡#❡ ✐/

❛❝%✉❛❧❧② ♥♦ ❝♦♥/❡♥/✉/ ❛♥❞ ❢♦#♠❛❧ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛% ✐/ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐%②✳ ❚❤❡

♣#♦♣♦/❡❞ ♠❡%❤♦❞/ ❛❧/♦ %❛❦❡ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥% ♦♥❡ ♦# ❜♦%❤ ♦❢ %❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣#❡/❡♥%❡❞

❞②♥❛♠✐❝ ♥❡%✇♦#❦/✳

❲❡ ♣#❡/❡♥% ❤❡#❡ /♦♠❡ ♠❡%❤♦❞/ ❢♦# ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡/ %#❛❝❦✐♥❣✱ ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡/

✉♣❞❛%✐♥❣✱ ❧♦♥❣✲%❡#♠ ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡/ ❞❡%❡❝%✐♦♥✳

✻✳✷✳✶ ❈♦♠♠✉♥✐*② *,❛❝❦✐♥❣

❚❤❡ ❣❡♥❡#❛❧ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ %❤✐/ ❝❧❛// ♦❢ ♠❡%❤♦❞/ ✐/ %❤❛% ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡

❝♦♠♠✉♥✐%✐❡/ ✐♥ ❡❛❝❤ %✐♠❡✲/%❡♣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥%❧② ❛♥❞ ♠❛%❝❤ %❤❡♠ ❢♦# ❡❛❝❤ ♣❛✐# ♦❢

❝♦♥/❡❝✉%✐✈❡ %✐♠❡✲/%❡♣/✳ ❇❡%✇❡❡♥ %✇♦ ❝♦♥/❡❝✉%✐✈❡ %✐♠❡✲/%❡♣/✱ ❢♦# ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉✲

♥✐%②✱ %❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✈❡♥%/ ❛#❡ ♣♦//✐❜❧❡✿ ❝♦♥%✐♥✉❛%✐♦♥✱ ❢✉/✐♦♥✱ ❞✐✈✐/✐♦♥✱ ❜✐#%❤✱

❞❡❛%❤✳ ❚❤❡ ♠❡%❤♦❞/ ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥ %❤✐/ ❝❛%❡❣♦#② ❞✐✛❡# ♦♥ %❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❜② %❤❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ %❤❡ ❛❧❣♦#✐%❤♠ ✉/❡❞ %♦ ❞❡%❡❝% %❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡/ ✐♥ ❡❛❝❤ %✐♠❡✲/%❡♣✱ ❛♥❞

❜② %❤❡ ♠❛%❝❤✐♥❣ ♠❡%❤♦❞ ✉/❡❞ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ %✐♠❡✲/%❡♣/ ♦♥ %❤❡ ♦%❤❡# ❤❛♥❞✳

D❛❧❧❛ ❡% ❛❧✳ ❬✶✷✵❪✱ ❢♦# ❡①❛♠♣❧❡✱ ❤❛✈❡ ♣#♦♣♦/❡❞ %♦ ✉/❡ %❤❡ ❝❧✐J✉❡ ♣❡#❝♦❧❛%✐♦♥

♠❡%❤♦❞ ❬✶✶✾❪ %♦ ❞❡%❡❝% %❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡/ ✐♥ ❡❛❝❤ %✐♠❡✲/%❡♣✳ ❋♦# %❤❡ ♠❛%❝❤✐♥❣

❜❡%✇❡❡♥ %✇♦ ❝♦♥/❡❝✉%✐✈❡ %✐♠❡✲/%❡♣/ ♦❢ ❛♥ ✐♥%❡#❛❝%✐♦♥ ♥❡%✇♦#❦✱ %❤❡/❡ ❛✉%❤♦#/

✜#/% ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡/ ✐♥ %❤❡ ✉♥✐♦♥ ❣%❛♣❤✳ ❉✉❡ %♦ %❤❡ ♣#♦♣❡#%✐❡/

♦❢ %❤❡ ❝❧✐J✉❡ ♣❡#❝♦❧❛%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐%② ♣#❡/❡♥% ✐♥ ❛% ❧❡❛/% ♦♥❡ ♦❢

%❤❡ %✇♦ ❝♦♥/❡❝✉%✐✈❡ %✐♠❡✲/%❡♣/ ✐/ ❝♦♥%❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡①❛❝%❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐%② ♦❢ %❤❡

✉♥✐♦♥ ❣%❛♣❤ ✭/❡❡ ❬✶✷✵❪ ❢♦# ❥✉/%✐✜❝❛%✐♦♥/✮✳ ❚❤❡ ♠❛%❝❤✐♥❣ ✐/ ✜♥❛❧❧② ❞♦♥❡ ❛/

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ✐❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐%② ♦❢ %❤❡ ✉♥✐♦♥ ❣%❛♣❤ ❝♦♥%❛✐♥/ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐%② ♦❢

%❤❡ %✐♠❡✲/%❡♣ t ❛♥❞ ♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐%② ♦❢ %❤❡ %✐♠❡✲/%❡♣ t + 1 %❤❡♥ ✐% ✐/ ❛
❝♦♥*✐♥✉❛*✐♦♥ ❡✈❡♥%✳



✽✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✻✳ ❈❖▼▼❯◆■❚■❊❙ ■◆ ❉❨◆❆▼■❈ ◆❊❚❲❖❘❑❙

• ✐❢ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐(② ♦❢ (❤❡ ✉♥✐♦♥ ❣%❛♣❤ ❝♦♥(❛✐♥, ♠♦-❡ (❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐(②

❢♦- ♦♥❡ ♦❢ (❤❡ (✇♦ ❝♦♥,❡❝✉(✐✈❡ (✐♠❡✲,(❡♣, (❤❡♥ (❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐(✐❡, ❛-❡
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❝♦♠♠✉♥✐&② ❞❡&❡❝&✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞✱ ❢♦/ &❤❡✐/ ❡①♣❡/✐♠❡♥&❛&✐♦♥%✱ &❤❡%❡ ❛✉&❤♦/%

❤❛✈❡ ✉%❡❞ &❤❡ ▲♦✉✈❛✐♥ ♠❡&❤♦❞ ❢♦/ ❝♦♠♠✉♥✐&② ❞❡&❡❝&✐♦♥ ❬✶✽❪✳ ❚❤❡ %❡❝♦♥❞

♠❡&❤♦❞ ❝♦♥%✐%&% ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❢♦/ +❤❡ ♠♦❞✉❧❛/✐+② ♦♥ ❛❧❧ &❤❡ &✐♠❡✲

%&❡♣%✳ ❚❤✐% ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✐% &❤❡♥ ♦♣&✐♠✐③❡❞ ✇✐&❤ ❛ ♣/♦❝❡❞✉/❡ %✐♠✐❧❛/ &♦ &❤❡

▲♦✉✈❛✐♥%✬ ♠❡&❤♦❞❬✶✽❪✳

▼✐&/❛ ❡& ❛❧✳ ❤❛✈❡ ♣/♦♣♦%❡❞ ❛ ♠❡&❤♦❞ ❞❡%✐❣♥❡❞ ❢♦/ ❝✐+❛+✐♦♥ ♥❡+✇♦/❦0✳ ❚❤✐%

♠❡&❤♦❞ ❝♦♥%✐%&% ✐♥ ✜/%& ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ 0✉♠♠❛/② ♥❡+✇♦/❦ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿
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• ❛ ♥♦❞❡ Ai ✐& ❝(❡❛)❡❞ ✐❢ ❛✉)❤♦( A ❤❛& ♣✉❜❧✐&❤❡❞ ❛ ♣❛♣❡( ❛) )✐♠❡ i✳

• ❛ ❧✐♥❦ ✐& ❝(❡❛)❡❞ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ♥♦❞❡& Ai ❛♥❞ Bj ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ )❤❡ ♣❛♣❡(

♣✉❜❧✐&❤❡❞ ❜② ❛✉)❤♦( A ❛) )✐♠❡ i ❝✐)❡& )❤❡ ♣❛♣❡( ♣✉❜❧✐&❤❡❞ ❜② ❛✉)❤♦( B
❛) )✐♠❡ j✳

❆ &)❛)✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐)② ❞❡)❡❝)✐♦♥ ♠❡)❤♦❞ ❝❛♥ )❤❡♥ ❜❡ ✉&❡❞ )♦ ♠✐♥❡ )❤❡ ❝♦♠♠✉✲

♥✐)② &)(✉❝)✉(❡ ✐♥ )❤✐& ❝♦♥&)(✉❝)❡❞ ♥❡)✇♦(❦✳

❚❤❡ ♣(✐♥❝✐♣❛❧ ❞(❛✇❜❛❝❦ ♦❢ )❤❡&❡ ♠❡)❤♦❞& ✐& )❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛)✐♦♥ ♠❡)❤♦❞&

❢♦( )❤❡ (❡&✉❧)&✳

✻✳✸ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ♣+❡❞✐❝.✐♦♥ ♣+♦❜❧❡♠

●✐✈❡♥ ❛ &♥❛♣&❤♦) ♦❢ ❛ &♦❝✐❛❧ ♥❡)✇♦(❦ ❛) )✐♠❡ t✱ )❤❡ ❧✐♥❦ ♣(❡❞✐❝)✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠ ✐&

)♦ ❛❝❝✉(❛)❡❧② ♣(❡❞✐❝) )❤❡ ❡❞❣❡& )❤❛) ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ )♦ )❤❡ ♥❡)✇♦(❦ ❢(♦♠ )✐♠❡

t )♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉)✉(❡ )✐♠❡ t′✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ♣(❡❞✐❝)✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠ )❤❡(❡❢♦(❡ )❛❝❦❧❡&

)❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ <✉❡&)✐♦♥✿ )♦ ✇❤❛) ❡①)❡♥) ❝❛♥ )❤❡ ❡✈♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ ❛ &♦❝✐❛❧ ♥❡)✇♦(❦

❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉&✐♥❣ ❢❡❛)✉(❡& ✐♥)(✐♥&✐❝ )♦ )❤❡ ♥❡)✇♦(❦ ✐)&❡❧❢ ❬✽✹❪❄ ❋♦(♠❛❧❧②✱

❝♦♥&✐❞❡( ❛ ♥❡)✇♦(❦ G = (V,E) ✇❤❡(❡ V ✐& )❤❡ &❡) ♦❢ ✈❡()✐❝❡& ❛♥❞ E ✐& )❤❡

&❡) ♦❢ ❧✐♥❦&✳ ❚❤❡ &❡) ♦❢ ❡❞❣❡& (u, v) ⊆ V ✇✐)❤ u 6= v✱ )❤❛) ❛(❡ ❛❜&❡♥) ✐♥ E
✐& ❞❡♥♦)❡❞ E✳ ■♥ ❛ ♣(❛❝)✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥✱ E ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥)♦ )✇♦ ♣❛()&✿

)❤❡ &❡) E ′
♦❢ ❧✐♥❦& )❤❛) ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛( ✐♥ )❤❡ ❢✉)✉(❡✱ ❛❧&♦ ❝❛❧❧❡❞ ♠✐&&✐♥❣ ❧✐♥❦&✱

❛♥❞ )❤❡ &❡) E ′′
♦❢ ❡❞❣❡& )❤❛) ✇✐❧❧ ♥❡✈❡( ❛♣♣❡❛(✳ ❈❧❡❛(❧②✱ E ′ ∪ E ′′ = E ❛♥❞

E ′ ∩E ′′ = ∅✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ❧✐♥❦ ♣(❡❞✐❝)✐♦♥ ✐& )♦ ♣(♦❞✉❝❡ <✉✐❝❦❧②✱ ❛❝❝✉(❛)❡

❛♣♣(♦①✐♠❛)✐♦♥& ❢♦( E ′
✱ ❡✈❡♥ ❢♦( ❤✉❣❡ &♦❝✐❛❧ ♥❡)✇♦(❦&✳

▲✐♥❦ ♣(❡❞✐❝)✐♦♥ ✐& ❛ ✈❡(② ❛❝)✐✈❡ (❡&❡❛(❝❤ ❛(❡❛ ❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ ✐)& ✇✐❞❡ (❛♥❣❡

♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥&✳ ❋♦( ✐♥&)❛♥❝❡✱ ✐❢ G ✐& ❛ &♦❝✐❛❧ ♥❡)✇♦(❦ (❡♣(❡&❡♥)✐♥❣ (❡❝♦(❞❡❞

✐♥)❡(❛❝)✐♦♥& ❜❡)✇❡❡♥ )❡((♦(✐&)&✱ )❤❡ ❧✐♥❦ ♣(❡❞✐❝)✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉&❡❞ )♦ ❞❡)❡❝) ✉♥✲

❞❡(❣(♦✉♥❞ (❡❧❛)✐♦♥&❤✐♣& ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡♠✳ ❖♥ )❤❡ ♦)❤❡( ❤❛♥❞✱ ❛ ❧✐♥❦ ♣(❡❞✐❝)✐♦♥

❛❧❣♦(✐)❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ )♦ ❛ ❝❧✐❡♥)&✴♣(♦❞✉❝)& ♥❡)✇♦(❦ ♣(♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❡✲

❝♦♠♠❡(❝❡ ♣❧❛)❢♦(♠✱ )♦ &✉❣❣❡&) ♣(♦❞✉❝)& )❤❛) ❛ ❝❧✐❡♥) ✐& ❧✐❦❡❧② )♦ ♣✉(❝❤❛&❡ ✐♥

)❤❡ ♥❡❛( ❢✉)✉(❡✳ ❖)❤❡( ❛❧❣♦(✐)❤♠& ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛)✐♦♥& (❡❧❛)❡❞ )♦ ❧✐♥❦ ♣(❡❞✐❝)✐♦♥

✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡)✇♦(❦& ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽✾❪✳

❲❡ ♥♦✇ ♣(❡&❡♥) &♦♠❡ ❜❛&✐❝ ❧✐♥❦ ♣(❡❞✐❝)✐♦♥ ❛❧❣♦(✐)❤♠& ❛❝❝♦(❞✐♥❣ )♦ )❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦♠❡♥❝❧❛)✉(❡✿ ♣(♦❜❛❜✐❧✐&)✐❝ ♠❡)❤♦❞&✱ )(❛♥&✐)✐✈✐)②✲❜❛&❡❞ ♠❡)❤♦❞&

❛♥❞ ❛))(✐❜✉)❡&✲❜❛&❡❞ ♠❡)❤♦❞&✳ ❆❢)❡( )❤❛) ✇❡ ✐♥)(♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡①)❡♥&✐♦♥ ♦❢ )❤❡

❧✐♥❦ ♣(❡❞✐❝)✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠ )♦ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❡)✇♦(❦&✳
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✻✳✸✳✶ $%♦❜❛❜✐❧✐+,✐❝ ♠❡,❤♦❞+

❚❤❡ ♠♦%& ♥❛✐✈❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐%&✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❧✐♥❦ ♣,❡❞✐❝&✐♦♥ ✐% &❤❡ ❘❛♥❞♦♠ ♣,❡❞✐❝&♦,

✇❤✐❝❤ ,❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦%❡% ❛ %✉❜%❡& ♦❢ ❧✐♥❦% &❤❛& ❛,❡ ♥♦& ♣,❡%❡♥& ✐♥ &❤❡ ♥❡&✇♦,❦✱

❛♥❞ ♣,❡❞✐❝&% &❤❡♠✳ ❙✐♥❝❡ &❤❡ %✉❜%❡& %❡❧❡❝&✐♦♥ ✐% ❞♦♥❡ ,❛♥❞♦♠❧②✱ &❤❡ ❛❝❝✉,❛❝②

♦❢ &❤❡ ❛❧❣♦,✐&❤♠ ✐% ❜❛%❡❞ ♦♥ ❧✉❝❦✳ ❚❤❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐&② ♦❢ ❢❛✐❧✉,❡ ♦❢ &❤❡ ❘❛♥❞♦♠

♣,❡❞✐❝&♦, ✐%

1
2
❢♦, ❛ ❣✐✈❡♥ ❧✐♥❦✳ ❚❤✐% ♠❡&❤♦❞ ❝❛♥✬& ❜❡ &❛❦❡♥ %❡,✐♦✉%❧② ✇❤❡♥

❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐&❤ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥✳ ■& ♦♥❧② %❡,✈❡% ❛% ,❡❢❡,❡♥❝❡ ♣♦✐♥&✿ ❛♥② %❡,✐♦✉%

❛❧❣♦,✐&❤♠ ♠✉%& ❤❛✈❡ ❛ ❜❡&&❡, ❛❝❝✉,❛❝②✳

❚❤❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐%&✐❝ ❛♣♣,♦❛❝❤❡% ❝❛♥ ♥❡✈❡,&❤❡❧❡%% ❜❡ ✉%❡❢✉❧ ✇❤❡♥ &❤❡,❡ ✐% ❛

♣,✐♦, ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ &❤❡ ♣,♦❜❧❡♠✳ ❋♦, ✐♥%&❛♥❝❡✱ ♠❛♥② ❝♦♠♣❧❡① ♥❛&✉,❛❧ ❛♥❞ %♦✲

❝✐❛❧ %②%&❡♠% ❛%%❡♠❜❧❡ ❛♥❞ ❡✈♦❧✈❡ &❤,♦✉❣❤ &❤❡ ❛❞❞✐&✐♦♥ ❛♥❞ ,❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ♥♦❞❡%

❛♥❞ ❧✐♥❦%✳ ❚❤✐% ❞②♥❛♠✐❝% ♦❢&❡♥ ❛♣♣❡❛,% &♦ ❜❡ ❛ %❡❧❢ ♦,❣❛♥✐③✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐%♠

❣♦✈❡,♥❡❞ ❜② ❡✈♦❧✉&✐♦♥❛,② ❧❛✇% &❤❛& ❧❡❛❞ &♦ %♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ &♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢❡❛✲

&✉,❡%✳ ❖♥❡ ♦❢ %✉❝❤ ❢❡❛&✉,❡% ✐% &❤❡ ♣♦✇❡,✲❧❛✇ ❞❡❣,❡❡ ❞✐%&,✐❜✉&✐♦♥✱ ✐✳❡✳ &❤❡

♣,♦❜❛❜✐❧✐&② &❤❛& ❛ ♥♦❞❡ ❤❛% ❞❡❣,❡❡ ❦ ✐% P (k) = k−γ
✱ ✉%✉❛❧❧② ✇✐&❤ 2 < γ ≤ 3✳

❙✉❝❤ ♥❡&✇♦,❦% ❛,❡ %❛✐❞ &♦ ❜❡ %❝❛❧❡✲❢,❡❡✳ ❋♦, %✉❝❤ ♥❡&✇♦,❦%✱ &❤❡ ✏♣,❡❢❡,❡♥&✐❛❧

❛&&❛❝❤♠❡♥& ♣,✐♥❝✐♣❧❡✑ %&❛&❡% ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ♥♦❞❡ ✐% ❛❞❞❡❞ &♦ &❤❡

♥❡&✇♦,❦ ✇✐&❤ ♠ ❡❞❣❡% &❤❛& ❧✐♥❦ &❤✐% ♥❡✇ ♥♦❞❡ &♦ ♠ ♥♦❞❡% ❛❧,❡❛❞② ♣,❡%❡♥&✱

&❤❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐&② &❤❛& &❤✐% ♥❡✇ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥♥❡❝& &♦ ❛ ♥♦❞❡ i ✇✐&❤ ❞❡❣,❡❡ di ✐%
♣,♦♣♦,&✐♦♥❛❧ &♦ di ✐✳❡ π(di) =

di
(
∑

i di)
✳ ■& ❝❛♥ ❜❡ %❤♦✇♥ &❤❛& ❛ ♥❡&✇♦,❦ ❡✈♦❧✈✐♥❣

❛❝❝♦,❞✐♥❣ &♦ &❤✐% ♣,✐♥❝✐♣❧❡✱ &❡♥❞% &♦ ❛ %❝❛❧❡✲✐♥✈❛,✐❛♥& %&❛&❡ ✇✐&❤ γ = 3 ❬✶✵✾❪✳
❈❧❡❛,❧②✱ %✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥❡&✇♦,❦ ❣,♦✇&❤ ❝♦♥%&✐&✉&❡% ❛♥ ❛ ♣,✐♦,✐ ✐♥❢♦,♠❛&✐♦♥

&❤❛& ❝❛♥ ❤❡❧♣ &♦ ❞❡%✐❣♥ ❡✣❝✐❡♥& ❧✐♥❦ ♣,❡❞✐❝&✐♦♥ ❛❧❣♦,✐&❤♠%✳ ❚❤❡ ♣,❡❢❡,❡♥&✐❛❧

❛&&❛❝❤♠❡♥& ♣,✐♥❝✐♣❧❡ ✐% ❛❧%♦ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❡❝♦♥♦♠② ❛% ❝✉♠✉❧❛&✐✈❡ ❛❞✈❛♥&❛❣❡✿ &❤❡

,✐❝❤ ❣❡&% ,✐❝❤❡, ❬✶✹✱ ✶✹✷❪✳

❚❤❡ ♣,❡❢❡,❡♥&✐❛❧ ❛&&❛❝❤♠❡♥& ✐% ❛ ❣♦♦❞ ✐❧❧✉%&,❛&✐♦♥ ♦❢ ❩❤✉ ❛♥❞ ❑✐♥③❡❧✬%

♦❜%❡,✈❛&✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐& ❣✐✈❡% &❤❡ ✇♦,%& ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ &♦ ♣❤②%✐❝❛❧

✐♥&❡,♥❡& ♥❡&✇♦,❦% ✇❤❡,❡ ❤✐❣❤ ❞❡❣,❡❡ ♥♦❞❡% ❛,❡ ,♦✉&❡,% &❤❛& ❤❛✈❡ ❛ ✈❡,② ❧♦✇

♣,♦❜❛❜✐❧✐&② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝&❡❞ ❜② ♥❡✇ ♣❤②%✐❝❛❧ ❧✐♥❡%✳

❘❡❝❡♥&❧②✱ ❋,❡♥♦ ❡& ❛❧✳ ❬✹✾❪ ❤❛✈❡ ♣,♦♣♦%❡❞ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣,♦❛❝❤ &❤❛& ✐% ♥♦& ❜❛%❡❞

♦♥ ♣❛,❛♠❡&,✐❝ ❛%%✉♠♣&✐♦♥% ❝♦♥❝❡,♥✐♥❣ &❤❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❞✐%&,✐❜✉&✐♦♥%✳ ▼♦,❡ ♣,❡✲

❝✐%❡❧②✱ &❤❡② ❤❛✈❡ ✐♥&,♦❞✉❝❡❞ &❤❡ ❋✐❡❧❞❡, ,❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ ❝❛❧❧❡❞ ❋✐❡❧❞❡,

❞❡❧&❛ %&❛&✐%&✐❝ &❤❛&✱ ❢♦, ❡❛❝❤ ❜✐♥❛,② ❡❞❣❡ ✈❛,✐❛❜❧❡ Xu,v✱ ❞❡✜♥❡% ❛ ♣♦&❡♥&✐❛❧

&❤❛& ❡♥❝❛♣%✉❧❛&❡% &❤❡ ♠❡❛%✉,❡ ♦❢ ✐&% ,♦❧❡ ✐♥ ❞❡&❡,♠✐♥✐♥❣ &❤❡ ❝♦♥♥❡❝&✐✈✐&② ♦❢

✐&% ♥❡✐❣❤❜♦✉,❤♦♦❞✳ ❚❤❡ &,✐❝❦ ✐% &❤❛& &❤❡%❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧% ❝❛♥ ❜❡ ❡%&✐♠❛&❡❞ ❢,♦♠

❞❛&❛ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ %✉✐&❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ❢✉♥❝&✐♦♥✳ ❊①♣❡,✐♠❡♥&% ♦♥ %♦♠❡ ,❡❛❧✲

✇♦,❧❞ ♥❡&✇♦,❦% ❤❛✈❡ ,❡%✉❧&❡❞ ✐♥ ❧✐♥❦ ♣,❡❞✐❝&✐♦♥ ❛❧❣♦,✐&❤♠% &❤❛& ♦✉&♣❡,❢♦,♠

&❤❡ %♦❧✉&✐♦♥% ♣,♦♣♦%❡❞ ❜② ❲❛&&%✲❙&,♦❣❛&③ ❬✶✺✶❪ ❛♥❞ ❇❛,❛❜❛%✐✲❆❧❜❡,& ❬✶✹❪✳

❖&❤❡, ♣,♦❜❛❜✐❧✐%&✐❝ ♠❡&❤♦❞% ❢♦, ❧✐♥❦ ♣,❡❞✐❝&✐♦♥ ❛,❡ ,❡♣♦,&❡❞ ✐♥ ❬✽✾❪✳
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✻✳✸✳✷ ❚%❛♥(✐*✐✈✐*②✲❜❛(❡❞ ♠❡*❤♦❞(

■♥ ♠❛$❤❡♠❛$✐❝)✱ ❛ ❜✐♥❛,② ,❡❧❛$✐♦♥ ℜ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❉ ✐) )❛✐❞ $♦ ❜❡

$,❛♥)✐$✐✈❡ ✐❢ ✇❤❡♥❡✈❡, u ✐) ✐♥ ,❡❧❛$✐♦♥ ✇✐$❤ v✭uℜ v✮ ❛♥❞ v ✐) ✐♥ ,❡❧❛$✐♦♥ ✇✐$❤

w✭vℜw✮✱ $❤❡♥ u ✐) ✐♥ ,❡❧❛$✐♦♥ ✇✐$❤ w✭uℜw✮✳

■♥ $♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ $,❛♥)✐$✐✈✐$② ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡$✇♦,❦ G = (V,E)✱ $❤❡

❞♦♠❛✐♥ D ❝♦♥)✐)$) ♦❢ $❤❡ )❡$ V ♦❢ ♥♦❞❡) ♦❢ $❤❡ ♥❡$✇♦,❦✱ ❛♥❞ $❤❡ ,❡❧❛$✐♦♥ ℜ ✐)

,❡♣,❡)❡♥$❡❞ ❜② $❤❡ )❡$ E ♦❢ ❡❞❣❡)✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ♦❢ $♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ $,❛♥)✐$✐✈✐$②

$♦ ❧✐♥❦ ♣,❡❞✐❝$✐♦♥ ✐) ❜❛)❡❞ ♦♥ $❤❡ ❛))✉♠♣$✐♦♥ $❤❛$✱ ❛) ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡$✇♦,❦

❡✈♦❧✈❡)✱ ✐$ $❡♥❞) $♦ ❜❡❝♦♠❡ $,❛♥)✐$✐✈❡ ✐✳❡✿ ✐❢ ❛$ $✐♠❡ t✱ u ✐) ,❡❧❛$❡❞ $♦ v ❛♥❞ v
✐) ,❡❧❛$❡❞ $♦ w✱ $❤❡♥ $❤❡,❡ ✐) ❛ ❤✐❣❤ ♣,♦❜❛❜✐❧✐$② $❤❛$ ❛$ ❛ ❢✉$✉,❡ $✐♠❡ t′✱ u ✇✐❧❧

❜❡ ,❡❧❛$❡❞ $♦ w✳ ❚❤✐) ❛))✉♠♣$✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇) ❢,♦♠ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♦❜)❡,✈❛$✐♦♥ ♠❛❞❡

❢♦, ✐♥)$❛♥❝❡ ♦♥ ❢,✐❡♥❞)❤✐♣ ♥❡$✇♦,❦)✿ ❛ ❢,✐❡♥❞ ♦❢ ②♦✉, ❢,✐❡♥❞ ✐) ❧✐❦❡❧② $♦ ❜❡ ♦,

❜❡❝♦♠❡ ②♦✉, ❢,✐❡♥❞✳ ❚❤✐) ❝♦,,❡)♣♦♥❞) $♦ $,✐❛♥❣❧❡) ✐♥ G✱ ✐✳❡ $,✐♣❧❡) ♦❢ ❡❞❣❡)

(u, v)✱ (v, w) ❛♥❞ (u, w)✳ ■♥ ❣,❛♣❤✲$❤❡♦,❡$✐❝ $❡,♠)✱ $❤❡ ❞❡❣,❡❡ ♦❢ $,❛♥)✐$✐✈✐$②

♦❢ ❛ ♥❡$✇♦,❦ G ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛)✉,❡❞ ❜② $❤❡ )♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❧✉)$❡,✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❬✶✺✶❪✿

C =

∑
u∈V Cu

|V |
✭✻✳✶✮

✇❤❡,❡

Cu =
number of triangles connected to vertex u

number of triples centred on vertex u
✭✻✳✷✮

❆) ,❡♣♦,$❡❞ ✐♥ ❬✶✵✹❪✱ $❤✐) ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❤❛) ,❡♠❛,❦❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡) ❢♦, ♠❛♥② ❝✉,✲

,❡♥$ ♥❡$✇♦,❦)✿ ❣,❡❛$❡, $❤❛♥ 0.75 ❢♦, ✜❧♠ ❛❝$♦,) ❛♥❞ ♣♦✇❡, ❣,✐❞)❀ ❜❡$✇❡❡♥ 0.6
❛♥❞ 0.74 ❢♦, ❜✐♦❧♦❣② ❝♦✲❛✉$❤♦,)❤✐♣✱ $,❛✐♥ ,♦✉$❡) ❛♥❞ ♠❡$❛❜♦❧✐❝ ♥❡$✇♦,❦)❀ ❜❡✲

$✇❡❡♥ 0.30 ❛♥❞ 0.59 ❢♦, ♠❛$❤ ❝♦✲❛✉$❤♦,)❤✐♣✱ ■♥$❡,♥❡$ ❛♥❞ ✇♦,❞ ❝♦✲♦❝❝✉,,❡♥❝❡)

✐♥ ✇❡❜ ♣❛❣❡)✱ ❛♥❞ ❧❡)) $❤❛♥ 0.20 ❢♦, ❡♠❛✐❧ ♠❡))❛❣❡) ❛♥❞ ❢,❡)❤ ✇❛$❡, ❢♦♦❞ ✇❡❜✳

❚❤❡ ❜❛)✐❝ ❧✐♥❦ ♣,❡❞✐❝$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞) ❜❛)❡❞ ♦♥ $♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ $,❛♥)✐$✐✈✐$②✱ ✉)❡

)♦♠❡ ❧♦❝❛❧ ♦, ❣❧♦❜❛❧ ♣,♦♣❡,$✐❡) ♦❢ $❤❡ ♥❡$✇♦,❦ G✱ $♦ ❛))✐❣♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝$✐♦♥

✇❡✐❣❤$ Score(u, v)✱ $♦ ♣❛✐,) ♦❢ ♥♦❞❡) (u, v) ♦❢ V ✳ ❆❧❧ ♥♦♥✲♦❜)❡,✈❡❞ ❧✐♥❦) ❛,❡

$❤❡♥ ,❛♥❦❡❞ ✐♥ ❞❡❝,❡❛)✐♥❣ ♦,❞❡, ♦❢ Score(u, v)✳ ■♥ $❤✐) ❛♣♣,♦❛❝❤✱ ❧✐♥❦) ✇✐$❤

$❤❡ ❤✐❣❤❡)$ )❝♦,❡) ❛,❡ )✉♣♣♦)❡❞ $♦ ❜❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡, ❡①✐)$❡♥❝❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞) ❛♥❞ ❛,❡

♣,♦❞✉❝❡❞ ❜② $❤❡ ❛❧❣♦,✐$❤♠✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠❡❛)✉,❡ ♠✉)$ ,❡✢❡❝$ $❤❡ ♣,♦①✐♠✐$② ♦,

)✐♠✐❧❛,✐$② ❜❡$✇❡❡♥ ♥♦❞❡) u ❛♥❞ v✳ ❚❤❡ ♣,♦❜❧❡♠ ✐) $♦ ❞❡)✐❣♥ ❣♦♦❞ )✐♠✐❧❛,✐$②

♠❡❛)✉,❡)✳

▲❡$ ✉) ❞❡♥♦$❡ Γ(u) $❤❡ )❡$ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉,) ♦❢ ♥♦❞❡ u✱ ❛♥❞ ❧❡$ |A| ❜❡ $❤❡

❝❛,❞✐♥❛❧✐$② ♦❢ ❛ )❡$ A✳ CN(u, v) = |Γ(u) ∩ Γ(v)| ❝♦,,❡)♣♦♥❞) $♦ $❤❡ ♥✉♠❜❡,

♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉,) ♦❢ u ❛♥❞ v❬✶✵✸❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐) $❤❛$ ✐❢ u ❛♥❞ v ❤❛✈❡ ♠❛♥②

♥❡✐❣❤❜♦✉,) ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✱ $❤❡♥ $❤❡,❡ ✐) ❛ ❤✐❣❤ ♣,♦❜❛❜✐❧✐$② $❤❛$ $❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡

♥❡✐❣❤❜♦✉,) ✐♥ $❤❡ ❢✉$✉,❡✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ $❤✐) ♠❡❛)✉,❡ ❤❛) ❜❡❡♥ ❡①♣❡,✐❡♥❝❡❞

✇✐$❤ ❝♦❧❧❛❜♦,❛$✐✈❡ ♥❡$✇♦,❦) ❬✶✵✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ $❤✐) ♠❡❛)✉,❡ )✉✛❡,) ❢,♦♠ )❡,✐♦✉)
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❞!❛✇❜❛❝❦'✳ ❋♦! ✐♥'-❛♥❝❡✱ ✐♥ ❛ ❢!✐❡♥❞'❤✐♣ ♥❡-✇♦!❦✱ -❤❡ ❢❛❝- -❤❛- -✇♦ ♥♦❞❡' u
❛♥❞ w ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡!② ♣♦♣✉❧❛! ♥❡✐❣❤❜♦✉! v✱ ✐✳❡✳ ✇✐-❤ ❛ ✈❡!② ❤✐❣❤ ❞❡❣!❡❡

dv✱ ❞♦❡' ♥♦- ♥❡❝❡''❛!✐❧② ♠❡❛♥ -❤❛- u ❛♥❞ w ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❢!✐❡♥❞' ✐♥ -❤❡ ❢✉-✉!❡✳

❚❤❡② ♠❛② ❡✈❡♥ ❜❡ ❢!♦♠ ❞✐✛❡!❡♥- ❝♦♥-✐♥❡♥-' ❛♥❞ ♥❡✈❡! ♠❡❡-✳ ■♥ -❤❡ '❛♠❡

✇❛②✱ ✐♥ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛-✐♦♥ ♥❡-✇♦!❦✱ ✐❢ ♥♦❞❡ u '❡♥❞' ❛ ✉♥✐- ♦❢ !❡'♦✉!❝❡ -♦ ❛ ✈❡!②

♣♦♣✉❧❛! ♥❡✐❣❤❜♦✉! v -❤❛- '❡!✈❡' ❛' ✐♥-❡!♠❡❞✐❛!②✱ ❛♥❞ ✐❢ ♥♦❞❡ v '✉❜❞✐✈✐❞❡' -❤❡
!❡'♦✉!❝❡ ❛♥❞ '❡♥❞' ❡<✉❛❧ ♣❛!-' -♦ ❤✐' ♥❡✐❣❤❜♦✉!'✱ -❤❡♥ -❤❡ ♣♦!-✐♦♥ !❡❝❡✐✈❡❞

❜② ❛♥② ♥❡✐❣❤❜♦✉! w ∈ Γ(v) ✇✐❧❧ ❜❡ 1
dv
✳ ❚❤✐' ♠❡❛♥' -❤❛- -❤❡ ❝♦♥-!✐❜✉-✐♦♥ ♦❢ ❛♥

✐♥-❡!♠❡❞✐❛-❡ ♥♦❞❡ v ❢♦! -❤❡ ✑❢✉-✉!❡ ❝♦♥♥❡❝-✐♦♥✑ ❜❡-✇❡❡♥ u ❛♥❞ w ✐' ❞✐✈✐❞❡❞

❜② -❤❡ ❞❡❣!❡❡ ♦❢ v✳ ❚❤✐' ❤❛' ♠♦-✐✈❡❞ '♦♠❡ ❛✉-❤♦!' -♦ ✐♥-!♦❞✉❝❡ RA(u, v) =∑
w∈Γ(u)∩Γ(v)

1
dw

❬✶✺✻❪ ❛♥❞ -❤❡ ❧♦❣ ❢♦!♠ AA(u, v) =
∑

w∈Γ(u)∩Γ(v)
1

log(dw)
❬✷❪✳

▼❛♥② ♦-❤❡! ✈❛!✐❛♥-' ♦❢ CN ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣!♦♣♦'❡❞✱ ❜✉- ❡①-❡♥'✐✈❡ ❡①♣❡!✐♠❡♥-'

♦♥ !❡❛❧ ✇♦!❧❞ ♥❡-✇♦!❦' ❤❛✈❡ '❤♦✇♥ -❤❛- RA ✐' -❤❡ ❜❡'- ✇❤❡!❡❛' CN ✐' -❤❡

'❡❝♦♥❞ ❜❡'-✳

❆ ❧✐♥❦ ♣!❡❞✐❝-✐♦♥ ♠❡-❤♦❞ ❜❛'❡❞ ♦♥ -♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ -!❛♥'✐-✐✈✐-② ❤❛' ❜❡❡♥ ✐♥✲

-!♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲❛-❛♣② ❡- ❛❧✳❬✺❪✳ ❈♦♥'✐❞❡! ❛ ❜✐♣❛!-✐-❡ ❝❧✐❡♥-'✴♣!♦❞✉❝-' ♥❡-✇♦!❦

G = (⊥,⊤, E) ✇❤❡!❡ ⊥ ✐' -❤❡ '❡- ♦❢ ❝❧✐❡♥-'✱ ⊤ -❤❡ '❡- ♦❢ ♣!♦❞✉❝-' ❛♥❞ E -❤❡

'❡- ♦❢ ♣✉!❝❤❛'❡'✳ ❚❤❡ ⊥✲♣!♦❥❡❝-✐♦♥ ♦❢ G ✐' -❤❡ ❣!❛♣❤ G⊥ = (⊥, E⊥) ✐♥ ✇❤✐❝❤

(u, v) ∈ E⊥ ✐❢ u ❛♥❞ v ❤❛✈❡ ❛- ❧❡❛'- s ♥❡✐❣❤❜♦✉!' ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ●✱ ✇❤❡!❡ s
✐' ❛ ❣✐✈❡♥ -❤!❡'❤♦❧❞✱ ✐✳❡✳ |Γ(u) ∩ Γ(v)| ≥ s✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡!❧②✐♥❣ ✐♥-✉✐-✐♦♥ ♦❢ -❤❡

✐♥-❡!♥❛❧ ❧✐♥❦ ♣!❡❞✐❝-✐♦♥ ♠❡-❤♦❞ ✐' -❤❛-✱ ✐♥ ❛ ❝❧✐❡♥-'✴♣!♦❞✉❝-' ♥❡-✇♦!❦✱ ✐❢ -✇♦

❝❧✐❡♥-' ❤❛✈❡ ❜♦✉❣❤- ✐♥ -❤❡ ♣❛'- ♠❛♥② ❝♦♠♠♦♥ ♣!♦❞✉❝-'✱ -❤❡♥ -❤❡② ✇✐❧❧ ♣!♦❜✲

❛❜❧② ❛❝<✉✐!❡ ♥❡✇ ❝♦♠♠♦♥ ♣!♦❞✉❝-' ✐♥ -❤❡ ❢✉-✉!❡✳ ❚❤✐' ♠❡-❤♦❞ ❢❛❧❧' ✇✐-❤✐♥

-❤❡ -!❛♥'✐-✐✈✐-② ❢!❛♠❡✇♦!❦ ❛' ❢♦❧❧♦✇'✿ ✐❢ ❝❧✐❡♥- A ✐' !❡❧❛-❡❞ -♦ ❝❧✐❡♥- B ✐♥ G⊥

❛♥❞ ✐❢ ❝❧✐❡♥- B ✐' !❡❧❛-❡❞ -♦ ♣!♦❞✉❝- p ✐♥ G✱ -❤❡♥ -❤❡!❡ ✐' ❤✐❣❤ ♣!♦❜❛❜✐❧✐-② ❢♦!

A -♦ ❜❡ !❡❧❛-❡❞ -♦ p ✐♥ -❤❡ ❢✉-✉!❡✳

❆♥♦-❤❡! -♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ -!❛♥'✐-✐✈✐-② ♠❡❛'✉!❡ ❢♦! ❧✐♥❦ ♣!❡❞✐❝-✐♦♥ ✐' ❜❛'❡❞ ♦♥

!❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦' ❛❧!❡❛❞② ✐♥-!♦❞✉❝❡❞ ✐♥ '❡❝-✐♦♥ 3.2.1 ❢♦! ❝♦♠♠✉♥✐-② ❞❡-❡❝-✐♦♥✳

■♥ -❤❡ '✐♠♣❧❡'- ✈❡!'✐♦♥ ♦❢ -❤✐' ♠❡-❤♦❞✱ ✐- ✐' ❛''✉♠❡❞ -❤❛-✱ ✇❤❡♥ ❛ !❛♥❞♦♠

✇❛❧❦❡! ✐' ❛- ♥♦❞❡ u✱ ✐- ❝❛♥ ❣♦ ✐♥ ♦♥❡ '-❡♣ -♦ ❛♥② ♥♦❞❡ v ∈ Γ(u) ✇✐-❤ ♣!♦❜❛❜✐❧✐-②
1
du
✳ ▲❡- m(u, v) ❞❡♥♦-❡ -❤❡ ❛✈❡!❛❣❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ '-❡♣' ♥❡❝❡''❛!② ❢♦! ❛ !❛♥❞♦♠

✇❛❧❦❡! -♦ ❣♦ ❢!♦♠ u -♦ v✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉-❡ -✐♠❡ ✐' -❤❡ '②♠♠❡-!✐❝❛❧ ♠❡❛'✉!❡

CT (u, v) = m(u, v) + m(v, u)✳ ❚❤✐' -!❛♥'✐-✐✈✐-② ♠❡❛'✉!❡ ✐' -❤❡♥ ✉'❡❞ -♦

♣!❡❞✐❝- ♠✐''✐♥❣ ❧✐♥❦'✿ -❤❡ '♠❛❧❧❡! CT (u, v) ✐'✱ -❤❡ ❣!❡❛-❡! ✐' -❤❡ ♣!♦❜❛❜✐❧✐-②
❢♦! u ❛♥❞ v -♦ ❡'-❛❜❧✐'❤ ❛ ❝♦♥♥❡❝-✐♦♥ ✐♥ -❤❡ ❢✉-✉!❡✳

❆''♦❝✐❛-✐♦♥ !✉❧❡' ♦!✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢♦! ❧❛!❣❡ ❞❛-❛❜❛'❡' ♦❢ '❛❧❡' -!❛♥'❛❝✲

-✐♦♥' ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣-❡❞ ❢♦! ❧✐♥❦ ♣!❡❞✐❝-✐♦♥ ♦♥ ❛ ♥❡-✇♦!❦ G = (V,E)✳ ❈♦♥'✐❞❡!
D = {Γ(u)|u ∈ V }✳ ❉❡✜♥❡ ❢!❡<✉❡♥- ❣!♦✉♣' ♦❢ ♥♦❞❡' ❛' '✉❜'❡-' -❤❛- ❛!❡

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛- ❧❡❛'- s ❡❧❡♠❡♥-' ♦❢ D✱ ✇❤❡!❡ s ✐' ❛ ❣✐✈❡♥ -❤!❡'❤♦❧❞✳ ❆♥ ❛'✲

'♦❝✐❛-✐♦♥ !✉❧❡ ✐' ❛♥ ✐♠♣❧✐❝❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❢♦!♠ A → B✱ ✇❤❡!❡ A ⊆ V ✱ B ⊆ V ✱
A∩B = ∅✱ ❛♥❞ A∪B ✐' ❢!❡<✉❡♥-✳ ❆ !✉❧❡ A → B ❤♦❧❞' ✇✐-❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ c ✐❢ c
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♣❡"❝❡♥% ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉"❤♦♦❞. ✐♥ D %❤❛% ❝♦♥%❛✐♥ A ❛❧.♦ ❝♦♥%❛✐♥ B✳ ❍❡"❡❛❢%❡"✱ ✇❡
❞❡♥♦%❡ A → B : c✳ ❚❤❡ %"❛♥.✐%✐✈✐%② ♣"✐♥❝✐♣❧❡ .%❛%❡. ❛. ❢♦❧❧♦✇.✿ ✐❢ A → B : c
❛♥❞ B → C : c′ %❤❡♥✱ A → C : c × c′✳ ■♥ %❤❡ ❝♦♥%❡①% ♦❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ %♦

❝♦✲❛✉%❤♦".❤✐♣❬✼✵❪✿ A✱ B ❛♥❞ C ❛"❡ .❡%. ♦❢ ❝♦✲❛✉%❤♦".✳ A → B : c ♠❡❛♥.

%❤❛% c ♣❡"❝❡♥% ♦❢ ❛"%✐❝❧❡. ❝♦✲❛✉%❤♦"❡❞ ❜② A ❛"❡ ❛❧.♦ ❝♦✲❛✉%❤♦"❡❞ ❜② B✱ ❛♥❞
B → C : c′ ♠❡❛♥. %❤❛% c′ ♣❡"❝❡♥% ♦❢ ❛"%✐❝❧❡. ❝♦✲❛✉%❤♦"❡❞ ❜② B ❛"❡ ❛❧.♦ ❝♦✲

❛✉%❤♦"❡❞ ❜② C✳ ❆. ❛ ❝♦♥.❡B✉❡♥❝❡✱ ✐❢ A → B : c ❛♥❞ B → C : c′ ❛"❡ ♦❜.❡"✈❡❞✱
%❤❡♥ A → C ✐. ♣"❡❞✐❝%❡❞ ✇✐%❤ ♣"♦❜❛❜✐❧✐%② c× c′✭✐✳❡ ❛ ♥❡✇ ❛"%✐❝❧❡ ✇✐%❤ A∪C
❛. ❝♦✲❛✉%❤♦". ✐. ♣"❡❞✐❝%❡❞✮❬✼✵❪✳

✻✳✸✳✸ ❆$$%✐❜✉$❡*✲❜❛*❡❞ ♠❡$❤♦❞*

❚❤❡ ❣"❡❛% .♣❡❝✐✜❝✐%② ❢♦" ❣"❛♣❤. %❤❛% ♠♦❞❡❧ .♦❝✐❛❧ ♥❡%✇♦"❦. ✐. %❤❛% ♥♦❞❡. ❛♥❞

❧✐♥❦. ✉.✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛%%"✐❜✉%❡.✳ ❈♦♥.✐❞❡" ❛ ♣❤♦♥❡ ♥❡%✇♦"❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥♦❞❡

"❡♣"❡.❡♥%. ❛ ♣❡".♦♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ "❡♣"❡.❡♥%. ❛ ❝❛❧❧✳ H❤♦♥❡ ♥✉♠❜❡". ❝❛♥ ❜❡

✉.❡❞ ❛. ♥♦❞❡ ❛%%"✐❜✉%❡. ❛♥❞ %❤❡ ❛✈❡"❛❣❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❝❛❧❧. ❜❡%✇❡❡♥ ♥♦❞❡. ❝❛♥

❜❡ ✉.❡❞ ❛. ❧✐♥❦ ❛%%"✐❜✉%❡.✳

❚❤❡ ❧✐♥❦ ♣"❡❞✐❝%✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣"❡..❡❞ ❛. ❛ ❝❧❛..✐✜❝❛%✐♦♥ ♣"♦❜✲

❧❡♠ ❢♦" ♣❛✐". (u, v)✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛%%"✐❜✉%❡. ♠❛② ❜❡ ❝♦♥.✐❞❡"❡❞ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✲

✐♥❣ ✇✐%❤ ❝♦✲❛✉%❤♦".❤✐♣ ♥❡%✇♦"❦. ❬✻✹❪✿ %❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉".

✭Γ(u) ∩ Γ(v)✮✱ %❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❦❡② ✇♦"❞. ✭Kw(u) ∩ Kw(v)✮ ♦" %❤❡
%♦%❛❧ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❛"%✐❝❧❡. ♣✉❜❧✐.❤❡❞ ❜② u ❛♥❞ v✳ ❚❤❡ ❝❧❛.. ❛%%"✐❜✉%❡ ✐. ❛ ❜✐♥❛"②
✈❛"✐❛❜❧❡ ✇✐%❤ ✈❛❧✉❡ 1 ✐❢ %❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛" ❛♥❞ 0 ♦%❤❡"✇✐.❡✳ ❆❧❧ ❛%%"✐❜✉%❡.

✈❛❧✉❡. ❛"❡ ♥♦"♠❛❧✐.❡❞ %♦ ❤❛✈❡ ③❡"♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ♦♥❡ .%❛♥❞❛"❞ ❞❡✈✐❛%✐♦♥✳ ❆ ❝❧❛.✲

.✐✜❝❛%✐♦♥ ♠♦❞❡❧ .✉❝❤ ❛. ❉❡❝✐.✐♦♥. ❚"❡❡✭❉❚✮✱ ❙✉♣♣♦"% ❱❡❝%♦" ▼❛❝❤✐♥❡✭❙❱▼✮

♦" ❆"%✐✜❝✐❛❧ ◆❡✉"❛❧ ◆❡%✇♦"❦✭❆◆◆✮✱ ❝❛♥ %❤❡♥ ❜❡ ✉.❡❞✳ ❍❛.❛♥ ❡% ❛❧✳ ❬✻✹❪ ❤❛✈❡

.❤♦✇♥ ♦♥ %✇♦ ♥❡%✇♦"❦.✭❉❇H▲ ❛♥❞ ❇■❖❇❆❙❊✮ %❤❛% ❙❱▼ ❜❡❛%. ❛❧❧ %❤❡ ♠♦.%

✉.❡❞ ❝❧❛..✐✜❝❛%✐♦♥ ♠❡%❤♦❞.✳

❚❤❡ .✐♠✐❧❛"✐%② ❜❡%✇❡❡♥ %✇♦ ♥♦❞❡. ❝❛♥ ✉.❡ ❛%%"✐❜✉%❡. ♦❢ ♥♦❞❡. ❛♥❞ ❧✐♥❦.✳

❚❤✐. ✐. %❤❡ ❝❛.❡ ❢♦" ❆❜"#$❛❝# ♣"♦♣♦.❡❞ ✐♥ ❬✼✵❪✱ ✇❤✐❝❤ %❛❦❡. ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥% .✉♠✲

♠❛"✐❡. ♦❢ ❛"%✐❝❧❡. ✐♥ %❤❡ ❜✐♣❛"%✐%❡ ❣"❛♣❤ ❆✉%❤♦".✴❆"%✐❝❧❡.✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐. %❤❛%

❛"%✐❝❧❡. ❛❧"❡❛❞② ♣✉❜❧✐.❤❡❞ ❝♦♥%❛✐♥ ✐♥❢♦"♠❛%✐♦♥ ♦♥ %♦♣✐❝. %❤❛% ✐♥%❡"❡.% %❤❡ ❝♦✲

❛✉%❤♦".✳ ■% ✐. %❤❡♥ ♥❛%✉"❛❧ %♦ .✉♣♣♦.❡ %❤❛% ❛✉%❤♦". ✇♦"❦✐♥❣ ✐♥ %❤❡ .❛♠❡

❞♦♠❛✐♥ ❛"❡ ♠♦"❡ ❧✐❦❡❧② %♦ ❝♦❧❧❛❜♦"❛%❡ ❛♥❞ ❝♦✲♣✉❜❧✐.❤ ❛♥ ❛"%✐❝❧❡ ✐♥ %❤❡ ❢✉%✉"❡✳

❚❤❡ ❛%%"✐❜✉%❡.✲❜❛.❡❞ .✐♠✐❧❛"✐%② ❜❡%✇❡❡♥ %✇♦ u ❛♥❞ v ❛✉%❤♦". ✐. %❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞

❛.✿

score(u, v) = cos(V (u), V (v)) ✭✻✳✸✮

✇❤❡"❡ V (u) ✐. ❛ ❞❡.❝"✐♣%♦" %❤❛% ❡♥❝❛♣.✉❧❛%❡. %❤❡ ❛%%"✐❜✉%❡. ❢♦" ✈❡"%❡① u✳ ■%
❤❛. ❜❡❡♥ .❤♦✇♥ ✐♥ ❬✼✵❪ %❤❛% %❤✐. ❛♣♣"♦❛❝❤ ♣"♦❞✉❝❡ ✈❡"② ❣♦♦❞ ♣"❡❞✐❝%✐♦♥. ❢♦"

.♦♠❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝♦✲❛✉%❤♦".❤✐♣ ♥❡%✇♦"❦.✳
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▲✐♥❦ ♣%❡❞✐❝)✐♦♥ ✐+ ♥♦) +✉✣❝✐❡♥) )♦ ❛♥❛❧②③❡ )❤❡ ❞②♥❛♠✐❝+ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡+

✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡)✇♦%❦+✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐) +✉♣♣♦+❡+ )❤❛) ❛❧❧ )❤❡ ❝%❡❛)❡❞ ❧✐♥❦+ ✇✐❧❧ ❧❛+)

❢♦%❡✈❡%✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ ✐♥ ❛ %❡❛❧ ✐♥)❡%❛❝)✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡)✇♦%❦+✱ )❤❡ ❧✐♥❦+ ❜❡)✇❡❡♥

♥♦❞❡+ ❝♦♠❡ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡✳ ❋♦% ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦%❛)✐♦♥ ♥❡)✇♦%❦✱ ❛ ♣✉❜❧✐❝❛)✐♦♥

❜❡)✇❡❡♥ )✇♦ +❝✐❡♥)✐+)+ ✐♥ ❛ ♣❛%)✐❝✉❧❛% ②❡❛% ❞♦ ♥♦) ❣✉❛%❛♥)❡❡ )❤❛) )❤❡② ✇✐❧❧ +)✐❧❧

✇♦%❦ )♦❣❡)❤❡% ✐♥ )❤❡ ❢✉)✉%❡✳ ❚♦ %❡❛❧❧② ♣%❡❞✐❝) )❤❡ ❞②♥❛♠✐❝+ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡+

♦♥❡ ♥❡❡❞+ ❛ ♠♦%❡ ❣❡♥❡%❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦% ✐♥)❡%❛❝)✐♦♥ ♣%❡❞✐❝)✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡)❡%♠✐♥❡

✇❤❡)❤❡% ♦% ♥♦) ❛ ♣❛%)✐❝✉❧❛% ❧✐♥❦ ✇✐❧❧ ❡①✐+) ♥♦ ♠❛))❡% ✐❢ ✐) ❤❛+ ❛❧%❡❛❞② ❛♣♣❡❛%❡❞

♦% ♥♦)✳

✻✳✹ ❆ $✉♣❡(✈✐$❡❞ ♠❡-❤♦❞ ❢♦( ❧♦❝❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐-②

♣(❡❞✐❝-✐♦♥

■♥ )❤✐+ +❡❝)✐♦♥✱ ❛ ❣❡♥❡%❛❧ ♠❡)❤♦❞ ✐+ ❞❡+❝%✐❜❡❞ )♦ ♣%❡❞✐❝) ✇❤❡)❤❡% ♦% ♥♦) ❛ ♥♦❞❡

❜❡❧♦♥❣+ )♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)②✳ ❚❤❡ ♠❡)❤♦❞ ✜%+) ❡①)%❛❝)+ +♦♠❡ ❛))%✐❜✉)❡+ ❢%♦♠

❡①✐+)✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡+ ❛♥❞ )❤❡♥✱ ❛ ❧❡❛%♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐+ ✉+❡❞ ❢♦% )❤❡ ♣%❡❞✐❝)✐♦♥✳

▼♦%❡ ♣%❡❝✐+❡❧②✱ )♦ ♣%❡❞✐❝) )❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)② ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ u ✇❡ ♣%♦❝❡❡❞ ❛+

❢♦❧❧♦✇✿ ❋♦% ❡❛❝❤ ♣❛+) )✐♠❡✲+)❡♣✱ )❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)② ♦❢ u ✐+ ❝♦♠♣✉)❡❞ ❛♥❞✱

❢♦% ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ )♦ )❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)② ♦% )♦ ✐)+ ♥❡✐❣❜♦%❤♦♦❞ ✭♥♦)

✐♥ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐)② ❜✉) ❝♦♥♥❡❝)❡❞ )♦ +♦♠❡ ♠❡♠❜❡% ♦❢ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐)②✮✱ )❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛))%✐❜✉)❡+ ❛%❡ ❡①)%❛❝)❡❞ ✿

✶✳ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐)② +✐③❡

✷✳ )❤❡ ✐♥)❡%♥❛❧ ❞❡❣%❡❡ ♦❢ )❤❡ ♥♦❞❡

✸✳ )❤❡ ❡①)❡%♥❛❧ ❞❡❣%❡❡ ♦❢ )❤❡ ♥♦❞❡

✹✳ )❤❡ ♣♦+✐)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♥♦❞❡ ✐♥ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐)②✳

✺✳ )❤❡ ❞✐+)❛♥❝❡ )♦ )❤❡ +)❛%)✐♥❣ ♥♦❞❡

❚❤❡ ♣♦+✐)✐♦♥ ❝❛♥ )❛❦❡ )❤%❡❡ ✈❛❧✉❡+✿ 1 ✐❢ )❤❡ ♥♦❞❡ ✐+ ✐♥ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐)② ✇✐)❤♦✉)
❛♥② ❝♦♥♥❡❝)✐♦♥ ✇✐)❤ )❤❡ ♦✉)+✐❞❡ ♦❢ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐)②✱ 2 ✐❢ ✐) ✐+ ✐♥ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐)②
❜✉) ❛+ +♦♠❡ ❝♦♥♥❡❝)✐♦♥+ ✇✐)❤ )❤❡ ♦✉)+✐❞❡✱ ❛♥❞ 3 ✐❢ ✐) ✐+ ♦✉)+✐❞❡ ❜✉) ✇✐)❤ +♦♠❡
❝♦♥♥❡❝)✐♦♥+ ✇✐)❤ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐)②✳

❚❤❡ +❡) ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛)❡+ )♦ ❜❡ ♠❡♠❜❡%+ ♦❢ )❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)② ♦❢ u ✐+ )❤❡♥
)❛❦❡♥ ❢%♦♠ )❤❡ +❡) ♦❢ ♥♦❞❡+ ❤❛✈✐♥❣ ❛❧%❡❛❞② ❜❡❡♥ ✐♥ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐)② ♦% ✐♥ )❤❡

♥❡✐❣❜♦%❤♦♦❞ ♦❢ )❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐)② ✐♥ )❤❡ ♣❛+)✳

●✐✈❡♥ )❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛)❡ +❡)+ ❢♦% ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)②✱ ❛ ❞❛)❛+❡) ✐+ ❝♦♥✲

+)%✉❝)❡❞ ❛♥❞ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛%♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐+ ❧❡❛%♥❡❞ ❣✐✈❡♥ )❤❡ )%✉❡ ♠❡♠❜❡%+❤✐♣
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❢♦" #❤❡ #"❛✐♥✐♥❣ ♣❡"✐♦❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥#0 ❛"❡ ❜❛0❡❞ ♦♥ ❙✉♣♣♦"# ❱❡❝#♦" ▼❛✲

❝❤✐♥❡0 ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣"❡0❡♥#❡❞ ✐♥ #❤❡ ❡✈❛❧✉❛#✐♦♥ 0❡❝#✐♦♥✳

✻✳✺ ❈♦♠♠✉♥✐)② ♣,❡❞✐❝)✐♦♥ )❤,♦✉❣❤ ✐♥)❡,❛❝)✐♦♥3

♣,❡❞✐❝)✐♦♥

■♥ #❤✐0 0❡❝#✐♦♥ ✇❡ ♣"❡0❡♥# #❤❡ ❣❡♥❡"❛❧ ❢"❛♠❡✇♦"❦ ❢♦" ♣"❡❞✐❝#✐♥❣ #❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐#②

✉0✐♥❣ #❤❡ ♣"❡❞✐❝#✐♦♥ ♦❢ ✐♥#❡"❛❝#✐♦♥0✳ ❚❤✐0 ♣"♦❝❡00 ✐0 ♣"❡0❡♥#❡❞ ✐♥ ✜❣✉"❡ ✻✳✷

❛♥❞ #❤❡ 0#❡♣0 ❛"❡ ♣"❡0❡♥#❡❞ ✐♥ #❤❡ "❡0# ♦❢ #❤✐0 0❡❝#✐♦♥✳

✻✳✺✳✶ ■♥&❡(❛❝&✐♦♥ ♣(❡❞✐❝&✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡&✇♦(❦4

■♥ #❤✐0 0✉❜0❡❝#✐♦♥✱ #❤❡ ✐♥#❡"❛❝#✐♦♥ ♣"❡❞✐❝#✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡#✇♦"❦ ✐0 ✜"0# ❢♦"✲

♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ #❤❡♥ #❤❡ ♣"♦♣♦0❡❞ 0✐♠✐❧❛"✐#②✲❜❛0❡❞ ❛♥❞ 0✉♣❡"✈✐0❡❞ ♠♦❞❡❧0 ❛"❡

♣"❡0❡♥#❡❞✳

 !♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐+✐♦♥

❚❤❡ ✐♥#❡"❛❝#✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡#✇♦"❦0 ❝❛♥ ❜❡ 0#❛#❡❞ ❛0 ❢♦❧❧♦✇0✿ ❣✐✈❡♥

❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❡#✇♦"❦ G = (G1, ..., Gn) ✇❤❛# ✐0 #❤❡ 0#"✉❝#✉"❡ ♦❢ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

0♥❛♣0❤♦# (Gn+1)❄ ❚❤✐0 ♣"♦❜❧❡♠ ✐0 ❛ ❣❡♥❡"❛❧✐③❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❧✐♥❦ ♣"❡❞✐❝#✐♦♥

♣"♦❜❧❡♠✿ ❤❡"❡✱ ♥♦# ♦♥❧② #❤❡ ♥♦♥✲♣"❡✈✐♦✉0❧② 0❡❡♥ ❧✐♥❦0 ❛"❡ ♣"❡❞✐❝#❡❞ ❜✉# ❛❧0♦

#❤❡ ❡①✐0#❡♥# ♦♥❡ #♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡#❤❡" ♦" ♥♦# #❤❡② ✇✐❧❧ 0#✐❧❧ ❡①✐0# ✐♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

0♥❛♣0❤♦#✳

❚❤❡ ♣"♦❜❧❡♠ ❢♦"♠❛❧✐③❛#✐♦♥ ✐0 ♣"❡0❡♥#❡❞ ✐♥ ✜❣✉"❡ ✻✳✷✳

❆0 ❛ ❣❡♥❡"❛❧✐③❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❧✐♥❦ ♣"❡❞✐❝#✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠✱ #❤❡ 0❛♠❡ ❝❧❛00 ♦❢ 0♦❧✉✲

#✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧0♦ ❜❡ ✉0❡❞ #♦ 0♦❧✈❡ ✐#✳ ■♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣"❡0❡♥# 0✐♠✐❧❛"✐#②✲❜❛0❡❞

❛♥❞ 0✉♣❡"✈✐0❡❞ 0♦❧✉#✐♦♥0✳ ❖♥ ❛❧❧ #❤❡0❡ ♠♦❞❡❧0✱ time ♣❧❛②0 ❛♥ ✐♠♣♦"#❛♥# "♦❧❡✳

■♥❞❡❡❞✱ #❤❡ ❤✐0#♦"② ♦❢ ✐♥#❡"❛❝#✐♦♥0 ♠✉0# ❜❡ #❛❦❡♥ ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥# #♦ ❛❝❝✉"❛#❡❧②

♣"❡❞✐❝# #❤❡ ✐♥#❡"❛❝#✐♦♥0✳

❙✐♠✐❧❛!✐+② ♠♦❞❡❧

❲❡ 0#❛"# ✇✐#❤ ❛ ✈❡"② 0✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❜❛0❡❞ ♦♥ ❛ 0✐♠✐❧❛"✐#② ♠❡❛0✉"❡ ❜❡#✇❡❡♥

#✇♦ ♥♦❞❡0✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉0❡❞ ❛ ❜❛0❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦" ❡①♣❡"✐♠❡♥#❛❧ ❝♦♠♣❛"✐0♦♥0✳

❚❤❡ 0✐♠✐❧❛"✐#② #❛❦❡0 ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥#  ✐♠❡✱ #❤❡ ❡①✐% ✐♥❣ ❧✐♥❦% ❛♥❞ #❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦"✲

❤♦♦❞ ♦❢ #❤❡ ♣❛✐" ♦❢ ♥♦❞❡0 ✐♥#♦ ❝♦♥0✐❞❡"❛#✐♦♥✳ ❚❤❡0❡ ❡H✉❛#✐♦♥ ❣✐✈❡0 ❛ ♠❡❛0✉"❡

♦❢ #❤❡ 0✐♠✐❧❛"✐#② ❜❡#✇❡❡♥ #✇♦ ♥♦❞❡0✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡"❛❧ ❢♦"♠ ♦❢ #❤✐0 ❡H✉❛#✐♦♥ ✐0✿

Sim(i, j) =
∑

t∈T

f(t)× (αA[i, j] + βg(neigh(i), neigh(j))) ✭✻✳✹✮
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+❘❊❉■❈❚■❖◆ ✾✸

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✿ ■♥,❡$❛❝,✐♦♥ ♣$❡❞✐❝,✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐,✐♦♥✳



✾✹ ❈❍❆#❚❊❘ ✻✳ ❈❖▼▼❯◆■❚■❊❙ ■◆ ❉❨◆❆▼■❈ ◆❊❚❲❖❘❑❙

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✿ ■♥,❡$❛❝,✐♦♥ ♣$❡❞✐❝,✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐,✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✸✿ ❆ 8✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ 8❤♦✇✐♥❣ ❛ ♥♦❞❡ ✇✐,❤ ✐,8 ♥❡✐❣❤❜♦$8 ✭✜$8, ❝✐$❝❧❡✮✱

8❡❝♦♥❞ ❝✐$❝❧❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,② ✭♥♦❞❡8 ❛♥❞ ❧✐♥❦8 ✜❧❧❡❞ ✐♥ $❡❞✮✳

■♥ ❡A✳ ✻✳✹✱ ❢✉♥❝,✐♦♥8 f ❛♥❞ g ❛♥❞ ♣❛$❛♠❡,❡$8 α ❛♥❞ β ❤❛✈❡ ,♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞

❜② ,❤❡ ✉8❡$✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ f ✐8 ❛ ,✐♠❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡8 ,♦ ,❛❦❡ ✐♥,♦

❛❝❝♦✉♥, ,❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ,❤❡ $❡❧❛,✐♦♥8❤✐♣ ✭❣✐✈❡ ♠♦$❡ ✐♠♣♦$,❛♥❝❡ ❢♦$ $❡❝❡♥, ✐♥,❡$❛❝✲

,✐♦♥8 ❢♦$ ❡①❛♠♣❧❡✮ ❛♥❞ g ,❤❡ ,♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ 8✐♠✐❧❛$✐,② ❢✉♥❝,✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛8✉$❡8
,❤❡ ♣$♦①✐♠✐,② ✐♥ ,❤❡ ❣$❛♣❤✳ A ✐8 ,❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛,$✐①✱ ❛♥❞ neigh(i) ✐8 ❛
❣❡♥❡$❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞ ❢✉♥❝,✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡8 ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞ ,❤❛, ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥8✐❞❡$❡❞ ❛$❡ ,❤❡ ✜$8, ♥❡✐❣❤❜♦$❤♦♦❞ ✭❢$✐❡♥❞8 ♦♥❧②✮✱ ,❤❡ 8❡❝♦♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦$✲

❤♦♦❞ ✭❢$✐❡♥❞8 ❛♥❞ ,❤❡✐$ ❢$✐❡♥❞8✮ ❛♥❞ ,❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,②✳ ❙❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✸ ❢♦$ ❛♥

✐❧❧✉8,$❛,✐♦♥✳

❚❤❡ ♣❛$❛♠❡,❡$8 ♦❢ ,❤✐8 ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❡❛8✐❧② ❜❡ ♦♣,✐♠✐③❡❞ ✉8✐♥❣ ❛ $❛♥❞♦♠
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+❘❊❉■❈❚■❖◆ ✾✺

 ❡"#❛ # ❍✐❧❧ ❈❧✐♠❜✐♥❣ ❬✶✸✺❪ ♠❡#❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡"❝ ✐❜❡❞ ❛" ❢♦❧❧♦✇✿

✶✳ ❙#❛ # ❛# ❛♥ ❛ ❜✐# ❛ ② ♣♦✐♥#

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❛#❡ ✈❛❧✉❡" ❢♦ ♥❡✐❣❤❜♦ ✐♥❣ ♣♦✐♥#"

✸✳ ▼♦✈❡ #♦ #❤❡ ♣♦✐♥# ✇✐#❤ ✐♥❝ ❡❛"❡❞ ✈❛❧✉❡

✹✳ ❚❡ ♠✐♥❛#❡ ✐❢ ♥♦ ❤✐❣❤❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ♦#❤❡ ✇✐"❡ ❝♦♥#✐♥✉❡ ❛# 2

✺✳ ❘❡"#❛ # ❛# 1 ✐❢ #❤❡ ♥✉♠❜❡ ♦❢ ✐#❡ ❛#✐♦♥" ✐" ♥♦#  ❡❛❝❤❡❞✳

❚❤❡  ❡"#❛ # ❤❡❧♣ ♣ ❡✈❡♥# #♦ "#❛② ❛# ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉ ✐♥❣ #❤❡ ♦♣#✐♠✐"❛✲

#✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❛ ❛♠❡#❡ " ✉"❡❞ ✐♥ #❤❡ ❡✈❛❧✉❛#✐♦♥ "❡❝#✐♦♥ ❛ ❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ ✉"✐♥❣ #❤✐"

♣ ♦❝❡❞✉ ❡✳

❆" ❢♦ #❤❡ ❧✐♥❦ ♣ ❡❞✐❝#✐♦♥ "✐♠✐❧❛ ✐#②✲❜❛"❡❞ ♠♦❞❡❧"✱ #❤✐" ♠♦❞❡❧ ✐" ✉"❡❞ ❛"

❢♦❧❧♦✇"✿ #❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ #❤❡ "✐♠✐❧❛ ✐#② ✐" ❝♦♠♣✉#❡❞ ❢♦ ❡❛❝❤ ♣❛✐ ♦❢ ♥♦❞❡" ❛♥❞

❛ #❤ ❡"❤♦❧❞ ✐" ❝❤♦"❡♥ #♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡#❤❡ ♦ ♥♦# #❤❡ ✐♥#❡ ❛❝#✐♦♥ "❤♦✉❧❞ ❜❡

❝ ❡❛#❡❞✳

❚❤✐" ♠♦❞❡❧ ✐" I✉✐#❡ ✐♥#✉✐#✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡ ✱ ❜❡❝❛✉"❡ #❤❡  ❡❛❧  ❡❧❛#✐♦♥"❤✐♣

❜❡#✇❡❡♥ ✐♥♣✉#" ❛## ✐❜✉#❡" ❛♥❞ #❤❡ #❛ ❣❡# ✈❛ ✐❛❜❧❡ ✐" ♥♦# ❦♥♦✇♥✱ ✇❡ ♣ ♦♣♦"❡ ✐♥

#❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ "✉❜"❡❝#✐♦♥ ❛ ♠♦ ❡ ❣❡♥❡ ❛❧ ❛♣♣ ♦❛❝❤ ❜❛"❡❞ ♦♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛ ♥✐♥❣✳

❙✉♣❡$✈✐'❡❞ ♠♦❞❡❧

❋♦ #❤❡ "✉♣❡ ✈✐"❡❞ ❛♣♣ ♦❛❝❤ ✇❡ ♣ ♦♣♦"❡ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣ ♦❝❡❞✉ ❡✿ ❢♦ ❡❛❝❤

"♥❛♣"❤♦# t ♦❢ #❤❡ # ❛✐♥✐♥❣ ♣❡ ✐♦❞✱ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❛#✉ ❡" ❛ ❡ ❝♦♠♣✉#❡❞ ❢♦ 

❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♥♦❞❡"✿

• #❤❡ ♥✉♠❜❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦ "

• #❤❡ ♥✉♠❜❡ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐#② ♠❡♠❜❡ "

• ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✐♥❞✐❝❛#✐♥❣ ✇❤❡#❤❡ ❛♥ ✐♥#❡ ❛❝#✐♦♥ ✐" ♣ ❡"❡♥# ♦ ♥♦# ❜❡#✇❡❡♥

#❤❡ #✇♦ ♥♦❞❡"

• #❤❡ ❛## ✐❜✉#❡ "✐♠✐❧❛ ✐#② ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ #✇♦ ♥♦❞❡" ✭✐❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮

❚❤❡  ❡❛❧ ❝❧❛""❡" ❛ ❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ ♦♥ #❤❡ #❡"# ♣❡ ✐♦❞✳ ■# ✐" ✇♦ #❤ ♥♦#❤✐♥❣ #❤❛#

#♦  ❡❞✉❝❡ #❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐#② ✭#❤❡ ♥✉♠❜❡ ♦❢ ♣♦""✐❜❧❡ ✐♥#❡ ❛❝#✐♦♥" ✐" ✐♥ #❤❡ ♦ ❞❡ 

♦❢ O(n2)✮✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♥"✐❞❡ ✐♥#❡ ❛❝#✐♦♥" #❤❛# ❛ ❡ ❧✐❦❡❧② #♦ ❛♣♣❡❛ ❜❛"❡❞ ♦♥

#❤❡ ❝♦♠♣✉#❡❞ "✐♠✐❧❛ ✐#② "❝♦ ❡" ✭#♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦ ❛## ✐❜✉#❡ ❜❛"❡❞✮✳ ❍❡ ❡ ❛❧"♦✱ ❛

"✉♣♣♦ # ✈❡❝#♦ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐" ✉"❡❞ #♦ ❜✉✐❧❞ #❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤✐" ❛♣♣ ♦❛❝❤ ✐" ♠♦ ❡ ❣❡♥❡ ❛❧ ❜❡❝❛✉"❡ ✐# ❞♦❡" ♥♦# "✉♣♣♦"❡ #❤❡ ❢♦ ♠ ♦❢

#❤❡ "✐♠✐❧❛ ✐#② ❢✉♥❝#✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐" ♠♦ ❡ ✢❡①✐❜❧❡ ✐♥ ❝❛"❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦#❤❡ ✐♥❢♦ ♠❛#✐♦♥

❛##❛❝❤❡❞ #♦ #❤❡ ♥♦❞❡"✳
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❈♦♠♠✉♥✐&② ♣)❡❞✐❝&✐♦♥

●✐✈❡♥ %❤❡ ♣(❡❞✐❝%❡❞ ♥❡%✇♦(❦ ✉/✐♥❣ %❤❡ ♠❡%❤♦❞/ ♣(♦♣♦/❡❞ ✐♥ %❤❡ ♣(❡✈✐♦✉/

/❡❝%✐♦♥✱ ♦♥❡ ❤❛/ ♦♥❧② %♦ ❝♦♠♣✉%❡ %❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡/ ♦♥ %❤❛% ♥❡%✇♦(❦ %♦ ❣❡% %❤❡

♣(❡❞✐❝%✐♦♥✳

✻✳✻ ❊✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐,❝✉,,✐♦♥

■♥ %❤✐/ /❡❝%✐♦♥✱ %❤❡ ❞❛%❛/❡%/ ✉/❡❞ ❛(❡ ✜(/% ❞❡/❝(✐❜❡❞✳ ❆❢%❡( %❤❛%✱ %❤❡ ❡✈❛❧✉❛✲

%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✐♥%❡(❛❝%✐♦♥ ♣(❡❞✐❝%✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♣(♦♣♦/❡❞ ✐/ ♣(❡/❡♥%❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ %❤❡

❡✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥ %♦ %❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡/ ♣(❡❞✐❝%✐♦♥ ✐/ ♣(❡/❡♥%❡❞✳

✻✳✻✳✶ ❉❛%❛&❡% ❉❡&❝)✐♣%✐♦♥

❚❤❡ ❞❛%❛/❡%/ ✉/❡❞ %♦ ❡✈❛❧✉❛%❡ %❤❡ ♣(♦♣♦/❡❞ ♠❡%❤♦❞/ ❛(❡ ❉❇▲# ❛♥❞ ❋❛❝❡❜♦♦❦

❲❛❧❧✳

❉❇▲0 ❞❛&❛2❡&

❉❇▲B ✐/ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦(❛%✐♦♥ ♥❡%✇♦(❦ ❜❡%✇❡❡♥ ❛✉%❤♦(/ ✐♥❞❡①❡❞ ♦♥ ❤%%♣✿✴✴❞❜❧♣✳✉♥✐✲

%(✐❡(✳❞❡✴✳ ❚❤❡ %✐♠❡✲/%❡♣/ ❛(❡ %❤❡ ②❡❛(/✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡/ ❛(❡ %❤❡ ❛✉%❤♦(/ ❛♥❞✱ ❢♦(

❡❛❝❤ ②❡❛(✱ ❛ ❧✐♥❦ ❡①✐/%/ ❜❡%✇❡❡♥ %✇♦ ♥♦❞❡/ ✐❢ %❤❡ ❝♦((❡/♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉%❤♦(/ ❤❛✈❡

❛% ❧❡❛/% ♦♥❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣✉❜❧✐❝❛%✐♦♥ ❢♦( %❤❛% ②❡❛(✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦/ ❛(❡ ✇❡✐❣❤%❡❞ ❜②

%❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♣✉❜❧✐❝❛%✐♦♥/ ❝♦((❡/♣♦♥❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ♣❡(✐♦❞ ♦❢ %✐♠❡ ✭♦♥❡

②❡❛(✮✳

❋✐❣✉(❡ ✻✳✹ ♣(❡/❡♥%/ /♦♠❡ /%❛%✐/%✐❝/ ♦♥ %❤❡ ❞②♥❛♠✐❝/ ♦❢ %❤❡ ❉❇▲B ♥❡%✇♦(❦✳

❖♥❡ ❝❛♥ (❡♠❛(❦ %❤❛% %❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❛❝%✐✈❡ ❛✉%❤♦(/ ✭❤❛✈✐♥❣ ❛% ❧❡❛/% ♦♥❡

♣✉❜❧✐❝❛%✐♦♥✮ ❢♦❧❧♦✇/ ❛ K✉❛/✐✲❧✐♥❡❛( ❧❛✇ (a)✳ ❚❤❡ /❛♠❡ ❛♣♣❧② ❢♦( %❤❡ ♥✉♠❜❡(
♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛%✐♦♥/ (b)✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧/♦ ♥♦%❡ %❤❛% %❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ♥❡✇ ❛✉%❤♦(/ ❡❛❝❤
②❡❛( ✐/ K✉✐%❡ ❤✐❣❤ (c) ❛♥❞ ♠❛♥② ❛✉%❤♦(/ ❞♦ ♥♦% ♣✉❜❧✐/❤ ✐♥ %✇♦ ❝♦♥/❡❝✉%✐✈❡
②❡❛(/ (d)✳ ❋✐♥❛❧❧② %❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❛✉%❤♦(/ %❤❛% ✭(❡✲✮♣✉❜❧✐/❤ ❛❢%❡( ❛ ②❡❛( ♦✛ ✭❡✮
❛♥❞ %❤❡ ❛✈❡(❛❣❡ ❞❡❣(❡❡ ✭❢✮ ❛(❡ ❛❧/♦ ♣(❡/❡♥%❡❞✳ ❆❧❧ %❤❡/❡ ♦❜/❡(✈❛%✐♦♥/ ❝♦♥✜(♠

%❤❛% ✐% ✐/ ✈❡(② ❞✐✣❝✉❧% %♦ %❛❦❡ ♦♥❧② ♦♥❡ /♥❛♣/❤♦% ✐♥ ♦(❞❡( %♦ ♣(❡❞✐❝% %❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✳

❋❛❝❡❜♦♦❦ ❲❛❧❧ ❞❛&❛2❡&

❋❛❝❡❜♦♦❦ ❲❛❧❧ ❬✶❪ ✐/ ❛ ♥❡%✇♦(❦ ❜✉✐❧% ✇✐%❤ ❛ /♠❛❧❧ /✉❜/❡% ♦❢ ♣♦/%/ %♦ ♦%❤❡(

✉/❡(/✬ ✇❛❧❧ ♦♥ ❋❛❝❡❜♦♦❦✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡/ ♦❢ %❤❡ ♥❡%✇♦(❦ ❛(❡ ❢(♦♠ %❤❡ ◆❡✇ ❖(❧❡❛♥/✬

❘❡❣✐♦♥✳ ❋♦( ❡❛❝❤ ②❡❛(✱ %❤❡(❡ ✐/ ❛ ❧✐♥❦ ❜❡%✇❡❡♥ %✇♦ ♥♦❞❡/ ✐❢ %❤❡(❡ ✐/ ❛ ✇❛❧❧

♣✉❜❧✐❝❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡♠✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦/ ❛(❡ ✇❡✐❣❤%❡❞ ❜② %❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ✇❛❧❧
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉,❡ ✻✳✹✿ ❙♦♠❡ ❙4❛4✐54✐❝5 ♦♥ ❉❇▲: ❞❛4❛5❡4✳

♠❡55❛❣❡5 ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡♠ ❢♦, 4❤❡ ❝♦,,❡5♣♦♥❞✐♥❣ ②❡❛,✳ ❚❤❡ ❞✐,❡❝4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ❧✐♥❦

✐5 ♥♦4 4❛❦❡♥ ✐♥4♦ ❛❝❝♦✉♥4 ✐♥ ♦✉, ❡①♣❡,✐♠❡♥45✳

❆5 ❢♦, 4❤❡ ❉❇▲: ❞❛4❛5❡4✱ 5♦♠❡ 54❛4✐54✐❝5 ❛,❡ ♣,❡5❡♥4❡❞ ✐♥ ✜❣✉,❡ ✻✳✺✳

❋✐❣✉,❡ ✻✳✺ ✭❛✮ ♣,❡5❡♥45 4❤❡ ❡✈♦❧✉4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♥♦❞❡5✱ ✜❣✉,❡ ✻✳✺ ✭❜✮

5❤♦✇5 4❤❡ ❡✈♦❧✉4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ 4♦4❛❧ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ✐♥4❡,❛❝4✐♦♥5✱ ✜❣✉,❡ ✻✳✺ ✭❝✮ ❧❡4

✉5 5❡❡ 4❤❡ ❞②♥❛♠✐❝5 ♦❢ 4❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♥❡✇ ♥♦❞❡5✱ ✜❣✉,❡ ✻✳✺ ✭❞✮ ❞❡❛❧5 ✇✐4❤

4❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♥❡✇ ✐♥4❡,❛❝4✐♦♥5✱ ✜❣✉,❡ ✻✳✺ ✭❡✮ ♣,❡5❡♥45 4❤❡ ❡✈♦❧✉4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡

❛✈❡,❛❣❡ ❞❡❣,❡❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✜❣✉,❡ ✻✳✺ ✭❢✮ ✐❧❧✉54,❛4❡5 4❤❡ ❡✈♦❧✉4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ♥✉♠❜❡,

♦❢ ♥❡✇ ✐♥4❡,❛❝4✐♦♥5 ❜❡4✇❡❡♥ ❡①✐54✐♥❣ ♥♦❞❡5✳

❖♥❡ ❝❛♥ 5❡❡ ❢,♦♠ 4❤❡5❡ 54❛4✐54✐❝5 4❤❛4 4❤✐5 ♥❡4✇♦,❦ ✐5 ✈❡,② ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞

4❤❛4 4❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♥♦❞❡5 ❛♥❞ ❡❞❣❡5 ❣,♦✇5 ✈❡,② ❢❛54 ✇✐4❤ 4✐♠❡✳
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✭❛✮ ✭❜✮

✭❝✮ ✭❞✮

✭❡✮ ✭❢✮

❋✐❣✉,❡ ✻✳✺✿ ❙♦♠❡ 45❛5✐45✐❝4 ♦♥ ❋❛❝❡❜♦♦❦ ❲❛❧❧4 ❞❛5❛4❡5✳

✻✳✻✳✷ ❊✈❛❧✉❛(✐♦♥ ♦❢ ✐♥(❡.❛❝(✐♦♥ ♣.❡❞✐❝(✐♦♥

■♥ 5❤✐44✉❜4❡❝5✐♦♥✱5❤❡ ,❡4✉❧54♦♥ 5❤❡ ♣,❡❞✐❝5✐♦♥ ♦❢5❤❡ ✐♥5❡,❛❝5✐♦♥4❛,❡ ♣,❡✲
4❡♥5❡❞✳❇❡❝❛✉4❡♦❢5❤❡✐♠ ❜❛❧❛♥❝❡❜❡5✇❡❡♥5❤❡❝❧❛44❡4❚❤❡❘❡❝❡✐✈❡,❖♣❡,❛5✐♥❣
❈❤❛,❛❝5❡,✐45✐❝❝✉,✈❡✭♦,❘❖❈ ❝✉,✈❡✮✐4✉4❡❞ ❢♦,❡✈❛❧✉❛5✐♦♥✳❚❤❡❘❖❈ ❝✉,✈❡
✐4❛ ♣❧♦5♦❢5❤❡  !✉❡ ♣♦&✐ ✐✈❡ !❛ ❡ ❛❣❛✐♥455❤❡ ❢❛❧&❡ ♣♦&✐ ✐✈❡ !❛ ❡ ❢♦,5❤❡❞✐❢✲
❢❡,❡♥5 ♣♦44✐❜❧❡ ❞❡❝✐&✐♦♥  ❤!❡&❤♦❧❞&✳ ❚❤❡ ❛,❡❛ ✉♥❞❡, 5❤✐4 ❝✉,✈❡ ✭❆❯❈✮ ❬✶✾❪
,❡♣,❡4❡♥54❤♦✇ ✇❡❧❧5❤❡♠ ♦❞❡❧❝❛♥ 4❡♣❛,❛5❡5❤❡5✇♦ ❝❧❛44❡4✳

❋♦,❡❛❝❤ ❞❛5❛4❡5✱❛ ,❡4✉❧5✇✐5❤ ❛♥ ✐♥45❛♥5✐❛5✐♦♥ ♦❢5❤❡❣❡♥❡,❛❧4✐♠ ✐❧❛,✐5②✲
❜❛4❡❞♠ ♦❞❡❧✐4✜,45♣,❡4❡♥5❡❞✳❚❤❡♥✱5❤❡,❡4✉❧5✇✐5❤ 5❤❡4✉♣❡,✈✐4❡❞ ♠ ❡5❤♦❞
✐4❛❧4♦ ♣,❡4❡♥5❡❞✳
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❉❇▲# ❉❛%❛&❡%

❚❤❡ #✐♠✐❧❛(✐)②✲❜❛#❡❞ ♠♦❞❡❧ ♣(❡#❡♥)❡❞ ✐♥ #❡❝)✐♦♥ ✻✳✺✳✶ ✐# ❣❡♥❡(❛❧✳ ❋♦( ❡❛❝❤

♣❛()✐❝✉❧❛( ❞❛)❛#❡)✱ ♦♥❡ ❤❛# )♦ ✜♥❞ )❤❡ ♠♦#) #✉✐)❛❜❧❡ ♣❛(❛♠❡)❡(#✳ ❲❡ ❤❛✈❡

✉#❡❞ )❤❡ (❛♥❞♦♠✲(❡#)❛() ❤✐❧❧ ❝❧✐♠❜✐♥❣ ♦♣)✐♠✐#❛)✐♦♥ ♠❡)❤♦❞❬✶✸✺❪ )♦ #❡) )❤❡

♣❛(❛♠❡)❡(# α ❛♥❞ β✳ ❋♦( )❤❡ ❉❇▲C ❞❛)❛#❡)✱ )❤❡ ✐♥#)❛♥)✐❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♠♦❞❡❧
✇❡ ❤❛✈❡ ✉#❡❞ ✐# ❛# ❢♦❧❧♦✇#✿

SimDBLP (i, j) =
∑

t∈T

(1/(n−t+1))×(0.67×||A[i, j]||+(0.33×J(C(i), C(j))))

✭✻✳✺✮

✇✐)❤ n )❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ )✐♠❡✲#)❡♣#✱ ||x|| )❤❡ ♥♦(♠❛❧✐③❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ✈❛(✐❛❜❧❡
x ❜❡)✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ 1 ❛♥❞ J(C(i), C(j)) )❤❡ ❏❛❝❝❛(❞ #✐♠✐❧❛(✐)② ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ❧♦✲
❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)② ♦❢ i ❛♥❞ )❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)② ♦❢ j✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡#
❛(❡ ❝♦♠♣✉)❡❞ ✇✐)❤ )❤❡ ❛❧❣♦(✐)❤♠ ❞❡#❝(✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✶✺❪✳ ❆# #❤♦✇♥ ✐♥ ❬✶✶✻❪ ❧♦✲

❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)✐❡# ❛(❡ )❤❡ ❜❡#) ❝♦♠♣(♦♠✐#❡ ❜❡)✇❡❡♥ )❤❡ ✜(#) ❛♥❞ )❤❡ #❡❝♦♥❞

♥❡✐❣❤❜♦(❤♦♦❞✳

❚❤✐# ♠♦❞❡❧ ♣(♦❞✉❝❡# ❛♥ ❆❯❈ ♦❢ 0.69 ✇❤✐❝❤ ✐# ❛❧(❡❛❞② ❜❡))❡( )❤❛♥ ❛
(❛♥❞♦♠ ♣(❡❞✐❝)♦( ✇❤✐❝❤ ❤❛# ❛♥ ❆❯❈ ♦❢ 0.5✳ ❇❡❝❛✉#❡ )❤❡ ♣❛(❛♠❡)❡(# ❛(❡ #❡)
♠❛♥✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❛(❡ ♥♦) #✉(❡ )❤❛) ✐) ✐# )❤❡ ❜❡#) (❡#✉❧) ✇❡ ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ✇✐)❤ )❤✐#

♠♦❞❡❧✳ ■) ✐# ❢♦( )❤❛) (❡❛#♦♥ )❤❛) )❤❡ #✉♣❡(✈✐#❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐# ✉#❡❞✳

❚❤❡ #✉♣❡(✈✐#❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦( )❤✐# ❞❛)❛#❡) ✐# ❜✉✐❧) ❛# ❞❡#❝(✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐)❤

)❤❡ #❛♠❡ ❛))(✐❜✉)❡# ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ )❤❡ #✐♠✐❧❛(✐)②✲❜❛#❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❲✐)❤ )❤✐# ♠♦❞❡❧✱

✇❡ ❣❡) ❛♥ ❆❯❈ ♦❢ 0.87✳ ❚❤✐# ♠♦❞❡❧ ✐# ♠✉❝❤ ❜❡))❡( )❤❛♥ )❤❡ ♣(❡✈✐♦✉#❧②

❝♦♥#)(✉❝)❡❞ #✐♠✐❧❛(✐)②✲❜❛#❡❞ ♦♥❡✳ ❲❡ )❤❡ ✉#❡❞ )❤✐# ❧❛#) ♠♦❞❡❧ ❢♦( ❝♦♠♠✉♥✐)②

♣(❡❞✐❝)✐♦♥✳

❋❛❝❡❜♦♦❦ ✇❛❧❧& ❉❛%❛&❡%

❆# ❢♦( )❤❡ ❉❇▲C✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉#❡❞ ❛ ♣❛()✐❝✉❧❛( ✐♥#)❛♥)✐❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♠♦❞❡❧

#✐♠✐❧❛(✐)②✲❜❛#❡❞ ♠♦❞❡❧ ✉#✐♥❣ )❤❡ ♦♣)✐♠✐#❛)✐♦♥ )❡❝❤♥✐P✉❡ ❞❡#❝(✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ )♦

#❡) )❤❡ ♣❛(❛♠❡)❡(#✳ ■) ✐# #)❛)❡❞ ❛# ❢♦❧❧♦✇#✿

SimFcb(i, j) =
∑

t∈T

(1/(n−t+1))×(0.74×||A[i, j]||+(0.24×J(C(i), C(j))))

✭✻✳✻✮

❚❤✐# ♠♦❞❡❧ ♣(♦❞✉❝❡# ❛♥ ❆❯❈ ♦❢ 0.84 ✇❤✐❝❤ ✐# ❛❧#♦ ❜❡))❡( )❤❛♥ ❛ (❛♥❞♦♠
♣(❡❞✐❝)♦(✳ ❆# #)❛)❡❞ ❛❜♦✈❡✱ )❤✐# (❡#✉❧) ✐# ♣(♦❜❛❜❧② #✉❜✲♦♣)✐♠❛❧✳
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❉❇▲# ❞❛&❛'❡& ❋❛❝❡❜♦♦❦ ✇❛❧❧ ❞❛&❛'❡&

❘❛♥❞♦♠ ♣4❡❞✐❝&♦4 ✵✳✺✵ ✵✳✺✵

'✐♠✐❧❛4✐&②✲❜❛'❡❞ ♠♦❞❡❧ ✵✳✻✾ ✵✳✽✹

❙✉♣❡$✈✐'❡❞ ♠♦❞❡❧ ✵✳✽✼ ✵✳✾✷

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❊✈❛❧✉❛,✐♦♥ ✭❆❯❈✮ ♦❢ ✐♥,❡6❛❝,✐♦♥ ♣6❡❞✐❝,✐♦♥ ♠♦❞❡❧;

❲✐,❤ ,❤❡ ;✉♣❡6✈✐;❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❣❡, ❛♥ ❆❯❈ ♦❢ 0.92✳ ❚❤✐; ♠♦❞❡❧ ✐; ❜❡,,❡6
,❤❛♥ ,❤❡ ♣6❡✈✐♦✉;❧② ❝♦♥;,6✉❝,❡❞ ;✐♠✐❧❛6✐,②✲❜❛;❡❞ ♦♥❡✳ ■, ✐; ,❤❡♥ ,❤✐; ❧❛;, ♦♥❡

,❤❛, ✇✐❧❧ ❜❡ ✉;❡❞ ❢♦6 ❝♦♠♠✉♥✐,② ♣6❡❞✐❝,✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ;✉♠♠❛6✐③❡; ,❤❡ ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡; ♦❢ ♦✉6 ♠♦❞❡❧; ❢♦6 ✐♥,❡6❛❝,✐♦♥ ♣6❡✲

❞✐❝,✐♦♥✳

✻✳✻✳✸ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐8② ♣$❡❞✐❝8✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛8✐♦♥

❍❛✈✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ♣6❡❞✐❝,; F✉✐,❡ ✇❡❧❧ ,❤❡ ❢✉,✉6❡ ✐♥,❡6❛❝,✐♦♥;✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦✇

❛♣♣❧② ✐, ,♦ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,② ♣6❡❞✐❝,✐♦♥✳ ❢♦6 ;❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛6✐;♦♥✱ ,❤❡ ❡✈❛❧✉❛✲

,✐♦♥ ♦❢ ❞✐6❡❝,❧② ♣6❡❞✐❝,✐♥❣ ,❤❡ ♠❡♠❜❡6;❤✐♣ ♦❢ ,❤❡ ♥♦❞❡;✱ ✇✐,❤ ,❤❡ ;✉♣❡6✈✐;❡❞

♠❡,❤♦❞ ♣6❡;❡♥,❡❞ ✐♥ ;❡❝,✐♦♥ 3 ✐; ❛❧;♦ ;❤♦✇♥✳
❚❤❡ ♣❡6❢♦6♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ,❤❛, ✇❡ ✉;❡❞ ,♦ ❝♦♠♣❛6❡ ❛❧❣♦6✐,❤♠; ✐; ,❤❡ ◆♦6✲

♠❛❧✐③❡❞ ▼✉,✉❛❧ ■♥❢♦6♠❛,✐♦♥ ❛; ♣6❡;❡♥,❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣,❡6 ✷✳

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,② ♠❡,❤♦❞ ✉;❡❞ ❢♦6 ♦✉6 ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥; ✐; ♦✉6 ♠❡,❤♦❞✱

■❖▲❖❈❖✱ ♣6❡;❡♥,❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣,❡6 ✹✳ ❚❤✐; ❛❧❣♦6✐,❤♠ ❧♦❝❛❧❧② ♦♣,✐♠✐③❡ ❛ ❞❡✜♥❡❞

F✉❛❧✐,② ❢✉♥❝,✐♦♥ ❛♥❞ ✐; ❛❜❧❡ ,♦ ✉♥❝♦✈❡6 ,❤❡ ♦✈❡6❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐,② ;,6✉❝,✉6❡

❛ ♣❛6,✐❝✉❧❛6 ;,❛6,✐♥❣ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣; ,♦ ❛♥❞ ❛❧;♦ ❞❡,❡❝, ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ❞♦❡; ♥♦,

❜❡❧♦♥❣ ,♦ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐,②✳ ■, ✐; ✇♦6,❤ ♥♦,✐♥❣ ,❤❛, ,❤❡ ;❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✇✐,❤

❛♥② ♦,❤❡6 ❝♦♠♠✉♥✐,② ❞❡,❡❝,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞✳

❋♦6 ,❤❡ ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥✱ ,❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,✐❡; ❛6❡ ❝♦♠♣✉,❡❞ ♦♥ ,❤❡ 6❡❛❧ ♥❡,✲

✇♦6❦ ❛♥❞ ♦♥ ,❤❡ ♣6❡❞✐❝,❡❞ ♦♥❡✱ ❜❛;❡❞ ♦♥ ,❤❡ ;✉♣❡6✈✐;❡❞ ♠♦❞❡❧ ❞❡;❝6✐❜❡❞

❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ♣6❡❞✐❝,❡❞ ♥❡,✇♦6❦ ✐; ❝♦♥;,6✉❝,❡❞ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② ,❤❡ ♣6❡❞✐❝,❡❞

✐♥,❡6❛❝,✐♦♥;✳ ❚❤❡ ,✇♦ 6❡;✉❧,; ❛6❡ ,❤❡♥ ❝♦♠♣❛6❡❞ ❜❛;❡❞ ♦♥ ,❤❡ NMI✳ ❚❤✐;
❡✈❛❧✉❛,✐♦♥ ♦♥❧② ,❛❦❡ ✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥, ,❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,✐❡; ♦❢ ♥♦❞❡; ,❤❛, ❛♣♣❡❛6

✐♥ ,❤❡ ♣6❡❞✐❝,❡❞ ❛♥❞ ,❤❡ 6❡❛❧ ♥❡,✇♦6❦✳ ❚❤❡ 6❡;✉❧,; ❛6❡ ♣6❡;❡♥,❡❞ ❜❡❧♦✇ ❢♦6

❡❛❝❤ ❞❛,❛;❡,✳

❉❇▲# ❞❛&❛'❡&

❚❤❡ ;✉♣❡6✈✐;❡❞ ♠❡,❤♦❞ ,♦ ❞✐6❡❝,❧② ♣6❡❞✐❝, ✇❤❡,❤❡6 ♦6 ♥♦, ❛ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡❧♦♥❣

,♦ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐,② ❧❡❛❞; ,♦ ❛♥ ❆❯❈ ♦❢ 0.87 ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝✉6❛❝② ♦❢ 86.10%✳ ❚❤❛,
❧❡❛❞; ,♦ ❛♥ ❛✈❡6❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦6 ,❤❡ ◆▼■ ✐♥❞❡① ♦❢ 0.32✳ ❚❤✐; ;❝♦6❡ ✐; ❧♦✇ ❜❡❝❛✉;❡
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✻✿ ❊✈❛❧✉❛-✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐-② ♣$❡❞✐❝-✐♦♥ ❢♦$ -❤❡ ❉❇▲: ❞❛-❛;❡-

♠❛♥② ♥♦❞❡; -❤❛- ❡①✐;- ✐♥ -❤❡ ♣❛;- ❞♦ ♥♦- ❡①✐;- ✐♥ -❤❡ ❢✉-✉$❡ ✭✐❢ -❤❡ ❛✉-❤♦$

❤❛✈❡ ♥♦- ♣✉❜❧✐;❤❡❞ ❛❣❛✐♥✮✳

❚❤❡ $❡;✉❧-; ♦❢ -❤❡ ❡✈❛❧✉❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣$❡❞✐❝-✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐-✐❡; -❤$♦✉❣❤

-❤❡ ✐♥-❡$❛❝-✐♦♥; ♣$❡❞✐❝-✐♦♥ ❢♦$ -❤✐; ❞❛-❛;❡- ❛$❡ ♣$❡;❡♥-❡❞ ✐♥ ❋✐❣ ✻✳✻✳ ■♥ -❤✐;

✜❣✉$❡✱ -❤❡ ❛$❡❛ ❝♦✈❡$❡❞ $❡♣$❡;❡♥-; -❤❡ ♣❡$❝❡♥-❛❣❡ ♦❢ ♥♦❞❡; ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡

♦❢ ◆▼■ ❡F✉❛❧ ♦$ ❣$❡❛-❡$ -❤❛♥ -❤❡ ❝♦$$❡;♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ◆▼■ ♦♥ -❤❡ ①✲❛①✐;✳

❖♥❡ ❝❛♥ ;❡❡ -❤❛- ❢♦$ ♠♦$❡ -❤❛♥ 30% ♦❢ -❤❡ ♥♦❞❡;✱ -❤❡ ♣$❡❞✐❝-✐♦♥ ✐; ♣❡$❢❡❝-

✇✐-❤ ❛ ❏❛❝❝❛$❞ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1✳ ▼♦$❡ -❤❛♥ 50% ♦❢ ♥♦❞❡; ♣$♦❞✉❝❡ ❛ ;❝♦$❡

❣$❡❛-❡$ -❤❛♥ ♦$ ❡F✉❛❧ -♦ 0.67 ❛♥❞ ♠♦$❡ -❤❛♥ 60% ❤❛✈❡ -❤❡✐$ ;❝♦$❡; ❣$❡❛-❡$

♦$ ❡F✉❛❧ -♦ 0.5✳ ❚❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ◆▼■ ;❝♦$❡ ✐; 0.65✳
■- ✇♦$-❤ ♥♦-✐♥❣ -❤❛- ✐♥ -❤✐; ❡✈❛❧✉❛-✐♦♥ -❤❡ ♥♦❞❡; -❤❛- ♦♥❧② ❛♣♣❡❛$ ✐♥ -❤❡

-❛$❣❡- ♣❡$✐♦❞ ❛$❡ ♥♦- ❝♦♥;✐❞❡$❡❞ ❛; ;-❛$-✐♥❣ ♥♦❞❡; ❢♦$ ❡✈❛❧✉❛-✐♦♥ ❜❡❝❛✉;❡ -❤❡②

❝❛♥♥♦- ❜❡ ♣$❡❞✐❝-❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡$ -❤❡② ❛$❡ ❝♦♥;✐❞❡$❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉-✐♥❣ -❤❡ ◆▼■

♦❢ ❛ ♣❛$-✐❝✉❧❛$ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐-②✳

❋❛❝❡❜♦♦❦ ✇❛❧❧) ❞❛+❛)❡+

❚❤❡ ;✉♣❡$✈✐;❡❞ ♠❡-❤♦❞ -♦ ❞✐$❡❝-❧② ♣$❡❞✐❝- ✇❤❡-❤❡$ ♦$ ♥♦- ❛ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡❧♦♥❣

-♦ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐-② ❧❡❛❞; -♦ ❛♥ ❆❯❈ ♦❢ 0.78 ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝✉$❛❝② ♦❢ 89.84✳ ❚❤❛-
❧❡❛❞; -♦ ❛♥ ❛✈❡$❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦$ -❤❡ ◆▼■ ✐♥❞❡① ♦❢ 0.45✳ ❚❤✐; ♠❡-❤♦❞ ✐; ♠♦$❡
;✉✐-❛❜❧❡ ❢♦$ -❤✐; ❞❛-❛;❡- ❜❡❝❛✉;❡ ❛❧❧ -❤❡ ♥♦❞❡; ❡①✐;-✐♥❣ ✐♥ -❤❡ ♣❛;- ❛$❡ ♣$❡;❡♥-

✐♥ -❤❡ ❢✉-✉$❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✻✳✼✿ ❊✈❛❧✉❛.✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐.② ♣$❡❞✐❝.✐♦♥ ❢♦$ .❤❡ ❋❛❝❡❜♦♦❦ ✇❛❧❧

❞❛.❛;❡.

❆; ❢♦$ .❤❡ ♣$❡✈✐♦✉; ♦♥❡✱ .❤❡ $❡;✉❧.; ♦❢ .❤❡ ❡✈❛❧✉❛.✐♦♥ ❢♦$ .❤❡ ♣$❡❞✐❝.✐♦♥

♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐.✐❡; .❤$♦✉❣❤ .❤❡ ✐♥.❡$❛❝.✐♦♥; ♣$❡❞✐❝.✐♦♥ ❢♦$ .❤✐; ❞❛.❛;❡. ❛$❡ ♣$❡✲

;❡♥.❡❞ ✐♥ ✜❣ ✻✳✼✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ;❡❡ .❤❛. ❢♦$ ❛♣♣$♦①✐♠❛.❡❧② 25% ♦❢ .❤❡ ♥♦❞❡;✱ .❤❡

♣$❡❞✐❝.✐♦♥ ✐; ♣❡$❢❡❝. ✇✐.❤ ❛ ❏❛❝❝❛$❞ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1✳ ▼♦$❡ .❤❛♥ 50% ♦❢ ♥♦❞❡;

♣$♦❞✉❝❡ ❛ ;❝♦$❡ ❣$❡❛.❡$ .❤❛♥ 0.5 ❛♥❞ .❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ .❤❡ ✐♥❞❡① ✐; 0.56✳

✻✳✼ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥) ❛♥❞ ♣❡/)♣❡❝0✐✈❡)

❘❡❝❡♥.❧②✱ ♠❛♥② ✇♦$❦; ❤❛✈❡ ;.❛$.❡❞ .♦ ❞❡❛❧ ✇✐.❤ ❝♦♠♠✉♥✐.② ❞❡.❡❝.✐♦♥ ✐♥ ❞②✲

♥❛♠✐❝ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡.✇♦$❦;✳ ❚♦ .❤❡ ❜❡;. ♦❢ ♦✉$ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❝♦♠♠✉♥✐.② ♣$❡❞✐❝✲

.✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥.❡$❛❝.✐♦♥ ♥❡.✇♦$❦; ✐; ♥♦. ❛❝.✉❛❧❧② ;.✉❞✐❡❞ ✐♥ .❤❡ ❝♦♠♣❧❡①

♥❡.✇♦$❦ ❧✐.❡$❛.✉$❡✳

■♥ .❤✐; ❝❤❛♣.❡$✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ;.❛.❡❞ .❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐.② ♣$❡❞✐❝.✐♦♥ ♣$♦❜❧❡♠ ❛♥❞

♣$♦♣♦;❡❞ .✇♦ ❣❡♥❡$❛❧ ❛♣♣$♦❛❝❤❡; .♦ ;♦❧✈❡ ✐.✳ ❚❤❡ ✜$;. ❛♣♣$♦❛❝❤ .$✐❡; .♦

♣$❡❞✐❝. .❤❡ ♠❡♠❜❡$;❤✐♣ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ♣❛$.✐❝✉❧❛$ ❝♦♠♠✉♥✐.② ❜❛;❡❞ ♦♥ ❛ ;✉✲

♣❡$✈✐;❡❞ ❧❡❛$♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ;❡❝♦♥❞ ❛♣♣$♦❛❝❤ ✜$;. ♣$❡❞✐❝.; .❤❡ ✐♥.❡$❛❝.✐♦♥;

❛♥❞ .❤❡♥ ❝♦♠♣✉.❡; .❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐.✐❡; ✐♥ .❤❡ ♣$❡❞✐❝.❡❞ ♥❡.✇♦$❦✳

❉✐$❡❝.❧② ♣$❡❞✐❝.✐♥❣ .❤❡ ♠❡♠❜❡$;❤✐♣; ♦❢ ♥♦❞❡; ✐; ♠♦$❡ ;✉✐.❛❜❧❡ ❢♦$ ❣$♦✇✐♥❣

✐♥.❡$❛❝.✐♦♥ ♥❡.✇♦$❦; ✇❤❡$❡ ❡①✐;.✐♥❣ ♥♦❞❡; ❞♦ ♥♦. ❧❡❛✈❡ .❤❡ ♥❡.✇♦$❦✳ H$❡❞✐❝.✲

✐♥❣ .❤❡ ✐♥.❡$❛❝.✐♦♥; ✐; ♠♦$❡ ❝♦♠♣❧❡① ✭❛♥❞ ❝♦♠♣✉.❛.✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥;✐✈❡✮ .❤❛♥



✻✳✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❆◆❉ ,❊❘❙,❊❈❚■❱❊❙ ✶✵✸

❞✐"❡❝%❧② ♣"❡❞✐❝%✐♥❣ %❤❡ ♠❡♠❜❡".❤✐♣.✱ ❜✉% ✐% ❣✐✈❡. ❜❡%%❡" "❡.✉❧%. ❜❡❝❛✉.❡ ✐%

❞♦❡. ♥♦% "❡4✉✐"❡ ❡①❛❝% ♣"❡❞✐❝%✐♦♥.✿ ✐❢ ❛ ♠✐..✐♥❣ ✐♥%❡"♥❛❧ ✐♥%❡"❛❝%✐♦♥ ✐♥ ❛

❝♦♠♠✉♥✐%② ✐. ♣"❡❞✐❝%❡❞✱ ✐% "❡✐♥❢♦"❝❡. %❤❡ ❝♦❤❡.✐♦♥✳ ▲✐❦❡✇✐.❡✱ ✐❢ ❛♥ ✐♥%❡" ❝♦♠✲

♠✉♥✐%② ❧✐♥❦. ✐. ♥♦% ♣"❡❞✐❝%❡❞✱ ✐% ❜❡%%❡" .❡♣❛"❛%❡. %❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐%✐❡.✳

❚❡.%. ♦♥ "❡❛❧ ❞❛%❛.❡%. ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ .❤♦✇ %❤❡ ❢❡❛.✐❜✐❧✐%② ♦❢ %❤❡ ♣"♦✲

♣♦.❡❞ ❛♣♣"♦❛❝❤❡.✳

❖♥❡ ❞✐"❡❝% ♣❡".♣❡❝%✐✈❡ ♦❢ %❤✐. ✇♦"❦ ✐. %♦ ✐♠♣"♦✈❡ %❤✐. ❛♣♣"♦❛❝❤ ❜② ❛❞❞✐♥❣

❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦" ♥♦❞❡. ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❡♥❛❜❧❡ %♦ ♣"❡❞✐❝% %❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡. ✐♥

%❤❡ ♥❡%✇♦"❦✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧.♦ %❡.% %❤❡ ❛♣♣"♦❛❝❤ ♦♥ ♦%❤❡" ❞❛%❛.❡%.✳
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❈❍❆#❚❊❘ ✼

❚♦✇❛+❞- ❛ ❋+❛♠❡✇♦+❦ ❢♦+ -3♦+✐♥❣ ❛♥❞

❛♥❛❧②-✐♥❣ ❞✐-3+✐❜✉3❡❞ ♥❡3✇♦+❦-

✧!✐♠♣❧✐❝✐'② ✐! '❤❡ ✉❧'✐♠❛'❡ !♦♣❤✐!'✐❝❛'✐♦♥✧

✲ ▲❡♦♥❛%❞ ❞❡ ❱✐♥❝✐

✼✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥

■♥ #❤❡ ♣'❡✈✐♦✉, ❝❤❛♣#❡', ✇❡ ❤❛✈❡ ♣'♦♣♦,❡❞ ,♦♠❡ ♠❡#❤♦❞, #♦ ❞❡#❡❝# ❧♦❝❛❧ ❝♦♠✲

♠✉♥✐#✐❡, ❛♥❞ ❛♥❛❧②,❡ #❤❡✐' ❞②♥❛♠✐❝, ✐♥ ❧❛'❣❡ ,❝❛❧❡ ,♦❝✐❛❧ ♥❡#✇♦'❦,✳ ❆❧#❤♦✉❣❤

#❤❡,❡ ♠❡#❤♦❞, ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥#❡❞ ✉,✐♥❣ ❡①✐,#✐♥❣ ,♦❝✐❛❧ ♥❡#✇♦'❦, ❛♥❛❧②,✐,

#♦♦❧,✱ ♠❛♥② ♦❢ #❤❡,❡ #♦♦❧, ✉,✉❛❧❧② ❝♦♥,✐❞❡' #❤❛# #❤❡ ❞❛#❛ ♦❢ #❤❡,❡ ♥❡#✇♦'❦,

❝❛♥ ❜❡ ❧♦❛❞❡❞ ✐♥#♦ #❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦'② ♦❢ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉#❡' #♦ ♣'♦❝❡,, #❤❡♠✳ ❚❤❛#

✐, ♥♦# ❛❧✇❛②, #'✉❡ ✐♥ ♣'❛❝#✐❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❖♥❧✐♥❡ ❙♦❝✐❛❧ ♥❡#✇♦'❦, ✭❖❙◆✮ ❧✐❦❡

❋❛❝❡❜♦♦❦✱ ❚✇✐##❡' ♦' ❙❦②'♦❝❦ ✉,✉❛❧❧② ❣❡♥❡'❛#❡ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥# ♦❢ ❞❛#❛✳ ❋♦'

#❤❛# '❡❛,♦♥ #❤❡✐' ❞❛#❛ ❛'❡ ❣❡♥❡'❛❧❧② ❞✐,#'✐❜✉#❡❞ ❛❝'♦,, ♠❛♥② ♣❤②,✐❝❛❧ ,❡'✈❡',

❛♥❞ ❡✈❡♥#✉❛❧❧② ♠❛♥② ❞❛#❛❝❡♥#❡', ❛'♦✉♥❞ #❤❡ ✇♦'❧❞✳ ❙♦❝✐❛❧ ♥❡#✇♦'❦ ❛♥❛❧②,✐,

✭❙◆❆✮ ❛❧❣♦'✐#❤♠, ♠✉,# #❛❦❡ ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥# #❤✐, ❞✐,#'✐❜✉#✐♦♥ ♦❢ ❞❛#❛✳

❇❡,✐❞❡,✱ ♠❛♥② ❞✐,#'✐❜✉#❡❞ ❝♦♠♣✉#✐♥❣ ♠♦❞❡❧, ❢♦' ❜✐❣ ❞❛#❛ ♣'♦❝❡,,✐♥❣ ❡①✐,#

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉,❡❞ ❢♦' ❙◆❆✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ #❤❡② ❛'❡ ✭,♦♠❡#✐♠❡✮ ♥♦# ,#'❛✐❣❤#❢♦'✇❛'❞
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♠❡♥$❡❞✱ ✐$ ❛❧❧♦✇# $♦ ❞❡✜♥❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦4✐$❤♠# ✉#✐♥❣ $❤❡ ♣4♦♣♦#❡❞ ❞❛$❛ #$4✉❝$✉4❡

❛♥❞ ✐$ ✐# ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦4 ♠❛♥② ♣4♦❣4❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡#✿ ❈✴❈✰✰✱ ❏❛✈❛ ❛♥❞

M②$❤♦♥✳

❆❧$❤♦✉❣❤ ✐$ ❡♥❛❜❧❡# ❡✣❝✐❡♥$ ❛♥❛❧②#✐# ♦❢ ✈❡4② ❧❛4❣❡ ♥❡$✇♦4❦#✱ ✐$ 4❡N✉✐4❡#

❛❧❧ $❤❡ ❞❛$❛ $♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ $❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡♠♦4② ♦❢ ❛ #✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣✉$❡4✳
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◆❊❚❲❖❘❑❙ ✶✵✾

❛♥❛❧②$✐$ &❛$❦$ ❝❛♥ ❜❡ +❡♣+❡$❡♥&❡❞ ❛$ ♠❛♣✴+❡❞✉❝❡ &❛$❦$✳ ❉✉❡ &♦ &❤✐$ ❧✐♠✐&❛✲

&✐♦♥✱ ♠❛♥② ❛❧❣♦+✐&❤♠$ ❢♦+ ♥❡&✇♦+❦$ ❛♥❛❧②$✐$ ❛+❡ ❞✐✣❝✉❧& ✐❢ ♥♦& ✐♠♣♦$$✐❜❧❡ &♦

✐♠♣❧❡♠❡♥& ✉$✐♥❣ &❤✐$ ❢+❛♠❡✇♦+❦ ✭❢♦+ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❧❣♦+✐&❤♠$ &❤❛& +❡=✉✐+❡ ❣❧♦❜❛❧

$❤❛+✐♥❣ $&❛&❡$✮✳ ▼♦+❡♦✈❡+✱ ❢♦+ ❡❛❝❤ ▼❛♣ &❛$❦✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞ &♦ ♣+♦❝❡$$ &❤❡ ❡♥&✐+❡

♥❡&✇♦+❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐$ ♥♦& ❛❧✇❛②$ $✉✐&❛❜❧❡✳

✼✳✷✳✸ $%❡❣❡❧ ❛♥❞ ●✐%❛♣❤

●♦♦❣❧❡ ❤❛$ +❡❝❡♥&❧② ♣+♦♣♦$❡❞ B+❡❣❡❧ ❬✾✹❪✱ ❛ ❢+❛♠❡✇♦+❦ &♦ ♣+♦❝❡$$❡$ ❧❛+❣❡

❣+❛♣❤$✳ ■♥ &❤✐$ ❢+❛♠❡✇♦+❦✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ &❤❡ ❣+❛♣❤ ✐$ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉&✐♥❣

✉♥✐& ✇❤✐❝❤ ❤❛$ ❛ $&❛&❡ ❛♥❞ ✐$ ❛❜❧❡ &♦ +❡❝❡✐✈❡ ❛♥❞ $❡♥❞ ♠❡$$❛❣❡$ ❢+♦♠ ❛♥❞ &♦

✐&$ ❞✐+❡❝& ♥❡✐❣❤❜♦✉+$✳ ❆ ♣+♦❝❡$$✐♥❣ &❛$❦ ✐$ ❞♦♥❡ ✉$✐♥❣ ♦♥❡ ♦+ $❡✈❡+❛❧ ✐&❡+❛&✐♦♥$

❞✉+✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝♦♠♣✉&❡ ✐♥ ♣❛+❛❧❧❡❧✳ ❆& ❡❛❝❤ ✐&❡+❛&✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡✿

• +❡❝❡✐✈❡$ &❤❡ ♠❡$$❛❣❡$ $❡♥& &♦ ❤✐♠ ❞✉+✐♥❣ &❤❡ ♣+❡✈✐♦✉$ ✐&❡+❛&✐♦♥❀

• ❡①❡❝✉&❡$ &❤❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② &❤❡ ✉$❡+❀

• ❝❤❛♥❣❡$ ❡✈❡♥&✉❛❧❧② ✐& ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ $❡♥❞ ❛ ♠❡$$❛❣❡ &♦ ✐&$ ♥❡✐❣❤❜♦✉+$❀

• ❝❤❛♥❣❡$ ✐❢ ♥❡❝❡$$❛+② &❤❡ &♦♣♦❧♦❣② ♦❢ &❤❡ ♥❡&✇♦+❦

• ✈♦&❡$ &♦ ❤❛❧& ✐❢ ✐& ❤❛$ ♥♦ ♠♦+❡ ✇♦+❦ &♦ ❞♦✳

❈❧❛$$✐❝❛❧ ❣+❛♣❤$ ❛❧❣♦+✐&❤♠$ ❧✐❦❡ ❝♦♥♥❡❝&❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥&$✱ ♣❛❣❡❘❛♥❦✱ ❝❛♥ ❜❡

❡❛$✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥&❡❞ ✐♥ &❤✐$ ❢+❛♠❡✇♦+❦✳

B+❡❣❡❧ ✐$ &❤❡ ♣+✐✈❛&❡ ♣+♦♣❡+&② ♦❢ ●♦♦❣❧❡✳ ●✐+❛♣❤ ✐$ ❛♥ ♦♣❡♥ $♦✉+❝❡ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤✐$ ❝♦♠♣✉&✐♥❣ ❢+❛♠❡✇♦+❦✳ B+❡❣❡❧ ❛♥❞ ●✐+❛♣❤ ❛+❡ ♠♦+❡ ❝♦♠✲

♣✉&✐♥❣ ♠♦❞❡❧$ &❤❛♥ ❣+❛♣❤ $♦❝✐❛❧ ♥❡&✇♦+❦ ❛♥❛❧②$✐$ ❢+❛♠❡✇♦+❦✳ ❆$ ❍❛❞♦♦♣

▼❛♣❘❡❞✉❝❡ $♦♠❡ ♣+♦❝❡$$✐♥❣ &❛$❦$ ❛+❡ ❞✐✣❝✉❧& ♦+ ❡✈❡♥ ✐♠♣♦$$✐❜❧❡ &♦ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥& ✉$✐♥❣ ✐&✳ ❆❧$♦✱ &❤❡② ❞♦ ♥♦& ♣+♦✈✐❞❡ ✇❛②$ &♦ =✉❡+② ♣❛+&✐❝✉❧❛+ ♣❛+&$ ♦❢

&❤❡ ♥❡&✇♦+❦✳

✼✳✷✳✹ $❡❣❛1✉1

B❡❣❛$✉$ ❬✼✶❪ ✐$ ❛ ❣+❛♣❤ ♣+♦❝❡$$✐♥❣ ❢+❛♠❡✇♦+❦ ❜✉✐❧& ♦♥ &♦♣ ♦❢ ❍❛❞♦♦♣ ▼❛♣❘❡✲

❞✉❝❡ ❬✶✺✷❪✳ ■& ❛❧❧♦✇$ &♦ ❛♥❛❧②$❡ ❞✐$&+✐❜✉&❡❞ ❧❛+❣❡ ❣+❛♣❤$ ✉$✐♥❣ &❤❡ ❍❛❞♦♦♣

❞✐$&+✐❜✉&❡❞ ✜❧❡ $②$&❡♠ ✭❍❉❋❙✮✳ ❚❤✐$ ❛❧❧♦✇$ &♦ ♣+♦❝❡$$ ✈❡+② ❧❛+❣❡ ❞✐$&+✐❜✉&❡❞

♥❡&✇♦+❦$✳

■&$ ❧✐♠✐&❛&✐♦♥$ ❛+❡ &❤❛& ✐& ❞♦❡$ ♥♦& &❛❦❡ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥& ❛&&+✐❜✉&❡$ ♦❢ ♥♦❞❡$

❛♥❞ ❡❞❣❡$ ❛♥❞ ❞♦❡$ ♥♦& ❛❧❧♦✇$ &♦ =✉❡+② ♣❛+&$ ♦❢ &❤❡ ♥❡&✇♦+❦✳
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❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞✉%✐♥❣ )❤❡ %❡❝❡♥) ②❡❛%+✱ ♠❛✐♥❧② )♦ ♦✈❡%❝♦♠❡ )❤❡ ❧✐♠✐)❛)✐♦♥+ ♦❢

)%❛❞✐)✐♦♥❛❧ %❡❧❛)✐♦♥❛❧ ❞❛)❛❜❛+❡+✳ ❍❡%❡ ❛%❡ +♦♠❡ ♦❢ )❤❡+❡ +♦❧✉)✐♦♥+ +❡❧❡❝)❡❞ ❢♦%

)❤❡✐% %❡❧❡✈❛♥❝② ❢♦% ♦✉% ❝♦♥)❡①)✳

❆❧❧❡❣$♦●$❛♣❤

❆❧❧❡❣%♦❣%❛♣❤ ✐+ ❛ ❘❡+♦✉%❝❡ ❉❡+❝%✐♣)✐♦♥ ❋%❛♠❡✇♦%❦ ✭❘❉❋✮ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇+ )♦

✐♠♣❧❡♠❡♥) ❣%❛♣❤ ❞❛)❛❜❛+❡+✳ ■)+ B✉❡%② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐+ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡

❙!❆❘◗▲ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ■)+ ❧✐♠✐)❛)✐♦♥ ✐+ )❤❛) ✐) ✐+ ❝♦♠♠❡%❝✐❛❧ ❛♥❞ ♠♦♥♦✲+✐)❡ ♦♥❧②✳

◆❡♦✹❏

◆❡♦✹❏ ✐+ ❛ ❣%❛♣❤ ♦%✐❡♥)❡❞ ❞❛)❛❜❛+❡✳ ■) ❞❡✜♥❡+ ❣%❛♣❤ )%❛✈❡%+❛❧ ♦♣❡%❛)✐♦♥+ )♦

✈✐+✐) )❤❡ ♥♦❞❡+ ♦❢ )❤❡ ❣%❛♣❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ✉+❡% ❞❡✜♥❡❞ ♣❛))❡%♥✳ ■)+ ♠❛✐♥ B✉❡%②

❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐+ ❝❛❧❧❡❞ ❈②♣❤❡%& ✳ ■)+ ✐+ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜♦)❤ ✐♥ ❝♦♠♠❡%❝✐❛❧ ❛♥❞ ♦♣❡♥

+♦✉%❝❡ ❧✐❝❡♥❝❡+ ✭❢♦% ♥♦♥ ❝♦♠♠❡%❝✐❛❧ ✉+❡ ♦♥❧②✮✳

❆❧)❤♦✉❣❤ +♦♠❡ ❡✛♦%) ❛%❡ ❛❝)✉❛❧❧② ❞♦♥❡ )♦ ❡♥❛❜❧❡ ✐) ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐)❤ ❞✐+✲

)%✐❜✉)❡❞ ❞❛)❛✱ )❤❡ ♠❛✐♥ +✉♣♣♦%)❡❞ ✈❡%+✐♦♥ ✐+ ❛❝)✉❛❧❧② ♦♥❧② ✉+❛❜❧❡ ♦♥ ♦♥❡

+✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣✉)❡%✳

❋❧♦❝❦❉❇

❋❧♦❝❦❉❇ ✐+ ❛ ❞✐+)%✐❜✉)❡❞ ❣%❛♣❤ ❞❛)❛❜❛+❡ ❢♦% +)♦%✐♥❣ ❛❞❥❛♥❝❡♥❝② ❧✐+)+✱ ✇✐)❤

❣♦❛❧+ ♦❢ +✉♣♣♦%)✐♥❣✿

• ❛ ❤✐❣❤ %❛)❡ ♦❢ ❛❞❞✴✉♣❞❛)❡✴%❡♠♦✈❡ ♦♣❡%❛)✐♦♥+

• ♣♦)❡♥)✐❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡① +❡) ❛%✐)❤♠❡)✐❝ B✉❡%✐❡+

• ♣❛❣✐♥❣ )❤%♦✉❣❤ B✉❡%② %❡+✉❧) +❡)+ ❝♦♥)❛✐♥✐♥❣ ♠✐❧❧✐♦♥+ ♦❢ ❡♥)%✐❡+

• ❛❜✐❧✐)② )♦ ✧❛%❝❤✐✈❡✧ ❛♥❞ ❧❛)❡% %❡+)♦%❡ ❛%❝❤✐✈❡❞ ❡❞❣❡+

• ❤♦%✐③♦♥)❛❧ +❝❛❧✐♥❣ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ %❡♣❧✐❝❛)✐♦♥

• ♦♥❧✐♥❡ ❞❛)❛ ♠✐❣%❛)✐♦♥

◆♦♥✲❣♦❛❧+ ✐♥❝❧✉❞❡✿ ♠✉❧)✐✲❤♦♣ B✉❡%✐❡+ ✭♦% ❣%❛♣❤✲✇❛❧❦✐♥❣ B✉❡%✐❡+✮ ❛♥❞ ❛✉✲

)♦♠❛)✐❝ +❤❛%❞ ♠✐❣%❛)✐♦♥+✳

❋❧♦❝❦❉❇ ✐+ ♠✉❝❤ +✐♠♣❧❡% )❤❛♥ ♦)❤❡% ❣%❛♣❤ ❞❛)❛❜❛+❡+ +✉❝❤ ❛+ ◆❡♦✹❏ ❜❡✲

❝❛✉+❡ ✐) )%✐❡+ )♦ +♦❧✈❡ ❢❡✇❡% ♣%♦❜❧❡♠+✳ ■) +❝❛❧❡+ ❤♦%✐③♦♥)❛❧❧② ❛♥❞ ✐+ ❞❡+✐❣♥❡❞
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✼✳✸ ❋$❛♠❡✇♦$❦ ❞❡,❝$✐♣0✐♦♥
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❚❤❡ ✜$25 ♣❛$5 ♦❢ 5❤❡ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ✐2 5❤❡ ❉✐25$✐❜✉5❡❞ ❉❛5❛❜❛2❡ ▲❛②❡$✳ ■5 ❤❛♥❞❧❡2
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❝♦♠♣♦♥❡♥52✿ 5❤❡ ❉✐25$✐❜✉5❡❞ ❉❛5❛❜❛2❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥5 ❙②25❡♠✱ 5❤❡ ❉❛5❛ ▼♦❞❡❧
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❉❛"❛ ▼♦❞❡❧
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❛ ❞❛%❛ ♠♦❞❡❧ ✐* *✉♣♣♦*❡❞ %♦ ❜❡ ✉*❡❞ ✇✐%❤ ❞✐✛❡,❡♥% ❉❇▼❙✳

❉❛"❛ ❆❝❝❡** ▲❛②❡- ✭❉❆▲✮
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❢,❛♠❡✇♦,❦ ✉*✐♥❣ ♣,♦❣,❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡*✳ ❚❤✐* ❆F■ ♠✉*% ❛❧❧♦✇ %♦ ♣❡,✲
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♣✉%❛%✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝❧✉*%❡,✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥%*✱ ❝♦♠♣✉%✐♥❣ %❤❡ %,✐❛♥❣❧❡ ❝❧♦*✉,❡*✱

❛♥❞ ♠♦,❡ ❣❡♥❡,❛❧❧②✱ ❣,❛♣❤ %,❛✈❡,*❛❧ ♦♣❡,❛%✐♦♥*✳
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• ❆♥❛❧②%✐❝ %♦♦❧*✿ ♣,♦✈✐❞❡* ❜❛%❝❤ ♣,♦❝❡**✐♥❣ %♦♦❧* ✇❤✐❝❤ ,❡7✉✐,❡ ♠♦,❡
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❚❤❡ ❱✐*✉❛❧✐*❛%✐♦♥ ▲❛②❡, ❝♦♥*✐*%* ✐♥ ✈✐*✉❛❧✐*❛%✐♦♥ ❛❧❣♦,✐%❤♠* %❤❛% ❝❛♥ ❞✐*♣❧❛②

*✉❜✲❣,❛♣❤* 7✉❡,✐❡❞ ✉*✐♥❣ %❤❡ ❉❆▲✳ ❊①❛♠♣❧❡* ♦❢ *✉❝❤ ❛❧❣♦,✐%❤♠ ❛,❡ ❧❛②♦✉%
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✼✳✹ ❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥*❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❢/❛♠❡✇♦/❦

■♥ %❤✐* *❡❝%✐♦♥✱ %❤❡ ❞❡%❛✐❧* ♦❢ ♦♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤✐* ❢,❛♠❡✇♦,❦ ✇❡ ❤❛✈❡

♣❡,❢♦,♠❡❞ ✐* ♣,❡*❡♥%❡❞✳
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❉✐"#$✐❜✉#❡❞ ❉❇▼❙

❋✐❣✉2❡ ✼✳✸✿ ❍❇❛#❡ ❛2❝❤✐)❡❝)✉2❡✳

■♥ )❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥)❛)✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡✱ )❤❡ ❉✐#)2✐❜✉)❡❞ ❉❛)❛❜❛#❡ ▲❛②❡2 ✐#
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♣2❡#❡♥)# ❛♥ ♦✈❡2✈✐❡✇ ♦❢ )❤❡ ❍❇❛#❡ ❛2❝❤✐)❡❝)✉2❡✿

• ❞❛)❛ ❛2❡ #)♦2❡❞ ✉#✐♥❣ )❤❡ ❍❛❞♦♦♣ ❉✐#)2✐❜✉)❡❞ ❋✐❧❡ ❙②#)❡♠ ✭❍❉❋❙✮

❬✶✺✷❪❀

• )❤❡ ▼❛#)❡2 ✐# 2❡#♣♦♥#✐❜❧❡ )♦ ❛##✐❣♥ 2❡❣✐♦♥# )♦ 2❡❣✐♦♥# #❡2✈❡2# ✭❘❡❣✐♦♥✲
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❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞✐#)2✐❜✉)❡❞ ❝♦♦2❞✐♥❛)✐♦♥ #❡2✈✐❝❡❀

• )❤❡ ❘❡❣✐♦♥❙❡2✈❡2# ♠❛♥❛❣❡ )❤❡ 2❡❣✐♦♥# ❛♥❞ )❤❡ ❞❛)❛ #)♦2❛❣❡ ♦♥ ❍❉❋❙❀

• )❤❡ ❆P■ ✐# )❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥) ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇# )❤❡ ❛❝❝❡## )♦ ❍❇❛#❡ ✉#✐♥❣ ♣2♦✲
❣2❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡#✳

▼♦2❡ ✐♥❢♦2♠❛)✐♦♥ ♦♥ ❍❇❛#❡ ❛2❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❬✺✷❪ ♦2 ❜② ❜2♦✇#✐♥❣ ♦♥ )❤❡

♦✣❝✐❛❧ ✇❡❜ #✐)❡✿ ❤!!♣✿✴✴❤❜❛'❡✳❛♣❛❝❤❡✳♦,❣✴✳
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●✐✈❡♥ /❤❡ ❞✐8/(✐❜✉/❡❞ ❞❛/❛❜❛8❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥/ 8②8/❡♠✱ ❛ ❞❛/❛ ♠♦❞❡❧ ♠✉8/ ❜❡

❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥/❡❞ ❉❛/❛ ▼♦❞❡❧ ✐8 ❛ /❛❜❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ❝♦((❡✲

8♣♦♥❞8 /♦ ❛♥ ❛//(✐❜✉/❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ♦( ❛ ❧✐♥❦✿

• ❛ ❧✐♥❦ ✭✉✱✈✮ ✇✐/❤ /❤❡ ❧❛❜❡❧ l ✐8 (❡♣(❡8❡♥/❡❞ ❜② ✭✉✱ ◆❡✐❣❤✱ ✈✱ ❧✮✱ ✇❤❡(❡

✏◆❡✐❣❤✑ (❡♣(❡8❡♥/8 /❤❡ /②♣❡ ♦❢ /❤❡ ❧✐♥❦❀
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✏❚②♣❡✑ ❛♥❞ ✏◆❛♠❡✑✳ ❖♥❡ ❝❛♥ 8❡❡ ❢♦( ❡①❛♠♣❧❡ /❤❛/ /❤❡ ♥♦❞❡ ❇❧❛✐$❡ ✇✐/❤ ✐❞
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✐♠♣❧❡♠❡♥2/ /♦❝✐❛❧ ♥❡2✇♦$❦ ❛❧❣♦$✐2❤♠ ❛/ ♥❡❡❞❡❞✳
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• ◆♦❞❡ ❣❡2◆♦❞❡✭✮✿ ❣❡2 ❛ ♥♦❞❡ ❢$♦♠ 2❤❡ ❞❛2❛❜❛/❡

• ✐♥/❡$2❊❞❣❡✭❊❞❣❡ ❡❞❣❡✮✿ ✐♥/❡$2 ❛♥ ❡❞❣❡ 2♦ 2❤❡ ❞❛2❛❜❛/❡

• ❊❞❣❡ ❣❡2❊❞❣❡✭✮✿ ❣❡2 ❛♥ ❡❞❣❡ ❢$♦♠ 2❤❡ ❞❛2❛❜❛/❡

• ❧♦♥❣ ✈❝♦✉♥2✭✮✿ $❡2✉$♥ 2❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♥♦❞❡/

• ❧♦♥❣ ❡❝♦✉♥2✭✮✿ $❡2✉$♥ 2❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❡❞❣❡/

• ▲✐/2❁◆♦❞❡❃ ❣❡2❆❧❧◆♦❞❡✭❧♦♥❣ 2②♣❡❂✵✮✿ $❡2✉$♥ ❛❧❧ ♥♦❞❡/ ♦❢ ❛ ♣❛$2✐❝✉❧❛$

2②♣❡ ✭0 ♠❡❛♥/ ❛❧❧ 2②♣❡/✮



✼✳✹✳ ❆◆ ■▼'▲❊▼❊◆❚❆❚■❖◆ ❖❋ ❚❍❊ ❋❘❆▼❊❲❖❘❑ ✶✶✼

❋✐❣✉$❡ ✼✳✻✿ ❆+■ ❝♦♠♣♦♥❡♥2 ♦❢ 2❤❡ ❉❆▲✳

• ▲✐72❁❊❞❣❡❃ ❣❡2❆❧❧❊❞❣❡✭❧♦♥❣ 2②♣❡❂✵✮✿ $❡2✉$♥ ❛❧❧ ❡❞❣❡7 ♦❢ ❛ ♣❛$2✐❝✉❧❛$

2②♣❡ ✭0 ♠❡❛♥7 ❛❧❧ 2②♣❡7✮

• ▲✐72❁◆♦❞❡❃ ❣❡2◆❡✐❣❤❜♦✉$7✭❧♦♥❣ ✐❞✱ ❧♦♥❣ 2②♣❡❂✵✮✿ $❡2✉$♥ ❛❧❧ ♥❡✐❣❤✲

❜♦✉$7 ♦❢ 2❤❡ ♥♦❞❡ ✐❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣❛$2✐❝✉❧❛$ 2②♣❡ ✭0 ♠❡❛♥7 ❛❧❧ 2②♣❡7✮

• ❜♦♦❧❡❛♥ ❜❡❣✐♥❚$❛♥7✭✮✿ ❜❡❣✐♥ ❛ 2$❛♥7❛❝2✐♦♥ ♠♦❞❡

• ❜♦♦❧❡❛♥ ❡♥❞❚$❛♥7✭✮✿ ❡♥❞ ❛ 2$❛♥7❛❝2✐♦♥ ♠♦❞❡

• ❜♦♦❧❡❛♥ ❝♦♥♥❡❝2✭✮✿ ♦♣❡♥ 2❤❡ ❝♦♥♥❡❝2✐♦♥ 2♦ 2❤❡ ❞❛2❛❜❛7❡

• ❜♦♦❧❡❛♥ ❝❧♦7❡✭✮✿ ❝❧♦7❡ 2❤❡ ❝♦♥♥❡❝2✐♦♥ 2♦ 2❤❡ ❞❛2❛❜❛7❡

❚❤❡7❡ ♦♣❡$❛2✐♦♥7 ❛$❡ ♣$♦✈✐❞❡❞ 2❤$♦✉❣❤ 2❤❡ ✐♥2❡$❢❛❝❡ ♣$❡7❡♥2❡❞ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✼✳✻✳

❚❤❡ ❆♥❛❧②2✐❝ ❚♦♦❧7 ❝♦♠♣♦♥❡♥2 ✐7 ✐♠♣❧❡♠❡♥2❡❞ ✉7✐♥❣ ❍❛❞♦♦♣ ▼❛♣ ❘❡❞✉❝❡

❛♥❞ ❆♣❛❝❤❡ ●✐$❛♣❤ ❞❡7❝$✐❜❡❞ ✐♥ 2❤❡ 7❡❝2✐♦♥ ✼✳✷✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②2✐❝ ❛❧❣♦$✐2❤♠7

❛❧$❡❛❞② ✐♠♣❧❡♠❡♥2❡❞ ❛$❡✿

• ❝♦♠♠♦♥ ♥❡✐❣❤♦✉$7 ✭▼❛♣❘❡❞✉❝❡✮

• 7✐♥❣❧❡ 7♦✉$❝❡ 7❤♦$2❡72 ♣❛2❤ ✭●✐$❛♣❤✮

• ❈♦♥♥❡❝2❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥27✭●✐$❛♣❤✮

• ❉❡❣$❡❡ ❉✐72$✐❜✉2✐♦♥✭▼❛♣ ❡❞✉❝❡✮

• +❛❣❡❘❛♥❦ ✭●✐$❛♣❤✮

✼✳✹✳✸ ❉❛&❛ ❱✐)✉❛❧✐)❛&✐♦♥ ▲❛②❡1

■♥ ♦✉$ ✐♠♣❧❡♠❡♥2❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❢$❛♠❡✇♦$❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉7❡❞ ●❡♣❤✐❬✶✺❪ 2♦ ✈✐7✉❛❧✐③❡

2❤❡ 7✉❜✲❣$❛♣❤7 ❣❡♥❡$❛2❡❞ ❜② ♦✉$ ❛❧❣♦$✐2❤♠7✳
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❆◆❆▲❨❙■◆● ❉■❙❚❘■❇❯❚❊❉ ◆❊❚❲❖❘❑❙

✼✳✺ ■♠♣❧❡♠❡♥)❛)✐♦♥ ♦❢ ♦✉/ ♠❡)❤♦❞2

■♥ "❤✐% %❡❝"✐♦♥✱ ✇❡ ♣,❡%❡♥" ❤♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉%❡❞ "❤✐% ❢,❛♠❡✇♦,❦ "♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥"

%♦♠❡ ♦❢ "❤❡ ♠❡"❤♦❞% ♣,♦♣♦%❡❞ ✐♥ "❤✐% "❤❡%✐%✳ ❚❤❡ %❡❧❡❝"❡❞ ♠❡"❤♦❞% ❛,❡ ❧♦❝❛❧

❝♦♠♠✉♥✐"② ✐❞❡♥"✐✜❝❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐"② ♣,❡❞✐❝"✐♦♥✳ ❇❡❢♦,❡ ♣,❡%❡♥"✐♥❣

"❤❡%❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥"❛"✐♦♥✱ ✇❡ ✜,%" ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡,✈✐❡✇ ♦❢ "❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥"❛❧ %❡"✉♣✳

✼✳✺✳✶ ❊①♣❡(✐♠❡♥,❛❧ ❙❡,✉♣

❍❛"❞✇❛"❡ ❝♦♥✜❣✉"❛,✐♦♥

❋♦, ♦✉, ♣,❡❧✐♠✐♥❛,② ❡①♣❡,✐♠❡♥"❛"✐♦♥%✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉%❡❞ ❛♥ ❍❛❞♦♦♣ ❝❧✉%"❡, ♦❢ ✶✶

❝♦♠♠♦❞✐"② ❞❡%❦"♦♣ ❝♦♠♣✉"❡,%✳ ❚❤❡ ,❡♣❧✐❝❛"✐♦♥ ❢❛❝"♦,✱ ✇❤✐❝❤ ✐% "❤❡ ♥✉♠❜❡,

♦❢ ❝♦♣✐❡% ♦❢ ❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ ❞❛"❛✱ ✐% %❡" "♦ 3 ❛♥❞ "❤❡ ❜❧♦❝❦ %✐③❡ ✐% %❡" "♦ 64MB✳

❉❛,❛

❚❤❡ ❞❛"❛%❡" ✉%❡❞ ✐% ❉❇▲B ❛% ❞❡%❝,✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣"❡, ✻✳

✼✳✺✳✷ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,② ❞❡,❡❝,✐♦♥

❚❤❡ ❞✐%",✐❜✉"❡❞ ❛❧❣♦,✐"❤♠% ❛,❡ "❤❡ %❛♠❡ ❛% ✐♥ "❤❡ ❝❛%❡ ✇❤❡,❡ "❤❡ ❞❛"❛ ✐%

❧♦❝❛"❡❞ ♦♥ "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ♥♦❞❡✳ ❲❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ "♦ ,❡♣❧❛❝❡ ❡❛❝❤ %❡E✉❡♥"✐❛❧

✐♥%",✉❝"✐♦♥ "❤❛" ❣✐✈❡% ❛❝❝❡%% "♦ ❛ ♥♦❞❡ ♦, "♦ ❛♥ ❡❞❣❡✱ ❜② "❤❡ ❝♦,,❡%♣♦♥❞✐♥❣

♦♥❡ "❤❛" ✐% ❞✐%",✐❜✉"❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛%✐❝ ❣,❡❡❞② %❝❤❡♠❡ ❢♦, "❤❡ ✐❞❡♥"✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧

❝♦♠♠✉♥✐"✐❡% ✉%✐♥❣ "❤❡ ❢,❛♠❡✇♦,❦ ✐% ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦,✐"❤♠ ✸✳ ■♥ "❤✐% ❛❧❣♦,✐"❤♠✱

"❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛,❡ ✐♥ ,❡❞ ✐"❛❧✐❝ ❛♥❞ ❜♦❧❞❢❛❝❡✳

❙✐♥❝❡ "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ %♦❝✐❛❧ ❝✐,❝❧❡ ✐% ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥" ♦❢ "❤❡ ♦"❤❡,%✱

"❤❡ "♦"❛❧ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ "✐♠❡ ♦❢ "❤❡ ❞✐%",✐❜✉"❡❞ ♣,♦❣,❛♠ ❞❡❝,❡❛%❡% ❧✐♥❡❛,❧② ✇✐"❤

"❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♣,♦❝❡%%✐♥❣ ♥♦❞❡%✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❞✉❝"❡❞ ❡①♣❡,✐♠❡♥"% ✇✐"❤ ♦♥❡

"♦ "❡♥ ♣,♦❝❡%%♦,% ❛♥❞ "❤❡ ,❡%✉❧"% ❛,❡ ,❡♣♦,"❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✼✳

✼✳✺✳✸ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐,② ♣(❡❞✐❝,✐♦♥

■♥ "❤✐% %✉❜%❡❝"✐♦♥✱ "❤❡ ♣,❡❧✐♠✐♥❛,② ,❡%✉❧"% ♦❜"❛✐♥❡❞ ✇✐"❤ "❤✐% ❢,❛♠❡✇♦,❦ ❢♦,

❝♦♠♠✉♥✐"② ♣,❡❞✐❝"✐♦♥ ❛,❡ ♣,❡%❡♥"❡❞✳ ❘❡❝❛❧❧ "❤❛" ♦♥❡ ♦❢ "❤❡ ♠♦%" ❝♦♠♣✉✲

"❛"✐♦♥❛❧ ♣❛," ♦❢ "❤❡ ♣,♦♣♦%❡❞ ♠❡"❤♦❞ ✐% "❤❡ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢

❝♦♠♠♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉,% ❜❡"✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐, ♦❢ ♥♦❞❡%✳ ❍❡,❡ ✇❡ ♣,❡%❡♥" ❛♥ ❛❧❣♦✲

,✐"❤♠ ✇✐"❤ ❝♦♠♣❧❡①✐"② ✐♥ O(n) ❢♦, ♣♦✇❡,✲❧❛✇ ❞❡❣,❡❡ ❞✐%",✐❜✉"❡❞ ♥❡"✇♦,❦%✳

❚❤✐% ❛❧❣♦,✐"❤♠ ✐% %✉♠♠❛,✐%❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✼✳✽✳ ❚❤✐% ❛❧❣♦,✐"❤♠ ✉%❡❞ ❛ ♠❛♣✴,❡❞✉❝❡

❛♣♣,♦❛❝❤ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡%❝,✐❜❡❞ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✿
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❆❧❣♦$✐&❤♠ ✸ ■❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐$✐❡. ✉.✐♥❣ $❤❡ ❢1❛♠❡✇♦1❦

❆❧❣♦$✐&❤♠✿ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐)② ✐❞❡♥)✐✜❝❛)✐♦♥

■♥♣✉&✿ ❛♥ ✐♥/&❛♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ❆3■ G ❛♥❞ ❛ /&❛$&✐♥❣ ♥♦❞❡ n0✳

❖✉$♣✉$✿ ❛ '✉❜'❡$ ❉ ✿ $❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐$② ♦❢ n0✳

node := G.getNode(n0)
D := {node}
B := {node}
C := ∅
S := node.getNeighbours()
◗ ❂ ✵

❘❡♣❡❛&

❋♦$ ❡❛❝❤ si ∈ S ❞♦

❈♦♠♣✉$❡ $❤❡ 8✉❛❧✐$② ❝9✐$❡9✐♦♥ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✐❢ si ✐' ❛❞❞❡❞ $♦ D

❊♥❞ ❢♦$ ❡❛❝❤

❙❡❧❡❝$ $❤❡ ♥♦❞❡ s∗ $❤❛$ ♣9♦❞✉❝❡' $❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ 8✉❛❧✐$② Q∗
✱ ❜9❡❛❦✐♥❣ $✐❡'

9❛♥❞♦♠❧②✳

■❢ Q∗ > Q &❤❡♥

D.add(s∗)
S.remove(s∗)
S.add(s∗.getNeighbours())
❙✳❛❞❞✭s∗.getNeighbours()✮
❯♣❞❛$❡ ❇✱ ❈✳

❊♥❞ ✐❢

❯♥&✐❧ ✭Q∗ ≤ Q✮

❘❡&✉$♥ D
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❋✐❣✉$❡ ✼✳✾✿ ❈♦♠♠♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉$0 0♣❡❡❞✉♣ ♦♥ ❉❇▲6✳

❤❛✈✐♥❣ 9❤✐0 ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❧✐09❀

✻✳ 9❤❡ 0❡❝♦♥❞ 0❡9 ♦❢ $❡❞✉❝❡$0 ❥✉09 ❛❞❞ ✉♣ 9❤❡ ❧✐09 ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉$0✳

❆❧❧ 9❤❡ 09❡♣0 ❡①❝❡♣9 09❡♣ ✺ ❛$❡ ❝♦♠♣✉9❛❜❧❡ ✭✇✐9❤♦✉9 9❛❦✐♥❣ ✐♥9♦ ❛❝❝♦✉♥9

❝♦♠♠✉♥✐❝❛9✐♦♥✮ ✐♥ 9✐♠❡ O(n)/K ✇✐9❤ K 9❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ✇♦$❦❡$0✳ ❚❤❡ 09❡♣

✺ $❡I✉✐$❡0 9♦ ❝♦♠♣✉9❡ ❛❧❧ 9❤❡ ♥♦♥ ♦$❞❡$❡❞ ❝♦✉♣❧❡0 ♦❢ ❛ ❧✐09 ♦❢ 0✐③❡ L 9❤❛9 ❝❛♥

❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ 9✐♠❡ O((L2)× (n/K)) ❛❧0♦ ✇✐9❤ K ✇♦$❦❡$0 ✇❤✐❝❤ $❡❞✉❝❡ 9♦ O(n)
❢♦$ ♣♦✇❡$ ❧❛✇ ❞❡❣$❡❡ ❞✐09$✐❜✉9❡❞ ♥❡9✇♦$❦0 ✇✐9❤ ❛ ♣$❡♣$♦❝❡00✐♥❣ ❝♦♥0✐09✐♥❣ ✐♥

$❡♠♦✈✐♥❣ ✈❡$② ❤✐❣❤ ❞❡❣$❡❡ ♥♦❞❡0 ✭❛❝❝♦$❞✐♥❣ 9♦ 9❤❡ 9❛$❣❡9 ❛♣♣❧✐❝❛9✐♦♥✮✳

❋✐❣✳ ✼✳✾ 0❤♦✇0 9❤❡ 0♣❡❡❞✉♣ ♦❜9❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❤♦$✐③♦♥9❛❧ ❛①✐0 ❝♦$$❡0♣♦♥❞0

9♦ 9❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♣$♦❝❡00♦$0 ❛♥❞ 9❤❡ ✈❡$9✐❝❛❧ ❛①✐0 ❝♦$$❡0♣♦♥❞ 9♦ 9❤❡ 9♦ 9❤❡

0♣❡❡❞✲✉♣✳ ❖♥❡ ♠✉09 ♥♦9✐❝❡ 9❤❛9 9❤❡ 0♣❡❡❞✉♣ ♦❜9❛✐♥❡❞ ✐0 ❜② ❝♦♠♣❛$✐0♦♥ 9♦

9❤❡ ❡①❡❝✉9✐♦♥ ♦♥ ♦♥❡ ♥♦❞❡✳

❲❡ ♦❜0❡$✈❡ ♦♥ ❋✐❣✳ ✼✳✾ ❛ ❣❛✐♥ ❣$♦✇✐♥❣ ✇✐9❤ 9❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♣$♦❝❡00♦$0

✇✐9❤ ❛ 0♣❡❡❞✉♣ ♦❢ ♠♦$❡ 9❤❛♥ 3 ♦♥ 9❡♥ ❝♦♠♣✉9❡$0✳ ❚❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥9❛9✐♦♥ ✇❛0
♥♦9 ♣❡$❢♦$♠ ♦♥ ❛ $❡❛❧ ❝❧✉09❡$ ❛♥❞ ✇❤❡$❡ ✇❡ ❡①♣❡❝9 ❜❡99❡$ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡0 9❤❛♥

9❤❡ ♣$❡0❡♥9❡❞ $❡0✉❧90✳

✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥

■♥ 9❤✐0 ❝❤❛♣9❡$✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣$❡0❡♥9❡❞ ❛ ❣❡♥❡$❛❧ ❢$❛♠❡✇♦$❦ 9♦ ❞❡❛❧ ✇✐9❤ ❞❛9❛

❞✐09$✐❜✉9✐♦♥ ❢♦$ 0♦❝✐❛❧ ♥❡9✇♦$❦0✳ ❲❡ ❛❧0♦ ❤❛✈❡ ♣$♦♣♦0❡❞ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥9❛9✐♦♥

♦❢ 9❤✐0 ❢$❛♠❡✇♦$❦ ✉0✐♥❣ ✉♣ 9♦ ❞❛9❡ ♦♣❡♥✲0♦✉$❝❡ ❜✐❣ ❞❛9❛ 9♦♦❧0 ❜❛0❡❞ ♦♥

❍❛❞♦♦♣ 9❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡0✳ ❆ ♣$❡❧✐♠✐♥❛$② ❡✈❛❧✉❛9✐♦♥ 0❤♦✇0 9❤❛9 9❤✐0 ❢$❛♠❡✇♦$❦ ✐0

♣$♦♠✐0✐♥❣✳

❲❡ ♣❧❛♥ 9♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥9 ♦9❤❡$ ❛❧❣♦$✐9❤♠0✱ 9❡09 9❤❡ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ♦♥ ❛ $❡❛❧

❝❧✉09❡$ ❛♥❞ ❞✐09$✐❜✉9❡ 9❤❡ ❢$❛♠❡✇♦$❦ ❛0 ❛♥ ♦♣❡♥✲0♦✉$❝❡ 9♦♦❧✳
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❈❍❆#❚❊❘ ✽

❈♦♥❝❧✉-✐♦♥- ❛♥❞ ❋✉2✉3❡ ❉✐3❡❝2✐♦♥-

✏❨♦✉ ❤❛✈❡ (♦ )(❛*( ✇✐(❤ (❤❡ (*✉(❤✳ ❚❤❡ (*✉(❤ ✐) (❤❡ ♦♥❧② ✇❛② (❤❛( ✇❡ ❝❛♥ ❣❡(

❛♥②✇❤❡*❡✳ ❇❡❝❛✉)❡ ❛♥② ❞❡❝✐)✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ (❤❛( ✐) ❜❛)❡❞ ✉♣♦♥ ❧✐❡) ♦* ✐❣♥♦*❛♥❝❡ ❝❛♥✬(

❧❡❛❞ (♦ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♥❝❧✉)✐♦♥✳✧

✲ ❏✉❧✐❛♥ ❆''❛♥❣❡

❚❤❡ ♦❜&❡'✈❛*✐♦♥ *❤❛* ♠❛♥② '❡❛❧ ✇♦'❧❞& &②&*❡♠& ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛& ♥❡*✇♦'❦&

❛♥❞ *❤❡ ❞❡♠♦❝'❛*✐&❛*✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ &♦❝✐❛❧ ♥❡*✇♦'❦& ❤❛✈❡ ♣'♦✈✐❞❡❞ ♠❛♥② ✐♥✲

*❡'❡&*✐♥❣ ♥❡✇ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡& *♦ *❤❡ &❝✐❡♥*✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐*②✳ ■♥ *❤✐& *❤❡&✐& ✇❡ ❤❛✈❡

❝♦♥*'✐❜✉*❡❞ *♦ *❤❡ ❛♥❛❧②&✐& ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐*② ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❞✐&*'✐❜✉*❡❞ &♦❝✐❛❧

♥❡*✇♦'❦& ❢'♦♠ ❛ ♥♦❞❡✲❝❡♥*'✐❝ ♣♦✐♥* ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❖✉' ♠♦*✐✈❛*✐♦♥ ❢♦' *❤✐& ❧♦❝❛❧

❛♥❛❧②&✐& ✐& *❤❛* ✐* ✐& ♦❢*❡♥ ❞✐✣❝✉❧* *♦ ♣❡'❢♦'♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❛❧②&✐& ✐♥ ✈❡'② ❧❛'❣❡

❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♥❡*✇♦'❦&✳ ▼♦'❡♦✈❡'✱ ❢♦' &♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥& ❧✐❦❡ ❝❤✉'♥ ♣'❡❞✐❝*✐♦♥

♦' &♦❝✐❛❧ '❡❝♦♠♠❡♥❞❛*✐♦♥✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ✈✐❡✇ ✐& &♦♠❡*✐♠❡& ♠♦'❡ ♣❡'*✐♥❡♥* *❤❛♥ ❛

❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡✳

■♥ *❤✐& *❤❡&✐& ✇❡ ❢♦❝✉&❡❞ ♦♥ ❢♦✉' ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝*✐✈❡&✳ ❚❤❡ ✜'&* ♦❜❥❡❝*✐✈❡ ✇❛&

*♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐*② ❞❡*❡❝*✐♦♥ ♠❡*❤♦❞✳ ❚❤❡ &❡❝♦♥❞ ✇❛& *♦ ✈❛❧✐❞❛*❡

*❤❡ ❞❡*❡❝*❡❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐*② ♦♥ &♦♠❡ '❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥&✳ ❚❤❡ *❤✐'❞ ✇❛& *♦

♣'❡❞✐❝* *❤❡ ❡✈♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❞❡*❡❝*❡❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐*✐❡&✳ ❚❤❡ ❢♦✉'*❤ ✇❛& *♦

♣'♦♣♦&❡ ❛ ❞✐&*'✐❜✉*❡❞ ♠♦❞❡❧ *♦ &*♦'❡ *❤❡ ♥❡*✇♦'❦ ✇✐*❤ ❡✣❝✐❡♥* &✉♣♣♦'* ♦❢

❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐*② ❞❡*❡❝*✐♦♥ ✐♥ ❞✐&*'✐❜✉*❡❞ ♥❡*✇♦'❦&✳

✽✳✶ ❙✉♠♠❛'② ♦❢ +❤❡ ❝♦♥+'✐❜✉+✐♦♥2

❲❡ &✉♠♠❛'✐③❡ ♦✉' ❝♦♥*'✐❜✉*✐♦♥& ❜② ❣'♦✉♣✐♥❣ *❤❡♠ ✐♥*♦ ♠❛❥♦' *❤❡♠❡&✳

▲✐"❡$❛"✉$❡ $❡✈✐❡✇

✶✷✸
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• ■♥ ❝❤❛♣&❡( ✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣(❡-❡♥&❡❞ ❛ (❡✈✐❡✇ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&✐❡- ❞❡&❡❝✲

&✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡&✇♦(❦-✳

• ■♥ ❈❤❛♣&❡( ✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣(❡-❡♥&❡❞ ❛ -&❛&❡✲♦❢✲&❤❡✲❛(& ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&②

❞❡&❡❝&✐♦♥ ♠❡&❤♦❞-✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❝❤❛♣&❡( ✼✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣(❡-❡♥&❡❞ ❛♥ ♦✈❡(✈✐❡✇ ♦❢ -♦❧✉&✐♦♥ &♦ -&♦(❡

❛♥❞ ♣(♦❝❡-- ❧❛(❣❡ -♦❝✐❛❧ ♥❡&✇♦(❦-✳

❉❡"✐❣♥ ♦❢ ❛❧❣♦*✐+❤♠"

• ■♥ ❈❤❛♣&❡( ✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣(❡-❡♥&❡❞ &✇♦ ♥❡✇ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&② ❞❡&❡❝&✐♦♥

♠❡&❤♦❞- &❤❛& ♣❡(❢♦(♠- ❜❡&&❡( &❤❛♥ &❤❡ -&❛&❡✲♦❢✲&❤❡✲❛(& ♦♥ (❡❛❧ ❛♥❞

-②♥&❤❡&✐❝ ❞❛&❛-❡&-✳

• ■♥ ❈❤❛♣&❡( ✹ ✇❡ ❛❧-♦ ❤❛✈❡ ♣(♦♣♦-❡❞ ❛ ♣(♦❝❡❞✉(❡ &♦ ❞❡&❡❝& ❧♦❝❛❧ ♦✈❡(✲

❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐&✐❡-✳ ❘❡-✉❧&- ♦♥ (❡❛❧ ❞❛&❛-❡& ❤❛✈❡ -❤♦✇♥ &❤❡ A✉❛❧✐&②

♦❢ &❤✐- ❛♣♣(♦❛❝❤✳

❆♣♣❧✐❝❛+✐♦♥" ♦❢ ♥❡+✇♦*❦ ❝♦♠♠✉♥✐+✐❡"

• ■♥ ❝❤❛♣&❡( ✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥-✐❞❡(❡❞ ✉-✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&✐❡- ✐♥ ❝❤✉(♥

♣(❡❞✐❝&✐♦♥✳ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&② ❜❛-❡❞ ❛&&(✐❜✉&❡- ♣❡(❢♦(♠ ❜❡&&❡( &❤❛♥ ❛❧❧

&❤❡ ♦&❤❡(- ❝♦♥-✐❞❡(❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦✉(❤♦♦❞✳

• ■♥ ❝❤❛♣&❡( ✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥-✐❞❡(❡❞ ✉-✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐&✐❡- ✐♥ -♦❝✐❛❧
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◆❡(✇♦*❦, ✭◆❡(❙❝✐❈♦♠✮✱ ✷✵✶✶✳

❬✻❪ ❆❧❡①❛♥❞0 ❆♥❞♦♥✐✱ _✐♦.0 ■♥❞②❦✱ ❍✉② ▲✳ ◆❣✉②❡♥✱ ❛♥❞ ■❧②❛ ❘❛③❡♥-❤.❡②♥✳

❇❡②♦♥❞ ❧♦❝❛❧✐.②✲-❡♥-✐.✐✈❡ ❤❛-❤✐♥❣✳ ❈♦❘❘✱ ❛❜-✴✶✸✵✻✳✶✺✹✼✱ ✷✵✶✸✳

❬✼❪ ❙✐.❛0❛♠ ❆-✉0✱ ❙0✐♥✐✈❛-❛♥ _❛0.❤❛-❛0❛.❤②✱ ❛♥❞ ❉✉②❣✉ ❯❝❛0✳ ❆♥ ❡✈❡♥.✲

❜❛-❡❞ ❢0❛♠❡✇♦0❦ ❢♦0 ❝❤❛0❛❝.❡0✐③✐♥❣ .❤❡ ❡✈♦❧✉.✐♦♥❛0② ❜❡❤❛✈✐♦0 ♦❢ ✐♥.❡0✲

❛❝.✐♦♥ ❣0❛♣❤-✳ ■♥ 6*♦❝❡❡❞✐♥❣, ♦❢ (❤❡ ✶✸(❤ ❆❈▼ ❙■●❑❉❉ ✐♥(❡*♥❛(✐♦♥❛❧

❝♦♥❢❡*❡♥❝❡ ♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐,❝♦✈❡*② ❛♥❞ ❞❛(❛ ♠✐♥✐♥❣✱ ❑❉❉ ✬✵✼✱ ♣❛❣❡-

✾✶✸✕✾✷✶✱ ◆❡✇ ❨♦0❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✼✳ ❆❈▼✳

✶✷✼
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❬✽❪ ❚❤♦♠❛( ❆②♥❛✉❞ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲▲♦✉♣ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✳ ❙8❛8✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐8② ❞❡8❡❝✲

8✐♦♥ ❛❧❣♦;✐8❤♠( ❢♦; ❡✈♦❧✈✐♥❣ ♥❡8✇♦;❦(✳ ■♥ ❲✐❖♣$✬✶✵✿ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞

❖♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ✐♥ ▼♦❜✐❧❡✱ ❆❞ ❍♦❝✱ ❛♥❞ ❲✐8❡❧❡99 ◆❡$✇♦8❦9✱ ♣❛❣❡( ✺✵✽✕

✺✶✹✱ ❆✈✐❣♥♦♥✱ ❋;❛♥❝❡✱ ✷✵✶✵✳

❬✾❪ ❚❤♦♠❛( ❆②♥❛✉❞ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲▲♦✉♣ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✳ ▼✉❧8✐✲❙8❡♣ ❈♦♠♠✉♥✐8②

❉❡8❡❝8✐♦♥ ❛♥❞ ❍✐❡;❛;❝❤✐❝❛❧ ❚✐♠❡ ❙❡❣♠❡♥8❛8✐♦♥ ✐♥ ❊✈♦❧✈✐♥❣ ◆❡8✇♦;❦(✳

■♥ ❋✐❢$❤ ❙◆❆✲❑❉❉ ❲♦8❦9❤♦♣ ❙♦❝✐❛❧ ◆❡$✇♦8❦ ▼✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②9✐9✱ ✐♥

❝♦♥❥✉♥❝$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ ✶✼$❤ ❆❈▼ ❙■●❑❉❉ ■♥$❡8♥❛$✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡8❡♥❝❡ ♦♥

❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐9❝♦✈❡8② ❛♥❞ ❉❛$❛ ▼✐♥✐♥❣ ✭❑❉❉ ✷✵✶✶✮✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✵❪ ❑❡;♥✐❣❤❛♥ ❇✳ ❲✳ ❛♥❞ ▲✐♥ ❙✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥8 ❤❡✉;✐(8✐❝ ♣;♦❝❡❞✉;❡ ❢♦; ♣❛;✲

8✐8✐♦♥♥✐♥❣ ❣;❛♣❤(✳ ■♥ ❇❡❧❧ ❙②9$❡♠ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❏♦✉8♥❛❧✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✾✱ ♣❛❣❡(

✷✾✶✕✸✵✽✱ ✶✾✼✵✳

❬✶✶❪ ❏✳ V✳ ❇❛❣;♦✇✳ ❊✈❛❧✉❛8✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐8② ♠❡8❤♦❞( ✐♥ ♥❡8✇♦;❦(✳ ■♥

❏♦✉8♥❛❧ ♦❢ ❙$❛$✐9$✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝9✱ ♣❛❣❡ ✵✺✵✵✶✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✷❪ ❆❧❜❡;8✲▲❛(③❧♦ ❇❛;❛❜❛(✐✳ ▲✐♥❦❡❞✿ $❤❡ ♥❡✇ 9❝✐❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡$✇♦8❦9✳ V❡;(❡✉(

V✉❜✳✱ ❈❛♠❜;✐❞❣❡✱ ▼❛((✳✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✸❪ ❆❧❜❡;8✲▲❛(③❧♦ ❇❛;❛❜❛(✐✳ ▲✐♥❦❡❞✿ ❍♦✇ ❊✈❡8②$❤✐♥❣ ■9 ❈♦♥♥❡❝$❡❞ $♦ ❊✈✲

❡8②$❤✐♥❣ ❊❧9❡ ❛♥❞ ❲❤❛$ ■$ ▼❡❛♥9✳ V❧✉♠❡✱ ;❡✐((✉❡ ❡❞✐8✐♦♥✱ ❆♣;✐❧ ✷✵✵✸✳

❬✶✹❪ ❆❧❜❡;8✲▲❛(③❧♦ ❇❛;❛❜❛(✐ ❛♥❞ ❘❡❦❛ ❆❧❜❡;8✳ ❊♠❡;❣❡♥❝❡ ♦❢ (❝❛❧✐♥❣ ✐♥ ;❛♥✲

❞♦♠ ♥❡8✇♦;❦(✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✽✻✭✺✹✸✾✮✿✺✵✾✕✺✶✷✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✺❪ ▼✳ ❇❛(8✐❛♥✱ ❙✳ ❍❡②♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❏❛❝♦♠②✳ ●❡♣❤✐✿ ❆♥ ♦♣❡♥ (♦✉;❝❡

(♦❢8✇❛;❡ ❢♦; ❡①♣❧♦;✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛8✐♥❣ ♥❡8✇♦;❦(✳ ■♥ T8♦❝❡❡❞✐♥❣9 ♦❢

$❤❡ ■♥$❡8♥❛$✐♦♥❛❧ ❆❆❆■ ❈♦♥❢❡8❡♥❝❡ ♦♥ ❲❡❜❧♦❣9 ❛♥❞ ❙♦❝✐❛❧ ▼❡❞✐❛ ✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✻❪ ▲✳ ❇❡♥❛♠❛;❛ ❛♥❞ ❈✳ ▼❛❣♥✐❡♥✳ V❡;❢♦;♠❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛;✐8② ♠❛①✐♠✐③❛✲

8✐♦♥ ✐♥ ♣;❛❝8✐❝❛❧ ❝♦♥8❡①8(✳ T❤②9✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ❊✳✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✼❪ ❏❛♠❡( ❇❡♥♥❡88✱ ❙8❛♥ ▲❛♥♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ◆❡8✢✐① ◆❡8✢✐①✳ ❚❤❡ ♥❡8✢✐① ♣;✐③❡✳

■♥ ■♥ ❑❉❉ ❈✉♣ ❛♥❞ ❲♦8❦9❤♦♣ ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝$✐♦♥ ✇✐$❤ ❑❉❉✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✽❪ ❱✳ ❉✳ ❇❧♦♥❞❡❧✱ ❏✳▲✳ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❘✳ ▲❛♠❜✐♦88❡✱ ❛♥❞ ❊✳ ▲❡❢❡❜✈;❡✳ ❋❛(8

✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐8✐❡( ✐♥ ❧❛;❣❡ ♥❡8✇♦;❦(✳ ■♥ ❏♦✉8♥❛❧ ♦❢ ❙$❛$✐9$✐❝❛❧

▼❡❝❤❛♥✐❝9✿ ❚❤❡♦8② ❛♥❞ ❊①♣❡8✐♠❡♥$✱ ♣❛❣❡ ✶✵✵✵✽✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✾❪ ❆♥❞;❡✇ V✳ ❇;❛❞❧❡②✳ ❚❤❡ ✉(❡ ♦❢ 8❤❡ ❛;❡❛ ✉♥❞❡; 8❤❡ ;♦❝ ❝✉;✈❡ ✐♥ 8❤❡ ❡✈❛❧✉✲

❛8✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛;♥✐♥❣ ❛❧❣♦;✐8❤♠(✳ T❛$$❡8♥ ❘❡❝♦❣♥✐$✐♦♥✱ ✸✵✭✼✮✿✶✶✹✺✕

✶✶✺✾✱ ❏✉❧② ✶✾✾✼✳
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❬✷✵❪ ❯✳ ❇'❛♥❞❡,✱ ❉✳ ❉❡❧❧✐♥❣✱ ▼✳ ●❛❡'4❧❡'✱ ❘✳ ●♦❡'❦❡✱ ▼✳ ❍♦❡❢❡'✱

❩✳ ◆✐❦♦❧♦,❦✐✱ ❛♥❞ ❉✳ ❲❛❣♥❡'✳ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛'✐4② ✐, ❤❛'❞✱ ✷✵✵✻✳

❝✐4❡ ❛'①✐✈✿♣❤②,✐❝,✴✵✻✵✽✷✺✺ ❈♦♠♠❡♥4✿ ✶✵ ♣❛❣❡,✱ ✶ ✜❣✉'❡✳

❬✷✶❪ ❘♦♠❛✐♥ ❈❛♠♣✐❣♦44♦✱ ❏❡❛♥✲▲♦✉♣ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❛♥❞ ▼❛,,♦✉❞ ❙❡✐✜✳ ❚❤❡

♣♦✇❡' ♦❢ ❝♦♥,❡♥,✉,✿ '❛♥❞♦♠ ❣'❛♣❤, ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♠♠✉♥✐4✐❡,✳ ■♥  !♦❝❡❡❞✲

✐♥❣* ♦❢ ,❤❡ ✷✵✶✸ ■❊❊❊✴❆❈▼ ■♥,❡!♥❛,✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ❆❞✈❛♥❝❡* ✐♥

❙♦❝✐❛❧ ◆❡,✇♦!❦* ❆♥❛❧②*✐* ❛♥❞ ▼✐♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡, ✷✼✷✕✷✼✻✳ ❆❈▼✱ ✷✵✶✸✳

❬✷✷❪ ❘❡♠② ❈❛③❛❜❡4 ❛♥❞ ❋'[❞['✐❝ ❆♠❜❧❛'❞✳ ❙✐♠✉❧❛4❡ 4♦ ❞❡4❡❝4✿ ❆ ♠✉❧4✐✲

❛❣❡♥4 ,②,4❡♠ ❢♦' ❝♦♠♠✉♥✐4② ❞❡4❡❝4✐♦♥✳ ■♥ ■❆❚✱ ♣❛❣❡, ✹✵✷✕✹✵✽✱ ✷✵✶✶✳

❬✷✸❪ ❈❤✐❤✲❈❤✉♥❣ ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈❤✐❤✲❏❡♥ ▲✐♥✳ ▲■❇❙❱▼✿ ❆ ❧✐❜'❛'② ❢♦' ,✉♣♣♦'4

✈❡❝4♦' ♠❛❝❤✐♥❡,✳ ❆❈▼ ❚!❛♥*❛❝,✐♦♥* ♦♥ ■♥,❡❧❧✐❣❡♥, ❙②*,❡♠* ❛♥❞ ❚❡❝❤✲

♥♦❧♦❣②✱ ✷✿✷✼✿✶✕✷✼✿✷✼✱ ✷✵✶✶✳ ❙♦❢4✇❛'❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛4 ❤!!♣✿✴✴✇✇✇✳❝(✐❡✳

♥!✉✳❡❞✉✳!✇✴⑦❝❥❧✐♥✴❧✐❜(✈♠✳

❬✷✹❪ ❋✳ ❈❤❛♥❣✱ ❏✳ ❉❡❛♥✱ ❙✳ ●❤❡♠❛✇❛4✱ ❲✳ ❈✳ ❍,✐❡❤✱ ❉✳ ❆✳ ❲❛❧❧❛❝❤✱ ▼✳ ❇✉'✲

'♦✇,✱ ❚✳ ❈❤❛♥❞'❛✱ ❆✳ ❋✐❦❡,✱ ❛♥❞ ❘✳ ❊✳ ●'✉❜❡'✳ ❇✐❣4❛❜❧❡✿ ❆ ❉✐,✲

4'✐❜✉4❡❞ ❙4♦'❛❣❡ ❙②,4❡♠ ❢♦' ❙4'✉❝4✉'❡❞ ❉❛4❛✳ ❆❈▼ ❚!❛♥*✳ ❈♦♠♣✉,✳

❙②*,✳✱ ✷✻✭✷✮✿✶✕✷✻✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✽✳

❬✷✺❪ ❇✳ ❈❤❛♣✉,✱ ❋✳ ❋♦❣❡❧♠❛♥ ❙♦✉❧✐[✱ ❊✳ ▼❛'❝❛❞[✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙❛✉✈❛❣❡✳ ▼✐♥✐♥❣

♦♥ ,♦❝✐❛❧ ♥❡4✇♦'❦,✳ ❙,❛,✐*,✐❝❛❧ ▲❡❛!♥✐♥❣ ❛♥❞ ❉❛,❛ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❡❞✐,❡❞ ❜②

▼✐!❡✐❧❧❡ ●❡,,❧❡! ❙✉♠♠❛✱ ▲❡♦♥ ❇♦,,♦✉✱ ❇❡!♥❛!❞ ●♦❧❞❢❛!❜ ❛♥❞ ❋✐♦♥♥

▼✉!,❛❣❤✳ ❈♦♠♣✉,❡! ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❉❛,❛ ❆♥❛❧②*✐* ❙❡!✐❡*✱ ❈❘❈  !❡**✱

❈❤❛♣♠❛♥ ✫ ❍❛❧❧✱ ✷✵✶✶✳

❬✷✻❪ ❏✳ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❨✳ ❙❛❛❞✳ ❉❡♥,❡ ,✉❜❣'❛♣❤ ❡①4'❛❝4✐♦♥ ✇✐4❤ ❛♣♣❧✐❝❛4✐♦♥ 4♦

❝♦♠♠✉♥✐4② ❞❡4❡❝4✐♦♥✳ ■♥ ■❊❊❊ ❚!❛♥*❛❝,✐♦♥* ♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❉❛,❛

❊♥❣✐♥❡❡!✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✾✾✱ ♣❛❣❡, ✶✕✶✹✱ ✷✵✶✵✳

❬✷✼❪ ❏✳ ❈❤❡♥✱ ❖✳ ❘✳ ❩❛✐❛♥❡✱ ❛♥❞ ❘✳ ●♦❡❜❡❧✳ ❉❡4❡❝4✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐4✐❡, ✐♥ ❧❛'❣❡

♥❡4✇♦'❦, ❜② ✐4❡'❛4✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ❡①♣❛♥,✐♦♥✳ ■♥  !♦❝❡❡❞✐♥❣* ♦❢ ,❤❡ ✷✵✵✾ ■♥✲

,❡!♥❛,✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡!❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ❆*♣❡❝,* ♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ◆❡,✇♦!❦* ✱

♣❛❣❡, ✶✵✺ ✕ ✶✶✷✱ ✷✵✵✾✳

❬✷✽❪ ❏✳ ❈❤❡♥✱ ❖✳ ❘✳ ❩❛✐❛♥❡✱ ❛♥❞ ❘✳ ●♦❡❜❡❧✳ ▲♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐4✐❡, ✐❞❡♥4✐✜❝❛4✐♦♥

✐♥ ,♦❝✐❛❧ ♥❡4✇♦'❦,✳ ■♥ ❆❙❖◆❆▼✱ ♣❛❣❡, ✷✸✼✕✷✹✷✱ ✷✵✵✾✳

❬✷✾❪ ❆✳ ❈❧❛✉,❡4✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐4② ,4'✉❝4✉'❡ ✐♥ ♥❡4✇♦'❦,✳ ■♥  ❤②*✐❝❛❧

❘❡✈✐❡✇✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✷✱ ♣❛❣❡ ✵✷✻✶✸✷✱ ✷✵✵✺✳
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❬✸✵❪ ❆✳ ❈❧❛✉*❡,✱ ▼✳❊✳❏✳ ◆❡✇♠❛♥✱ ❛♥❞ ❈✳ ▼♦♦7❡✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐,② *,7✉❝✲

,✉7❡ ✐♥ ✈❡7② ❧❛7❣❡ ♥❡,✇♦7❦*✳ ■♥  ❤②#✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✵✱ ♣❛❣❡

✵✻✻✶✶✶✱ ✷✵✵✹✳

❬✸✶❪ ❲ ❈♦❤❡♥✳ ❋❛*, ❡✛❡❝,✐✈❡ 7✉❧❡ ✐♥❞✉❝,✐♦♥✳ ■♥  ,♦❝❡❡❞✐♥❣# ♦❢ 2❤❡ ❚✇❡❧❢2❤

■♥2❡,♥❛2✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡,❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛,♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡* ✶✶✺✕✶✷✸✱ ✶✾✾✺✳

❬✸✷❪ ❏♦❤❛♥ ❉❛❤❧✐♥ ❛♥❞ N♦♥,✉* ❙✈❡♥*♦♥✳ ❊♥*❡♠❜❧❡ ❛♣♣7♦❛❝❤❡* ❢♦7 ✐♠♣7♦✈✐♥❣

❝♦♠♠✉♥✐,② ❞❡,❡❝,✐♦♥ ♠❡,❤♦❞*✳ ❈♦❘❘✱ ❛❜*✴✶✸✵✾✳✵✷✹✷✱ ✷✵✶✸✳

❬✸✸❪ ❚❤❡ ❆♥❤ ❉❛♥❣ ❛♥❞ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐❡♥♥❡,✳ ❈♦♠♠✉♥✐,② ❞❡,❡❝,✐♦♥ ❜❛*❡❞

♦♥ *,7✉❝,✉7❛❧ ❛♥❞ ❛,,7✐❜✉,❡ *✐♠✐❧❛7✐,✐❡*✳ ■♥ ■♥2❡,♥❛2✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡,❡♥❝❡ ♦♥

❉✐❣✐2❛❧ ❙♦❝✐❡2② ✭■❈❉❙✮✱ ♣❛❣❡* ✼✕✶✹✱ ❏❛♥✉❛7② ✷✵✶✷✳ ■❙❇◆✿ ✾✼✽✲✶✲✻✶✷✵✽✲

✶✼✻✲✷✳ ❇❡*, ♣❛♣❡7 ❛✇❛7❞✳

❬✸✹❪ ❚❤❡ ❆♥❤ ❉❛♥❣ ❛♥❞ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐❡♥♥❡,✳ ❈♦❧❧❛❜♦7❛,✐✈❡ ✜❧,❡7✐♥❣ ✐♥ *♦❝✐❛❧

♥❡,✇♦7❦*✿ ❆ ❝♦♠♠✉♥✐,②✲❜❛*❡❞ ❛♣♣7♦❛❝❤✳ ■♥ ■❊❊❊ ❈♦♠▼❛♥❚❡❧ ✷✵✶✸✱

■♥2✳ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ❈♦♠♣✉2✐♥❣✱ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥2 ❛♥❞ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛2✐♦♥# ✱ ❏❛♥✲

✉❛7② ✷✵✶✸✳

❬✸✺❪ ❚❤❡ ❆♥❤ ❉❛♥❣ ❛♥❞ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐❡♥♥❡,✳ ❈♦❧❧❛❜♦7❛,✐✈❡ ✜❧,❡7✐♥❣ ✐♥ *♦❝✐❛❧

♥❡,✇♦7❦*✿ ❆ ❝♦♠♠✉♥✐,②✲❜❛*❡❞ ❛♣♣7♦❛❝❤✳ ■♥ ■❊❊❊ ❈♦♠▼❛♥❚❡❧ ✷✵✶✸✱

■♥2✳ ❈♦♥❢✳ ♦♥ ❈♦♠♣✉2✐♥❣✱ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥2 ❛♥❞ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛2✐♦♥# ✱ ❏❛♥✲

✉❛7② ✷✵✶✸✳

❬✸✻❪ ▼❛①✐♠✐❧✐❡♥ ❉❛♥✐*❝❤✱ ❏❡❛♥✲▲♦✉♣ ●✉✐❧❧❛✉♠❡✱ ❛♥❞ ❇\♥\❞✐❝,❡ ▲❡ ●7❛♥❞✳

❚♦✇❛7❞* ♠✉❧,✐✲❡❣♦✲❝❡♥,7❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐,✐❡*✿ ❛ ♥♦❞❡ *✐♠✐❧❛7✐,② ❛♣♣7♦❛❝❤✳

■❏❲❇❈✱ ✾✭✸✮✿✷✾✾✕✸✷✷✱ ✷✵✶✸✳

❬✸✼❪ ❑✳ ❉❛*❣✉♣,❛✱ ❘ ❙✐♥❣❤✱ ❇✳ ❱✐*✇❛♥❛,❤❛♥✱ ❉✳ ❈❤❛❦7❛❜♦7,②✱ ❙✳ ▼✉❦❤❡7❥❡❛✱

❆✳ ◆❛♥❛✈❛,✐✱ ❛♥❞ ❆✳ ❏♦*❤✐✳ ❙♦❝✐❛❧ ,✐❡* ❛♥❞ ,❤❡✐7 7❡❧❡✈❛♥❝❡ ,♦ ❝❤✉7♥ ✐♥

♠♦❜✐❧❡ ,❡❧❡❝♦♠ ♥❡,✇♦7❦*✳ ■♥ ❊❉❇❚ ✬✵✽✿  ,♦❝❡❡❞✐♥❣# ♦❢ 2❤❡ ✶✶2❤ ■♥2❡,✲

♥❛2✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡,❡♥❝❡ ♦♥ ❊①2❡♥❞✐♥❣ ❉❛2❛❜❛#❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✱ ♣❛❣❡* ✻✻✽✕✻✼✼✱

✷✵✵✽✳

❬✸✽❪ ❏✳ ❉❡❛♥ ❛♥❞ ❙✳ ●❤❡♠❛✇❛,✳ ▼❛♣7❡❞✉❝❡✿ *✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞❛,❛ ♣7♦❝❡**✐♥❣ ♦♥

❧❛7❣❡ ❝❧✉*,❡7*✳ ❈♦♠♠✉♥✳ ❆❈▼✱ ✺✶✭✶✮✿✶✵✼✕✶✶✸✱ ❏❛♥✉❛7② ✷✵✵✽✳

❬✸✾❪ ▼❛♠❛❞♦✉ ❉✐❛❜②✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❱✐❡♥♥❡,✱ ❛♥❞ ❚7✐*,❛♥ ▲❛✉♥❛②✳ ❚♦✇❛7❞ ,❤❡

♥❡①, ❣❡♥❡7❛,✐♦♥ ♦❢ 7❡❝7✉✐,♠❡♥, ,♦♦❧*✿ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ *♦❝✐❛❧ ♥❡,✇♦7❦✲❜❛*❡❞

❥♦❜ 7❡❝♦♠♠❡♥❞❡7 *②*,❡♠✳ ■♥ ❆❙❖◆❆▼✱ ♣❛❣❡* ✽✷✶✕✽✷✽✱ ✷✵✶✸✳

❬✹✵❪ ❚❤♦♠❛* ●✳ ❉✐❡,,❡7✐❝❤✳ ❊♥*❡♠❜❧❡ ♠❡,❤♦❞* ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛7♥✐♥❣✳ ■♥

▼✉❧2✐♣❧❡ ❈❧❛##✐✜❡, ❙②#2❡♠#✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✽✺✼ ♦❢ ▲❡❝2✉,❡ ◆♦2❡# ✐♥ ❈♦♠♣✉2❡,

❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡* ✶✕✶✺✳ ❙♣7✐♥❣❡7 ❇❡7❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡7❣✱ ✷✵✵✵✳
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❬✹✶❪ $✳ ❉♦♠✐♥❣♦,✳ ❆ ❣❡♥❡/❛❧ ♠❡2❤♦❞ ❢♦/ ♠❛❦✐♥❣ ❝❧❛,,✐✜❡/, ❝♦,2✲,❡♥,✐2✐✈❡✳

■♥ ■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡ ♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❉✐1❝♦✈❡$② ❛♥❞ ❉❛"❛ ▼✐♥✐♥❣ ✱

♣❛❣❡, ✶✺✺ ✕ ✶✻✹✱ ✶✾✾✾✳

❬✹✷❪ ❉❛✈✐❞ ❊❞✐❣❡/✱ ❘♦❜❡/2 ▼❝❈♦❧❧✱ ❊✳ ❏❛,♦♥ ❘✐❡❞②✱ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❆✳ ❇❛❞❡/✳

❙2✐♥❣❡/✿ ❍✐❣❤ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ ❞❛2❛ ,2/✉❝2✉/❡ ❢♦/ ,2/❡❛♠✐♥❣ ❣/❛♣❤,✳ ■♥

❍6❊❈✱ ♣❛❣❡, ✶✕✺✱ ✷✵✶✷✳

❬✹✸❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❉✳ ❊❦,2/❛♥❞✱ ❏♦❤♥ ❚✳ ❘✐❡❞❧✱ ❛♥❞ ❏♦,❡♣❤ ❆✳ ❑♦♥,2❛♥✳ ❈♦❧❧❛❜✲

♦/❛2✐✈❡ ✜❧2❡/✐♥❣ /❡❝♦♠♠❡♥❞❡/ ,②,2❡♠,✳ ❋♦✉♥❞✳ ❚$❡♥❞1 ❍✉♠✳✲❈♦♠♣✉"✳

■♥"❡$❛❝"✳✱ ✹✭✷✮✿✽✶✕✶✼✸✱ ❋❡❜/✉❛/② ✷✵✶✶✳

❬✹✹❪ ❊✈❛♥, ❛♥❞ ▲❛♠❜✐♦22❡✳ ▲✐♥❡ ❣/❛♣❤,✱ ❧✐♥❦ ♣❛/2✐2✐♦♥, ❛♥❞ ♦✈❡/❧❛♣♣✐♥❣

❝♦♠♠✉♥✐2✐❡,✳ ■♥ 6❤②1✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽✵✱ ♣❛❣❡ ✵✶✻✶✵✺✱ ✷✵✵✾✳

❬✹✺❪ ●❡/❤❛/❞ ❋✐,❝❤❡/✳ ❊①2❡/♥❛❧ ❛♥❞ ,❤❛/❡❛❜❧❡ ❛/2✐❢❛❝2, ❛, ♦♣♣♦/2✉♥✐2✐❡, ❢♦/
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