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Résumé

Cette these est consacrée a la modélisation mathématique et simulations numériques des écou-
lements sanguins dans des arteres en présence d'une endoprothese vasculaire de type stent. La
présence de stent peut étre considérée comme une perturbation locale d’un bord lisse d’écoule-
ment, plus précisément les parois de I'arteére sont assimilées a une surface fortement rugueuse.
Nous nous sommes principalement intéressés au controle de la régularité H? sur un modele sim-
plifié permettant de prendre en compte 'effet de ces stents lorsque le flux sanguin est gouverné
par une équation de Laplace (en lien avec la composante axiale de la vitesse d’écoulement)
avec une condition aux limites de type Dirichlet, dans un domaine a bord rugueux (en fonction
d’un petit parametre €). Dans une premiére partie, nous soulevons la question d’existence et
d"unicité de la solution de ce modeéle d’écoulement sanguin et nous traitons la régularité H? par
des techniques d’analyse variationnelle. Une étude minutieuse permet de controler la régularité
H? en O(e7!). Le deuxiéme axe est dédié a I’étude de la régularité H? par des analyse asympto-
tiques multiéchelles. Nous montrons que la norme H? de la solution de ce modele d’écoulement
sanguin est singuliere en O(e’%). D’autre part, nous améliorons les ordres de convergence des
résultats existants concernant la construction des approximations multiéchelles. Dans un troi-
sieme temps, nous présentons des estimations d’erreur et des résultats numériques. Ces résultats
illustrent le bien fondé des estimations d’erreur sur le plan pratique. Nous montrons bien I'im-

portance des méthodes asymptotiques qui se révelent plus efficaces qu’un calcul direct.

Mots clés : Domaine rugueux, régularité H?, écoulement sanguin, tuteur vasculaire, artére, ané-
vrisme, lois de paroi, opérateur de Laplace, analyse asymptotique, approximation couche limite,

méthodes d’éléments finis.
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Introduction générale

1 Motivation biologique

La biomathématique sous-entend la coalition de deux sciences : la biologie et les mathématiques.
De fagon pertinente, les mathématiques appliquées aux sciences biologiques et médicales sont
déterminées par ’ensemble des techniques et concepts mathématiques, numériques et infor-
matiques qui permettent de modéliser et d’analyser les phénomenes biologiques. Il s’agit donc
bien d'une science fortement multidisciplinaire qui irrigue largement des équipes de mathé-
maticiens et de biologistes. De plus en plus de chercheurs en mathématiques fondamentales
et appliquées s’intéressent a ces mécanismes biologiques et de facon symétrique, de plus en
plus de médecins et de biologistes éprouvent le besoin d'une telle approche et font appel a des
méthodes mathématiques et numériques pour étudier les problemes de difficulté inextricable
auxquels ils sont confrontés. Les mathématiques appliquées a la médecine ont des applications
tant pratiques que théoriques dans de nombreux domaines comme 1’étude du systeme cardio-
vasculaire qui est en plein essor depuis quelques années. L’étude de la circulation sanguine
dans le corps humain (I’hémodynamique) intéresse beaucoup de scientifiques dés le XVIleme
siecle. En effet, les écoulements des fluides dans des tuyaux cylindriques ont été traités par le
physicien et médecin J.-L.-M. Poiseuille [64] qui, afin d’étudier le mouvement du sang dans les
veines et vaisseaux, a établi « les lois de I’écoulement laminaire des fluides visqueux dans les
tuyaux cylindriques » dans son ouvrage « Le mouvement des liquides dans les tubes de petits
diametres ». De ce fait, le médecin frangais J.-L..-M. Poiseuille propose au milieu du XIXéme
siecle 'un des premiers modeles d’écoulement sanguin dans les artéres et met en évidence un

profil caractéristique laminaire et permanent d’écoulement : le profil de Poiseuille.
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Figure 1 — Jean Leonard Marie Poiseuille (1797-1869)

Il existe plusieurs phénomenes pouvant affecter I’écoulement sanguin, et qui sont a 'origine de
pathologies mortelles courantes du systeme cardio-vasculaire. Parmi ces phénomenes, on peut
citer I'athérosclérose et les ruptures d’anévrisme. En fait, un anévrisme! est une turgescence
localisée de la paroi d'une artere, qui peut étre provoquée par le dépot de graisse dans 'artere.
Ce dépdt engendre la formation d’une poche de taille variable qui communique avec I'artere au
moyen d’une zone étranglée que I'on nomme « collet ». Cette poche peut grossir sous la pression
sanguine, son diametre pouvant atteindre plusieurs centimetres. En termes précis, I'artere au
lieu de prendre la forme d’un tuyau forme une boule [15, 58].

Les anévrismes artériels sont déterminés principalement par la perte de parallélisme des parois
de l'artere et I'augmentation de son calibre. L’aorte est la plus ample artere de 'organisme et
répartie ses branches vers la presque totalité des organes ainsi que les 4 membres. Elle éclot
du coeur, transperce le thorax et plonge dans I'abdomen ou elle se divise finalement pour
irriguer les jambes, a la hauteur du nombril. Au voisinage du ventre, le calibre de I'aorte oscille
habituellement entre 2 et 3 cm. Le destin des anévrismes de 'aorte a été I’'objet de beaucoup
de recherches. Il en ressort que malheureusement tous les anévrismes de 'aorte du coeur sont
destinés a enfler de taille (généralement 0,3 cm de diametre annuellement) et & exploser. Le
risque de rupture devenant plus important quand l’anévrisme touche ou excede 5 centimetre
de diametre au niveau de l'aorte abdominale (la plus ample artere de I'organisme).

La rupture d’anévrisme représente environ 10% des accidents vasculaires cérébraux (AVC) dans

les pays occidentaux. Lorsqu’elle survient brusquement, la mort est souvent inexorable.

1. Voir https ://fr.wikipedia.org/wiki/Anévrisme
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Angvrisme

Fusiforme - <

Sacciforme

Figure 2 — Schéma d’un anévrisme (gauche), un exemple 3D d’un stent dans I'anévrisme (droite)

Des indices précurseurs peuvent néanmoins attirer 'attention dans les heures et méme les jours
qui précedent 'AVC, et un traitement médical est prévisible. La rupture d’anévrisme est une
urgence vitale redoutable, gravissime chez les malades arrivant vivant a I’hopital et opérés,
elle affecte environ 50 a 75 % des patients. Tout l'intérét est donc d’opérer cette pathologie
mortelle avant la rupture. Une thérapie chirurgicale possible consiste a introduire un fil métal-
lique multi-couches appelé «stent» (endoprothese vasculaire ou tuteur vasculaire), comme une
protection supplémentaire de la paroi artérielle afin de ralentir les tourbillons dans I’anévrisme
et de favoriser la coagulation de la poche. Un tuteur vasculaire est en fait une piece métallique
maillée et tubulaire mise en place dans un vaisseau. Son aspect extérieur ressemble a un ressort,
voir [15, 58]. Nous précisons qu’il en existe deux sortes :

-Les stents non couverts : appui endovasculaire destiné dans le cadre des dilatations des étran-
glements (« ou sténoses ») des vaisseaux de fagon a prévenir la récidive (« resténose »). Dans
ce cas le maillage tubulaire est poreux.

-Les stents couverts : il s’agit de stents recouverts d’un tissu prothétique par dessus le maillage.
Ils sont inaccessibles et peuvent donc étre exploités pour anticiper ou bien soigner les hémorra-
gies. En effet, implantés dans un vaisseau, ils peuvent : calfater une plaie, étre introduits dans
un vaisseau dont les parois sont anévrismales pour que I’écoulement sanguin arréte de circuler
dans 'artere proprement dite mais passe dans ’endoprothese. La paroi artérielle de I'anévrisme
est alors totalement débranchée de la circulation sanguine et I'anévrisme est dit « exclu » : il
ne dispose plus de risque évolutif de rupture.

Expérimentalement, la pose d'un stent semble permettre de modérer ’évolution (le grossis-
sement) des collets d’anévrisme, tout en y laissant circuler le sang et diminuant les effets

turbulents de 1’écoulement sanguin a leurs abords [15, 58]. D’un point de vue mathématique,
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la recherche sur les pathologies du systéme cardio-vasculaire se modélisent par un systeme
d’équations mathématiques rendant compte de toutes les données expérimentales connues du
mécanisme biologique traité. Le modeéle permet entre autres de mieux déchiffrer un phénomene
biologique, d’agir sur le systeme d’équations de facon optimale. Il existe de nombreux modeles
mathématiques d’écoulement sanguin dans des arteres sans stent, la présence de la rugosité
dans le domaine d’écoulement engendre des difficultés techniques supplémentaires, au niveau
mathématique comme numérique, liées a ’aspect multi-échelles du probleme. En effet, la petite

taille du 'endoprothese vasculaire (« stent ») constitue une échelle «microscopique» qui vient

s’ajouter a 1’échelle «macroscopique» globale de 'artere.

\

Figure 3 — Dissection du tissu croissant sur le stent (gauche et milieu) microscopie & balayage prés d’une
jonction avec une artére collatérale (droite)

Cependant, le cas du stent dans I'artere se caractérise par les propriétés suivantes :
— Diametre de artere fémorale : @4 = 6mm.

— Epaisseur totale du stent : € = 0.25mm.

Epaisseur d’une spire métallique : € = 0.04mm.

Diametre d’un globule rouge : @rc = 0.008mm

@% - % ~ %415
Ces données sont importantes pour la dynamique du fluide, qui entraine un flux sur les écoule-
ments sanguins. De facon précise, présente une perturbation sur les parois artérielles. En effet, il
est fondamental de prendre en compte correctement la rugosité du domaine dans les équations
afin de traiter I'influence effective du tuteur vasculaire. En outre, d’un point de vue numérique,

nous devrons considérer une alternative au maillage direct du domaine rugueux, trop cotiteux.

10
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2 Le cadre mathématique

L’objet de tres nombreux travaux de recherche, ces toutes dernieres années, est la modélisation
mathématique et le calcul des solutions de systemes biologiques et médicaux, et plus exactement,
le développement de nouveaux systemes d’équations aux dérivées partielles pour 1'étude de
modeles biologiques ou de pathologies du systemes cardio-vasculaires chez I’humain et leur
simulation numérique effective, en vue d’applications médicales ou biologiques.

L’un des objectifs de cette these est de faire un état de I'art forcément non exhaustif des

différentes recherches effectuées dans ce domaine.

parvis artérielles

——— — . fluxsanguin

* mailles du stent /

Figure 4 — Schéma d’une artére stentée avec artére collatérale (gauche), un exemple 3D d’un stent
métallique tressé multi-couche (droite)

Nous nous intéressons a un canal 2D limité par des parois horizontales (voir figure 4), la
paroi lisse est donnée par I = {(x,29) € R?; z; € [0,L] et z3 = 1}, et celle rugueuse
est paramétrisée par 7. = {(z1,22) € R?*; 25 = (%)}, o ¥ : R — [—1,0[ une fonction
périodique. Nous appelons Y, := {0} x [e%(0), 1] entrée verticale du domaine et ¥, := {L} X
[e9(£),1] sa sortie. Les rugosités sont de taille ¢ aussi bien dans la direction verticale que
horizontale (voir figure 5).

En général, I’écoulement d’un fluide est modélisé par les équations de Stokes :

—nAu+Vp =0 sur Q.
u=20 sur ' Un.
uxv=>0 sur {0, L} x [¢7(0),1]
u
P—1N5" V= De sur Yie
%
u
p—n—-v=>0 sur IR
v
(u,p) € H'(Q:) x L§(Q) avec Lj(S2) = {p € L§(Q%), Jo, pdz =0},

11
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ou u est le vecteur vitesse, p la pression, v est la normale extérieure a 9€). et n la viscosité

dynamique du fluide. L’étude des écoulements sur les parois rugueuses constitue un sujet im-

T2
1 [
Qo
26% 7777777777 Y
L ]
8 Jﬁ\\ //A\\\ ///\\\\ ’///7\\\ / ’ \\\ //
/ \ Vo \ / \ / \
\\,// X // Nt ,7/8 \// \\ / \\/

Figure 5 — Domaine rugueux Q.

portant dans les pathologies du systeme cardio-vasculaire. En effet, nous trouvons des difficultés
pour ces équations puisqu’on traite des échelles de longueur différentes, en-outre, en raison du
colit élevé pour résoudre les équations de Navier-Stokes dans tels domaines. De ce fait, dans ce
document nous nous concentrons sur les problemes liés uniquement a la rugosité elle-méme et
non sur le caractere mixte du probleme de Stokes. Pour cela, on considere un cadre simplifié
qui exclut des difficultés techniques liées a la non-linéarité par exemple. Nous construisons un
probleme de Poisson qui ne prend en compte que la composante axiale de la vitesse. Nous
supposons ainsi que le gradient de la pression est constant. Nous noterons dans toute la these
C= —%811 p (plus précisément dans les chapitres 111 et IV). Dans un premier temps, nous nous

intéressons au probléme aux limites suivant (le terme source est une constante réelle) :

—Au. =C sur ),
Trouver u. € H*(€Q.) tel que u. =0 sur '™ U~

u. est périodique selon x; sur ¥, U X;.

Notons qu’on a fait une hypothese supplémentaire de périodicité sur les bords latéraux >, UX,
elle est nécessaire pour simplifier les calculs et éviter les phénomenes de couche limite verticale
qui réduisent le degré d’approximation des correcteurs couches limites.

En terme de méthodologie, il existe plusieurs étapes pour 'approximation par les correcteurs
couches limites (CCL). Nous expliquons brievement la démarche de la construction des lois
de paroi d’ordre 1 dans un domaine rugueux. Nous commencons par ’approximation macro-

scopique d’ordre zéro, ce qui revient a considérer un écoulement de Poiseuille dans 2y « un

12
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écoulement laminaire dans une canalisation cylindrique horizontale et le champ de vitesses est
partout paralléle a [’axe horizontal ». Nous introduisons ensuite les correcteurs couches limites a
’échelle microscopique dans ZT U P (voir figure 6). La frontiére rugueuse 7. est décrite comme
une répétition périodique du bord d’une cellule microscopique P°. Cette derniére est paramétrée

comme le graphe d’une fonction bornée 2w —périodique 5 : R — [—1,0[ telle que

PO = {(yhy?) € [0727T] X [_170[7 Y2 = ’?(yl)}
Signalons que le correcteur couche limite d’ordre 1 est la solution du probleme cellulaire suivant

—ApB; =0 sur ZtUP
b1 = =1y sur PP
[ est périodique selon y; sur Iy UT,.

Enfin nous établissons I'approximation couche limite en premier ordre a I’échelle macroscopique

dans ). (voir chapitre III).

Y2

Fl ZJr 'FT

Figure 6 — Cellule de périodicité

Toute perturbation du flux des écoulements sanguins entraine une perturbation sur les parois
artérielles. Dans les articles [27, 28], les auteurs ont présenté une approche unifiée des approxi-
mations de type couche limite pour 'opérateur du Poisson dans un domaine a bord rugueux
périodique. Ils ont obtenu des lois de paroi avec des ordres de convergence élevés par rapport
a la taille de rugosité . Ils ont prouvé que les lois de paroi ne pouvaient pas satisfaire cet
objectif sans inclure sur le bord des oscillations microscopiques. Ils ont remplacé les oscillations
géométriques par des oscillations de la condition aux limites. Ils ont démontré une certaine

stabilité en normes L? et H' de la solution approchée obtenue par correcteurs couches limites

13
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et la solution exacte.

Remarquons que la présence de «stent» peut étre considérée comme une perturbation locale
d’un bord lisse d’écoulement, qui entraine une certaine singularité si nous nous intéressons a
un niveau de régularité plus élevé. C’est principalement ce phénomene biologique qui a conduit
a ce sujet de theése. Précisément dans cette thése, nous nous intéressons a la régularité H? sur

les problemes de rugosité par différentes techniques.

3 Etat de l’art et principaux résultats

L’étude de la modélisation mathématique et la simulation des écoulements sur des domaines
rugueux a commencé au début du dix-neuvieme siecle par les travaux de Nikuradze [63]. Les
études expérimentales sont destinées a l'influence de la forme des rugosités sur 1’écoulement
quand celles-ci sont disposées sur la paroi d'un canal. Par la suite, ces résultats ont été éten-
dus par Prandtl et Schlichting [65] a des écoulements sur des plaques rugueuses. Ces derniers
temps, plusieures études expérimentales et plusieures méthodes de modélisation du phénomeéne
sont présentées (voir [38] et [43] par exemple), particulierement dans le cadre des écoulements
turbulents.

D’un point de vue analytique, la démarche couramment utilisée pour répondre a ce probleme
est 'utilisation de la loi de paroi. Historiquement, les lois de paroi ont premierement été éta-
blies dans le cadre des écoulements turbulents sur des plaques lisses [33] (lois logarithmiques).
Par la suite, 'application de lois de paroi a été étendue a des domaines rugueux, en modifiant
certaines constantes (voir [38]). Néanmoins, encore une fois, la démarche manque de généralité,
car elle ne peut étre employée de fagon automatique pour différentes formes de rugosité. De
plus, ces lois de paroi ont I'inconvénient de conserver un cotit de calcul élevé, puisqu’elles sont
imposées a une distance constante de la paroi : donc, méme si une partie de la couche limite
est enlevée, les lois de paroi adoptent la forme de la rugosité [72].

A nos connaissances, la premiere tentative d’implanter une méthode plus générale pour construire
des lois de paroi a été exposée par Carrau [30] et Carrau-LeTallec [31] dans le cadre d’écou-
lements laminaires compressibles sur des parois rugueuses périodiques. La stratégie est fondée
sur une approche par homogénéisation, a partir de la décomposition du domaine en une partie
locale, contenant des rugosités périodiques, et une partie globale ot est imposée la loi de paroi.
Toutefois, la mise en oeuvre est cotiteuse et le cadre mathématique suggéré n’est pas adapté a
I’analyse d’erreur.

A mes yeux, les premiers travaux proposant une analyse rigoureuse de lois de parois concernent

14



Introduction générale

le probleme de Poisson avec des conditions aux limites homogenes de Dirichlet sur tout le bord
d’un domaine rugueux sont : les articles d’Y. Achdou, O. Pironneau, F. Valentin et P. Le Tallec
[4, 5, 8]. En effet, a partir de l'idée originale de Carrau-LeTallec, une deuxieme approche a été
présentée par Pironneau et Achdou [3] pour I’équation de Laplace. A partir de cette approche,
les lois de paroi sont établies, de fagon analytique, dans un cadre mathématique adapté a ’ana-
lyse d’erreur. Par la suite, Achdou et al. [5] 'ont étendue au probleme de Stokes a l'ordre un
et deux.

D’autre part, nous mettons en évidence que W. Jéger et A. Mikeli¢ [49, 50, 52| se sont intéressés
au contact entre un fluide visqueux et un milieu poreux. Les auteurs y étudient le méme type
de conditions aux limites que dans les articles précédemment cités. Néanmoins, les techniques
d’extension de la solution a l'ordre 0 du domaine lisse au domaine rugueux different. Malgré
cela, les deux dernieres stratégies menent aux mémes lois de parois implicites moyennées. En
effet, dans [27, 28], D. Bresch et V. Milisi¢ réunient les deux approches, dérivent des lois de
parois et établissent des estimations d’erreurs pour un modele d’artére avec stent avec la géo-
métrie de la Figure 5, périodique. Ils examinent le probleme de Poisson particulier pour la
composante axiale u. € R de la vitesse du fluide, avec des conditions sur les bords v. et ['™
de type Dirichlet, ainsi que des conditions entrantes et sortantes périodiques en vitesse sur les
bords latéraux X, et ;.

Le cas de I’écoulement d’un fluide dirigé en pression (plus concret dans le contexte de I’écoule-
ment sanguin) est aussi traité par W. Jager et A. Mikeli¢ [49, 51], pour un écoulement laminaire
type Poiseuille.

Pour le contexte de I’écoulement sanguin dans des arteres avec stent, dans l'article de D.
Bresch et al. [22], les auteurs appliquent leurs résultats précédents au cas non périodique, avec
des conditions aux limites latérales de type Neumann. La présence des conditions de Neumann
entrave la généralisation directe des résultats pour les conditions de Dirichlet et exige des es-
timations plus compliquées, dites tres faibles [61]. Les estimations a priori sont perfectionnées
ensuite par V. Milisié¢ [59]. Enfin, pour des travaux portant sur une géométrie avec bifurcation,
nous renvoyons a l'article de V. Milisié¢ [60], dans lequel 'auteur traite un probléme de Stokes,

éternellement stationnaire et dirigé en pression.

4 Plan et démarche suivie

Nous décrivons a présent plus en détail le contenu de cette these. Celle-ci se compose de six

chapitres. Le lecteur trouvera au début de la these une nomenclature qui résume les principales
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notations utilisées.

Modele d’écoulement sanguin : chapitre I. Le premier chapitre est consacré a la modélisa-
tion mathématique de I’écoulement sanguin en présence d’une endoprothese vasculaire « stent ».
Dans notre cas, le modele retenu s’inscrit dans le cadre d'une problématique médicale. L’analyse
complete de ce modele permet notamment de justifier ou de démontrer la question d’existence
et unicité, mais aussi un cadre pour présenter des justifications rigoureuses des résultats de
convergence que nous avons améliorés dans cette these.

Etude variationnelle de la régularité H? : chapitre II. Le second volet traite analyse
mathématique de la régularité H? de notre modeéle mathématique en utilisant une formulation
variationnelle. Cette premiere méthode développée s’articule essentiellement autour la partition
de T'unité et systeme de carte locale, ainsi que sur des majorations et des minorations de la
forme bilinéaire associée a la formulation variationnelle en choisissant des fonctions tests bien
particulieres. Cette technique s’appuie sur 'ouvrage d’Evans [40]. Nous concluons ce chapitre
par une breve discussion de cette technique variationnelle et quelques réflexions pour la géné-
ralisation de cette méthode sur des problemes aux limites dans des domaines a bord rugueux
singulier.

Méthodes de construction d’approximation couche limite : chapitre ITI. Un troisieme
point, réside dans une synthese des différentes méthodes des développements asymptotiques et
de construction d’approximation couche limite que 'on peut trouver dans la littérature scien-
tifique ainsi que dans les travaux de D. Bresch et V. Milisi¢ [27, 28]. Dans le contexte plus
particulier de notre modele d’écoulement (avec un terme source réel), nous améliorons plu-
sieurs résultats théoriques illustrant des estimations d’erreur de la solution exacte par rapport
a une approchée. Nous détaillons la technique asymptotique mise en oeuvre tout au long de la
these afin de l'expliciter.

Etude asymptotique de la régularité H? : chapitres IV et V. Dans le quatriéme chapitre,
pour des questions techniques nous sommes partis d'un probléme simple (modele mathématique
« simplifié » avec un terme source réel) et nous avons détaillé a fond les calculs pour prendre
en compte les petits obstacles. Nous démontrons en particulier que les approximations couches
limites pour la norme H? sont singuliéres en ordre O(c~2).

Dans le cinquiéme chapitre nous exposons les principes généraux de calcul sur lesquels repose
I'étude asymptotique de la régularité H? pour le probléme de Laplace dans un domaine rugueux
(modeéle mathématique « non simplifié »). Il s’agit des mémes calculs que dans le quatrieme cha-
pitre mais appliqués dans un contexte un peu plus général. Ce cinquieme chapitre doit se lire a
la lumiére de 'exemple du chapitre IV. Cette étude de la régularité H? nous a conduit & nous

plonger dans les affres et les délices des techniques asymptotiques.
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Introduction générale

Estimations d’erreur et Résultats numériques : chapitres VI. Enfin, nous proposons
dans le dernier chapitre un éclairage mathématique, conforté par des simulations numériques.
Nous présentons plusieurs validations numériques qui illustrent les conclusions formulées lors

de I'analyse.
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L’ important est de faire en sorte
que tout soit aussi simple
que possible mais pas

plus simple.

Albert Einstein.
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Chapitre 1

Un modele d’écoulement sanguin

Le modele qui nous préoccupe provient d’une problématique médicale : nous souhaitons mettre
en évidence l'influence de la pose d’un stent (aussi appelé endoprothése ou tuteur vasculaire)
dans une artere sur I’écoulement sanguin. Nous commencons donc ce chapitre par une modéli-
sation mathématique. Un aspect majeur de cette modélisation est la présence de deux échelles
spatiales dans le probleme. En effet, la petite taille du stent (disons €) constitue une échelle
microscopique relativement a la taille de l'artere, c’est-a-dire le domaine «macroscopique ».
Puis nous soulevons la question d’existence et d’unicité de la solution de ce modele. Enfin, nous
évoquons quelques inégalités de type Poincaré dans un domaine rugueux dont nous aurons

besoin dans le reste de cette these.

1 Modélisation mathématique

Commencons par remarquer que la situation qui nous intéresse ici appartient a une famille
de problemes mathématiques largement étudiés : les problémes rugueux en mécanique des
fluides. La littérature concernant I’étude des effets d’une rugosité sur 1’écoulement d’un fluide
est extrémement riche. Nous pouvons citer par exemple les travaux d’Y. Achdou, O. Pironneau,
F. Valentin [4, 5, 8], ceux d’Y. Amirat et J. Simon [10] ou encore ceux D. Gérard-Varet,
N. Masmoudi et A. Basson [19, 41]. Dans ce contexte, il apparait un phénomene de couche
limite au voisinage du bord rugueux qui modifie le comportement du fluide. Cela constitue
essentiellement un enjeu numérique, car en général, les grilles de discrétisation ne sont pas
assez fines pour capturer correctement les rugosités de taille € (tres petit) du domaine. Une
possibilité pour surmonter cette difficulté numérique est une modification des équations au
niveau continu, a savoir la dérivation de lois de parois. Il s’agit de conditions aux limites
artificielles sur le bord d’un domaine fictif «lisse », a 'intérieur du domaine rugueux. Alors les

effets de la rugosité seront transcrits dans de nouvelles équations, elles-mémes posées dans un
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Chapitre I. Un modele d’écoulement sanguin

domaine géométrique lisse, facile a discrétiser. Précisons les hypotheses et notations pour la
modélisation de notre domaine rugueux, 'artere stentée. Comme dit précédemment, il convient
d’en décrire 'aspect double échelle, grace au parametre € > 0, taille caractéristique de la rugosité
(tuteur vasculaire). Nous choisissons, pour simplifier, de ne pas prendre en compte 1’élasticité
des parois des arteéres et de considérer des géométries 2D, qui peuvent cependant étre vues
comme des coupes longitudinales d’arteres 3D (il est raisonnable de considérer un écoulement
a symétrie cylindrique). La variable x; désigne la direction horizontale, x5 la direction verticale.

Pour cela, nous considérons dans toute la suite le probleme aux limites suivant :

—Au. =g sur Q.
(E) : u. =0 sur '™ U~.

u. est périodique selonz; sur >, U X,

ot Q. est un ouvert borné de R? donné dans la figure ci-dessous et g € L?(€.). La paroi lisse
est donnée par I'™° = {(z;,75) € R?; z; € [0,L] et 25 = 1}, et celle rugueuse est paramé-
trée par 7. = {x1 € [0,L]; 1o = e5(*2)}, ou 7 : R — [~1,0[ périodique de classe C* (au
moins de classe C?). On appelle ¥, := {0} x [¢7(0), 1] I'entrée verticale du domaine ., et
S, = {L} x [e9(£),1] sa sortie.

L2
1 L
T
| | | | (2
[ } ! 1
| [ A R F,
" I . W S I
Te AT [=NTe @
| i \L\ |
£ AN AN AN AN AN

/
/ \ // \\ ’// \\ / \\ // \ /
U U\ U L

Figure I.1 — Domaine rugueux €2,

Nous remarquons que le tuteur vasculaire (stent) est modélisé par le graphe d’une fonction
périodique ou quasi-périodique, ou encore par une succession périodique de petites billes circu-

laires de taille ¢, cela constitue le bord rugueux 7. du domaine.
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1.2 Résultats préliminaires

2 Reésultats préliminaires

2.1 Formulation variationnelle sur €2,

Soit Hpero le sous espace fermé de H'(€2.) muni du produit scalaire (-,-) tel que

(u,v) = /Q (Vu Vv +uwv)dy, (L.1)
et de la norme | . [|s¢,.., = /(") tel que
Hpero ={v € HY(Q.); v=0sur I U~, , v est z;-périodique sur ¥, U X, }. (1.2)

L’espace Hpero est un espace de Hilbert.

Le résultat de la proposition suivante est la formulation variationnelle de (E) :

Proposition 1. La fonction u est une solution du probléme aux limites (E) si et seulement si

u appartient @ Hpero et vérifie l'égalité

/ Vu(z) Vo(z) dz :/ g(x) v(x) dx  pour toute fonction v € Hper . (1.3)
Q. g
Notation 1. En notation compacte on peut réécrire la formulation variationnelle (1.3) sous la

forme suivante :
a:(u,v) =1(v) pour toute fonction u,v € Hper, (1.4)

ol

a.(u,v) = 0. Vu(z) Vu(z) dz, et l(v) = /sg(w) v(x) dx.

Preuve. Soit w une solution du probleme aux limites (E). Alors u € Her o . On multiplie

I'équation du systeme (E) par v € Hper o et on utilise la formule de Green, on obtient :

Au(z) v(z) de = — [ Vu(x) Vo(z) dr+ Ou

0. 0. o a—n(x) v(x) do,

oll  est la normale sortante a €. On pose I, = [y 2“(z) v(z) do.

Nous avons

I, =— %(x) v(z) dre + Ou () v(z) dzg + Ou
se 014

5, 014 e~ 0Ty
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Chapitre I. Un modele d’écoulement sanguin

Or v =0 sur '™ U, et car vy, = vy, donc [, = 0.

Par conséquent, on obtient

/Q Du(w) v(a) do = - /Q Va(z) Vo(a) da.

Réciproquement pour vérifier que toute solution faible est une solution de I'edp au sens des

distributions, nous considérons une fonction ¢ € C§°(€2.). De (I1.3), nous déduisons que

/ Vu(z) Vo(z) de = / g(x) ¢(x) dx pour toute fonction ¢ € C5°(). (L.5)
Qe

€

En utilisant la formule d’intégration par parties, nous concluons
—Au=g dans D' (Q.).

Par ailleurs, comme ¢ € C§°(€2.), nous retrouvons la condition aux limites u = 0 sur I'>* U
Ve, u est xp-périodique sur X, U X, c’est-a-dire que u est solution du probleme aux limites

(E). O
Nous montrons maintenant une inégalité de type Poincaré. C’est un outil fondamental pour

établir I'existence et 1'unicité de la solution de notre probleme dans un domaine rugueux.

Proposition 2 (Inégalité de Poincaré). Soit le domaine ). définie dans la Figure 1.1. Alors,

il existe une constante Cp(c) = (1 + ¢) strictement positive telle que
[ull 2.y < Cp(e)lIVullr2.,),  Vu € Hpero.

Preuve. Soient € > 0 et u € Her 0. Nous pouvons alors écrire que :

U([L‘th) —Uu (xlagfy (?)) - /xZ %(‘7;17t) dta

(%) Oxo

comme uj,, = 0 alors

1 ou
(1, )| < /eww a@(xl,t)‘ dt.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
. L S 2 3
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1.2 Résultats préliminaires

Nous avons

ou

87*2('%1’ t)

1
juan, )P < (1+2) [ [
(1)

2
dt) |

2
Il,t)‘ dt d.fl dl’g

Nous intégrons sur 2. nous obtenons :

/|u(m1,x2)|2dx1d:v2 —1—5/ ) //
Q 1

<(1+e)? /Q

31:2

ou
8;152 (ZEht)’ dt dl’l.

Nous concluons que

(/Q |u(x1,x2)|2dx1dm2>; <(1+¢) (/Q

=

2

2
gu(l'l,t)‘ dtdl’l)

T2
Ceci termine la preuve. O
2.2 Existence et unicité
Dans le lemme suivant nous montrons la coercivité de la forme a.(- , -), qu’est un argument
essentiel pour obtenir I'existence et 1'unicité de la solution du probleme variationnel (1.4).
Lemme 1 (Coercivité). La forme bilinéaire a.(- , -) est coercive sur Hyerp. Il existe o, 1=
W >0 t€l que
ac(u,u) = /Q Vu(@)? dr > acllulll. s Vi € Hpero. (L6)
Preuve. Soit u € H,er 0. Nous avons :
a(w,w) = [ [Vu@)? do = || Vullfa
= 0| Vuliza, + (1= OIVullieq,) Y0 €01,
(1-0)
> 0| Vull 2. + m\lull%m), Vo €]0, 1],
1 2 2 _ 1 2
> s IVulE + i) = g grgy 1w,
Ce qui fournit le résultat. m
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Chapitre I. Un modele d’écoulement sanguin

Remarque 1. Nous avons plus, pour tout £g > 0,3 a(gg) > 0 tel que
ac(u, 1) = /Q Vu(@)? de > aleo)llul,. . Yu € Hoero, (L7)

uniformément par rapport a € € [0, gq).

Théoréeme 1. Le probléme variationnel (1.4) admet une unique solution dans F,eo. De plus

nous avons la magjoration suivante
lloters < (40 +2)2 +1) g2 Yu € Hperg. (18)

Notons u. la solution du probleme (E).
Démonstration. Nous appliquons le théoreme de Lax-Milgram (voir [29]). Vérifions les hypo-

theses de ce théoreme

1. a.(- , -) est une forme bilinéaire sur Hpe o, en effet u — a-(u,v) est une forme linéaire

de Hyerp dans R pour tout v € Hyero, et a est symétrique.

2. a.(- , -) est continue, en effet (par Cauchy-Schwarz) :
la-(u,v)| = ’/Q Vu(z) Vo(z) de| < [Jullsge, [V]|56,0, Ppour tout v,u € Hpep -

3. a.(- , -) est coercive sur Hper o (voir lemme 1, (1.19)).

4. 1(.) est une forme linéaire continue sur H,e o, en effet v — I(v) est linéaire de Hpep o dans
R et il existe C' = ||g]|z2 > 0 tel que

1) = | [ (w) o) do| < lglzz ol -

Par le théoreme de Lax-Milgram, nous concluons que le probléme variationnel (I.4) admet une

unique solution dans He 0. De plus nous avons

acllulli,.. , < lac(u,w)| = [[(W)] < lgllez ullstpe, Yo € Hpero-
Par suit trons finalement que [l < —lg| !
r suite n montrons finalemen — = .
ar suite nous montrons finalement que ||u||s,., , < o gllr2(0.y, avec a. eSS
Ceci acheve la démonstration. ]
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1.2 Résultats préliminaires

2.3 Formulation variationnelle sur (), apres redressement global

Nous considérons la formulation variationnelle du probléme aux limites (E) :

/ Vu.(z) Vo(z) de = / g(x) ¢(x) de pour toute fonction ¢ € Hyer o (1.9)
Qe

£

Nous allons effectuer ici un changement de variable qui va permettre de transformer €. en
Qp, en transformant 7, en ° (voir Figure .2). Pour cela, nous considérons le changement de

variable suivant :

Lsi Qs—>QO

(21, 29) — (1: nevle) (?)) (1.10)
1,42 1, 1_65/<%> )

tel que
1 0
, 1
VE@) =1 (2 - 1)7 () 1 et det VL.(z) = P <xl>
~ (z1 2 ~ (X1 v
(1—57 (?)) 1—ey|—
) T2 oo o oo
/ £€ \ !
2 o 2 5 Qo >,
Of rrrrrrr :1>:l . 1
IRV VAV VIV e
5 A ey(£) 0 o
x1 = L

Figure 1.2 — Redressement du domaine rugueux 2. vers le domaine lisse Qg

L. est un C%-difféomorphisme. Le C%-difféomorphisme réciproque est donné par :

L_l : Q() — Qa

e (X1, Xo) — (Xl,XQ + ey (i) (1— X2)> (I.11)
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Chapitre I. Un modele d’écoulement sanguin

Nous posons v-(X) = u. o L71(X) et ¢(X) = ¢ o L1 (X). Nous avons :

Vxv:(X) = VLI HX) - Vu, = V..
(X,
0 1—ey ()
g

Donc
Veue(z) = (VLIHX)) - Vxv(X).

L’équation (1.9) devient :
/QO (V£ (X) ' Vxu(X)] - (VL2 (30) 7 Vxab(X)] (1 - (f)) X
= [ oxt) wix) (1-e7(22)) ax.

que l'on réécrit sous la forme :

/QO (A-(X)Vxve(X)) - Vxtp(X) dX = /Qo(g o L71(X)) ¥(X) (1 5 ()) ix,

Ax) = (127 (2)) (ve ) (V£ (0)

(-=(2) - ()
_ (- X7 () L (11‘ X;Q((Xi)(@)z

L’équation (1.15) est la formulation variationnelle du probleme suivant :

Trouver v. € HY(€) tel que
V(AT (0) = (g0 £7(X) (1-e7 () s 0
ve(X) =0 sur > UA°
u. est périodique selon x sur X, U X,.

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

Pour simplifier la présentation de la formulation variationnelle (I.15), notons a.(-,-) la forme
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1.2 Résultats préliminaires

bilinéaire et I.(-) la forme linéaire telles que :

ac(v ) = [ (A(X)Vx0.(X)) - Vuo(X) dX

Qo

L) = [ 9o £2100) w0 (1-23 (21))ax.

X X
Soit 4 est une fonction de C'!_ ([0, 1]). Nous notons sup (fNy <1>> = —q, inf (fy <1>) =
]

per
X1€[0,L €

(X
—d0 et sup <ﬁ <1>) =T.
X1€[0,1] €

1
Hypotheses : Nous supposons que o > 0 et la constante £ = min (1 -, T35~ T> > 0.

Lemme 2 (Coercivité dans le domaine lisse ). Sous les hypothéses ci-dessus, pour tout

0 <e <1 la forme bilinéaire a.(- , -) est coercive sur Hoe () et vérifie
e (ve, v2) = k[ Voell72 ), Vo, € Hper0(o)- (I.19)

Preuve. Soient X € Q) et le vecteur U = (Uy, Uy) € R?. Par un simple calcul matriciel nous

avons

a0 = (1= (2) -0 -5 (2 (LG

)( >>2> o

Avec les notations de I’énoncé du lemme 2, nous constatons que

(1 et <§1>) Lo (1 : <11_—)§?(2§;;()?)>2> > 1i5'

D’autre part, nous utilisons le fait que pour tous réels a et b tels que 2ab < a® + b2, il vient

(2(1 — X0)¥ ()il)) U;Up; <2 sup | (fy (X1>> U,U, < 7(U% + U3).

Xi1€[0,L €

Bien entendu, ce qui permet de déduire que

_ (2(1 —Xy)d <)§1>) UyUs > —7(U? + U2).

En regroupant toutes les inégalités obtenues ci-dessus, nous obtenons

1
UTA(X)U > (1—7)U2 + <1+5 - T> U2,
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Chapitre I. Un modele d’écoulement sanguin

En posant £ = min (1 — T, 1%_5 — 7') > 0 d’apres les hypotheses de ’énoncé, nous pouvons
écrire :

ds(vsavs) = kvasuLz(Qo)-
La preuve est complete. O]

Remarque 2. Nous mettons l'accent sur le fait que nous pouvons montrer autrement l’existence
et l'unicité du notre modéle mathématique apres redressement. Signalons que le domaine €y est
réqulier indépendant de . En appliquant le théoréme énoncé dans [35, page 81, Theorem 4.26]

nous montrons que le probléme (1.17) admet une unique solution dans
Hper0(0) = {v € H' (Q); v =0 sur I°UA°, v est périodique selon x1 sur ¥, U}

Il nous faut maintenant montrer quelques résultats dont nous aurons besoin par la suite.

3 Inégalité de type Poincaré dans la couche rugueuse

L’inégalité ci-dessous, dite «inégalité de type Poincaré dans la couche rugueuse » joue un role

important dans le reste de la these pour I'établissements des estimations d’erreurs.

Proposition 3 (Inégalité de Poincaré dans la couche rugueuse). Soient le domaine rugueuz
Q. défini dans la Figure 1.1 et le domaine lisse Qg défini dans la Figure 1.2. Alors nous avons
l"inégalité suivante

HUHLQ(QE\Qo) < 5HVUHL2(QE\90)7 Yu € g{per,o- (120)

Preuve. Etant donnés € > 0 et u € Her 0, on peut alors écrire que :

w(zy, ) — u (ml,aﬁ (?)) = /:2 %(xl,t) dt.

(%) Oy

En tenant compte que uj,, = 0 alors

0 ou
< —(1,t)| dt.
o) < [ |2 o)
L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
0 S 2 3
< (a1, t)| dt
|U(ZE17J/’2)| \/g (/ai(?) axQ (xl ) )
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1.4 Inégalité de type trace dans un domaine rugueux

Donc

2

dt.

0

ou

ular, @) <= [ o

Tq,t
F(2) (@1,9)

Nous intégrons sur 2.\, il vient

/ |u(zq, ) | )| *dxidzy < / /
Q:\ Q0 e7(2) JQ\Qo

Bien entendu, si nous extrayons la racine carrée, alors

ou

2
8.1'2 (Zlfl, t)| dt d$1.

2
$1,t)| dt dl‘l dl‘2<€2/§2\9
0

1

3
(/ |U($17$2)‘2d$1d$2> < € (/
QE\QO Q \QO

Ceci conclut la preuve. O

Ou t)thd 5
8372 I, X

4 Inégalité de type trace dans un domaine rugueux

Nous terminons ce chapitre par présenter le concept «Inégalité de type trace dans un domaine

rugueux » dans la proposition suivante :

Proposition 4. Soient le domaine rugueuz ). défini dans la Figure 1.1 et le domaine lisse €}
défini dans la Figure 1.2 limité en bas par Uinterface v° = {x; € [0,L]; x5 = 0}. Alors nous

avons l'inégalité suivante

||U/HL2(,YO) < \/g ||VU||L2(Q€\QO), Yu € g{per,o- (121)

Preuve. Soient € > 0 et u € H,ero. Par une simple soustraction nous avons

u(z1,0) —u (931,57 (x1>> = /EO Ou —(x1,t) dt.

€ 7(4) Oy
Or la solution u est nulle sur la paroi rugueuse 7., d’ou

ou

0
w0l < [, |5

([Eh t)‘ dt.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons
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0

ou

2
o t)| dt.
61’2(1:17 )‘

lu(z1,0)]* < 6/

(=)

Nous intégrons sur 7, il suit

L L 0
/ ]u(x1,0)|2d1:1 < 8/ / )
0 0 Jey(2)

Nous extrayons la racine carrée, il vient

ou

2
8@(I1,t>‘ dt dflfl.

1

L 2
([ 1uer00Pa) < VE 19l

Ceci acheve la preuve.
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parait bien qu’il y a une différence entre les fins
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"Ethique a Nicomaque”
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Chapitre 11

Etude variationnelle de la régularité H? dans

des domaines rugueux

1 Introduction

Ce deuxieme chapitre est consacré a I’analyse mathématique de la régularité H? de notre modele
mathématique présenté dans le premier chapitre grace a sa la formulation variationnelle. Cette
premiere méthode repose essentiellement sur la partition de I'unité et systeme de carte locale
ainsi que sur des majorations et des minorations de la forme bilinéaire associée a la formulation
variationnelle en choisissant des fonctions tests bien particulieres. Elle fait ’'objet d’une premiere
tentative pour I'étude de la régularité H? dans des domaines rugueux, en particulier par la
compréhension de l'influence de la paroi rugueuse sur la régularité. Cette dépendance en € joue
un role trés important sur la singularité de la solution en norme H?. Du point de vue de I'étude
de la régularité H? dans des domaines rugueux, les choses semblent sous controle, mais en fait
nous disposons de tres peu de résultats pleinement satisfaisants.

Nous rappelons le probléeme aux limites introduit dans le chapitre [ :

—Au. =g sur Q.
(E) : u. =0 sur ' U~.

u. est périodique selonz; sur >, U X,

ou €. est un ouvert borné de R?* donné dans la figure ci-dessous et g € L*(€).). La paroi lisse est
donnée par I'™ = {(z1,15) € R?; z; € [0, L] et x5 = 1}, et celle rugueuse est paramétrisée par
Ye = {z1 € [0, L]; w2 = 5(*+)}, ot 7 : R — [~1,0] est une fonction périodique. On appelle
Y := {0} x [¢9(0),1] Ventrée verticale du domaine ., et ¥, := {L} x [¢5(£), 1] sa sortie.

Dans ce chapitre, notons qu’a fin d’éviter toute difficulté technique lors de redressement de la

couche rugueuse dans le cas d’un bord rugueux lipschitzien, nous supposons que la fonction
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5 : R — [—1,0[ est réguliére de classe C* (au moins de classe C?).

2
Ty = 1 r
ro = O . - :El
VARV VIRV VARV N
Ve ‘67(5)
xr1 = 0 T = L

Domaine rugueux 2.

Gréce a l'inégalité [Chapitre I, Théoreme 1, (I.8)] nous avons une certaine stabilité en O(1)
pour la norme H' de la solution du probléme aux limites (E). Remarquons que la présence de
«stent » peut étre considérée comme une perturbation locale d’un bord lisse de 1’écoulement,
qui entraine une certaine singularité si on s’intéresse a un niveau de régularité plus élevé.

Le résultat principal de ce chapitre est le Théoreme suivant :

Théoréme 2. La solution u. du probléme aux limites (E) est dans H*(S).). De plus, il existe
une constante C' strictement positive telle que nous avons la majoration suivante :

C

e || 72 (0. < g

L’idée directrice pour prouver que la norme H? est majorée en O(%) est l'utilisation de la
technique variationnelle (Voir Evans [40]). Nous suivrons le plan suivant pour la discussion de

cette technique :

2 Partition de 'unité et Systeme de carte locale

Le domaine 2. est un ouvert borné régulier dont la frontiere 0f). est compacte, donc on peut
utiliser un argument de «carte locale » et il existe un recouvrement fini de €2, par des ouverts
(V)o<p<n, (avec Ny un nombre fixé indépendant de €). On introduit alors une partition de

I'unité associée & ce recouvrement, c’est a dire des fonctions {¢,}7%; de C=°(V,,, [0,1]) telles que

No L
ep €CX(V,), 0< ¢, <1, > ¢,=1 dans Q..
p=0
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I1.3 Régularité H? a lintérieur de .

Remarque 3. L’existence d’une telle partition de 'unité est classique, (voir [21, Théoréme
3.2.9]).
Dans toute la suite, nous choisissons

1. Vine CC Q.. Vi est un ouvert strictement inclus dans €. pour traiter la régularité H? a

I'intérieur de €. «loin du bordy).

L L%+43
27

2
“£2) et de rayon £ pour

2. Voo = D(2 0, %) le disque de centre z, de coordonnée (

traiter la régularité H? au voisinage du bord I'*°.

3. V. = D(x.,r.) le disque de centre z, € ¥, et de rayon r, > 0 pour traiter la régularité
H? au voisinage du bord Y.

4. Vi = D(xg, 1) le disque de centre z;, € ¥ et de rayon ry > 0 pour traiter la régularité

H? au voisinage du bord ;.

5. % C Viug = D(@pug, Riyg) le disque de centre z,,y de coordonnée (é , 6’7(%) + 1_4]‘2) et
de rayon R, = % pour traiter la régularité H? prés du bord rugueux ..

Par suite nous pouvons écrire la solution u. du probléme aux limites (£) sous la forme suivante :
Ue = Pint Ue + Ps Ue + Pe Ue + Poo Ue + Prug Ue = Uint + Us + Ue + U + ufuga (Ill)

avec Ping € C°(Ving, [0,1]), voo € CF(Vio, [0,1]), we € C2(Ve, [0,1]), ps € C(V4, [0,1]),

Orug € C°(Ving, [0,1]) et vérifiant : @ine + @e + 95 + Qoo + Prug = 1 dans Q..

3 Régularité H? i lintérieur de €.

Nous consacrons cette section a I'étude de la régularité H? a l'intérieur du domaine Q. . Pour

cela, rappelons tout d’abord un résultat de régularité intérieure énoncé dans [40, EVANS].

Théoréme 3 ([40, p.309, Theorem 1]). Soit U un ouvert borné de R™. On considére L [’opé-

rateur aux dérivées partielles sous la forme divergence défini comme suit

"0 ou LI Ju
Lu== 3 o (o) o) + 2 ¥(0) i+ clahu

ij=1 =1
avec a;; € CHU), bv',ce L®(U) (i,j=1,.,n) etVo € UL eR" il existe § > 0 telle que

> a&é =0 |f’2-

ij=1
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

Nous supposons que u € HY(U) est une solution faible du probléme elliptique
Lu=f dans U avec f € L*(U).
Alors uw € HE (U). De plus pour tout ouvert V.CC U nous avons la majoration suivante :

lullizy < € (IF )+l

avec C' une constante strictement positive qui dépend des domaines V et U, ainsi que des

coefficients de l'opérateur L.

Appliquons maintenant ce théoréme a notre cas. Prenons n = 2 :

Soit Viyy CC 2. un ouvert strictement inclus dans €2, voir figure ci-dessous. Nous vérifions

L2
FOO

Figure II.1 — Domaine intérieur Vi, CC €.

aisément que ui = @intte est une solution faible sur 2. de I’équation suivante :

_Auint - _A<Spintue) - _Qpint(Aue) - QVSOint-VUe - (Agpint>us
= Pint g — 2v§01nt-vue - (Agoint>us = Gint-

On a Gint S L2(Q€) En effet ||Gint||L2(QE) < C { HQHL?(QE) + ||Vu5||L2(QE) + ||u5||L2(QE) } < +OO,
pour tout g € L*(.) et u. € Hper, (voir (1.2)).
On en déduit grace au théoreme 3, qu’il existe une constante C' strictement positive telle que

Uine € HE () et on a I'estimation suivante :

it | 200 = o0t 120000 < C (| Gimel|z20620) + el 2200

(I1.2)
< C (llglla@n) + Vel 2@ + luellz2@n ) < C (l9llz2en) + luelmen)) -
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I1.4 Régularité H? au voisinage des bords lisses '™ U X, U X,

4 Régularité H? au voisinage des bords lisses [*UY, UX,
Nous présentons de méme que dans la section précédente un résultat démontré dans [40, EVANS]
pour I'étude de la régularité H? des opérateurs elliptiques dans un domaine assez régulier.

Théoréme 4 ([40, p.317, Theorem 4]). Soit U un ouvert borné de R™ tel que OU de C*. On

considere L 'opérateur aux dérivées partielles sous la forme divergence défini comme suit

L ou LA, ou
Lu=— Z E <azj(m) EM) + Zb (x) o, + c(z)u,

ij=1 Y% i=1

avec a;; € CHU), bv',ce L®(U) (i,j=1,.,n) etVo €U eR" il existe § > 0 telle que

Z ai;§i§5 = 0 \5’2-

ij=1
Nous supposons u € Hy(U) une solution faible du probléme elliptique

Lu=f dans U avec f € L*(U),
u=0 sur OU.

Alors uw € H*(U), et nous avons la majoration suivante

lell 2wy < C (11l + lell2w) »

avec C' une constante strictement positive dépendant du domaine U et des coefficients de [’opé-

rateur L.

Remarque 4. Avant d’appliquer le Théoréme de la régularité H? des opérateurs elliptiques dans
un domaine assez réqulier nous allons tout d’abord étudier plus en détail la forme géométrique
des cartes locales au voisinage des bords lisses '™ UX,UX,. Nous remarquons dans chacun des
domaines Dy, D, et Dy (illustrés respectivement dans les figures I1.3, I1.4 et I1.5) sont « a bord
réqulier » sauf en deux points anguleuzr d’ouvertures w < 7. Pour pouvoir rentrer dans le cadre
des difficultés techniques en ces points anguleux, nous choisissons d’illustrer sur un exemple
particulier le fait que la régularité de la solution d’un probléme de Dirichlet peut étre limitée
par la régularité de l'ouvert sur lequel est posée l’équation aux dérivées partielles. Considérons

louvert ) représenté dans la figure I1.2 et défini en coordonnées polaires par

Q={(r0)/r<1 e 0<60<w}.
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

I

Figure I1.2 — Q est une portion de disque d’angle w €]0, 27|

Sur le bord OS2 on se donne la fonction g définie en coordonnées polaires (r,0) par g(0) = sin s
w

Cependant, calculant explicitement la solution du probléme de Dirichlet non homogeéne :

—Au= 0
u=qg 0L,

on cherche une solution sous la forme d’un développement en série de Fourier en 0

u(r,0) = > ay(r)sin @
k w

En remplacant le développement en série de Fourier de u dans [’expression du laplacien en

coordonnées polaires et en identifiant terme a terme on obtient [’équation :
1 NG kr\” ay
—(ra,) —|— ] = =0,
r ( k) ( w ) 7"2

D’autre part, cette derniére équation différentielle admet des solutions particuliéres en v° qui

dotvent vérifier
1 r k2l
- (r6r5_1> e 0,
r

w2
ou encore
k22
[P =2 5 P72 = 0.
w
1l faut donc que
k
B=x—

Nous obtenons la solution nulle en 0 de [’équation différentielle en prenant le signe positif
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I1.4 Régularité H? au voisinage des bords lisses '™ U X, U X,

k
(car u € L3()), il vient donc ay(r) = apr’*, avec Bk = - Finalement, nous obtenons
w

l'expression :
W kmo
u(r,ﬁ)—Zakrkwsin<7T> Vr<l e 0<0<w.
w
k

Nous montrons alors que si w > 7 nous avons u ¢ H*(Q). Il suffit pour cela de vérifier

9%u

que —— ¢ L*(Q). Nous ferons également référence régulicrement auz travauz de Dauge et al.
[36]. De ce fait, en vertu du calcul ci-dessus nous pouvons justifier la régularité H* aux points

anguleux d’ouvertures w < m dans les cartes locales Dy, D, et Dsy.

Appliquons a présent ce théoréme a notre opérateur associé au probleme aux limites (E).

Au voisinage du bord '™

On sait que le bord lisse 9D, est de classe C? (sauf en deux points anguleux d’ouvertures

L L2+3)
27 4 .

On considére Dy, = Q. N D(s, 2251 I'intersection entre le domaine €, et le disque de centre

1
%. On vérifie aisément que Uy = Yool € H&(Doo) et que us est solution

w < 5). On définit le point x,, de coordonnées (

Too €t de rayon

Too
o -
Foo
Do
2 e pBR
_______________ 1
ARV RV ARV Vil

Figure I1.3 — Carte locale au voisinage du bord I'*°

faible sur D, de I'équation —Au, = G ol G4 est donnée par

Goo = =Yoo (Ae) — 2V 0o . Ve — (Ao e = Yoo § — 2V o0 Ve — (Apoo ) U,
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

et telle que Gy € L*(Dy). On déduit grace au Théoreme 4, qu'il existe une constante C

strictement positive telle que uy, € H?(Dy,) et on a la majoration suivante

ool 12Dy = Noctc| (Do) < C [ Goollz2(p) + Nt z2(Dn)|
< C [llglle2pm) + Vel z2(ps) + el 200 | (I1.3)

=C [HQHL?(DOQ) + ||UEHH1(D00)} :

Au voisinage du bord X,

e

Figure II.4 — Carte locale au voisinage du bord X,

Soit ., € X.. Nous considérons D, = 2. N D(x.,r.) 'intersection entre le domaine €. et le
disque de centre z. et de rayon r. > 0. Il est trivial que u, = p.u. € H}(D,.) et que u, est

solution faible sur D, de I’équation :
—Aue = —p. (Au.) — 2V .. Vu. — (Ap)u. = 0o g — 2V . Vu. — (Ape)u. := G., (11.4)

avec G, € L*(D,). Comme 0D, est de classe C?(sauf en deux points anguleux d’ouvertures
w < %), donc grace au Théoréme 4 il existe une constante C' strictement positive et indépendante

de ¢ telle que u. € H*(D,) ainsi que nous avons l’estimation suivante

luellzr2(p.) = lpetiellmp.) < C [I1Gell2o + luell 2o,
< C {9l + IVl i2n + el 2o (1L5)
=C [HQHLQ(DE) + HusHHl(De)} :

Au voisinage du bord Y

Pour finir nous considérons z5 € ¥4 et nous désignons par Dy = Q. N Dg(x4,75) Vintersection
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I1.5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux .

e
Tl

Figure I1.5 — Carte locale au voisinage du bord X

entre le domaine (). et le disque de centre x4 et de rayon ry > 0. Il est immédiat que u, =

psu. € H}(Dy) et que ug est solution faible sur Dy de I’équation :
—Aug = —p, (Au.) — 2V, Vu. — (Apu. = s g — 2V, Vu, — (Aps)u. := Gy,  (IL6)

avec G, € L*(Dy). Par suite comme 9D, est de classe C? (sauf en deux points anguleux
d’ouvertures w < 7), nous appliquons le Théoreme 4 alors il existe une constante C' strictement

positive telle que u, € H*(D,) et nous avons l'estimation suivante

sl = llpsucl o, < C [I1Gill2m.) + el 2o,)]
< C[llglzzm. + Vel 2.y + luellz2o.)] (1L.7)

=C [HQHL2(DS) + ||Ua||H1(Ds)} :

5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux ~.

Nous étudions dans cette section la régularité H? au voisinage de la frontiere rugueuse v.. Nous
présentons notre démarche. Tout d’abord nous allons effectuer un changement de variable pour
redresser le bord rugueux de 2. en un domaine ne dépendant plus de & (par carte locale). C’est
un peu plus délicat car en redressant le bord par cartes locales nous avons changé les coefficients
de l'opérateur elliptique (le Laplacien devient un opérateur a coefficients variables dépendant
de €). Ensuite, nous établissons la formulation variationnelle dans le domaine redressé afin de
majorer et minorer la forme bilinéaire associée a la formulation variationnelle en choisissant
des fonctions tests particuliéres. Aprés établissement de 1’estimation a priori de la norme H?
de la solution dans le domaine redressé, nous pouvons montrer le résultat de la régularité H>

en revenant au domaine rugueux.
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

5.1 Redressement du bord rugueux

L
92
Diyg = Qe N D(Zyyg, Ryug) U'intersection entre le domaine €. et le disque de centre z,,, et de

rayon Ry, = L24+1 > 0. Rappelons que ¢y € C°(D(yrug, Riug)). Bien entendu, puisque g

c 12 . / ~ .y .
Nous considérons le point x,,, de coordonnées ( 57(%) + %) et notons le domaine

est a support compact dans Dy,g nous vérifions que ug,, = @rgue € H} (Dyyg) et que U, €St
solution faible sur D, de I"équation
— AU, = —Org (Aue) = 2Vorg. Ve — (Aprg)ue (1)

= Prug 9 — 2v90rug-vu€ - (Agprug)ue = Frug s

avec Fryg € L? (Dyyg) et en vertu des inégalités variationnelles nous avons || Frugllz2 < C/\g]l 2.
En multipliant 'équation (I1.8) par une fonction test réguliere v € Hg(Dyyg), nous intégrons

par parties, alors la formule de Green donne

Vi Vode = /D  Fugvdr, (IL.9)
le domaine D, vérifiant D, = Q. N D (2yug, Rivg) = {€ € D (Trug, Rrug) 5 T2 > (1)}, avec

la fonction 7. est donnée par

: R—R de C™
" (I.10)

x> Ye(w1) = 55(?

On définit maintenant I'application ¢(z) =y = (¢'(z), $*(x)) le C*-difféomorphisme tel que
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I1.5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux .

/é\

=10

Figure II.6 — Redressement de la frontiére rugueuse 7.

) . (I.11)
2 = T2 — 7€(x1) = T2 — 57(?1)7

n

o . e ) (I1.12)
Vi (y) = w2 = Yo + V(Y1) = Y2 + €7/(

Y1
%
Dans la suite, nous choisissons le réel s > 0 strictement positif de tel sorte que le demi disque
U = D(0,5) N {yy > 0} recouvre Dyyg, c’est & dire ¢(Dyyg) C U. Et nous définissons le demi
disque V C U tel que V = D(0,5) N {y = (y1,92); y» > 0}.

Apres redressement du bord rugueux par cartes locales, notre opérateur Laplacien associé au
probléme aux limites (E) devient un opérateur a coefficients variables dépendant de e. C’est

pourquoi, avant d’établir la formulation variationnelle dans le domaine redressé nous serons

amenés a donner quelques résultats dont nous aurons besoin dans la suite.

Proposition 5. Soit la matrice G.(y1) telle que

L =)

Ge(yr) = ( sy 14 (;,(%))2 ) : (I1.13)

Alors l'ensemble des valeurs propres de G:(y1) est : Sp(G:(v1)) = {Amin(&, Y1), Amax(€, 1)}
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avec
2+ (7)) = /12 + (5 (12))2)]2 — 4

Amin(€, U1 —[ G \/[2 G . la petite valeur propre de G.(y1),
2+ (' ()2 + /2 + (7 (2))2)] — 4

Amax (€, Y1 —[ G )] \/[2 G ., la grande valeur propre de G.(y).

(IL.14)

Preuve. La métrique G.(y;) est une matrice symétrique réelle définie positive, admet deux

valeurs propres vérifiant

Amin (€, Y1) + Amax (€, y1) = Tr(Ge(y1)) = 2 + (’7 (y;» :
)\min(gvyl) )\max(gayl) - det<G€(yl)) = 17

ce qui donne apres résolution

2+ (7 () 2+ (F(2)H)]2 -4
Amin(€,41) = : \/2 : , la petite valeur propre de G.(y1),
2+ (7 (4)?] + /2 + (5 (2))?)]2 — 4
Amax (€, Y1) :[ ()] \/[2 ) , la grande valeur propre de G.(y).
D’ot1, nous obtenons le résultat annoncé dans la proposition 5. O]

Proposition 6. [ existe deux constantes oy et oy strictement positives indépendantes de € telles
que :
ar wlze = (Ge(y1) w, w) > ao |wlz.,  Ywe CYU).

1
2417 200
de la petite valeur propre de G¢(y1), (Voir [Proposition 5, I1.13]). D’autre part, on peut prendre

Remarque 5. g est une constante d’ellipticité donnée par oy := C’est un minorant

oy =2+ ||7'|2. Cest un majorant de la plus grande valeur propre de G (y).

Preuve. Grace a la proposition 5, nous en déduisons que

Amax (&, y1) [1wl[72 = (Ge(y1) w, w) = Amin (e, 1)l w][ 72
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Or, par une simple majoration de la plus grande valeur propre de G.(y;) nous avons

Amax (€, Y1) = (2 + (7 (%))2) + \/[2 + (’7/(%))2)]2 —4 1y M’“%w . \l <1 ., ||7,”%00>2 B

2 2 2
< 247 17

Gréce a la relation A\yin(€,%1) Amax(€,%1) = 1 nous pouvons minorer la petite valeur propre de

Ge(y1) telle que

1 1
> S
Amax(gayl) g 2+ ||’7 ||%°°

)\min(ga ?h) -

Si nous définissons les quantités aq et ay telles que

1 /
= | ———— et o= (24 |5 |12-), (I1.15)
@+MWJ ' .

nous concluons donc que
arflwlzz = Amax(e, y) w2 = (Gelyr) w, w) = Ain (e y)l[w|22 > aolw]Z2.

Ceci acheve la preuve. O

Proposition 7. Pour tout réel o strictement positif nous avons :
« 2 Oé% 2 0,7
[(Geln) wr, wa)| <G [ lunPdy+ 3 [fusf? dy,  pour wy,wy € C20). (1L16)

On rappelle que a; = (2 + 115 ||%oo) est un majorant de la plus grande valeur propre de G.(y1),
et U = D(0,5) N {y, > 0}.

Preuve. Par une simple majoration, il vient

|<G€(y1) W1, w2>| < max (Amax(€,41)) / |w1| |w2| dy < al/ |w1| |w2| dy, pour wy,wy € C’S(ﬁ)

Q b?
Nous considérons un réel o > 0, alors l'inégalité de Cauchy donne : ab < Za2 + —, avec a et
!

b deux réels positifs. Par conséquent, compte tenu de cette derniere inégalité, nous obtenons

o ol
[(Gelyn) wr, wa)l < 5 [ lundy+ S [ ool ay.
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Ceci termine la preuve. O

5.2 Formulation variationnelle aprés redressement du bord rugueux

Le but de cette sous section est de trouver la formulation variationnelle dans le domaine redressé.

Pour cela, nous effectuons le changement de notations suivant

{ iy (1) = Uig(P(y))  pour y Elz 17
i(y) =v(d(y))  pour yeU,
qui s’écrit aussi
{ aiug(¢(aj)) = uf‘ug(‘r) pour x &€ Drug (1118)
(p(x)) = v(x) pour « € Diyy,.

Le lemme fondamental suivant montre que 1’équation (I1.9) devient une équation elliptique du

second ordre sur U.

Lemme 3. Avec les notations ci-dessus (I1.17) et (I1.18), nous avons 5, € Hy(U) et

(Ge(yy) Viigy , VO) = (Frg , 0) V0 € H)(D), (11.19)

rug

0t Frug = (Frug 0 )| J| € L2(U) et Go(y1) la métrique définie dans (11.13).

Preuve. Rappelons d’abord I'expression (I11.9) de la formulation variationnelle dans le domaine
Dy -
Vui Voude = Fryg vdx Yv € H&(Drug).

rug
Drug Drug

Gréce aux notations ci-dessus (voir (I1.17) et (I1.18)), on a

Vot (0)Vov(@) dr = [ (Vo) (67 (w) - (Vo) (67 (9) dy, (11.20)

Drug U

avec 1) = ¢! lapplication inverse de ¢, dont la matrice jacobienne n’est pas singuliére. En
effet,

owt ot

Oy1 Oy2 1 0
|JY(y)| = = =1

o2 a2 v

Sur Oy v 1
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L’approche variationnelle dans le domaine redressé est sensiblement différente de celle présentée
dans (I1.9). C’est pourquoi nous détaillons tous les calculs effectués afin que cette approche soit

licite. Par un simple calcul nous avons

ous,

1 T\ [ F2(o () Foe(y)
0 1 Ootus (571 (y)) s (y)
Nous en déduisons

sy, oug,
—2 (¢ (y) = ()
86332 6892 " (11.21)
urug 1 urug . urug ~/ @
pre (07 (v) = oy, o (y)w(g)

Nous remplacons Uexpression (I1.21) dans (I1.20), alors il suit
- (Vating) (67 @) - (Va0) (67 (9) dy
= [ T ] [ e [
- / S /(7 7(%) T - /~7 () e Sy (I1.22)

oy 0y1 Oy1 s v e’ Oy Oy
2 0u
+/<1+7 ‘Z) g 00

D’apres les formules de changement de variables dans les intégrales, il vient

o Fglr) o) dr = [ Foug(00) @) 170 dy = [ Frugly) oly) dy.
(11.23)

avee Frug = (Fuug 0 )| 0] = (Frog 0 9) € L3(D).
Pour achever la démonstration, nous remplagons les expressions (11.22) et (I1.23) dans (I1.9),

nous obtenons

aa&‘ ai} 8{(/5 817 1, Y1 2 aae af) -, aﬂé‘ 817 ~ U1
3 rug Y'Y + rug Y'Y 1+ ( J1 ) ) . rug Y'Y Iy rug YU I a
/Ul(‘?yl dy1 Oy 3yz< <€) oy 3y27(8) Yo 3y17(6> Y

- /Nﬁ’rugf}dy, Vo € HY(D).
U

N
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D’ou la formulation variationnelle voulue. ]

5.3 Choix de la fonction test

Nous définissons le quotient différentiel D donné par

aiug(y + h‘el) - aiug(y)

h~¢e _ *
Dyag,, = h Vh € RY,
. . By Oy, . .
et nous notons V le gradient tel que Vu B = . Pour des raisons techniques, nous
rug dy1 7 0y2 )

définissons dans la suite la fonction de troncature £ € C'2°(D(0, s), [0, 1]) comme suit :

E=1 dans D <0, ;)
0<¢<1 dans D(0,s)\ D <0, ;) (I1.24)
£

0 dans R*\ D(0,s).

Nous remarquons en particulier que £ = 1 dans V = D(0,35) N {y = (y1,42); y2 > 0}.

Le but de cette énumération est de dégager une fonction test o € H}(U). Pour cela, pour |h|

assez petit nous choisissons la fonction test suivante

o= —DM(E2DMaE,) (11.25)

rug

Nous développons cette derniére relation (I1.25), il vient

—1

0(y) = Dy (W) + her) — 5 (1))

= (EW— e (y) — Tgly — her)] — € )y + her) — iy (1))

Il est essentiel ici d’observer que si @5, € HL(U) alors Dtis,, € HY(U), autrement dit H}(U)

rug rug

est invariant par translations tangentielles.

Notation 2. Nous introduisons da présent afin de simplifier 'exposé de cette technique, ’ex-

pression A(-,+) associée da la forme bilinéaire a la formulation variationnelle (11.19) :

o 0u;,, 0v  0ug,, v o\ 2 0w, 00 _, y1. O0us,, 0 _
A 15 — rug 7 rug e 1 ( Ji ) o rug 7 JL _ rug o g d .
(urug’ U) /(7 l oy Oy + Oys Oy < 7 5 ) ) Oyr Oy 7 € ) dy2 Onr 7 € )| &

(I1.26)

20



I1.5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux .

Par ailleurs, nous notons dans toute la suite la quantité B(v) pour simplifier ’écriture de la

forme linéaire dans la formulation variationnelle (11.19) :
Iﬂ@)::/lﬁgg@dy. (I1.27)
U

5.4 Minoration de la forme bilinéaire dans la formulation variation-

nelle

L’objet de cette sous section est d’exploiter une minoration de la forme bilinéaire dans la
formulation variationnelle. Nous commencons par donner rapidement et sans démonstration
une autre écriture de la forme bilinéaire. Pour montrer ceci, il suffit d’injecter la fonction test
(I1.25) dans l'expression (I1.26) de A (ﬂfug, 17) et utiliser les opérations classiques sur le quotient
différentiel D?. Pour plus de détail au sujet de la preuve de la proposition ci-dessous ainsi qu’aux

propriétés du quotient D!, nous renvoyons le lecteur a la section 7 de ce chapitre.

Proposition 8. L’expression de A(-,-) (voir (I1.26)) se découpe sous la forme suivante :
3

)
€ € — € € 7 € € € Y
A (urug’ U’rug) - Al (urug7 U’rug) + A2 (urug7 urug) + A3 (urug7 urug) ; ou

NN 1 7@ i (=) ) D1 ()
Al(“f“g’“f“g>‘<52(—a'<lg> 1+<a’<y;>>2)(D?(£fug) ’ D?(a%éug) > (1:25)

0y2

—_
|
/-\\

\Ql\m“s
—~
o[
S~—
S~—

€
SN————
—
R
N N

Q Q
SIES| 5
N |E = |2
[0 02
~—
\—/
/
o
Skl
28

I~
.
SR
o 0
v
~—

—

—

—

[N}

Nej

N—

A2 (aiug’aiug) - <2 5 ( —:Y/(*l) 1 :T_ (

et
o 0 Dl (7 () O\ ( 2DlTg
Ag(umg,umg)=<52 (5 () D1+ (7 @) ({)(Dz>> T
+<2£ 0 D} (7)) () (;;D?<aﬁug>)> |
, , 2 e y _ .
D (7 (=) D1+ (F@)) J\ Gz )\ £ Dl

Remarquons que la nouvelle forme ci-dessus de 'expression de A (ﬂﬁug,ﬂﬁug) dépend de la
métrique G, (y;) ainsi que de son différentiel tangentiel D?. Pour donner un aper¢u intuitif, nous

constatons que le différentiel tangentiel de la métrique G.(y;) est singulier & Uordre O(e™').
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

Pour cela, avant de donner le résultat principal de cette sous section, nous allons établir et

démontrer quelques résultats dont nous aurons besoin dans la suite.

—

Proposition 9. Soit la métrique G.(y,) telle que

— 0 D! (7'(1))
Ge(yr) = ph (;?/(y?w) ph (1+(

N

,(y;))z) . (I1.31)

— — e

Alors ’ensemble des valeurs propres de G.(y1) est : Sp (Ge(y1)) = {)\min(s,yl),xmax(e,yl)},

avec

- I, — /13 4 413 S
Amin (€, 1) = ? \/i, la petite valeur propre de G.(y1),
2¢ (I1.32)

~ Ip + /12 + 42 .

Amax (&, 91) = 5 e ., la grande valeur propre de G.(v1),

1 1" h h 12 h
ol 11:/ A <y1+3> ds et 12—/2'~y<y1+8>’? (m—l—S) ds.
0 € € € € € €

Preuve. Tout d’abord, nous commencons par calculer les coefficients de la métrique G.(y; ). Par

un simple changement de variable en calcul intégral, il vient :

pi (3) = T

L h h
Zf/ W(yl—l—s ) ds, avec t = 2 4+ 20
e Jo e ¢ e ¢

de méme nous obtenons que

o[
N~—
N

m@*@@ﬂ?zw@ﬁw_ﬁ(2=1?%2wm%Mt

h hJu
" h h

/2 & —)ﬁ(& S—)ds, avec t = 2 4 22
e € 5

A ce stade, nous proposons de simplifier les calculs. Notons dans la suite, les intégrales Iy et I

telles que :

1 " h/ h/ " h
L= FE+Z)ds et bf/2~m+2)(%+i»m

N
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I1.5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux .

—

Nous adaptons maintenant les notations ci-dessus, alors la métrique G.(y;) s’écrit :

. 0 Dy (7 (1))

€

(o) 1(0 I

yl - ! ! 2 - - .
E pi(F) pi(1+(F@)) ) Te\n o

Nous explicitons & présent le polynome caractéristique de la matrice & droite ci-dessus. Etant
donné un réel X, alors det (5 Ge(yy) — X Id2) = X? — Iy X —I?. Nous montrons finalement que
la métrique G.(y;) admet deux valeurs propres Xmm(a, y1) et Xmax(e, y1) telles que

/T2 2 /12 2
~ 12_ 12+411<0 et X 12+ I2+4I]‘>O

/\min ) =
(&) 2¢ 2¢

max(57 yl) -

Ceci termine la preuve. O

—

Remarque 6. Le spectre de la métrique G.(yy) ne dépend pas du quotient différentiel D%, en
effet nous trouvons le méme résultat pour un accroissement de la variable de la forme h =
e’ Vs > 0.

Nous invitons maintenant le lecteur a observer dans la proposition suivante le role central des

—

valeurs propres de la métrique G.(y;).

Proposition 10. Soient ws, wy, ws € CO(U). Alors il existe une constante Cy () strictement

positive indépendante de € telle que pour tout réel o strictement positif nous avons :
(Goloa) ws, i+ ws)

o 1 C
< Z/ |ws|* dy + 5/]w4|2 dy + a?21/|w3|2 dy. (I1.33)

Preuve. Etant donnés ws, wy, ws € CO(U). Par I'inégalité triangulaire nous avons

—

< ‘(Ga(%) w3, Wy)

—

+|(Gelon) s, )

‘ —

(Ge(y1) ws, wg + ws)

Par une simple majoration, il suit
‘ —

(Ge(y1) ws, wy)

< max (‘/A\max(s,yl)’ ; }Xmm(s,yl)’) / lws| |wy] dy.

Par ailleurs, nous avons

o~

< max (‘/\max(g,yl)’ ; )Xmin(e,yl)b / |ws| |ws| dy.

‘ —

(Ge(y1) ws, ws)

23



Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

Alors grace a ces deux inégalités, nous en déduisons

~

(Ge(1h) ws, wa + ws)| <max (‘)\max(a, Y1)

‘ —

Ponintew)]) [ sl (oal + fus)) dy. - (11.34)

— e

Rappelons que la plus grande valeur propre de la métrique G.(y;) est donnée par Apax(g,y1) =
I + /13 + 412
2¢e

I — /12 + 412 sh sh\ _» h
2 2 l,avech:/ 5 (yl—l— )dset b-/Qi(yl—l—)i <y1+s>ds
2¢ 0 € € € € € €

Si nous définissons la constante C' strictement positive indépendante de ¢ telle que C' =

et la petite valeur propre de la métrique G.(y; ) satisfait ’'expression S\min(e, Y1) =

(II1] + |Iz]), alors nous pouvons établir que

o~

max (‘)\max(e, Y1)

o~

(e 91)]) < (I1.35)

™|

Nous combinons les deux inégalités (I1.34) et (I11.35), il vient

(Go(y1) w3, wy+ws)| <

’ —

/ | (ws] + [ws]) dy

En utilisant le fait que ab < % + % avec a et b deux réels positifs, ainsi que l'inégalité de

1
Cauchy ab < Z a’ —i— b* avec a un réel strictement positif, nous obtenons

~. 2 ~\ 2
o 1 (C 1 1/C
<G fmbars L (T) fuofans g [l S () [t an

Ce qui donne apres simplification

< fruays t feitare () (2+2) f oot

N2
En supposant la constante C = (C’) (é + %), nous acheévons la preuve. m

‘ —

(Ge(y1) ws, wy + ws

(Ge(yr) ws, wy + ws)

‘ —

Maintenant, grace aux résultats ci-dessus, nous pourrions avoir une minoration de la forme
bilinéaire (I1.26) :

Proposition 11. Soit la solution iy, € HL(U). Alors il existe une constante Cy(av) strictement
us ) (voir (I1.26)) wvérifie l'inégalité

positive indépendante de € telle que la quantité A( Uy Upyg
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I1.5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux .

suivante

A (e 85,) > <a0 = 3‘) [ €wy? |,

ol g est la constante d’ellipticité donnée dans la proposition 6.

zdy— Ca /|V c PPy, Va0, (1136

Preuve. La démonstration découle directement des résultats des propositions 6, 7 et 10.

1. Tout d’abord, nous commengons par rappeler 'expression (I1.28) de A; ( Urygs ﬁfug>

, , 1 :Y (y?) Dh( arug) ) ( Dh( arug) )>
Ay urug’ rug - ~ 2 "2111 ’ h ﬂi '
( ) <€ ( -7 (2) 14 (7(2)) ) ( Dy (aayf> Dy <8t9y2g)

oas,
gl E 83323 ), alors il vient

Ay (11 5y ) = 00 / E(y)? 1DV, |* dy . (11.37)

Appliquons la proposition 6 au vecteur w = £ (

Notons que «q est la constante d’ellipticité donnée dans la proposition 6.

7€

2. Rappelons maintenant 'expression (11.29) de A, ( Ug g umg) :

) 1) D (%) [ Db >
e (e mg)‘<25( ) L) )(Dh(azzg>>’<}}21?? i )1

Si nous notons les vecteurs w; et wy tels que
b (95, %€ phy,
(P () o [ i
Dh ( rug) £ Dh £
1 6y2 8y2 ]. rug

et si nous appliquons la proposition 7 aux vecteurs w; et wy ci-dessus, alors il existe une
constante Cy, strictement positive telle que pour tout réel a strictement positif nous

avons

CA2 € 2
“ay - == [|pla,

AQ (aiug7 rug / 4 /5 ’th rug

Plus précisément, la constante Cy, est donnée par Cy, = 2 Hgg H (2 + ||7||%oo>
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

o6

Par ailleurs, d’apres [29, page 184, lemme IX.6] nous avons Iestimation

/IDh fgl” dy < / Vi, |* dy. (11.38)

Par application de (I1.38), nous déduisons que

dy_ CaAz /‘v~§ug

dy, Va>0. (IL.39)

A2 (ﬂfugv rug 2 /f th Upyg

. Traitons finalement la quantité (I1.30). L’expression de Aj ( (T ﬂiug) s’écrit

L 0 Dy (¥ (1)) oD} g
A3 (urug7urug) = <§2 D? (:y’(y1)> D; (1 N (:y,(y;))2> ( 6?;11113’ ) , ( % )>

0y2 Y2

0 Dy (7(2)) T\ [ Dl
(2 Di () Pt 1+ () <)($D<>)>

Posons les vecteurs ws, wy et ws tels que

aurug 86 Dh g aDh rug
— 0 _ ] 1 Urug _ ]
ws =& | g, | wy =2 G Dha et ws =&\ opie |-

Jy2 Byz 1 Urug dy2

Nous adaptons les notations des vecteurs ws, wy et ws ci-dessus et par application de la
proposition 10, nous montrons qu’il existe une constante C'(«) strictement positive telle

que pour tout réel « strictement positif nous avons

-5/ ‘ % Dl S [levan

Précisons avant de passer a la suite que la constante C; est indépendante de . En

A3 (/&iug? rug > /§ ‘th rug y

s’appuyant sur les démarches de la démonstration de la proposition 10, nous pouvons

«

1 sh h\ _» h
11:/ fy<y1—|-> ds et 12:/2’y<y1+8>’y<y1+8> ds.
0 € e € e €

Grace a 'inégalité (I11.38) et apres simplification, nous montrons qu’il existe une constante

établir que Cy(a) = (l + %) (ILi| + |I])* ot I et I, sont les intégrales suivantes :

Ca, strictement positive telle que pour tout réel o strictement positif nous avons
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e Ca
A3 (urug7 rug / 4 /5 th rug dy - 2 / ‘V rug dy (1140)
Signalons que la constante Cya, est donnée par C,, = max (Cl(a) %HLW)
En tenant compte du découpage de la forme bilinéaire sous la forme A ( Ug g rug) Ay ( Ug g ufug)

+A, ( Us g mg) +As ( Us g urug) et en combinant les inégalités (11.37), (11.39) et (11.40), il existe
une constante Cp strictement positive indépendante de ¢ telle que pour tout réel a strictement

positif nous avons

A (ﬂfuyﬂfug) = < Qo — ) /f th rug

La constante Cp est donnée par Cy = (iC A, +C A3)' La preuve est complete. O]

2
y_i /|v rug|2dy'

Remarque 7. Pour simplifier la présentation nous avons rassemblé toutes les constantes dans

ce tableau récapitulatif :

Constantes Valeurs
Q@ un réel strictement positif
1
@0 <2+|w’||ioo>
ay 2+ 7 1)

1 h
I / ’y (yl + S) ds
0 € €

1 h\ _u h
I /()27(%—1-8)’7(%4—8) ds

£ S
Cs 2[5, @+ IFIE-)
Cy (2+1) (L] + L)
Cas max (Cr, [ 55],.)
Ca (iCA2 + CA3>

o7



Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

5.5 Majoration de la forme linéaire de la formulation variationnelle

Contrairement a la sous section précédente, I'objectif de ce paragraphe est d’établir une majo-
ration de la forme linéaire B(0) (I1.27). Le résultat principal de cette sous section est traduit

dans la proposition suivante :

Proposition 12. Soit la solution g, € H&(f]) Alors 1l eziste une constante Cg strictement
positive indépendante de € telle que la quantité B(-) (voir (I1.27)) vérifie l'inégalité suivante

C
dy+£/
(0%

Eug ? dy, Va > 0.

Bli)l < 7 [ € |pivis,[ dy+ 5 [ |V,

(I1.41)

Preuve. Nous considérons ¢ la fonction test définie dans (I11.25). Par un simple calcul et grace

a l'inégalité (I11.38), nous avons

< [ V() pliz, + €9 (Dha,, )| dv

En utilisant le fait que (a+0)* < 2 (a®+0?) avec a et b deux réels positifs ainsi que la fonction

troncature £ € [0, 1], nous prouvons qu'’il existe une constante Cg strictement positive telle que
2 h~ 2
[1dy <2 [ (]9 Dl fug + e (Dlicy)[) dy

<2 (’% phae, | ) dy < Cy [ ([Pl

Nous mettons 'accent sur le fait que la constante Cg est donnée par Cg = 2 max (1 4 ’

+ & | DV,

+ 52 ‘Dh rug

2> a0
(5)7,.)

a> + 2% avec a un
B (0]
réel strictement positif, a et b deux réels positifs et Cg la constante strictement positive définie

Par application a présent de I'inégalité de Cauchy suivante a b <

ci-dessus, nous déduisons que
B(tig)| = | [ Frosity| < [ |F

rug
a h~¢e
< 4/(D rug

«Q 2 hx7~¢ 2
< Z/g ’Dlvurug

~ 2
Frus| dy.

. a <12 CB/
< =B

ol dy < 40B/Ivl dy +

i DV )dy+CB/

Cp
dy+f/
a

2

dy

Frug

rug

-2
Frus| dy.

dy+ 5 [ Vi

o8



I1.5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux .

Ceci fournit le résultat de la proposition. O

Meéme remarque que précédemment, ce dernier résultat sera précieux pour en démontrer un

autre.

5.6 Régularité H? dans le domaine redressé

Une démarche classique apres majoration de la forme linéaire et minoration de la forme bilinéaire
dans le domaine redressé par cartes locales est le calcul de la majoration de la norme H? de
la solution du probléme variationnel (I1.19). Nous rappelons briévement notre géométrie apres
redressement, le domaine U est le demi disque positif tel que U = D(0,s) N {y2 > 0} ainsi que
V est le demi disque V C U tel que V = D(0, 3) N {y2 > 0}

En vertu des résultats des deux dernieres propositions 11 et 12 nous établissons dans cette sous
section une majoration en ordre O(¢7!) de la Hessienne de la solution de I'opérateur elliptique

apres redressement.

Proposition 13. Soit i, la solution du probleme variationnel (11.19), alors il eviste une
constante Cr strictement positive indépendante de ¢ telle que nous avons l'inégalité suivante

82

rug

0yrOy,

+‘F

rug

< Cr ( |V, Wj)). (T1.42)

L2(V) L2(0)

Preuve. Sachant que la solution g, du probleme variationnel (I1.19) vérifie I'égalité des ex-
pressions introduits dans notation 2 que nous avons adoptée a la fin de la sous-section 5.3 .
Autrement dit, nous avons A( U g ) — B(%) pour tout & € HL(U). Alors si nous rempla-
cons le réel o par ag la constante d’ellipticité dans les inégalités (I1.36) et (I1.41) associées

respectivement aux Proposition 11 et Proposition 12, nous obtenons

dy_i / |v rug |2dy
Oé() </£ th rug

Ce qui donne apres simplification que

4 (%)) CA ~c
y<%<4+ >/‘vrug

Puisque la fonction de troncature £ = 1 dans V, alors il est assez immédiat que

h
S ¢ |pivi,,

2

dy.

Frug

dy—l— / ‘Vumg

W)+ )

2

dy.

4C
dy + —B/~ Frug
U

040

¢ v, [
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2 4C
dy_|_72B/~
U

ap

2 4 (g Ca N
i< (%) [ o
Yy a0<4+62> U‘ Upyg

A ce stade, en vertu du quotient différentiel D! selon la direction tangentielle €1, nous avons

/~ Divi,| dy < /~£2\D?Vﬁfug
Vv U

exploité trois éléments de la matrice Hessienne de la solution du probléme variationnel (I1.19).

D’ou, il existe deux constantes Cg, et Cg, strictement positives indépendantes de ¢ telles que

|| % <<CR1+1> (/ v 2d>§+C (/ F 2d>% (11.43)
X | ~ Uy Y R ~ [L'ru Yy . .
k=1 YOy L2(V) € U & *\Jo ®
k+i<4

Plus précisément les constantes Cg,, Cg, sont données par Cgr, = L\/% et Cr, = %STB Rap-
pelons que o présente la constante d’ellipticité ainsi que Cp et Cg sont deux constantes stric-
tement positives définies explicitement dans les preuves des propositions 11 et 12.

Traitons a présent le dernier élément de la matrice Hessienne de la solution du probleme varia-

tionnel (I1.19). Pour cela, nous considérons une fonction test o de C}(U) tel que :

ous ov ous ov ~ U1 2 ous ov -, ous ov ~ U1
5 rug Y'Y + rug Y'Y (1 + ( J1 ) ) N rug YU 20N rug YU I g
‘/(]layl Oy Oya Oys ME) oy 0y27(6) ys 0y17(e> Y

:/ﬁﬁ}ugf}dy, Ot Frug = (Frug 0 0)|J0] € LX(D).

Nous écrivons astucieusement la formulation variationnelle (I1.19), nous avons

. oiE,, 95 0iS,, dv _, O, b _,
/ _ ~[ g g ’Y(yl g’)/(yl)‘| dy
U ayl ayl 8y1 8y2 g 8y2 8y1 €

~ Y1 2 87:zlé;ug v
= 1 = —dy.
ﬁ( +<7(s)>> Dyz Oyz "’

/ 2 N N SR T
Remarquons que 1+ (& (y?l)) > 1. D’ou, nous obtenons l'inégalité suivante

o
g,y 00

U Oya Oys

dy| <

o sy 00 OUSyy 00 oy, Oy, OV _ yll |
 Fugity - [ [0 00 O 00 an) O 00 )|
/U g V4Y U[ayl Iy oy 8y27<5) ys aylﬁy<<‘5) Y

Par application de I'inégalité triangulaire, il vient

s
ligyy OV

U Oys Oys

dy| <

/17 l dyr Oy oy Oy e dys Oy Ve

‘/Nﬁ’rugﬁdy‘ + aﬂfug@ - aﬂ’iug@# Y1 aaiug v ~/<?J1 )] dy’
U
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o
gy, 00

Oys Oy

¥4

< max (1,
€

Frg 0| dy.

) 5 (e
o U 8y1 3y1 ayl ay2

o
‘ Dlgy, 0D

>@+é

(I1.44)

Finalement, en combinant les deux inégalités (11.43) et (I1.44), il existe une constante Cg
strictement positive indépendante de ¢ telle que

<[l (f i )’ ([l w)']

Ceci acheve la preuve. O

N

ﬁru
0y, 0y, :

1k=1 L2(V)

Revenant au domaine rugueux, nous pouvons énoncer dans la sous section suivante le résultat

principal concernant la régularité H2.

5.7 Estimation locale de la norme H? prés du bord rugueux

Notre but est a présent de calculer localement, prés du bord rugueux +., la norme H? de
la solution du probleme variationnel (I1.19). Ce résultat mathématique est obtenu par des
techniques classiques. Notre lecteur est invité a consulter I'annexe de la section 7.

Nous repréciserons dans un premier temps le cadre géométrique dans lequel nous nous plagons.
Les éléments essentiels sont :

- Le domaine V' est défini comme suit V = 1/}(‘7), ott V est le demi disque positif tel que
V = D(0, 2) N {y2 > 0} et 1 la fonction C*-difféomorphisme réciproque définie dans (I1.12).

- Le domaine Dy, = Q. N D(Zyyg, Rrug) est Uintersection entre le domaine rugueux €2, et le

. 2 L ~(L 1-L2 _ L?41
disque de centre x,,y de coordonnées (5 , ¥(5z) + ~5—) et de rayon R,z = =5=.

Le résultat essentiel de ce paragraphe est le suivant :

Théoreme 5. Soit ug,, la solution du probleme variationnel (11.19), alors il existe une constante

Cr strictement positive indépendante de € telle que nous avons l'inégalité suivante

2 82u5 (:C) 1
“wor |, <C [() Vi + . I1.45
ST |, < (O 1750l 1900 (11.45)

Démonstration. Pour traiter les éléments de la matrice Hessienne de la solution du probleme

variationnel (II.19) pres du bord rugueux ., nous préconisons d’appliquer dans notre cas le
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

lemme technique 4 démontré en annexe (voir section 7). Nous obtenons donc

Pugyy  Plny, 25 <y1> O, N (ﬁ' (y1>>2 Py lﬁ,, <y1) O
89618961 aylayl 0y10y2 £ Oya0ys € e/ Oys
2 2~
a rug . a rug _:}//( ) 8 urug
a({;;l 81‘2 %zla?h %?JQ28?J2 (1146)
rug . rug . :)/, < ) rug
8x28x1 8y18y2 0Y20y»
2 2~
a rug . a rug
O0x201 8y23y2

En calculant les normes des quantités de (I1.46), nous obtenons que

4 2
0%ug,, | 2|2 O%iiE 2|5 s
Crug < 2max < , (ﬁ) ) Z 9 Urug. . L> H rug
011074 L2(V) L=) 5 YOy L2 € Oy
2
o~ u rug < 2 max ( ) Z rug
85618562 L2(V) In= aynayl L2V )
2. & 2 2
3 rug 2 max ( ) Z rug
0x9011 L2V 8yn8yl 12(7)
Py | _H Py
012017 L2(V) 0y20Yy L2(V)

Notre but maintenant est d’obtenir des estimations a priori pour les normes des expressions ci-
dessus. Par des majorations brutales, il existe deux constantes Cg, et Cg, strictement positives

indépendantes de ¢ telles que

ous

rug

s

2
O s

O0r;0x;

2~
07tz

ayn ayl

Cp,
% €

< Cp, Z

L2(V) I;n=1

(11.47)

&)

. Si nous remplagons 'inégalité [Proposition 13, (I1.42)] dans 'expression

ij=1 L2( L2(V)

Ces deux constantes sont données explicitement par Cp, = v/2 max ( ,

et Cp, = V2|15
(I1.47), alors il existe une constante Cr, strictement positive telle que nous avons

Cr,
L2<r7)) Tt

Plus précisément, Cp, = CrCp, ot nous rappelons que la constante Cy est définie dans la

ou:

rug

ys

2
0*u rug

O0x;0x;

+\ﬁ

rug

< CF3< Vi, (1.48)

L2(U)

i,j=1 L2(V) L2(\7)
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I1.5 Régularité H? au voisinage du bord rugueux .

proposition 13 et est indépendante de . Il est alors naturel de traiter le terme a droite de

I'inégalité (I11.48). Un calcul simple montre que

2 ru( ) 2 ru C(})
™ E/ ( Tou )dy:z/ < ) ) e (I1.49)
=y i 01 < Cr Vil
8:1:'1- ayk B e L)

i,k=1

Précisons que Cg, est une constante strictement positive indépendante de ¢ donnée expli-

N
citement par Cp, = max <1, (ﬁ) > Nous reprenons le méme calcul, et montrons que
LOO
HVumg < Cr, |[Vugy, . Par un calcul similaire nous avons aussi
L2(U)
~ 2 ~ 2 2

Il reste a rassembler toutes les estimations obtenues. Pour résumer, il suffit de remplacer les
inégalités (I1.49) et (I1.50) dans (I1.48). Il existe deux constantes Cp et Cp strictement positives

indépendantes de ¢ telles que :

Z 0 g ) <C { |Vus + || Frugll 20| < Cr [1 |vuz + gl 2
ij=1 O0x;0x; L2(V) Urug L2(U) sNLE(U) € TN L2(Drug) L2(Drug)
Nous en tirons finalement 'estimation voulue. O]

Fin de la technique variationnelle

Pour définitivement clore la technique variationnelle et prouver le Théoreme 2, il reste simple-
ment & rassembler les résultats (I1.2), (I1.3), (I1.5) ainsi que (I1.7), et & utiliser la majoration
en ordre O(¢7!) pres du bord rugueux donnée par le Théoréme 5. Ceci démontre également
'inégalité suivante qui justifie qu’on parle de «majoration en ordre O(¢~1) » au sujet du I’étude
de la régularité H? de la solution du probléme aux limites modele (E) introduit dans le premier

chapitre.

Soit u. € Hper (). Pour tout g € L*(2.), il existe

une constante C strictement positive telle que (I1.51)

1
Juclzon < € (Mgl + < e ) -
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Chapitre II. Etude variationnelle de la régularité H? dans des domaines rugueux

Le travail contenu dans cette technique variationnelle a laissé une question naturelle concernant

I'ordre du majoration du |lu.||g2(q.) :

Question 1. Peut-on optimiser ordre de majoration en O(e™') de la norme |lu||p2(q.), en
changeant les cartes locales ? Autrement dit, l'ordre de majoration de la régularité H? de la

solution du probléme aux limites (E) dépend t-il du redressement choisi ?

Pour répondre a cette question, nous considérons le changement de variables suivant £. qui

transforme €2, en ) :

L. Q8—>QQ

(21, 22) — (x T2~ €7 (?)) (IL.52)
RO

Nous rappelons que €2, est le domaine rugueux défini dans la Figure .1 et ©Qy = [0, L] x [0, 1]
est simplement le domaine lisse présenté dans la Figure 1.2.

Nous avons traité cette question dans le cas du changement de variables ci-dessus. La réponse
est que la régularité H? ne dépend pas du redressement choisi, mais nous le démontrons pas ici
en général.

Par ailleurs, comme il serait intéressant d’explorer de nouveaux redressements qui different des
deux transformations citées dans ce chapitre ((II.11) et (I1.52)), nous effectuons une analyse
plus raffinée en se limitant au niveau de la couche rugueuse. Pour cela, nous définissons A, la
couche rugueuse telle que A, = [0, L] x {5*7 (%) , kog}, avec kg >> 1 et le domaine redressé

R. =10, L] x [0, koe]. Puis nous considérons F. le redressement suivant :

Je: Ao — R,

e (M)) 15

koe — 7 (%)

Apres examination de ce changement de variables pour notre cas, la réponse est encore «la
régularité H? ne dépend pas du redressement », et nous préciserons alors ce que nous appellerons

«pas trop grand ».

6 Conclusion et quelques réflexions

En conclusion, dans ce chapitre nous avons étudié la régularité H? dans des domaines rugueux

de la solution du probléme aux limites (E) a l'aide de la technique variationnelle. Nous avons
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I1.6 Conclusion et quelques réflexions

détaillé les différentes étapes permettant de mettre en oeuvre cette technique et justifié ma-
thématiquement cette régularité H?. Nous avons ainsi obtenu une dépendance en ordre O(e™')
de la norme H? de la solution exacte du probleme (E). Nous sommes conscients que cette
technique est difficile a présenter et peut parfois paraitre obscure au lecteur. Toutefois, nous
pensons qu’elle nous a permis d’obtenir de tres nombreuses précisions sur les propriétés de la
solution du probleme modele introduit dans le premier chapitre. En développant d’une facon
rigoureuse et méme parfois explicite et calculatoire certains résultats, nous espérons avoir amé-
lioré la compréhension de cette technique par formulation variationnelle dans le cas d’un bord
rugueux assez régulier.

Notons qu’en présence du tuteur vasculaire «stent » sur I’écoulement sanguin, la donnée de
la régularité de la solution de cet écoulement dépend de la régularité du bord du «stent ».
Afin de généraliser de cette technique variationnelle en soulevant de nouvelles difficultés, nous
considérons une paroi rugueuse a coins, autrement dit un bord rugueux 7. Lipschitzien.
Dans ce dernier cadre, cette question semble a p