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Intoduction

C'est en 1963 que Stashe� introduit pour la première fois une famille d'espaces topologiques munie
d'opérations permettant de comprendre la structure des espaces de lacets. Il réussit ainsi à donner
une caractérisation des espaces ayant le type d'homotopie d'un espace de lacets à travers la notion
de A1 -espace. Cependant, il faut attendre le début des années 1970 pour que Boardman, Vogt et May
introduisent la notion d'opérade dans le but de modéliser les structures sur les espaces de lacets itérés.
Depuis, cette théorie s'est développée touchant d'autres domaines que la topologie algébrique tels que
la géométrie algébrique ou la géométrie di � érentielle. Les opérades sont ainsi devenues un outil e� cace
dans l'étude des structures sur les espaces topologiques mais aussi dans la compréhension des algèbres
(à homotopie près) dans une catégorie symétrique monoïdale modèle quelconque.

Dans le but de généraliser les travaux de Stashe� , Boardman et Vogt ont introduit l'opérade des
petits cubes Cd de telle sorte que les espaces de lacetsd-itérés possèdent naturellement une structure de
Cd-algèbre. Dans [31], May donne la preuve d'une conjecture de Boardman et Vogt montrant ainsi que
l'opérade Cd caractérise les espaces de lacetsd-itérés. Plus précisément, le critère de May a� rme le fait
suivant :

Un espace topologique est une Ed-algèbre grouplike si et seulement si
il est faiblement équivalent à un espace de lacets d-itéré,

avecEd une opérade faiblement équivalent à Cd. Cependant, il n'est pas évident de montrer qu'un espace
possède une structure deEd-algèbre. C'est en 2004, dans l'article [32], que McClure et Smith donnent une
interprétation combinatoire du critère de May lorsque l'espace topologique provient de la totalisation
d'un espace cosimplicial. En particulier, ils remarquent que la famille d'espaces composant une opérade
multiplicative (i.e. une opérade sous l'opérade associative A s) dispose d'une structure cosimpliciale dont
la totalisation est une E2-algèbre. Plus explicitement, si hoTotdésigne le foncteur dérivé de la totalisation
alors McClure et Smith démontrent l'énoncé suivant :

Si O est une opérade multiplicative et O� désigne l'espace cosimplicial associé alors
les espaces topologiques Tot(O� ) et hoTot(O� ) sont des E2-algèbres.

Les critères énoncés jusqu'à présent donnent l'existence de l'espace de lacetsd-itéré mais ne per-
mettent pas de le déterminer explicitement. En 2010, Dwyer et Hess dans [14] et indépendamment
Turchin dans [49] ont été capables d'identi�er l'espace de lacets double associé à la totalisation homo-
topique d'une opérade multiplicative. Pour cela, Turchin utilise la catégorie des bimodules ainsi que la
catégorie des bimodules in�nitésimaux sous une opérade P, notées respectivementBimodP et IbimodP. Il
remarque alors que la totalisation homotopique d'un espace cosimplicial est faiblement équivalent à un
espace de morphismes dérivé dans la catégorie des bimodules in�nitésimaux sous l'opérade associative.
Dans le cas où O est une opérade multiplicative et O� désigne l'espace cosimplicial associé, Turchin
démontre les équivalences faibles suivantes à condition que les espacesO(0) et O(1) soient contractiles :

hoTot(O� ) ' Ibimodh
A s(A s; O) ' 
 Bimodh

A s( A s; O ) et Bimodh
A s( A s; O ) ' 
 Operadh( A s; O );

avecCh la catégorie dérivée associée à une catégorie modèleC.
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L'objet d'étude de cette thèse est l'opérade Swiss-Cheese, notée SCd, qui est une version relative de
l'opérade des petits cubes. C'est une opérade colorée, ayant pour couleurs l'ensembleS = fo; cg, qui a
été introduite par Voronov dans [51]. En particulier, si f : A ! X est une application continue pointée
alors le couple d'espaces topologiques :

�

 dX ; ho f ib(
 d� 1A ! 
 d� 1X)

�
(1)

est une SCd-algèbre. Contrairement au cas de l'opérade Cd, il n'est pas établi dans la littérature que
l'opérade SCd caractérise les couples de la forme (1) de manière générale. On sait uniquement queSC1

fournit une caractérisation grâce aux travaux de Hoefel, Livernet et Stashe � dans [26] visant à étudier
les A1 -morphismes. Notre premier objectif est d'obtenir un théorème similaire à celui de Dwyer-Hess
et Turchin dans le cas relatif. Pour cela, on se ramène à l'étude des espaces semi-cosimpliciaux dont la
dé�nition est celle des espaces cosimpliciaux sans les codégénérescences. De même, on a la notion de
semi-totalisation qui, contrairement à la totalisation classique, est un invariant homotopique des espaces
cosimpliciaux. Plus précisément, Dwyer et Dror montrent dans [12] qu'on peut se ramener à l'étude des
espaces semi-cosimpliciaux grâce à l'énoncé suivant :

Si X� est un espace cosimplicial alors la totalisation homotopique de X� est faiblement équivalent
à la semi-totalisation de X� (obtenu en oubliant les codégénérescences).

Dans le cas relatif, ce qui joue le rôle de l'opérade associative est l'opérade colorée� 0(SC1) munie
de la topologie discrète. Les � 0(SC1)-algèbres sont les couples (X ; Y) avec X un monoïde topologique
et Y un X-module à gauche topologique. On désignera par A ct>0 l'opérade colorée � 0(SC1) et par A ct
la version unitaire de A ct>0. On montre qu'à partir d'une opérade pointée O (i.e. un opérade colorée
au-dessous deA ct) on peut extraire un couple d'espaces semi-cosimpliciaux dé�ni par :

Oc(n) = O( c; : : : ;c
|  {z  }

n

; c) et Oo(n) = O( c; : : : ;c
|  {z  }

n

; o; o):

Pour montrer que le couple d'espaces topologiques provenant des semi-totalisations est faiblement
équivalent à une SC2-algèbre explicite, on utilise dans cette thèse une méthode proche de celle employée
par Turchin basée sur l'étude des bimodules (in�nitésimaux) sous une opérade colorée. Dans un premier
temps, on montre dans le chapitre 2 que la démonstration de Berger et Moerdijk visant à dé�nir une
structure de catégorie modèle sur la catégorie des opérades colorées peut s'adapter pour la catégorie des
bimodules (in�nitésimaux) :

Théorème. [Théorèmes 2.2.5, 2.2.12 et 2.2.20] Les catégories des opérades colorées, des bimodules et des bimodules
in�nitésimaux topologiques possèdent une structure de catégorie modèle co�brement engendrée dont tous les objets
sont �brants.

Ce théorème nous permet de construire des remplacements co�brants explicites. En particulier, grâce
à l'étude d'un remplacement co�brant de A ct>0 en tant que A ct>0-bimodule in�nitésimal, on démontre
que l'espace de morphismes dérivé Ibimodh

A ct>0
(A ct>0 ; O) est déterminé (à équivalence faible près) par

sa partie fermée. Autrement dit, si � : A ct ! O est un morphisme de A ct>0-bimodules in�nitésimaux
alors (Oc ; Oo) est un couple d'espaces semi-cosimpliciaux et on a l'équivalence faible :

Ibimodh
A ct>0

( A ct ; O ) ' sTot(Oc):

L'étude des di � érents remplacements co�brants permet d'extraire, dans le chapitre 3, un couple d'espaces
faiblement équivalent à une SC2-algèbre explicite à partir d'une opérade pointée. Notons que le théorème
qui suit a fait l'objet d'un article [13] à paraître dans Algebraic and Geometric Topology.

Théorème. [Théorème 3.4.3] Soit� : A ct ! O un morphisme d'opérades colorées avec O( ; c), O(c; c) et
O(o; o) des espaces contractiles. Si(Oc ; Oo) désigne le couple d'espaces semi-cosimpliciaux associé à� alors
(sTot(Oc) ; sTot(Oo)) est faiblement équivalent à uneSC2-algèbre explicite :

�

 2Operadh(A s>0 ; Oc) ; 
 2

�
Operadh(A s>0 ; Oc) ; Operadhfo; cg(A ct>0 ; O)

� �
:
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Une première application de ce théorème provient de l'étude des espaces de longs nœuds. Dans
une série d'articles [41, 42, 43], Sinha démontre que l'espace des longs nœuds dansRn modulo les
immersions, dé�ni comme la �bre homotopique :

L 1 ;n := ho f ib
�
Embc( R ; Rn ) �! Immc( R ; Rn )

�
;

dispose d'un remplacement cosimplicial à condition que la dimension de l'espace d'arrivée soit stricte-
ment supérieure à 3. Ce remplacement cosimplicial provient d'une opérade multiplicative K n, appelée
l'opérade de Kontsevich, qui fut initialement introduite dans le but d'avoir une résolution co�brante de
l'opérade des petits cubes. Grâce à cela, pourn > 3 on sait identi�er l'espace L 1 ;n à un espace de lacets
double explicite :

L 1 ;n ' 
 2Operadh(A s>0 ; K n):

Par la suite, Munson et Volić démontrent dans [35] que l'espace des longs entrelacs àk brins modulo les
immersions, dé�ni comme la �bre homotopique :

L k;n := ho f ib
�
Embc(

kG

i=1

R ; Rn) �! Immc(
kG

i=1

R ; Rn)
�
;

possède aussi une résolution cosimpliciale pouvant s'exprimer comme un décalage de l'opérade de
Kontsevich :

� k(K n)(i) = K n(k � i):

L'objet ainsi obtenu ne possède pas de structure opéradique. Cependant, Dwyer et Hess montrent dans
[15] qu'il est muni d'une structure de bimodule sous l'opérade associative. Par conséquent, L k;n a le type
d'homotopie d'un espace de lacets à condition que n > 3. On montre dans le chapitre 4 que le couple
(L 1 ;n ; L k;n) est faiblement équivalent à une SC2-algèbre explicite. Plus précisément, ce résultat découle
du fait qu'on peut construire une SC2-algèbre à partir d'une opérade symétrique multiplicative :

Théorème. [Théorème 4.2.5] Soit O une opérade symétrique multiplicative avec O(0) et O(1) des espaces contrac-
tiles. Le couple(sTot(O) ; sTot(� k(O))) est faiblement équivalent à uneSC2-algèbre explicite :

�

 2Operadh(A s>0 ; O) ; 
 2

�
Operadh(A s>0 ; O) ; Operadhfo; cg(A ct>0 ; � )

� �
;

avec� une opérade colorée construite à partir de O et� k(O).

Le chapitre 5 est dédié à l'étude des structures dans la catégorie des espaces vectoriels di� érentiels
gradués. A partir d'un espace semi-cosimplicial X � , on peut lui associer un espace vectoriel di� érentiel
gradué en prenant l'homologie singulière de la semi-totalisation sTot(X � ). On peut aussi lui associer
l'homologie de Hochschild du bicomplexe fCs

� (X
� )gque l'on note HH � (X � ). Dans [7], Bous�eld explicite

un morphisme entre ces deux objets :

' : H � (sTot(X � )) �! HH � (X � );

et énonce les conditions pour que ' soit un isomorphisme. Si l'espace semi-cosimplicial provient d'une
opérade multiplicative alors sTot(X � ) est faiblement équivalent à une C2-algèbre. Par conséquent, l'ho-
mologie singulière possède une structure de Gerstenhaber décrite explicitement par Sakaï dans [38].
Sous les même conditions, Gerstenhaber et Voronov montrent dans [19] que l'homologie de Hochschild
possède aussi une structure de Gerstenhaber explicite. Le résultat principal de l'article [38] a � rme que :

Si X� provient d'une opérade multiplicative alors le morphisme de Bous�eld est
un morphisme de Gerstenhaber préservant la structure dé�nie par Sakaï sur l'homologie singulière

et la structure dé�nie par Gerstenhaber et Voronov sur l'homologie de Hochschild.

La suite spectrale de Bous�eld permet de calculer l'homologie singulière associée à la semi-totalisation
sTot(X � ). Si l'espace semi-cosimplicial provient d'une opérade multiplicative alors la suite spectrale pos-
sède une structure de Gerstenhaber. Par conséquent, si la suite spectrale converge, on peut se demander
si elle calcule l'homologie singulière en tant qu'algèbre de Gerstenhaber. Il est important de comprendre
le morphisme de Bous�eld car la page E2 de la suite spectrale de Bous�eld correspond à l'homologie de
Hochschild.
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Dans le chapitre 5, on adapte les résultats au cas coloré. A partir d'un couple d'espaces semi-
cosimpliciaux ( X �

c ; X �
o), on dispose des couples d'espaces vectoriels di� érentiels gradués :

( H � (sTot(X �
c)) ; H � (sTot(X �

o)) ) et (HH � (X �
c) ; HH � (X �

o) );

correspondant respectivement aux homologie singulières et aux homologies de Hochschild. On montre
que si le couple d'espaces semi-cosimpliciaux provient d'une opérade pointée alors les deux couples
d'homologies possèdent une structure de H � (SC2)-algèbre explicite et l'application de Bous�eld induit un
morphisme de H � (SC2)-algèbres. On termine le chapitre 5 par l'étude des suites spectrales de Bous�eld.
On énonce notamment un critère permettant de faire le lien entre le couple d'homologie singulière issu
d'une opérade symétrique multiplicative topologique et la page E2 des suites spectrales de Bous�eld :

Théorème. [Corollaire 5.4.9] Soit O une opérade symétrique multiplicative topologique. Si O est� [A sK ]-formelle
alors on a un isomorphisme de H� (SC2)-algèbres entre(H � (sTot(O)) ; H � (sTot(� k(O)))) et le couple d'homologies
provenant des pages E2 des suites spectrales de Bous�eld issues des espaces cosimpliciaux O et� k(O).

L'étude des opérades pointées dans les chapitres 1 à 3 permet de démontrer dans le chapitre 4 que
la paire (L 1 ;n ; L k;n) est faiblement équivalente à une SC2-algèbre. Cependant il est souvent di� cile
d'identi�er un espace topologique à la semi-totalisation d'un espace semi-cosimplicial. Dans de nom-
breux cas les relations semi-cosimpliciales sont véri�ées uniquement à homotopie près. Par exemple
on ne dispose pas de remplacements cosimpliciaux pour les espaces de plongementsEmb(Rd ; Rn) et
Emb(

F
i Rd ; Rn) lorsque la dimension de la variété source est strictement supérieure à 1. Il est néanmoins

possible de les identi�er à des espaces de bimodules in�nitésimaux sous l'opérade Cd. C'est pourquoi
il est nécessaire de généraliser les résultats du chapitre 3 a�n d'étudier ces cas de �gure. Pour cela on
a besoin d'une méthode pour construire des remplacements co�brants de manière fonctorielle dans la
catégorie des bimodules. Dans le chapitre 6, on montre que la résolution de Boardman-Vogt admet un
analogue dans le contexte des bimodules. A partir d'un bimodule M, on construit un bimodule B(M) de
telle sorte que l'on ait le théorème suivant :

Théorème. [Théorème 6.1.3] Soient P, Q deux S-opérades symétriques bien pointées� -co�brantes et M un P-Q
bimodule. Si M est co�brant en tant que� -collection alorsB(M) est un remplacement co�brant de M en tant que
P-Q bimodule.

Cela nous permet d'adapter la preuve du delooping du chapitre 3 et ainsi d'extraire un couple d'espaces
faiblement équivalent à une SC1-algèbre explicite à partir d'un morphisme d'opérades colorées ayant
pour couleurs l'ensemble S = fo; cg. Notons qu'à partir de deux opérades symétriques topologiques P
et Q, on dé�nit l'opérade colorée symétrique topologique P � Q de la façon suivante :

P � Q(c; : : : ;c; c) = Q(n) pour n � 0; P � Q(o; : : : ;o; o) = P(n) pour n > 0

et l'ensemble vide pour les autres con�gurations. On introduit alors la sous-catégorie Op[P; Q] constituée
des opérades colorées symétriques au-dessous deP � Q. On démontre ainsi le théorème suivant :

Théorème. [Théorème 6.2.16] Soient P et Q deux opérades� -co�brantes et bien pointées, avec P(0) = ; , et
� : O ! O0 un morphisme dans la catégorie Op[P; Q]. Si R(O) est � -co�brant alors le couple d'espaces
topologiques �

� -Bimodh
Q(Q ; O0

c) ; � -Bimodh
P-Q(R(O) ; R(O0))

�

est faiblement équivalent à uneSC1-algèbre explicite :

�



�
� -Operadh(Q ; O0

c)
�

; 

�

� -Operadh( Q ; O0
c ) ; Op[P; ; ]h( L (R(O);P;Q) ; O0)

� �
:

avecL (R(O);P;Q) une opérade colorée issue du P-Q bimoduleR(O) := fO(c; : : : ;c; o)g.

Pour généraliser le théorème ci-dessus a�n de reconnaître des SCd+1-algèbres à partir de morphismes
d'opérades colorées, on doit admettre la conjecture de Dwyer et Hess suivante :

Si � : Cd ! M est un morphisme deCd-bimodules, avec M(0) ' � et M(1) ' � ,
alors on a l'équivalence faible Ibimodh

Cd
(Cd ; M) ' 
 dBimodh

Cd
(Cd ; M):
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Théorème. [Théorème 6.3.4] Admettons que la conjecture de Dwyer et Hess soit vraie. Si� : L (Cd ; C>0
d ; Cd) !

O est un morphisme dans la catégorie Op[C>0
d ; Cd], avec O( ; c) ' O(c; c) ' � et O( ; o) ' O(c; o) ' � , alors le

couple d'espaces topologiques
�
Ibimodh

Cd
(Cd ; Oc) ; Ibimodh

Cd
(Cd ; R(O))

�
;

est faiblement équivalent à une algèbre sousSCd+1 explicite :
�


 d+1Operadh(Cd ; Oc) ; 
 d+1
�

Operadh( Cd ; Oc ) ; Op[C>0
d ; ; ]h( L (Cd ; C>0

d ; Cd) ; O )
� �

:

Une application de ce théorème est donnée par l'étude des espaces de longs nœuds et l'espace des (k)-
immersions en dimension supérieure. Dans [42], Sinha a réussi à exprimer l'espace des longs nœudsL 1 ;n

comme un espace de lacets double car il disposait d'un remplacement semi-cosimplicial provenant de
l'opérade de Kontsevich (voir le chapitre 4). Dans le contexte des espaces de longs nœuds en dimension
supérieure, dé�nis par la �bre homotopique :

L d
1 ;n := ho f ib

�
Embc(Rd ; Rn) �! Immc(Rd ; Rn)

�
;

on ne possède pas de remplacement semi-cosimplicial. Cependant, Arone et Turchin dans [1] ont déve-
loppé une méthode, basée sur le calcul de plongements de Weiss [52], a�n d'identi�er des espaces de
plongements à des bimodules in�nitésimaux sous l'opérade des petits cubes :

L d
1 ;n ' Ibimodh

Cd
(Cd ; Cn) ' 
 d+1Operadh(Cd ; Cn):

D'un autre coté, l'espace des (k)-immersions, noté Imm(k)
c (Rd ; Rn), est le sous-espace des immersions

f 2 Immc(Rd ; Rn) tel que pour tout sous-ensemble K � Rd de cardinal k, la restriction fjK est non-
constante. L'espace des (k)-immersions relatives est dé�ni comme la �bre homotopique :

Imm(k)
c (Rd ; Rn) := ho f ib

�
Imm(k)

c (Rd ; Rn) �! Immc(Rd ; Rn)
�
:

En utilisant une méthode similaire au cas des longs nœuds en dimension supérieure, Dobrinskaya et
Turchin ont montré dans [11] que la limite de la tour de Taylor associée à Imm(k)

c (Rd ; Rn) peut s'exprimer
comme un bimodule in�nitésimal sous l'opérade Cd pour n > d :

T1 Imm(k)
c (Rd ; Rn) ' Ibimodh

Cd
(Cd ; C(k)

n );

avecC(k)
n un Cn-bimodule appelé le bimodule des ( k)-petits cubes. Contrairement au cas des longs nœuds,

on ne sait pas si la tour de Taylor converge pour les (k)-immersions. On réussit néanmoins à démontrer
que le couple (L d

1 ;n ; T1 Imm(k)
c (Rd ; Rn)) est faiblement équivalent à une SCd+1-algèbre explicite à la �n

du chapitre 6 :

Théorème. [Théorème 6.4.8] Admettons que la conjecture de Dwyer et Hess soit vraie. Si n� d � 2 > 0 alors le
couple d'espaces topologiques(L d

1 ;n ; T1 Imm(k)
c (Rd ; Rn)) est faiblement équivalent à uneSCd+1-algèbre explicite :

�

 d+1Operadh(Cd ; Cn) ; 
 d+1

�
Operadh( Cd ; Cn ) ; Op[Cd ; ; ]h( CCd ; L (C(k)

n ; Cn ; Cn) )
� �

:
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1
Opérade, espace cosimplicial et bimodule "in�nitésimal"

Dans ce chapitre, on introduit les notions utilisées dans la suite de la thèse. Dans un premier temps, on
introduit la catégorie des opérades et notamment l'opérade des petits cubes Cd. On pourra ainsi énoncer
les premiers critères de May permettant d'identi�er les espaces topologiques faiblement équivalents à un
espace de lacetsd-itéré. Ensuite, on rappelle les travaux de McClure et Smith qui visent à simpli�er ces
critères lorsque l'espace topologique provient de la totalisation d'un espace cosimplicial. L'inconvénient
de ces critères est qu'ils donnent l'existence des espaces de lacetsd-itérés mais ne permettent pas de les
déterminer explicitement. Pour remédier à cela, on introduit la catégorie des bimodules in�nitésimaux
ainsi que la catégorie des bimodules sous une opérade colorée. En�n, comme le chapitre 5 est consacré
à l'étude des structures en homologie, la dernière section est dédiée à l'étude des opérades dans la
catégorie desK -espaces vectoriels di� érentiels gradués.

1.1 Opérade colorée dans une catégorie symétrique monoïdale

1.1.1 Opérade colorée non symétrique

Dé�nition 1.1.1. Soient S un ensemble et C une catégorie. Les objets de la catégorie des collections
Coll(S; C) sont des familles d'objets de C indexées par les (n + 1)-uplets d'éléments de S, avecn � 0. Un
objet M 2 Coll(S; C) est noté de la façon suivante :

f M(s1; : : : ;sn; sn+1) g; avecn � 0 et si 2 S:

Un morphisme f : M1 ! M2 dans la catégorieColl(S; C) est la donnée d'une famille de morphismes :

f fs1;:::;sn;sn+1 : M1(s1; : : : ;sn; sn+1) ! M2(s1; : : : ;sn; sn+1) g; avecn � 0 et si 2 S:

Une collection M est dite pointée s'il existe un élément particulier � s 2 M(s; s) pour tout s 2 S. On note
Coll(S; C)� la catégorie des collections pointées dont les morphismes sont les morphismes de collections
préservant les éléments particuliers. S'il n'y a pas d'ambiguïté sur la catégorie C, on note respectivement
Coll(S)� et Coll(S) les catégoriesColl(S; C)� et Coll(S; C).

Notation 1.1.2. On va s'intéresser en particulier aux collections indexées par l'ensemble S = fo; cg. Dans
ce cas, l'élémentoest appelé la couleur ouverte tandis que l'élément c est appelé la couleur fermée. SiM
est un objet de Coll(fo; cg) ou Coll(fo; cg)� alors on pose les notations suivantes :

M( c; : : : ;c
|  {z  }

n

; c) = M(n ; c) = M c(n) et M( c; : : : ;c
|  {z  }

n

; o; o) = M(n ; o) = Mo(n): (1.1)

Dé�nition 1.1.3. Soit Sun ensemble. UneS-opéradedans une catégorie symétrique monoïdale (C ; 
 ; I )
est la donnée d'un objet O 2 Coll(S)� muni de morphismes appelés des compositions opéradiques partielles:

� i : O(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 O(s0
1; : : : ;s0

m; si) ! O(s1; : : : ;si� 1; s0
1; : : : ;s0

m; si+1; : : : ;sn; sn+1); avec 1� i � n;

véri�ant les axiomes suivants :
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CHAPITRE 1. OPÉRADE, ESPACE COSIMPLICIAL ET BIMODULE "INFINITÉSIMAL"

A1 L'axiome de l'unité :pour tout s 2 S, l'élément � s 2 O(s; s) véri�e les relations :

. x � i � s = x, avecx 2 O(s1; : : : ;si� 1; s; si+1; : : : ;sn; sn+1),

. � s � 1 x = x, avecx 2 O(s1; : : : ;sn; s).

A2 L'axiome d'associativité :pour 1 � i � n et 1 � j � p, on a le diagramme commutatif suivant :

h
O(s1; ::;sn; sn+1) 
 O(s0

1; ::;s0
p; si)

i

 O(s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j)
� i 
 id//O(s1; ::;si� 1; s0

1; ::;s0
p; si+1; ::;sn; sn+1) 
 O(s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j)

� i+ j� 1

��
O(s1; ::;si� 1; s0

1; ::;s0
j� 1; s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j+1; ::;s0
p; si+1; ::;sn; sn+1)

O(s1; ::;sn; sn+1) 

h
O(s0

1; ::;s0
p; si) 
 O(s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j)
i

id 
 � j

//O(s1; ::;sn; sn+1) 
 O(s0
1; ::;s0

j� 1; s00
1 ; ::;s00

q ; s0
j+1; ::;s0

p; si)

� i

OO

A3 L'axiome de commutativité :pour 1 � i < j � n, on a le diagramme commutatif :

h
O(s1; ::;sn; sn+1) 
 O(s0

1; ::;s0
p; si)

i

 O(s00

1 ; ::;s00
q ; sj)

� i 
 id//O(s1; ::;si� 1; s0
1; ::;s0

p; si+1; ::;sn; sn+1) 
 O(s00
1 ; ::;s00

q ; sj)

� i+ j� 1

��
O(s1; ::;si� 1; s0

1; ::;s0
p; si+1; ::;sj� 1; s00

1 ; ::;s00
q ; sj+1; ::;sn; sn+1)

h
O(s1; ::;sn; sn+1) 
 O(s00

1 ; ::;s00
q ; sj)

i

 O(s0

1; ::;s0
p; si) � j 
 id

//O(s1; ::;sj� 1; s00
1 ; ::;s00

q ; sj+1; ::;sn; sn+1) 
 O(s0
1; ::;s0

p; sj)

� i

OO

Un morphisme f : O1 ! O2 entre deux S-opérades est la donnée d'un morphisme de collections pointées
préservant les compositions opéradiques partielles :

O1(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 O1(s0
1; : : : ;s0

n; si)
� i //

fs1;:::;sn;sn+1 
 fs0
1

;:::;s0n;si

��

O1(s1; : : : ;si� 1; s0
1; : : : ;s0

m; si+1; : : : ;sn; sn+1)

fs1;:::;si� 1;s0
1

;:::;s0m;si+1;:::;sn;sn+1

��
O2(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 O2(s0

1; : : : ;s0
n; si)

� i //O2(s1; : : : ;si� 1; s0
1; : : : ;s0

m; si+1; : : : ;sn; sn+1)

S'il n'y a pas d'ambiguïté sur la catégorie C, on note OperadS la catégorie des S-opérades. Lorsque S
est réduit à un élément, on retrouve la notion usuelle des opérades non symétriques dont la catégorie
associée est notéeOperad.

Remarque1.1.4. De manière équivalente, on peut dé�nir une S-opérade comme la donnée d'un objet
O 2 Coll(S)� muni d'une composition opéradique totale:

 : O(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 O(s1
1; : : : ;s1

m1
; s1) 
 � � � 
 O(sn

1; : : : ;sn
mn

; sn) �! O(s1
1; : : : ;sn

mn
; sn+1);

véri�ant une liste d'axiomes (voir [30] dans le cas non coloré). Ces deux structures sont équivalentes
grâce aux unités de l'opérade coloréeO. En e� et, à partir de  on retrouve les compositions opéradiques
partielles via la formule :

x � i y =  (x; � s1; : : : ;� si� 1; y; � si+1; : : : ;� sn);

avec x 2 O(s1; : : : ;sn; sn+1) et y 2 O(s0
1; : : : ;s0

m; si). Inversement, à partir des compositions opéradiques
partielles on retrouve la composition opéradique totale de la façon suivante :

 (x; y1; : : : ;yn) = (� � � ((x � 1 y1) � m1+1 y2) � � � ) � m1+���+mn� 1+1 yn;

avecx 2 O(s1; : : : ;sn; sn+1) et yi 2 O(si
1; : : : ;si

mi
; si).
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Remarque1.1.5. Lorsque l'ensemble Sest réduit à un élément, une opérade O est la donnée d'une famille
d'objets indexée par les entiers naturels fO(n)gn� 0 munie de compositions opéradiques partielles :

� i : O(n) 
 O(m) ! O(n + m � 1); avec 1� i � n:

Un élément de O(n) peut s'interpréter comme une opération sur n variables représentée par un arbre àn
entrées. De manière similaire, si O est une S-opérade, alors un élément de O(s1; : : : ;sn; sn+1) s'interprète
comme une opération représentée par un arbre àn entrées qui sont indexées respectivement parsi tandis
que la sortie est indexée par l'élément sn+1. En particulier, lorsque S = fo; cg, l'élément o est représenté
par la couleur rouge tandis que l'élément c est représentée en noir.

Figure 1.1 – Illustration d'un élément x 2 O(o; c; c; o; c; o).

Dé�nition 1.1.6. Soient S un ensemble et O une S-opérade dans une catégorie symétrique monoïdale
(C ; 
 ; I ). Une algèbre sous l'opérade colorée O, ou O-algèbre, est la donnée d'une famille d'objets
X = fXsgs2S munie de morphismes :

� : O(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 Xs1 
 � � � 
 Xsn �! Xsn+1;

compatible avec les compositions opéradiques partielles :

h
O(s1; ::;sn; sn+1) 
 O(s0

1; ::;s0
m; si)

i

 Xs1 
 � � 
 Xsn

� i //O(s1; ::;si� 1; s0
1; ::;s0

m; si+1; ::;sn; sn+1) 
 Xs1 
 � � 
 Xsn

�

��
Xsn+1

O(s1; ::;sn; sn+1) 
 Xs1 
 � �
h
O(s0

1; ::;s0
m; si) 
 Xs0

1

 � � 
 Xs0

m

i
� � 
 Xsn �

//O(s1; ::;sn; sn+1) 
 Xs1 
 � � 
 Xsn

�

OO

Exemple 1.1.7. L'opérade des endomorphismes EndX

Soient S un ensemble et X = fXsgs2S une famille d'objets dans une catégorie symétrique monoïdale
(C ; 
 ; I ). L'opérade colorée des endomorphismes associée àX, notée EndX , est dé�nie par la collection
pointée suivante :

EndX(s1; : : : ;sn; sn+1) := C(Xs1 
 � � � 
 Xsn ; Xsn+1); avecn � 0 et si 2 S:

Les éléments particuliers sont les morphismes identité tandis que les compositions opéradiques partielles
sont issues des compositions dans la catégorieC. Notons qu'il existe un morphisme de S-opérades
O ! EndX si et seulement si la famille X est une O-algèbre.

Exemple 1.1.8. L'opérade du groupe des permutations �
L'opérade des permutations � est issue de la collection pointée composée des groupes �nis f� ngn� 0 et
dont les compositions opéradiques partielles sont dé�nies de la façon suivante :

� i : � n � � m �! � n+m� 1 ; (a1; : : : ;an) � (b1; : : : ;bm) 7�! (a0
1; : : : ;a0

i� 1; b0
1; : : : ;b0

m; a0
i+1; : : : ;a0

n);

avec :

b0
j = bj + ai � 1 et a0

j =

(
aj si aj < ai ;
aj + m � 1 sinon:

15



CHAPITRE 1. OPÉRADE, ESPACE COSIMPLICIAL ET BIMODULE "INFINITÉSIMAL"

1.1.2 Opérade colorée symétrique

Dé�nition 1.1.9. SoientSun ensemble etC une catégorie. La catégorie des collections symétriques, notée
� -Coll(S; C), est la sous-catégorie deColl(S; C) constituée des collections fM(s1; : : : ;sn; sn+1)g équipée
d'une action à droite du groupe symétrique. Cela signi�e que pour tout ( n + 1)-uplet d'éléments de Set
chaque permutation � 2 � n, on a un morphisme :

� � : M(s1; : : : ;sn; sn+1) �! M(s� (1); : : : ;s� (n); sn+1);
x 7�! x � �:

Un morphisme entre deux collections symétriques f : M1 ! M2 est la donnée d'un morphisme de
collections préservant l'action à droite :

fs� (1);:::;s� (n);sn+1(x � � ) = fs1;:::;sn;sn+1(x) � �; (1.2)

avec x 2 M(s1; : : : ;sn; sn+1) et � 2 � n. De même, on dé�nit la catégorie � -Coll(S; C)� des collections
symétriques pointées. S'il n'y a pas d'ambiguïté sur la catégorie C, on note respectivement � -Coll(S)� et
� -Coll(S) les catégories� -Coll(S; C)� et � -Coll(S; C).

Dé�nition 1.1.10. SoitSun ensemble. UneS-opérade symétriquedans une catégorie symétrique monoïdale
(C ; 
 ; I ) est la donnée d'une � -collection pointée O 2 � -Coll(S)� munie d'un structure de S-opérade
compatible avec l'action du groupe symétrique :

(x:� ) � i (x0 � � 0) = (x � � (i) x0) � (� � i � 0);

avec x 2 O(s� � 1(1); : : : ;s� � 1(n); sn+1), x0 2 O(s0
1; : : : ;s0

m; si), � 2 � n et � 0 2 � m. Un morphisme f : O1 ! O2

entre deux S-opérades symétriques est la donnée d'un morphisme de S-opérades véri�ant la relation
(1:2). On note � -OperadS la catégorie desS-opérades symétriques et � -Operadla catégorie des opérades
symétriques.

Dé�nition 1.1.11. Soient S un ensemble etO une S-opérade symétrique dans une catégorie symétrique
monoïdale (C ; 
 ; I ). Une algèbre sous la S-opérade symétrique O, ou O-algèbre, est la donnée d'une
famille d'objets fXsgs2S de C munie de morphismes :

� : O(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 Xs1 
 � � � 
 Xsn �! Xsn+1;

véri�ant la commutativité des diagrammes de la dé�nition 1.1.6 ainsi que la relation suivante :

� (x � � ; x1; : : : ;xn) = � (x ; x� � 1(1); : : : ;x� � 1(n));

avecx 2 O(s� � 1(1); : : : ;s� � 1(n); sn+1), � 2 � n et xi 2 Xsi .

Exemple 1.1.12. Soient Sun ensemble etX = fXsgs2S une famille d'objets dans une catégorie symétrique
monoïdale (C ; 
 ; I ). L'opérade des endomorphismes EndX est une S-opérade symétrique dont l'action
à droite du groupe des permutations est dé�nie de la façon suivante :

� � : EndX(s1; : : : ;sn; sn+1) �! EndX(s� (1); : : : ;s� (n); sn+1);

f 7�!

(
f � � : Xs� (1) 
 � � � 
 Xs� (n) ! Xsn+1;

(x1; : : : ;xn) 7! f (x� � 1(1); : : : ;x� � 1(n)):

Notons qu'il existe un morphisme de S-opérades symétriques O ! EndX si et seulement si la famille X
est une O-algèbre.

Remarque1.1.13. Soit S un ensemble. Dans une catégorie symétrique monoïdale (C ; 
 ; I ) cocomplète,
on dispose d'une adjonction entre les S-opérades et lesS-opérades symétriques :

� [� ] : OperadS � � -OperadS : U ; (1.3)

avecU le foncteur oubliant l'action du groupe des permutations et � [� ] envoyant une S-opérade O vers
la S-opérade symétrique � [O] dé�nie par :

� [O](s1; : : : ;sn; sn+1) :=
a

� 2� n

O(s� (1); : : : ;s� (n); sn+1):

16
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1.1.3 Exemples d'opérades colorées topologiques

On va s'intéresser aux opérades colorées symétriques dans la catégorie des espaces topologiques
munie du produit cartésien. Pour notre étude, un espace topologique est un espace de Hausdor � com-
pactement engendré tandis que l'espace de morphismes entre deux espaces topologiques est équipé de
la topologie compact-ouvert. Cette convention est nécessaire a�n d'avoir l'homéomorphisme :

Top(X ; Top(Y ; Z)) � Top(X � Y ; Z);

avec X, Y et Z trois espaces topologiques. Ceci nous permet d'avoir un homéomorphisme entre les
algèbres sous uneS-opérade topologique O et les morphismes de S-opéradesO ! EndX .

Après avoir introduit l'opérade des petits cubes, on énoncera les premiers critères permettant d'iden-
ti�er les espaces faiblement équivalents à un espace de lacetsd-itéré. On fera aussi le lien avec le cas
coloré à travers l'opérade Swiss-Cheese.

Exemple 1.1.14. L'opérade associativeA set l'opérade associative stricte A s>0

L'opérade associative et l'opérade associative stricte sont dé�nies par les collections pointées suivantes :

A s(n) = � n; pour n � 0 et A s>0(n) =

(
� n pour n > 0;
; pour n = 0;

avec� n l'espace topologique réduit à un point. Une algèbre sous l'opérade associative est la donnée d'un
monoïde topologique unitaire tandis qu'une algèbre sous l'opérade associative stricte est la donnée d'un
monoïde topologique.

Dé�nition 1.1.15. Une opérade topologique O est dite multiplicatives'il existe un morphisme d'opérades
� : A s ! O. De même, une opérade topologique O est dite multiplicative strictes'il existe un morphisme
d'opérades � : A s>0 ! O. De manière générale, une opéradeO est stricte si O(0) = ; tandis qu'une
opérade estréduitesi les espacesO(0) et O(1) sont réduits à un point.

Remarque1.1.16. De même, une opérade symétriqueO est dite multiplicative (resp. multiplicative stricte)
s'il existe un morphisme d'opérades symétriques � : � [A s] ! O (resp. � : � [A s>0] ! O). Grâce à
l'adjonction (1 :3), on a la bijection :

Operad(A s; U (O)) � � -Operad(� [A s] ; O) (resp. Operad(A s>0 ; U (O)) � � -Operad(� [A s>0] ; O) ):

Par conséquent, une opérade symétrique est multiplicative (resp. multiplicative stricte) si l'opérade non
symétrique sous-jacente est multiplicative (resp. multiplicative stricte).

Exemple 1.1.17. L'opérade action-monoïde A ct et l'opérade action-monoïde stricte A ct>0

En utilisant les notations (1 :1), lesfo; cg-opéradesA ct et A ct>0 sont dé�nies par les collections suivantes :

(
A ct(n ; c) = � n ; c pour n � 0;

A ct(n ; o) = � n+1 ;o pour n � 0;
et

(
A ct>0(n ; c) = � n ; c pour n > 0;

A ct>0(n ; o) = � n+1 ;o pour n � 0;

et l'ensemble vide pour les autres con�gurations d'entrées. Une algèbre sous la fo; cg-opérade A ct est la
donnée d'un couple d'espaces topologiques (Xc ; Xo). Comme la restriction de A ct à la couleur fermée est
l'opérade associative, l'espaceXc est un monoïde topologique unitaire tandis que Xo est un Xc-module
à gauche unitaire. De même, lesA ct>0-algèbres sont les couples d'espaces (Xc ; Xo) avecXc un monoïde
topologique et Xo un Xc-module à gauche.

Dé�nition 1.1.18. Une opérade pointéeest la donnée d'une fo; cg-opérade O munie d'un morphisme de
fo; cg-opérades � : A ct ! O. De même, une opérade pointée stricteest la donnée d'une fo; cg-opérade O
munie d'un morphisme de fo; cg-opérades � : A ct>0 ! O.

Exemple 1.1.19. L'opérade des petits cubes Cd

Un petit cube de dimension d est la donnée d'une application continue c : [0 ; 1]d ! [0 ; 1]d qui puisse
s'obtenir comme la composée d'une translation et d'une dilatation. Ainsi, l'opérade symétrique Cd est
issue de la collection symétrique pointée fCd(n)gn� 0 avec Cd(0) = � et, pour n � 1, Cd(n) est l'espace des
familles de petits cubes fcign

i=1 véri�ant la condition suivante :

Int
�
Im(ci)

�
\ Int

�
Im(cj)

�
= ; ; dès que i , j: (1.4)
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Le point particulier de cette collection provient du petit cube id : [0 ; 1]d ! [0 ; 1]d tandis que l'action à
droite du groupe symétrique consiste à ré-indexer les petits cubes :

Cd(n) � � n ! C d(n) ; ( fcig; � ) 7! f c0
i := c� (i)g:

Les compositions opéradiques partielles sont dé�nies de la façon suivante :

� i : Cd(n) � C d(m) ! C d(n + m � 1) ; (fcign
i=1 ; fc0

i g
m
i=1 ) 7! f c00

i gn+m� 1
i=1 :=

8
>>>><
>>>>:

c00
j = cj si i < j;

c00
j = ci � c0

j� i+1 si i � j < i + m;
c00

j = cj� m+1 si j � i + m:

Par convention la composition opéradique avec l'élément de Cd(0) consiste à oublier un petit cube.

Figure 1.2 – Illustration de la composition opéradique � 2 : C2(3) � C 2(2) ! C 2(4).

Dé�nition 1.1.20. Soit (X ; � ) un espace topologique pointé. L'espace de lacetsd-itéré associé à (X ; � ) est
dé�ni comme l'espace topologique :


 dX := f f : [0 ; 1]d ! X j f (@[0 ; 1]d) = � g:

Proposition 1.1.21. [4] Si (X ; � ) est un espace topologique pointé alors l'espace de lacets d-itéré
 dX est une
Cd-algèbre.

Démonstration.Les opérations induisant la structure de Cd-algèbre sur l'espace
 dX sont dé�nies de la
façon suivante :

� : Cd(n) � (
 dX)� n �! 
 dX;
�
fcign

i=1 ; f1; : : : ; fn
�

7�! f : [0 ; 1]d ! X ; x 7!

(
fi � c� 1

i (x) si x 2 Im(ci);
� sinon:

Les conditions fi(@[0 ; 1]d) = � impliquent que les opérations sont bien dé�nies. �

Dé�nition 1.1.22. Soit X une Ed-algèbre, avec d � 2 et Ed une opérade faiblement équivalente à Cd.
Comme les espacesCd(n) sont connexes il en va de même pour les espacesEd et les opérations :

� : � 0(Ed(2)) � � 0(X) � � 0(X) ! � 0(X) et e: � 0(Ed(0)) ! � 0(X)

induisent une structure monoïdale unitaire sur � 0(X). On dit alors que X est "grouplike" si le monoïde
� 0(X) est un groupe.

Théorème 1.1.23. Un espace topologique X est une Ed-algèbre grouplike si et seulement si X est faiblement
équivalent à un espace de lacets d-itéré.

La preuve du théorème 1.1.23 est due à Boardman et Vogt [4] dans le cas particulier où l'espace
topologique X est connexe etd = 1. Par la suite, une preuve pour d quelconque fut apportée par May
dans [30], toujours dans le contexte des espaces connexes. Il faudra attendre l'article [31] de May pour
avoir la démonstration de la forme actuelle du théorème.

Exemple 1.1.24. L'opérade Swiss-CheeseSCd

On utilise la dé�nition de Swiss-Cheese introduite par Voronov dans l'article [51]. L'opérade SCd est
une fo; cg-opérade symétrique dont la restriction à la couleur fermée coïncide avec la version stricte de
l'opérade des petits cubes Cd :

SCd( c; : : : ;c
|  {z  }

n

; c) =

(
Cd(n) si n � 1;

; si n = 0:

18
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Pour décrire les espaces de la formeSCd(s1; : : : ;sn; o), avecsi 2 fo; cg, on commence par dé�nir la face F1

du cube [0 ; 1]d :
F1 := f (t1; : : : ;td) 2 [0 ; 1]d j t1 = 1g:

Ainsi, SCd(s1; : : : ;sn; o) est l'espace des familles de petits cubesfcign
i=1 véri�ant la relation (1 :4) ainsi que

la condition suivante :
si = o ) ci(F1) � F1:

Par convention SCd( ; o) et SCd(c; : : : ;c; o) sont réduits à l'ensemble vide tandis que SCd(s1; : : : ;sn; c) = ;
s'il existe un entier i tel que si = o. La structure opéradique ainsi que l'action à droite du groupe des
permutations sont dé�nies de manière similaire à l'opérade des petits cubes (voir la dé�nition 1.1.19).

Figure 1.3 – Illustration de la composition opéradique � 2 : SC2(c; o; c; o)�SC 2(o; o; c; o) ! SC 2(c; o; o; c; c; o).

Dé�nition 1.1.25. Soit f : (A ; � ) ! (X ; � ) une application entre des espaces topologiques pointés.
L'espace de lacets relatifd-itéré associé àf , noté 
 d(X ; A), est dé�ni comme la �bre homotopique :


 d(X ; A) := ho f ib
�

 d� 1 f : 
 d� 1A �! 
 d� 1X

�
;

au-dessus du lacet constant. En d'autres termes, un modèle pour l'espace de lacetsd-itéré est donné par :


 d(X ; A) :=
�

g : [0 ; 1]d ! X j g(@[0 ; 1]d n
�

F1) = � et g(F1) � f (A)
�

:

Proposition 1.1.26. Soit f : (A ; � ) ! (X ; � ) une application entre espaces topologiques pointés. Le couple
d'espaces( 
 dX ; 
 d(X ; A) ) est uneSCd-algèbre.

Démonstration.Les opérations induisant la structure de SCd-algèbre sont similaires à celles introduites
dans la preuve de le proposition 1.1.21. �

Pour l'instant, il n'existe pas d'analogue du théorème 1.1.23 avec l'opérade SCd, excepté dans le
cas oùd = 1 (voir [26]). Cependant, lors du colloque [27], Hoefel et Stashe� ont présenté leurs travaux
visant à montrer qu'un couple d'espaces ( X ; Y) est uneSCd-algèbre grouplike si et seulement si il existe
� 2 Y0 � X0 des espaces topologiques avec (X ; Y) faiblement équivalent à ( 
 dX0; 
 d(X0; Y0) ).

1.2 Espace cosimplicial et semi-cosimplicial

Lorsqu'un espace topologique X provient de la totalisation d'un espace cosimplicial, McClure et
Smith montrent dans [33] qu'il est possible de savoir si X possède une structure de Cd-algèbre via des
critères combinatoires sur l'espace cosimplicial. Dans ce contexte, il est plus facile d'identi�er les espaces
ayant le type d'homotopie d'un espace de lacets d-itéré. Pour notre étude, on va uniquement s'intéresser
à l'interprétation des critères permettant d'identi�er les espaces de lacets simples et doubles.

1.2.1 Espaces cosimpliciaux

Dé�nition 1.2.1. La catégorie � a pour objet les ensembles �nis ordonnés [ n] := f0; : : : ;ng, avecn 2 N .
Les morphismes sont engendrés par deux types d'applications :

di : [n � 1] ! [n] ; j 7!

(
j si j < i;

j + 1 sinon; et si : [n + 1] ! [n] ; j 7!

(
j si j � i;

j � 1 sinon;

avec i 2 f0; : : : ;ng, appelées respectivement cofaces et codégénérescences.
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Dé�nition 1.2.2. Un espace cosimplicialest un foncteur covariant X � : � ! Top, avec Top la catégorie
des espaces topologiques. La donnée d'un espace cosimplicial est équivalente à la donnée d'une famille
d'espaces topologiquesfXngn� 0 munie d'opérations :

di : Xn� 1 ! Xn et si : Xn+1 ! Xn;

avec i 2 f0; : : : ;ng, véri�ant les relations cosimpliciales:

djdi = didj� 1; si i < j;
sjsi = si� 1sj ; si i > j;

sjdi =

8
>>><
>>>:

disj� 1; si i < j;
id; si i = j ou i = j + 1;
di� 1sj ; si i > j + 1:

La donnée d'une transformation naturelle (ou morphisme cosimplicial) entre deux espaces cosimpliciaux
X �

1 et X �
2 est équivalente à la donnée d'une famille d'applications continues f � = f f n : Xn

1 ! Xn
2gvéri�ant

les relations :
f n � di = di � f n� 1 et f n � si = si � f n+1;

avec i 2 f0; : : :ng.

Exemple 1.2.3.1) l'espace cosimplicial � � est constitué des espaces topologiques :

� n := f (t1; : : : ;tn) 2 [0 ; 1]n j t i � t j si i < j g:

Les cofaces et les codégénérescences consistent respectivement à dupliquer ou oublier un élément.
Plus précisément les opérations sont dé�nies de la façon suivante :

si : � n ! � n� 1 ; (t1; : : : ;tn) 7! (t1; : : : ;t i ; t i+2 : : : ;tn); pour i 2 f0; : : : ;n � 1g;

di : � n ! � n+1 ; (t1; : : : ;tn) 7!

8
>>><
>>>:

(0; t1; : : : ;tn); pour i = 0;
(t1; : : : ;t i ; t i ; : : : ;tn); pour i 2 f1; : : : ;ng;
(t1; : : : ;tn; 1); pour i = n + 1:

2) Soit (X ; � ) un espace topologique pointé. L'espace cosimplicial 
 X � est constitué des espaces topolo-
giques :


 Xn := X � n; pour n � 0:

Les cofaces et les codégénérescences sont données par les formules :

si : 
 Xn ! 
 Xn� 1 ; (x1; : : : ;xn) 7! (x1; : : : ;xi ; xi+2 : : : ;xn); pour i 2 f0; : : : ;n � 1g;

di : 
 Xn ! 
 Xn+1 ; (x1; : : : ;xn) 7!

8
>>><
>>>:

(� ; x1; : : : ;xn); pour i = 0;
(x1; : : : ;xi ; xi ; : : : ;xn); pour i 2 f1; : : : ;ng;
(x1; : : : ;xn; � ); pour i = n + 1:

3) Soient (X ; � ) un espace topologique pointé et A un sous-espace deX contenant le point base. L'espace
cosimplicial 
 (X ; A)� est constitué des espaces topologiques :


 (X ; A)n := X � n � A; pour n � 0:

Les cofaces et les codégénérescences sont données par les formules :

si : 
 (X ; A)n ! 
 (X ; A)n� 1 ; (x1; : : : ;xn; a) 7! (x1; : : : ;xi ; xi+2 : : : ;xn; a); pour i 2 f0; : : : ;n � 1g;

di : 
 (X ; A)n ! 
 (X ; A)n+1 ; (x1; : : : ;xn; a) 7!

8
>>><
>>>:

(� ; x1; : : : ;xn; a); pour i = 0;
(x1; : : : ;xi ; xi ; : : : ;xn; a); pour i 2 f1; : : : ;ng;
(x1; : : : ;xn; a; a); pour i = n + 1:
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4) Soient O une opérade multiplicative et � : A s ! O le morphisme d'opérades associé. La famille
fO(n)gn� 0 possède une structure cosimpliciale dont les cofaces et les codégénérescences sont données
par les formules :

si : O(n) ! O(n � 1) ; x 7! x � i+1 � (� 0); pour i 2 f0; : : : ;n � 1g;

di : O(n) ! O(n + 1) ; x 7!

8
>>><
>>>:

� (� 2) � 2 x; pour i = 0;
x � i � (� 2); pour i 2 f1; : : : ;ng;
� (� 2) � 1 x; pour i = n + 1:

Les axiomes opéradiques induisent les relations cosimpliciales.

5) SoientO une opérade pointée et � : A ct ! O le morphisme de fo; cg-opérades associé. Selon les nota-
tions (1:1), les familles d'espacesOc = fOc(n)gn� 0 et Oo = fOo(n)gn� 0 sont des espaces cosimpliciaux. Les
cofaces et codégénérescences deOc correspondent au cas opéradique traité dans l'exemple précédent.
Pour la famille Oo, la structure cosimpliciale est dé�nie de la façon suivante :

si : Oo(n) ! Oo(n � 1) ; x 7! x � i+1 � (� 0 ;c); pour i 2 f0; : : : ;n � 1g;

di : Oo(n) ! Oo(n + 1) ; x 7!

8
>>><
>>>:

� (� 2 ;o) � 2 x; pour i = 0;
x � i � (� 2 ;c); pour i 2 f1; : : : ;ng;
x � n+1 � (� 2 ;o); pour i = n + 1:

Les relations opéradiques induisent les relations cosimpliciales et on dispose d'un morphisme cosim-
plicial donné par :

f n : Oc(n) ! Oo(n) ; x 7! � (� 2 ;o) � 1 x: (1.5)

Dé�nition 1.2.4. La totalisationd'un espace cosimplicial X � , notéTot(X � ), est l'espace des transformations
naturelles de � � vers X � .

Exemple 1.2.5. La totalisation de 
 X � est homéomorphe à l'espace de lacets
 X. En e� et, les deux
applications qui suivent sont inverses l'une de l'autre à cause des codégénérescences :

f : 
 X ! Tot(
 X � ) ; fl : [0 ; 1] ! Xg 7!

(
ln : � n ! 
 Xn;

(t1; : : : ;tn) 7! (l(t1); : : : ;l(tn));

)

n� 0

g : Tot(
 X � ) ! 
 X ; fln : � n ! 
 Xngn� 0 7! f l1 : [0 ; 1] ! Xg:

De manière similaire, on peut montrer que la totalisation de 
 (X ; A)� est homéomorphe à l'espace de
lacets relatif 
 (X ; A) associé à l'inclusion de A dans X.

1.2.2 Espaces semi-cosimpliciaux

Le problème de la totalisation est que celle-ci n'est pas un invariant homotopique. Cela signi�e que si
un morphisme cosimplicial f � : X �

1 ! X �
2 est un quasi-isomorphisme en chaque degré alors l'application

induite f � : Tot(X �
1) ! Tot(X �

2) n'est pas nécessairement un quasi-isomorphisme. Pour remédier à cela,
on va introduire la notion d'espace semi-cosimplicial.

Dé�nition 1.2.6. La catégorie� + est la sous-catégorie de� ayant les mêmes objets et dont les morphismes
sont engendrés par les opérations cofaces :

di : [n] ! [n + 1]; avec i 2 f0; : : : ;n + 1g:

Dé�nition 1.2.7. Un espace semi-cosimplicialest dé�ni comme un foncteur covariant X � : � + ! Top. La
donnée d'un espace semi-cosimplicial X � est équivalente à la donnée d'une famille d'espaces topolo-
giques fXngn� 0 munie d'opérations :

di : Xn ! Xn+1; avec i 2 f0; : : : ;n + 1g:

véri�ant les relations semi-cosimpliciales:

didj = djdi� 1 si i < j:
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La donnée d'une transformation naturelle (ou morphisme semi-cosimplicial) entre deux espaces semi-
cosimpliciaux X �

1 et X �
2 est équivalente à la donnée d'une famille d'applications continues f � = f f n :

Xn
1 ! Xn

2gvéri�ant les relations :
f n � di = di � f n� 1;

avecn > 0 et i 2 f0; : : :ng.

Exemple 1.2.8. 1) A partir d'un espace cosimplicial on peut construire un espace semi-cosimplicial en
oubliant les codégénérescences. Cependant, tous les espaces semi-cosimpliciaux ne proviennent pas
d'espaces cosimpliciaux. En e� et, posonsX � l'espace semi-cosimplicial dé�ni de la façon suivante :

Xn :=

(
[0 ; 1] si n = 0;

� sinon:

Un tel objet ne peut pas posséder de codégénérescences0 : � ! [0 ; 1] car la relation s0d0 = id oblige
l'application s0 à être surjective.

2) Comme pour l'exemple 1.2.3, si O est une opérade multiplicative stricte alors la famille fO(n)gn� 0

possède une structure semi-cosimpliciale. De même, si O est une opérade pointée stricte alors il
existe un morphisme semi-cosimplicial f � : Oc ! Oo.

Dé�nition 1.2.9. La semi-totalisationd'un espace semi-cosimplicial X � , noté sTot(X � ), est l'espace des
transformations naturelles entre les espaces semi-cosimpliciaux � � et X � .

Théorème 1.2.10. [12, Lemme 3.8] La semi-totalisation d'un espace cosimplicial est un invariant homotopique.

Remarque1.2.11. Il existe une approximation de la totalisation, appelé la totalisation homotopique hoTot,
qui est un invariant homotopique. En utilisant les notations du chapitre 2, hoTotest le foncteur dérivé
associé à la totalisation. Dans [12], Dror et Dwyer montrent alors que si un espace semi-cosimplicial
provient d'un espace cosimplicial alors la semi-totalisation de ce dernier est faiblement équivalente à la
totalisation homotopique.

1.2.3 Interprétation des critères de May pour les espaces (semi)-cosimpliciaux

McClure et Smith ont énoncé dans [32] et [33] les conditions pour que la (semi)-totalisation d'un
espace (semi)-cosimplicial soit uneCd-algèbre. Pour notre étude, on va uniquement rappeler les critères
avecd 2 f1 ; 2g. Pour d = 2, le critère s'exprime facilement en terme d'opérades.

Théorème 1.2.12. [32, Proposition 10.3 ] Si un espace semi-cosimplicial provient d'une opérade multiplicative
stricte alors sa semi-totalisation est une E2-algèbre. De même, si un espace cosimplicial provient d'une opérade
multiplicative alors sa totalisation (homotopique) est une E2-algèbre.

Pour énoncer le critère avec d = 1, on doit introduire une structure monoïdale sur la catégorie des
espaces (semi)-cosimpliciaux.

Proposition 1.2.13. [32, Proposition 2.2 ] Soient X�1 et X�
2 deux espaces cosimpliciaux. L'espace cosimplicial

(X1 � X2)� est dé�ni comme la famille d'espaces topologiques :

(X1 � X2)n :=
a

p+q=n

Xp
1 � Xq

2

,

�

avec� la relation d'équivalence engendrée par :

(x ; d0y) � (djxj+1x ; y):

La structure cosimpliciale est donnée grâce aux opérations suivantes :

si : (X1 � X2)n ! (X1 � X2)n� 1 ; (x ; y) 7!

8
><
>:

(six ; y) si i � j xj � 1;

(x ; si�j xjy) si i � j xj;

di : (X1 � X2)n ! (X1 � X2)n+1 ; (x ; y) 7!

8
><
>:

(dix ; y) si i � j xj;

(x ; di�j xjy) si i > jxj:

Le produit� dé�nit une structure monoïdale sur la catégorie des espaces cosimpliciaux dont l'unité u� est donnée
par l'espace cosimplicial réduit à un point en chaque degré. De même, si on ne tient pas compte des codégénérescences
alors le produit� dé�nit une structure monoïdale sur la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux.
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Théorème 1.2.14. [32, Théorème 3.1 ] Si X� est un monoïde unitaire dans la catégorie des espaces cosimpliciaux
muni du produit � alors la totalisation (homotopique) de X� est une E1-algèbre. De même, si X� est un monoïde
unitaire dans la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux muni du produit� alors la semi-totalisation sTot(X � ) est
une E1-algèbre.

Remarque1.2.15. Soient X �
1 et X �

2 deux espaces (semi)-cosimpliciaux. Notons que X �
1 est un monoïde

dans la catégorie des espaces (semi)-cosimpliciaux muni du produit � si et seulement si il existe des
applications :

� 1 : Xp
1 � Xq

1 ! Xp+q
1 ; avec p; q � 0;

véri�ant les égalités :
� 1(x ; d0y) = � 1(djxj+1x ; y): (1.6)

De même, X �
2 est un X �

1-module à gauche dans la catégorie des espaces (semi)-cosimpliciaux muni du
produit � s'il existe des applications :

� 2 : Xp
1 � Xq

2 ! Xp+q
2 ; avec p; q � 0;

véri�ant les mêmes égalités :
� 2(x ; d0y) = � 2(djxj+1x ; y): (1.7)

Corollaire 1.2.16. Soient O une opérade pointée (resp. une opérade pointée stricte) et� le morphisme defo; cg-
opérades associé. En utilisant les notations(1:1), le couple(Oc ; Oo) a les propriétés suivantes :

. Oc provient d'une opérade multiplicative (resp. stricte)=) sTot(Oc) est une E2-algèbre,

. Oo est un monoïde unitaire pour le produit� =) Oo est une E1-algèbre,

. sTot(Oo) est un Oc-module à gauche unitaire pour le produit� .

Démonstration.On sait que la restriction de � à la couleur fermée induit un morphisme d'opérades
� c : A s ! Oc (resp. � c : A s>0 ! Oc si O est une opérade pointée stricte). D'un autre côté, la structure
monoïdale de Oo provient des opérations :

� 1 : Oo(n) � Oo(m) ! Oo(n + m) ; (x ; y) 7! x � n+1 y:

tandis que la structure de Oc-module à gauche est dé�nie via les opérations :

� 2 : Oc(n) � Oo(m) ! Oo(n + m) ; (x ; y) 7! � (� 2 ;o)(x ; y):

Remarquons que l'unité dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit � coïncide avec
l'opérade associative. Par conséquent, le monoïdeOo est unitaire grâce au morphisme cosimplicial issu
de la composition :

A s
� c //Oc

f �

//Oo

avec f � le morphisme cosimplicial (1 :5) associé à� . �

1.3 � -Bimodule in�nitésimal coloré

Dans cette section,S est un ensemble tandis que (C; 
 ; I ) désigne une catégorie symétrique monoï-
dale. Notons que dans la majorité de la thèse on va étudier les bimodules in�nitésimaux topologiques.
Par conséquent, on omettra de préciser la catégorieC s'il n'y a pas d'ambiguïté. On �xe aussi une
S-opérade O dans la catégorieC.

Dé�nition 1.3.1. Un O-bimodule in�nitésimalest la donnée d'une collection M 2 Coll(S) munie de mor-
phismes :

� i : M(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 O(s0
1; : : : ;s0

m; si) �! M(s1; : : : ;si� 1; s0
1; : : : ;s0

m; si+1; : : : ;sn; sn+1);

� i : O(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 M(s0
1; : : : ;s0

m; si) �! M(s1; : : : ;si� 1; s0
1; : : : ;s0

m; si+1; : : : ;sn; sn+1);

avec i 2 f1; : : : ;ng. Ces opérations, appelées respectivement structure à droite et à gauche, véri�ent les
axiomes suivants :

B1 L'axiome de l'unité :pour tout s 2 S, on a les relations :

. x � i � s = x, avecx 2 M(s1; : : : ;si� 1; s; si+1; : : : ;sn; sn+1) et � s 2 O(s; s),

. � s � 1 x = x, avecx 2 M(s1; : : : ;sn; s) et � s 2 O(s; s).
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B2 L'axiome d'associativité à droite :pour 1 � i � n et 1 � j � p, on a le diagramme commutatif :

h
M(s1; ::;sn; sn+1) 
 O(s0

1; ::;s0
p; si)

i

 O(s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j)
� i 
 id//M(s1; ::;si� 1; s0

1; ::;s0
p; si+1; ::;sn; sn+1) 
 O(s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j)

� i+ j� 1

��
M(s1; ::;si� 1; s0

1; ::;s0
j� 1; s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j+1; ::;s0
p; si+1; ::;sn; sn+1)

M(s1; ::;sn; sn+1) 

h
O(s0

1; ::;s0
p; si) 
 O(s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j)
i

id 
 � j

//M(s1; ::;sn; sn+1) 
 O(s0
1; ::;s0

j� 1; s00
1 ; ::;s00

q ; s0
j+1; ::;s0

p; si)

� i

OO

B3 L'axiome d'associativité à gauche :pour 1 � i � n et 1 � j � p, on a le diagramme commutatif :

h
O(s1; ::;sn; sn+1) 
 O(s0

1; ::;s0
p; si)

i

 M(s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j)
� i 
 id//O(s1; ::;si� 1; s0

1; ::;s0
p; si+1; ::;sn; sn+1) 
 M(s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j)

� i+ j� 1

��
M(s1; ::;si� 1; s0

1; ::;s0
j� 1; s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j+1; ::;s0
p; si+1; ::;sn; sn+1)

O(s1; ::;sn; sn+1) 

h
O(s0

1; ::;s0
p; si) 
 M(s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j)
i

id 
 � j

//O(s1; ::;sn; sn+1) 
 M(s0
1; ::;s0

j� 1; s00
1 ; ::;s00

q ; s0
j+1; ::;s0

p; si)

� i

OO

B4 L'axiome de commutativité à droite :pour 1 � i < j � n, on a le diagramme commutatif :

h
M(s1; ::;sn; sn+1) 
 O(s0

1; ::;s0
p; si)

i

 O(s00

1 ; ::;s00
q ; sj)

� i 
 id//M(s1; ::;si� 1; s0
1; ::;s0

p; si+1; ::;sn; sn+1) 
 O(s00
1 ; ::;s00

q ; sj)

� i+ j� 1

��
M(s1; ::;si� 1; s0

1; ::;s0
p; si+1; ::;sj� 1; s00

1 ; ::;s00
q ; sj+1; ::;sn; sn+1)

h
M(s1; ::;sn; sn+1) 
 O(s00

1 ; ::;s00
q ; sj)

i

 O(s0

1; ::;s0
p; si)

� j 
 id
//M(s1; ::;sj� 1; s00

1 ; ::;s00
q ; sj+1; ::;sn; sn+1) 
 O(s0

1; ::;s0
p; sj)

� i

OO

B5 L'axiome de l'associativité entre l'action droite et gauche :pour 1 � i � n et 1 � j � p, on a le diagramme
commutatif :

h
O(s1; ::;sn; sn+1) 
 M(s0

1; ::;s0
p; si)

i

 O(s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j)
� i 
 id//M(s1; ::;si� 1; s0

1; ::;s0
p; si+1; ::;sn; sn+1) 
 O(s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j)

� i+ j� 1

��
M(s1; ::;si� 1; s0

1; ::;s0
j� 1; s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j+1; ::;s0
p; si+1; ::;sn; sn+1)

O(s1; ::;sn; sn+1) 

h
M(s0

1; ::;s0
p; si) 
 O(s00

1 ; ::;s00
q ; s0

j)
i

id 
 � j

//O(s1; ::;sn; sn+1) 
 M(s0
1; ::;s0

j� 1; s00
1 ; ::;s00

q ; s0
j+1; ::;s0

p; si)

� i

OO

B6 L'axiome de compatibilité entre les opérations et la structure opéradique :pour 1 � i < j � n, on a le
diagramme commutatif :

h
O(s1; ::;sn; sn+1) 
 M(s0

1; ::;s0
p; sj)

i

 O(s00

1 ; ::;s00
q ; si)

� j 
 id//M(s1; ::;sj� 1; s0
1; ::;s0

p; sj+1; ::;sn; sn+1) 
 O(s00
1 ; ::;s00

q ; si)

� i

��
M(s1; ::;si� 1; s00

1 ; ::;s00
q ; si+1; ::;sj� 1; s0

1; ::;s0
p; sj+1; ::;sn; sn+1)

h
O(s1; ::;sn; sn+1) 
 O(s00

1 ; ::;s00
q ; si)

i

 M(s0

1; ::;s0
p; sj) � i 
 id

//O(s1; ::;si� 1; s00
1 ; ::;s00

q ; si+1; ::;sn; sn+1) 
 M(s0
1; ::;s0

p; sj)

� j+q� 1

OO
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h
O(s1; ::;sn; sn+1) 
 M(s0

1; ::;s0
p; si)

i

 O(s00

1 ; ::;s00
q ; sj)

� i 
 id//M(s1; ::;si� 1; s0
1; ::;s0

p; si+1; ::;sn; sn+1) 
 O(s00
1 ; ::;s00

q ; sj)

� j+p� 1

��
M(s1; ::;si� 1; s0

1; ::;s0
p; si+1; ::;sj� 1; s00

1 ; ::;s00
q ; sj+1; ::;sn; sn+1)

h
O(s1; ::;sn; sn+1) 
 O(s00

1 ; ::;s00
q ; sj)

i

 M(s0

1; ::;s0
p; si) � j 
 id

//O(s1; ::;sj� 1; s00
1 ; ::;s00

q ; sj+1; ::;sn; sn+1) 
 M(s0
1; ::;s0

p; si)

� i

OO

Un morphisme entre deux O-bimodules in�nitésimaux est la donnée d'un morphisme de collections
préservant les opérations à gauche et à droite. On noteIbimodO la catégorie desO-bimodules in�nitési-
maux.

Exemple 1.3.2. Soit � : O1 ! O2 un morphisme de S-opérades dans C. Dans ce cas,O2 possède une
structure de O1-bimodule in�nitésimal dont les opérations sont dé�nies grâce à la structure opéradique
de O2 :

� i O2(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 O1(s0
1; : : : ;s0

m; si) �! O2(s1; : : : ;si� 1; s0
1; : : : ;s0

m; si+1; : : : ;sn; sn+1);

(x ; y) 7�! x � i � (y);

� i : O1(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 O2(s0
1; : : : ;s0

m; si) �! O2(s1; : : : ;si� 1; s0
1; : : : ;s0

m; si+1; : : : ;sn; sn+1);

(x ; y) 7�! � (x) � i y:

Dé�nition 1.3.3. Soient M1 et M2 deux collections topologiques de Coll(S). On dit que M1 est de type M2

si on a la relation suivante entre les deux objets :

M2(s1; : : : ;sn; sn+1) = ; ) M1(s1; : : : ;sn; sn+1) = ; :

Proposition 1.3.4. [13] La donnée d'unA ct-bimodule in�nitésimal de typeA ct est équivalente à la donnée d'un
morphisme cosimplicial. De même, la donnée d'unA ct>0-bimodule in�nitésimal de typeA ct est équivalente à la
donnée d'un morphisme semi-cosimplicial.

Démonstration.Soit M un A ct-bimodule in�nitésimal. En utilisant les notations (1 :1), les familles M c =
fM c(n)gn� 0 et Mo = fMo(n)gn� 0 sont des espaces cosimpliciaux dont les cofaces et codégénérescences sont
dé�nies de la façon suivantes :

si : M c(n) ! M c(n � 1) ; x 7! x � i+1 � 0 ;c pour i 2 f0; : : : ;n � 1g;

di : M c(n) ! M c(n + 1) ; x 7!

8
>>><
>>>:

� 2 ;c � 2 x pour i = 0;
x � i � 2 ;c pour i 2 f1; : : : ;ng;
� 2 ;c � 1 x pour i = n + 1;

si : Mo(n) ! Mo(n � 1) ; x 7! x � i+1 � 0 ;c pour i 2 f0; : : : ;n � 1g;

di : Mo(n) ! Mo(n + 1) ; x 7!

8
>>><
>>>:

� 2 ;o � 2 x pour i = 0;
x � i � 2 ;c pour i 2 f1; : : : ;ng;
x � n+1 � 2 ;o pour i = n + 1:

Les axiomes liés à la structure desA ct-bimodules in�nitésimaux ainsi que la structure particulière de
l'opérade colorée A ct impliquent les relations cosimpliciales. Le morphisme cosimplicial entre ces deux
objets est donné via la formule :

f n : M c(n) ! Mo(n) ; x 7! � 2 ;o � 1 x:

Inversement, si on se donne f � : X �
1 ! X �

2 un morphisme cosimplicial alors on introduit la collection, de
type A ct, M 2 Coll(fo; cg) de la façon suivante :

M c(n) = Xn
1 pour n � 0 et Mo(n) = Xn

2 pour n � 0:

La structure de A ct-bimodule in�nitésimal est construite de la façon suivante :
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. � � i � 2 ;c : M c(n) ! M c(n + 1) ; x 7! di(x); pour i 2 f1; : : : ;ng;

. � 2 ;c � 1 � : M c(n) ! M c(n + 1) ; x 7! dn+1(x);

. � 2 ;c � 2 � : M c(n) ! M c(n + 1) ; x 7! d0(x);

. � � i � 2 ;c : Mo(n) ! Mo(n + 1) ; x 7! di(x); pour i 2 f1; : : : ;ng;

. � � n+1 � 2 ;o : Mo(n) ! Mo(n + 1) ; x 7! dn+1(x);

. � 2 ;o � 2 � : Mo(n) ! Mo(n + 1) ; x 7! d0(x);

. � � i � 0 ;c : M c(n) ! M c(n � 1) ; x 7! si+1(x); pour i 2 f1; : : : ;ng;

. � � i � 0 ;c : Mo(n) ! Mo(n � 1) ; x 7! si+1(x); pour i 2 f1; : : : ;ng:

Comme l'opérade A ct est engendrée par les éléments� 0 ;c, � 2 ;c et � 2 ;o, les opérations ci-dessus su� sent
à construire une structure de bimodule in�nitésimal sous l'opérade colorée A ct. De plus, les relations
cosimpliciales impliquent les axiomes des A ct-bimodules in�nitésimaux. La démonstration est similaire
pour le cas des morphismes semi-cosimpliciaux. Il su � t de ne pas tenir compte des codégénérescences
dans les constructions ci-dessus. �

Remarque1.3.5. Comme on peut le voir dans la démonstration de la proposition 1.3.4, à partir d'un
bimodule in�nitésimal sous A ct (resp. A ct>0), on peut toujours extraire un morphisme cosimplicial
(resp. semi-cosimplicial). Cependant, pour avoir l'équivalence les objets, on doit supposer que nos
collections sont de type A ct.

Si on restreint les objets de la proposition 1.3.4 à la couleur fermée, on retrouve la proposition énoncée
par Turchin dans [48].

Proposition 1.3.6. [48, Lemme 4.2] La catégorie desA s-bimodules in�nitésimaux est équivalente à la catégorie
des espaces cosimpliciaux. De même, la catégorie desA s>0-bimodules in�nitésimaux est équivalente à la catégorie
des espaces semi-cosimpliciaux.

Remarque1.3.7. Lorsque O est une opérade colorée symétrique, la notion analogue est celle de (O)� -
bimodule in�nitésimal. Dans ce cas, on demande une compatibilité entre la structure de bimodule
in�nitésimal et l'action du groupe des permutations :

(x � � ) � i (x0 � � 0) = (x � � (i) x0) � (� � i � 0) et (x00� � 00) � i (x � � ) = (x00� � (i) x) � (� 00� i � );

avec 8
>>><
>>>:

x 2 M(s1; : : : ;sn; sn+1);
x0 2 O(s0

1; : : : ;s0
p; si);

x00 2 O(s00
1 ; : : : ;s00

i� 1; sn+1; s00
i+1; : : :s00

q ; s00
q+1);

et

8
>>><
>>>:

� 2 � n;
� 0 2 � m;
� 00 2 � q:

On note � -IbimodO la catégorie des (O)� -bimodules in�nitésimaux, avec O une S-opérade symétrique.

1.4 � -Bimodule coloré

Dans cette section,S est un ensemble tandis que (C; 
 ; I ) désigne une catégorie symétrique monoï-
dale. Notons que dans la majorité de la thèse on va étudier les bimodules topologiques. Par conséquent,
on omettra de préciser la catégorie C s'il n'y a pas d'ambiguïté. On �xe aussi deux S-opérades P et Q
dans la catégorieC.

Dé�nition 1.4.1. Un P-Q bimoduleest la donnée d'une collection M 2 Coll(S) muni de morphismes :

 r : M(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 Q(s1
1; : : : ;s1

m1
; s1) 
 � � � 
 Q(sn

1; : : : ;sn
mn

; sn) �! M(s1
1; : : : ;sn

mn
; sn+1);

 l : P(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 M(s1
1; : : : ;s1

m1
; s1) 
 � � � 
 M(sn

1; : : : ;sn
mn

; sn) �! M(s1
1; : : : ;sn

mn
; sn+1):

Ces opérations, appelées respectivement structure à droite et à gauche, véri�ent les axiomes suivants :

C1 L'axiome de l'unité :on a les égalités suivantes :

.  r(x; � s1; : : : ;� sn ) = x, avecx 2 M(s1; : : : ;sn; sn+1) et � si le point particulier de Q(si ; si),

.  l(� sn+1; x) = x, avecx 2 M(s1; : : : ;sn; sn+1) et � sn+1 le point particulier de P(sn+1 ; sn+1).
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C2 L'axiome de l'associativité à droite :si on pose si = (si
1; : : : ;si

mi
; si) et si; j = (si; j

1 ; : : : ;si; j
mi; j

; si
j) avec 1� i � n

et 1 � j � mi , alors on a le diagramme commutatif :

h
M(s1; ::;sn; sn+1) 
 Q( s1 ) 
 � � 
 Q( sn )

i

 Q( s1;1 ) 
 � � 
 Q( sn;mn ) //M(s1

1; ::;sn
mn

; sn+1) 
 Q( s1;1 ) 
 � � 
 Q( sn;mn )

��
M(s1;1

1 ; : : : ;sn;mn
mn;mn

; sn+1)

M(s1; ::;sn; sn+1) 

Y

1� i� n

h
Q( si ) 
 Q( si;1 ) 
 � � 
 Q( si;mi )

i
//M(s1; ::;sn; sn+1) 


Y

1� i� n

Q(si;1
1 ; : : : ;si;mi

mi;mi
; si)

OO

C3 L'axiome de l'associativité à gauche :si on pose si = (si
1; : : : ;si

mi
; si) et si; j = (si; j

1 ; : : : ;si; j
mi; j

; si
j) avec 1� i � n

et 1 � j � mi , alors on a le diagramme commutatif :

h
P(s1; ::;sn; sn+1) 
 P( s1 ) 
 � � 
 P( sn )

i
� M( s1;1 ) 
 � � 
 M( sn;mn ) //P(s1

1; ::;sn
mn

; sn+1) 
 M( s1;1 ) 
 � � 
 M( sn;mn )

��
M(s1;1

1 ; : : : ;sn;mn
mn;mn

; sn+1)

P(s1; ::;sn; sn+1) 

Y

1� i� n

h
P( si ) 
 M( si;1 ) 
 � � 
 M( si;mi )

i
//P(s1; ::;sn; sn+1) 


Y

1� i� n

M(si;1
1 ; : : : ;si;mi

mi;mi
; si)

OO

C4 L'axiome de compatibilité :si on pose si = (si
1; : : : ;si

mi
; si) et si; j = (si; j

1 ; : : : ;si; j
mi; j

; si
j) avec 1 � i � n et

1 � j � mi , alors on a le diagramme commutatif :

h
P(s1; ::;sn; sn+1) 
 M( s1 ) 
 � � 
 M( sn )

i

 Q( s1;1 ) 
 � � 
 Q( sn;mn ) //M(s1

1; ::;sn
mn

; sn+1) 
 Q( s1;1 ) 
 � � 
 Q( sn;mn )

��
M(s1;1

1 ; : : : ;sn;mn
mn;mn

; sn+1)

P(s1; ::;sn; sn+1) 

Y

1� i� n

h
M( si ) 
 Q( si;1 ) 
 � � 
 Q( si;mi )

i
//P(s1; ::;sn; sn+1) 


Y

1� i� n

M(si;1
1 ; : : : ;si;mi

mi;mi
; si)

OO

Un morphisme entre deux P-Q bimodules est la donnée d'un morphisme de collections préservant les
opérations  l et  r . On note BimodP-Q la catégorie des P-Q bimodules. Lorsque P = Q, on désigne par
BimodP la catégorie desP-bimodules.

Remarque1.4.2. Dans la dé�nition d'un P-Q bimodule, l'opération  r peut être remplacée par une famille
d'applications continues :

� i : M(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 Q(s0
1; : : : ;s0

m; si) �! M(s1; : : : ;si� 1; s0
1; : : : ;s0

m; si+1; : : : ;sn; sn+1);

avec 1� i � n, grâce aux unités de l'opérade coloréeQ. Cependant, commeM ne possède pas de points
particuliers, il n'existe pas de substitution équivalente pour l'opération  l . Par conséquent, il n'y a pas
nécessairement de lien entre les bimodules et les bimodules in�nitésimaux à cause de la structure à
gauche.
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Exemple 1.4.3.1) Soit � : O1 ! O2 un morphisme de S-opérades dans la catégorieC. Dans ce cas,O2

possède une structure deO1-bimodule dont les opérations sont dé�nies grâce à la structure opéradique
de O2 :

 r : O2(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 O1(s1
1; : : : ;s1

m1
; s1) 
 � � � 
 O1(sn

1; : : : ;sn
mn

; sn) �! O2(s1
1; : : : ;sn

mn
; sn+1);

(x ; y1; : : : ;yn) 7�!  (x; � (y1); : : : ; � (yn));

 l : O1(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 O2(s1
1; : : : ;s1

m1
; s1) 
 � � � 
 O2(sn

1; : : : ;sn
mn

; sn) �! O2(s1
1; : : : ;sn

mn
; sn+1);

(x ; y1; : : : ;yn) 7�!  (� (x); y1; : : : ;yn):

2) Si � : A ct ! M est un morphisme de A ct-bimodules alors M possède une structure deA ct-bimodule
in�nitésimal. Grâce à la remarque 1.4.2, il su � t de dé�nir les opérations à gauche :

� i : A ct(s1; : : : ;sn; sn+1) � M(s0
1; : : : ;s0

m; si) �! M(s1; : : : ;si� 1; s0
1; : : : ;s0

m; si+1; : : : ;sn; sn+1);

( � ; x) 7�!  l( � ; � (� 1 ;s1); : : : ; � (� 1 ;si� 1); x; � (� 1 ;si+1); : : : ; � (� 1 ;sn ) ):

De même, si � : A ct ! M est un morphisme de A ct>0-bimodules alors M possède une structure de
A ct>0-bimodule in�nitésimal.

Proposition 1.4.4. [13] La donnée d'un morphisme deA ct-bimodules� : A ct ! M, avec M de typeA ct, est
équivalente à la donnée d'un morphisme cosimplicial f� : X �

1 ! X �
2 avec :

. X �
1 un monoïde unitaire dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit� ,

. X �
2 un X �

1-module à gauche unitaire dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit� ,

. f � un morphisme de X�1-module à gauche.

De même, la donnée d'un morphisme deA ct>0-bimodules� : A ct ! M, avec M de typeA ct, est équivalente à la
donnée d'un morphisme semi-cosimplicial f� : X �

1 ! X �
2 avec :

. X �
1 un monoïde unitaire dans la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux munie du produit� ,

. X �
2 un X �

1-module à gauche unitaire dans la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux munie du produit� ,

. f � un morphisme de X�1-module à gauche.

Démonstration.Si � : A ct ! M est un morphisme de A ct-bimodules alors M est un A ct-bimodule
in�nitésimal dont la structure est décrite dans l'exemple 1.4.3. D'après la proposition 1.3.4, les familles
M c et Mo sont des espaces cosimpliciaux et il existe un morphisme cosimplicial f � : M c ! Mo. La
structure monoïdale sur M c et la structure de module à gauche sur Mo sont dé�nies par :

� 1 : M c(n) � M c(m) ! M c(n + m);

(x ; y) 7! � 2 ;c(x ; y);
et

� 2 : M c(n) � Mo(m) ! Mo(n + m);

(x ; y) 7! � 2 ;o(x ; y):

Les axiomes liés auxA ct-bimodules induisent les égalités (1:6) et (1:7) tandis que f � est un morphisme
de M c-modules à gauche. Comme l'unité dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit
� coïncide avec l'opérade associative, le monoïdeM c et le module à gauche Mo sont unitaires grâce aux
morphismes cosimpliciaux issus des compositions :

A ct
� c //M c et A ct

� c //M c
f �

//Mo ;

avec � c l'application provenant de la restriction de � à la couleur fermée.
Inversement, si on se donne un morphisme cosimplicial véri�ant les conditions du théorème alors la

collection M 2 Coll(fo; cg) de type A ct dé�nie par :

M c(n) = Xn
1 pour n � 0 et Mo(n) = Xn

2 pour n � 0;

est un A ct-bimodule in�nitésimal dont la structure est décrite dans la preuve de la proposition 1.3.4.
D'après la remarque 1.4.2, pour montrer que M est un A ct-bimodule, il su � t de construire les opérations
à gauche. Comme l'opérade A ct est engendrée par les points � 0 ;c, � 2 ;c et � 2 ;o, les opérations ci-dessous
su� sent à dé�nir  l :

� � 2 ;c � : M c(n) � M c(m) ! M c(n + m);

(x ; y) 7! x � y;
et

� � 2 ;o � : M c(n) � Mo(m) ! Mo(n + m);

(x ; y) 7! x � y:
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Remarquons que si on applique la construction ci-dessus au morphisme cosimplicial id : u� ! u� , avec
u� l'unité pour le produit � , alors l'objet obtenu coïncide avec l'opérade A ct. Au �nal, le morphisme de
A ct-bimodules � : A ct ! M provient du morphisme de module à gauche f � et de la commutativité du
diagramme suivant :

u� //

id

��

X �
1

f �

��
u� //X �

2

�
Si on restreint les objets de la proposition précédente à la couleur fermée alors on obtient le corollaire

suivant :

Corollaire 1.4.5. Soit A s ! M un morphisme deA s-bimodules. La totalisation (homotopique) de l'espace
cosimplicial M est une E1-algèbre. De même, siA s ! M est un morphismeA s>0-bimodules alors la semi-
totalisation de l'espace semi-cosimplicial M est une E1-algèbre.

D'après la proposition 1.4.4 et le théorème 1.2.14, si on a un morphisme deA ct-bimodules � : A ct ! M
alors la totalisation de M c est une C1-algèbre. Cependant, on ne dispose d'aucune information sur la
totalisation de Mo. Dans l'exemple qui suit, on étudie un cas particulier où le morphisme de modules à
gauche implique que le couple d'espaces (Tot(M c) ; Tot(Mo)) est une SC1-algèbre. L'objectif du chapitre
3 est de généraliser ce type de résultat en prenant la semi-totalisation.

Exemple 1.4.6. Soient (X ; � ) un espace topologique pointé et A un sous-espace deX contenant le point
base. Remarquons que les espaces cosimpliciaux
 X � et 
 (X ; A)� , issus de l'exemple 1.2.3, possèdent
respectivement une structure de monoïde unitaire et une structure de 
 X � -module à gauche unitaire
induites par la concaténation :

� 1 : 
 Xn � 
 Xm ! 
 Xn+m ; (x1; : : : ;xn); (x0
1; : : : ;x0

m) 7! (x1; : : : ;xn; x0
1; : : : ;x0

m);

� 2 : 
 Xn � 
 (X ; A)m ! 
 (X ; A)n+m ; (x1; : : : ;xn); (x0
1; : : : ;x0

m; a) 7! (x1; : : : ;xn; x0
1; : : : ;x0

m; a);

et dont l'unité provient dans les deux cas de l'application envoyant le point � n 2 un vers len-uplet ( � ; : : : ;� ),
avecu� l'unité dans la catégorie des espaces cosimpliciaux (voir la proposition 1.2.13). Par conséquent, le
couple d'espaces cosimpliciaux (
 X � ; 
 (X ; A)� ) provient d'un morphisme de A ct-bimodules. Or, on sait
que le couple ( Tot(
 X � ) ; Tot(
 (X ; A)� ) ) d'espaces topologiques est homéomorphe à uneSC1-algèbre
explicite ( 
 X ; 
 (X ; A)).

Remarque1.4.7. Lorsque P et Q sont des opérades colorées symétriques, la notion analogue est celle de
(P-Q)� bimodule. Dans ce cas on demande une compatibilité entre la structure de bimodule et l'action
de groupe des permutations. On note � -BimodP-Q la catégorie des (P-Q)� -bimodules, avec P et Q deux
S-opérades symétriques. Lorsque P = Q, on désigne par � -BimodP la catégorie des � -bimodules sous
l'opérade P.

1.5 Opérade colorée di� érentielle graduée

Dans ce qui suit, K désigne un corps. On va s'intéresser à la méthode permettant de transformer
une opérade colorée topologique en une opérade colorée dans la catégorie desK -espaces vectoriels
di � érentiels gradués. L'objectif est de comprendre les algèbres sous les opérades di� érentielles graduées
issues des opérades topologiquesC2 et SC2.

Dé�nition 1.5.1. La catégorie dg-VectK est la catégorie symétrique monoïdale des K -espaces vectoriels
di � érentiels gradués dont les objets sont les familles deK -espaces vectorielsV = fVngn2Z , indexées par
les entiers relatifs, munies d'un morphisme linéaire de degré � 1 :

fdV : Vn ! Vn� 1gn2Z ;

appelé la di� érentielle et véri�ant la relation d � d = 0. Un morphisme f : (V ; dV ) ! (V0; dV0) est la
donnée d'une famille d'applications linéaires f fn : Vn ! V0

ngn2Z véri�ant l'égalité :

dV0 � fn = fn� 1 � dV ; avecn 2 Z : (1.8)
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Le produit tensoriel entre deux K -espaces vectoriels di� érentiels gradués (V ; dV ) et (V0; dV0) est donné
par la famille d'espaces vectoriels :

(V 
 V0)n :=
M

p+q=n

Vp 
 K V0
q

et dont la di � érentielle est dé�nie via la formule :

dV
 V0(v 
 v0) = dV (v) 
 v0 + (� 1)jvjv 
 dV0(v0):

Exemple 1.5.2.1) A partir d'un objet ( V ; dV ) 2 dg-VectK , on dé�nit l'homologie H � (V ; dV ) (ou juste
H � (V) s'il n'y a pas d'ambiguïté sur la di � érentielle) comme le K -espace vectoriel di� érentiel gradué
donné par le quotient :

Hn(V ; dV ) :=
ker

�
dV : Vn ! Vn� 1

�

Im
�
dV : Vn+1 ! Vn

� ;

et dont la di � érentielle est nulle. Grâce à la relation (1:8), un morphisme f : (V ; dV ) ! (V0; dV0) induit
un morphisme en homologie.

2) A partir d'un espace topologique X, on dé�nit le K -espace vectoriel di� érentiel gradué Cs
� (X) , appelé

le complexe de chaines associé àX. Lorsque n � 0, Cs
n(X) est le K -espace vectoriel libre engendré

par l'ensemble des applications continues f f : � n ! Xg. Si n < 0 alors Cs
n(X) = 0. Pour construire la

di � érentielle, on utilise la structure semi-cosimpliciale de � � :

d : Cs
n(X) ! Cs

n� 1(X) ; f f : � n ! Xg 7!
nX

i=0

(� 1)i
(

� n� 1
di

//� n
f

//X

)

:

Dé�nition 1.5.3. Soient f; g : (V ; dV ) ! (V0; dV0) deux morphismes de K -espaces vectoriels di� érentiels
gradués. On dit que f et g sont homotopes s'il existe un morphisme h de degré 1 :

� � � Vn� 1
oo

hn� 1
''

fn� 1 gn� 1

��

Vn
oo

hn ''
fn gn

��

Vn+1
oo

fn+1 gn+1

��

� � �oo

� � � V0
n� 1

oo V0
n

oo V0
n+1

oo � � �oo

véri�ant la relation :
fn � gn = dV0 � hn + hn� 1 � dV ; avec n 2 Z :

Proposition 1.5.4. [24, Proposition 2.12] Si deux morphismes f; g : (V ; dV ) ! (V0; dV0) sont homotopes alors
ils induisent la même application en homologie.

A partir d'une collection O 2 Coll(S) dans les espaces topologiques, on peut construire une collection
dans la catégoriedg-VectK :

Cs
� (O)(s1; : : : ;sn; sn+1) = Cs

� (O(s1; : : : ;sn; sn+1)):

On va montrer que si O est uneS-opérade symétrique topologique alors Cs
� (O) et H � (O) = H � (Cs(O)) sont

des S-opérades di� érentielles graduées. Pour cela, on a besoin de la notion de shu� e.

Dé�nition 1.5.5. Soit p1; : : : ;pn une famille d'entiers naturels. L'ensemble des ( p1; : : : ;pn)-shu� es, noté
Shp1;:::;pn , est constitué des permutations � 2 � p1+���+pn véri�ant :

� (p1 + � � � + pi + 1) < � � � < � (p1 + � � � + pi+1); avec 0� i � n � 1:

La signature d'un shu � e " (� ) est dé�nie comme la signature de la permutation associée. A partir d'un
élément � 2 Shp1;:::;pn , on dé�nit l'application :

S� : � p1+���+pn �! � p1 � � � � � � pn ;
(t1; : : : ;tp1+���+pn ) 7�! (t � (1); : : : ;t � (p1)); � � � ; (t � (p1+���+pn� 1+1); : : : ;t � (p1+���+pn)):
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Proposition 1.5.6. Soient X et Y deux espaces topologiques. L'application d'Eilenberg et MacLane :

EM : Cs
� (X) 
 Cs

� (Y) �! Cs
� (X � Y);

envoyant deux élémentsf f : � p ! Xget fg : � q ! Ygvers l'élément de Csp+q(X � Y) dé�ni par :

X

� 2Shp;q

" (� )

(

� p+q
S�

//� p � � q
f � g

//X � Y

)

fait de Cs
� : Top! dg-VectK un foncteur monoïdal symétrique.

Si O est uneS-opérade symétrique topologique alors Cs
� (O) est aussi uneS-opérade symétrique dans

la catégorie desK -espaces vectoriels gradués dont les compositions opéradiques partielles sont dé�nies
grâce à l'application de Eilenberg et MacLane :

� i : Cs
� (O)(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 Cs

� (O)(s0
1; : : : ;s0

m; si) Cs
� (� i )� EM

//Cs
� (O)(s1; : : : ;si� 1; s0

1; : : : ;s0
m; si+1; : : : ;sn; sn+1) :

Les axiomes opéradiques sont véri�és car, via l'application de Eilenberg et MacLane, le foncteur Cs
� est

monoïdal symétrique. De même, si X = fXsgs2S est une algèbre sous l'opérade colorée topologique O
alors la famille de K -espaces vectorielsfCs

� (Xs)gs2S est une Cs
� (O)-algèbre :

� : Cs
� (O)(s1; : : : ;sn; sn+1) 
 Cs

� (Xs1) 
 � � � 
 Cs
� (Xsn ) EM

//Cs
� (O(s1; : : : ;sn; sn+1) � Xs1 � � � � � Xsn ) Cs(� )

//Cs
� (Xsn+1) :

En passant à l'homologie, on montre que H � (O) est aussi une S-opérade di� érentielle graduée et que
l'homologie des O-algèbres sont desH � (O)-algèbres.

Proposition 1.5.7. [10] Une H� (C2)-algèbre, ou algèbre de Gerstenhaber, est la donnée d'unK -espace vectoriel
di� érentiel gradué V muni d'un produit commutatif et d'un crochet de Lie de degré1 :

. [� ; � ] : Vn 
 K Vm �! Vn+m+1;

. � �� : Vn 
 K Vm �! Vm+n;

véri�ant la relation suivante :

[v1 ; v2 � v3] = [v1 ; v2] � v3 + (� 1)(jv1j� 1)jv2jv2 � [v1 ; v3];

avec un élément particulier1 2 V étant une unité pour le produit et tel que[v ; 1] = 0, avec v2 V.

Dé�nition 1.5.8. Le complexe de Hochschild associé à un bicomplexe (X � ; � ; d1 ; d2) est dé�ni de la façon
suivante :

CHp(X � ; � ; d1 ; d2) :=
Y

l� 0

Xp+l ; l et d = d1 + (� 1)p+1d2:

On note HH � (X � ; � ; d1 ; d2) l'homologie du complexe de Hochschild. S'il n'y a pas d'ambiguïté sur les
di � érentielles, on désigne par HH � (X � ; � ) l'homologie de Hochschild associée à (X � ; � ; d1 ; d2).

Exemple 1.5.9. On désigne par A sK = Cs
� (A s) � H � (A s) l'opérade dans la catégorie des espaces vectoriels

di � érentiels gradués. Soit O une opérade multiplicative dans la catégorie dg-VectK . Cela signi�e qu'il
existe un morphisme d'opérade � : A sK ! O induisant un élément particulier m = � (m2) 2 O(2).
L'opérade O dispose d'une bigraduation O� ; � provenant de la graduation de O et de l'arité de l'opérade
O. On introduit alors le bicomplexe dont les di � érentielles sont dé�nies de la façon suivante :

. d1 : Op;q ! Op� 1 ;q; issue de la di� érentielle de O(q);

. d2 : Op;q ! Op;q+1; x 7!
pP

i=1
(� 1)ix � i m �

2P

i=1
(� 1)im � i x:

Gerstenhaber et Voronov dans [51], puis Turchin dans la cas gradué [47] montrent que l'homologie de
Hochschild associée à ce bicomplexe est une algèbre de Gerstenhaber. Par convention, six 2 O(n) alors
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jxj = n et x̃ correspond à la graduation de x dans l'espace vectoriel gradué O(n). Si x et y sont deux
éléments deO alors le crochet de Lie provient de l'opération suivante :

[x ; y] =
jxjX

i=1

(� 1)� i x � i y � (� 1)(x̃+jxj� 1)(ỹ+jyj� 1)
jyjX

i=1

(� 1)�
0
i y � i x;

avec � i = (jyj � 1)(i � 1) + (jxj � 1)ỹ et � 0
i = (jxj � 1)(i � 1) + (jyj � 1)x̃. De plus, on a [m; m] = 0 et le produit

commutatif entre deux éléments x et y provient de la formule :

x � y =  (m; x ; y);

avec  la composition opéradique totale associée àO.

Proposition 1.5.10. [51, Théorème 3.3] Une H� (SC2)-algèbre, ou sc2-algèbre, est la donnée d'un couple deK -
espaces vectoriels di� érentiels gradués(V ; V0) tel que V est une algèbre de Gerstenhaber et V0 est muni d'un
produit associatif et d'une structure de module à gauche sous l'algèbre commutative V :

. � � i � : V0
n 
 K V0

m �! V0
n+m;

. � � e� : Vn 
 K V0
m �! V0

m+n:

Exemple 1.5.11. On désigne par A ctK = Cs
� (A ct) � H � (A ct) la fo; cg-opérade dans la catégorie des espaces

vectoriels di � érentiels gradués. SoitO une opérade pointée dans la catégoriedg-VectK . Cela signi�e qu'il
existe un morphisme d'opérades � : A ctK ! O. En particulier, on dispose de deux éléments particuliers :

mc 2 O(c; c; c) et mo 2 O(c;o;o):

Comme pour l'exemple 1.5.9, les familles d'espaces vectoriels di� érentiels gradués Oc et Oo fournissent
deux bicomplexes dont le couple d'homologies de Hochschild est une sc2-algèbre. Comme la restriction
de � à la couleur fermée est un morphisme d'opérades � c : A sK ! Oc, l'homologie de Hochschild
associée àOc est une algèbre de Gerstenhaber. Six et y sont deux éléments de Oo alors le produit
associatif provient de l'opération suivante :

x � i y = x � jxj y:

Si x 2 Oc et y 2 Oo alors la structure de module à gauche est obtenue à partir de l'opération suivante :

x � e y =  (mo ; x ; y);

avec  la composition opéradique totale issue de O. Dans le chapitre 5, on étudiera plus attentivement
cette structure lorsque O provient du complexe des chaines singulières associé à une opérade pointée
topologique.
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2
Catégorie modèle, espace des morphismes dérivé

Dans le chapitre précédent, on a montré que si un couple d'espaces semi-cosimpliciaux (Oc ; Oo)
provient d'une opérade pointée stricte O alors les espaces topologiquessTot(Oc) et sTot(Oo) ont res-
pectivement le type d'homotopie d'un espace de lacets double et de lacets simple. De plus on a émis
l'hypothèse que le couple d'espaces forme une algèbre sous l'opérade topologique SC2. A�n d'identi�er
explicitement les espaces de lacets et de lacets relatifs entrant en jeu, on doit dé�nir une structure de
catégorie modèle sur les opérades colorées ainsi que les bimodules (in�nitésimaux).

Ce chapitre est divisé en deux sections. La première section consiste à rappeler les notions sur les
catégories modèles nécessaires pour la suite de la thèse et pour la compréhension du théorème de transfert
permettant de dé�nir une structure de catégorie modèle à partir d'une adjonction. La seconde section est
donc consacrée à la construction des di� érentes adjonctions a�n d'appliquer le théorème de transfert pour
la catégorie des opérades colorée ainsi que la catégorie des bimodules (in�nitésimaux). On déterminera
aussi des remplacements co�brants des opérades A ct et A s en tant que bimodules (in�nitésimaux)
pour calculer des espaces de morphismes dérivés. En particulier, on prouvera les équivalences faibles
suivantes :

Ibimodh
A ct>0

(A ct ; O) ' Ibimodh
A s>0

(A s; Oc) ' sTot(Oc):

2.1 Introduction aux catégories modèles et au théorème de transfert

La théorie des catégories modèles a été introduite par Quillen dans [36] a�n d'axiomatiser les condi-
tions requises à une catégorie pour permettre une théorie de l'homotopie. L'idée est de mimer la théorie
de l'homotopie classique pour les espaces topologiques. La plupart des notions abordées dans cette
section sont étudiées de manière plus approfondie par Dwyer et Spalinski [16], Hirschhorn [25] ainsi que
Hovey [28]. L'objectif, dans le cas présent, est d'énoncer les dé�nitions ainsi que les lemmes nécessaires
pour la suite de la thèse et, en particulier, le théorème de transfert. Pour ce dernier, on se réfère à l'article
[2] de Berger et Moerdijk.

2.1.1 Catégorie modèle

Dé�nition 2.1.1. Soient f : X ! Y et g : A ! B deux morphismes dans une catégorie C. On dit que f est
un rétractde g s'il existe un diagramme commutatif :

X
i1 //

f
��

A
j1 //

g

��

X

f
��

Y
i2

//B
j2

//Y

avec j1 � i1 = idX et j2 � i2 = idY.

Dé�nition 2.1.2. Une catégorie modèleest la donnée d'une catégorie C ainsi que de trois classes de mor-
phismes stables par composition et contenant les morphismes identités. Ces trois classes sont appelées
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respectivement les équivalences faibles ( � //), les �brations ( � ) et les co�brations ( ,! ). Un morphisme
qui est à la fois une équivalence faible et une �bration (resp. co�bration) est appelé une �bration acyclique
(resp. une co�bration acyclique). Les trois classes de morphismes doivent véri�er les axiomes suivants :

MC1 : La catégorieC admet des colimites et des limites �nies.

MC2 : Soient f et g deux morphismes de C composables. Si deux morphismes sur trois parmi f , g et
g� f sont des équivalences faibles alors le troisième morphisme est aussi une équivalence faible.

MC3 : Soient f et g deux morphismes de C. Si f est un rétract de g avec g appartenant à l'une des trois
classes de morphismes alorsf appartient à la même classe queg.

MC4 : Le diagramme (2:1) possède un relèvementh si on est dans l'un des cas suivants :

. i est une co�bration et p est une �bration acyclique,

. i est une co�bration acyclique et p est une �bration.

A

i
��

//X

p

��
B //

h

??

Y

(2.1)

MC5 : Tout morphisme f peut se décomposer de deux façons :

. f = p � i avec i est une co�bration et p est une �bration acyclique,

. f = p � i avec i est une co�bration acyclique et p est une �bration.

Remarque2.1.3. Notre dé�nition de catégorie modèle correspond à la notion de catégorie modèle fermée
au sens de Quillen [36] à cause de l'axiome MC1. Le fait qu'une catégorie possède des colimites et
des limites �nies implique notamment l'existence d'un objet initial et d'un objet �nal notés ; et �
respectivement.

Exemple 2.1.4. La catégorie au-dessousX # C
SoientC une catégorie modèle etX un objet de C. La catégorieX # C a pour objet les couples (Y ; fY) avec
Y un objet de C et fY 2 C(X ; Y). Un morphisme f : (Y ; fY) ! (Y0; fY0) est la donnée d'un morphisme
f 2 C(Y ; Y0) tel que l'on ait le diagramme commutatif :

X
fY

••

fY0

  
Y

f
//Y0

La catégorieX # Chérite d'une structure de catégorie modèle de C. Un morphisme f : (Y ; fY) ! (Y0; fY0)
est une équivalence faible (resp. une �bration ou une co�bration) si le morphisme sous-jacent f : Y ! Y0

est une équivalence faible (resp. une �bration ou une co�bration) dans C. Notons que (X ; idX) est l'objet
initiale de la catégorie X # C.

Exemple 2.1.5. La catégorie produit
Q

Cs

SoientSun ensemble etfCsgs2S une famille de catégories modèles. La catégorie produit
Q

Cs possède une
structure de catégorie modèle où ( fs)s2S est une équivalence faible (resp. une �bration ou une co�bration)
si, pour tout s 2 S, le morphisme fs est une équivalence faible (resp. une �bration ou une co�bration)
dans la catégorieCs.

Dé�nition 2.1.6. Si un diagramme de la forme (2:2) possède un relèvement h alors on dit que g a la
propriété de relèvement à gauche par rapport à f et que f a la propriété de relèvement à droite par
rapport à l'application g.

A

g

��

//X

f
��

B //
h

??

Y

(2.2)
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Exemple 2.1.7. La catégorie modèle de Serre sur les espaces topologiques
Dans la catégorie modèle de Serre, une application continue f : X ! Y entre deux espaces topologiques
X et Y est :

. une équivalence faible si, pour tout point x 2 X, l'application f �
n : � n(X ; x) ! � n(Y ; f (x)) est un

isomorphisme pour n � 1 et l'application f �
0 : � 0(X) ! � 0(Y) est une bijection,

. une �bration de Serre si, pour tout CW-complexe A, les diagrammes de la forme (2:3) possèdent
un relèvement h :

A � f 0g

��

//X

f

��
A � [0 ; 1] //

h

::

Y

(2.3)

. une co�bration si f possède la propriété de relèvement à gauche par rapport aux �brations de
Serre acycliques.

Exemple 2.1.8. La catégorie modèle de Hurewicz sur les espaces topologiques
Dans la catégorie modèle de Hurewicz, une application continue f : X ! Y entre deux espaces topolo-
giques X et Y est :

. une équivalence faible si f est une équivalence d'homotopie,

. une �bration de Hurewicz si, pour tout espace A, les diagrammes de la forme (2:4) possèdent un
relèvement h :

A � f 0g

��

//X

f

��
A � [0 ; 1] //

h

::

Y

(2.4)

. une co�bration si f possède la propriété de relèvement à gauche par rapport aux �brations de
Hurewicz acycliques.

Remarque2.1.9. Les catégories modèles des exemples (2:1:7) et (2:1:8) sont dé�nies pour les espaces
topologiques en toute généralité. Cependant, Hovey montre dans [28, Théorème 2.4.19 et Théorème
2.4.25] que l'on peut se restreindre aux espaces de Hausdor� compactement engendrés. Le lemme qui
suit énonce une propriété propre aux catégories modèles qui sera utilisée à de nombreuses reprises dans
la suite de la thèse.

Lemme 2.1.10. [16, Proposition 3.14] Dans une catégorie modèleC, les produits �brés préservent les �brations et
les �brations acycliques tandis que les sommes amalgamées préservent les co�brations et les co�brations acycliques.

2.1.2 Catégorie homotopique

Dé�nition 2.1.11. Soient C une catégorie modèle et X un objet de C. Un objet cylindreassocié àX est un
objet de C, noté X ^ I, muni de morphismes :

X
`

X i //X ^ I � //X;

qui factorisent le morphisme idX + idX : X
`

X ! X. Ainsi, deux morphismes f; g : X ! Y sont dits
homotopes s'il existe un objet cylindre X ^ I et un morphisme H : X ^ I ! Y tel que l'on ait le diagramme
commutatif suivant :

; //

��

X
�� f

##

X //

g ,,

X
`

X
H� i

))Y

35



CHAPITRE 2. CATÉGORIE MODÈLE, ESPACE DES MORPHISMES DÉRIVÉ

Notation 2.1.12. Un objet X dans une catégorie modèle C est dit co�brant si le morphisme ; ! X est
une co�bration. De même, X est dit �brant si le morphisme X ! � est une �bration. Un remplacement
co�brant (resp. �brant) de X est la donnée d'un objet de C, noté usuellement Xc (resp. X f ), équipé de
morphismes :

; �•
i

//Xc � //X et (resp. X � //X f
j

////� )

aveci une co�bration et j une �bration. Grâce à l'axiome MC5, on sait que de tels remplacements existent.

Lemme 2.1.13. [16, Lemme 4.21] SoientC une catégorie modèle, X un objet co�brant et Y un objet �brant. La
relation "être homotope" est une relation d'équivalence, notée� h, sur l'ensemble des morphismesC(X ; Y).

Dé�nition 2.1.14. La catégorie homotopique associée à une catégorie modèleC, notée Ch, possède les
mêmes objets queC tandis que les morphismes entre deux objets X et Y, aussi appelé ensemble des
morphismes dérivé, sont dé�nis par :

Ch(X ; Y) := C(Xc ; Y f )=� h :

A partir d'un morphisme f : X ! Y, on peut lui associer un morphisme f̃ : Xc ! Y f , avec Xc un
remplacement co�brant de X et Y f un remplacement �brant de Y. A homotopie près, le morphisme
f̃ ne dépend pas du choix du remplacement �brant et du remplacement co�brant. Par conséquent, on
dispose d'un foncteur :

 C : C �! C h ;

(
 C(X) = X pour tout objet X de C;
 C( f ) = f̃ pour tout morphisme f de C:

(2.5)

Remarque2.1.15. Au �nal, les axiomes liés à la structure de catégorie modèle sont su � sants pour dé�nir
une notion d'homotopie compatible avec la notion usuelle sur les espaces topologiques. En e� et, si on
regarde les espaces topologiques équipés des �brations de Serre, alors un objet cylindre associé à un
espace topologiqueX est donné par l'espace produit X � [0 ; 1].

2.1.3 Catégorie modèle co�brement engendrée

A�n d'étudier l'ensemble des morphismes dérivé Ch(X ; Y), on doit déterminer des remplacements
co�brants et �brants des objets. Même si l'axiome MC5 des catégories modèles nous garantit l'existence
de tels remplacements, il est parfois di � cile de les construire explicitement. Il existe néanmoins des
catégories où les co�brations sont engendrées par un ensemble de morphismes et sont donc plus faciles
à identi�er. Notons que la dé�nition de catégorie modèle co�brement engendrée utilisée dans la thèse
est une version simpli�ée de la dé�nition usuelle, ceci dans le but d'alléger les notations.

Dé�nition 2.1.16. Une catégorie modèle co�brement engendréeest la donnée d'une catégorie modèleC ainsi
que de deux classes supplémentaires de morphismes :

. un ensemble I, appelé la classe des générateurs de co�brations, tel qu'un morphisme f de C est
une �bration acyclique si et seulement si f possède la propriété de relèvement à droite par rapport
aux morphismes de I,

. un ensemble J, appelé la classe des générateurs de co�brations acycliques, tel qu'un morphisme f
de C est une �bration si et seulement si f possède la propriété de relèvement à droite par rapport
aux morphismes de J.

On notera (C ; I ; J) une catégorie modèle co�brement engendrée.

Notation 2.1.17. Soient X et Y deux objets dans une catégorie modèle co�brement engendrée (C; I ; J).
On dit que Y est obtenu à partir de X le long d'une co�bration, s'il existe un morphisme A ! B 2 I tel
que l'on ait la somme amalgamée :

A�• //

��

B

��
X //Y

(2.6)

Grâce au lemme 2.1.10, on sait que l'applicationX ! Y est aussi une co�bration. L'intérêt des catégories
modèles co�brement engendrées réside dans la caractérisation des co�brations.
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Proposition 2.1.18. [25, Proposition 11.2.1] Soit(C ; I ; J) une catégorie modèle co�brement engendrée. Une
application f: X ! Y est une co�bration si et seulement si elle est obtenue comme une limite de co�brations de la
forme(2:6).

Exemple 2.1.19.1) Pour n 2 N et 0 � k � n, le "horn" ^ n
k est le sous-espace de� n dé�nit par :

^ n
k :=

[

i, k

di(� n� 1):

Les espaces topologiques équipés des �brations de Serre forment une catégorie co�brement engendrée
où les ensembles générateurs des co�brations et des co�brations acycliques sont respectivement
donnés par :

I := f @� n ! � n j n � 0g et J := f ^ n
k ! � n j n � 0 et 0 � k � n g:

2) SoientSun ensemble etf(Cs ; Is ; Js)gs2S une famille de catégories modèles. La catégorie modèle produitQ
Cs est aussi co�brement engendrée : l'ensemble générateur des co�brations (resp. des co�brations

acycliques) est donnée par
Q

Is (resp.
Q

Js). En particulier, la catégorie Coll(S), équipée des �brations
de Serre, est une catégorie modèle co�brement engendrée.

2.1.4 Catégorie monoïdale modèle

On a dé�ni la notion d'opérade colorée et de bimodule (in�nitésimal) dans des catégories symétriques
monoïdales. On va donc s'intéresser à la compatibilité entre la structure monoïdale et la structure de
catégorie modèle. Dans ce qui suit, les catégories monoïdales symétriques (C; 
 ; I ) sont supposées
fermées. Cela signi�e que l'endofoncteur � 
 X possède un adjoint à droite noté (� )X :

� 
 X : C � C : (� )X : (2.7)

Dé�nition 2.1.20. Une catégorie monoïdale modèleest la donnée d'une catégorie monoïdale (C ; 
 ; I )
fermée équipée d'une structure de catégorie modèle tel que, pour tout couple de co�brations f : X ! Y
et g : A ! B, le morphisme :

X 
 B
G

X
 A

Y 
 A �! Y 
 B (2.8)

est une co�bration qui est acyclique si l'un des deux morphismes f ou g est acyclique.

Exemple 2.1.21. La catégorie des espaces topologiques équipées des �brations de Serre et du produit
cartésien est une catégorie monoïdale modèle. De plus, comme on travaille avec les espaces de Hausdor�
compactement engendrés et que l'ensemble des morphismes entre deux espaces est muni de la topologie
compact-ouvert, l'adjonction (2 :7) induit un homéomorphisme :

Top( X ; Top(Y ; Z) ) � Top( X � Y ; Z); (2.9)

pour tout triplet d'espaces topologiques X, Y et Z. De même, les catégoriesColl(S; Top), � -IbimodP-Q,
� -BimodP-Q ainsi que la catégorie des opérades symétriques topologiques héritent d'une structure monoï-
dale provenant de Top. Les structures de catégories modèles sur ces catégories, dé�nies dans la second
partie de ce chapitre, sont compatibles avec la structure monoïdale. De plus, dans chacune des catégories
citées ci-dessus, l'ensemble des morphismes dérivé sera munie d'une topologie. On parlera alors d'espace
de morphismes dérivé. Le lemme qui suit est une conséquence de l'adjonction (2:9) et sera utilisé à de
nombreuses reprises dans la suite de la thèse.

Lemme 2.1.22. Dans la catégorie modèle Top équipée des �brations de Serre, si f: X ! Y est une co�bration
alors, pour tout espace Z, l'application induite par la pré-composition avec f est une �bration :

Top(Y ; Z) ! Top(X ; Z):
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2.1.5 Foncteur dérivé et paire de Quillen

Dé�nition 2.1.23. Soient C une catégorie modèle et F : C ! D un foncteur. Le foncteur dérivé à gauche,
noté (LF; t) est l'objet terminal parmi les couples ( G; s) composés d'un foncteur G : Ch ! D et d'une
transformation naturelle s : G �  C ! F, avec C le foncteur (2:5).

Remarque2.1.24. On dé�nit de façon similaire le foncteur dérivé à droite(RF; t) avec RF : Ch ! D un
foncteur et t : F ! (RF) �  C une transformation naturelle. Les foncteurs dérivés à gauche et à droite sont
uniques à isomorphisme naturel près.

Dé�nition 2.1.25. Soit F : C ! D un foncteur entre deux catégories modèles. Le foncteur dérivé total à
gaucheL F : Ch ! D h est dé�ni comme le foncteur dérivé à gauche de la composée  D � F : C ! D h.
De même, le foncteur dérivé total à droiteRF : Ch ! D h est dé�ni comme le foncteur dérivé à droite de la
composée D � F : C ! D h.

Théorème 2.1.26. [16, Théorème 9.7] SoientC et D deux catégories modèles et F: C � D : G une adjonction.
Si F préserve les co�brations et G les �brations alors les foncteurs :

L F : Ch � D h : RG

existent et forment une paire de foncteurs adjoints. De tels couples sont appelés des paires de Quillen.

Proposition 2.1.27. [16, Remarque 9.8] Soit F: C � D : G une adjonction entre deux catégories modèles. Les
énoncés suivants sont équivalents :

i) F préserve les �brations et G préserve les co�brations,

ii ) F préserve les �brations et les �brations acycliques,

iii ) G préserve les co�brations et les co�brations acycliques.

2.1.6 Le théorème de transfert

Théorème 2.1.28. [2, Section 2.5] Soit F: C � D : G une adjonction avec(C; I ; J) une catégorie modèle
co�brement engendrée etD une catégorie possédant des colimites et limites �nies. On dit qu'un morphisme f de
D est une équivalence faible (resp. une �bration) si G( f ) est une équivalence faible (resp. une �bration) dans la
catégorieC. Le morphisme f est une co�bration dansD si elle possède la propriété de relèvement à gauche par
rapport aux �brations acycliques. Cela induit une structure de catégorie modèle co�brement engendrée surD si
les conditions suivantes sont satisfaites :

i) G préserve les colimites �ltrantes,

ii ) D possède un remplacement �brant fonctoriel,

iii ) si D f désigne la sous-catégorie pleine constituée des objets �brants deD alors il existe un endofoncteur
Path(� ) : D f ! D f tel que, pour tout objet �brant X, Path(X) factorise l'application diagonale :

X �

i
//Path(X)

j
////X � X;

avec i une équivalence faible et j une �bration.
De plus, le couple(F; G) forme une paire de Quillen et les ensembles générateurs des co�brations et des co�brations
acycliques deD sont donnés par :

I0 := f F( f ) j f 2 I g et J0 := f F( f ) j f 2 Jg:

Exemple 2.1.29. On dispose d'une adjonction entre les collections topologiques et les collections topo-
logiques symétriques :

� [� ] : Coll(S) � � -Coll(S) : U ; (2.10)

avec U le foncteur oubliant l'action du groupe des permutations et � [� ] le foncteur envoyant une
collection M vers la collection symétrique dé�nie par :

� [M](s1; : : : ;sn; sn+1) :=
a

� 2� n

M(s� (1); : : : ;s� (n); sn+1):
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Dans l'article [2], Berger et Moerdijk montrent alors qu'on peut appliquer le théorème de transfert à l'ad-
jonction (2:10) et ainsi dé�nir une structure de catégorie modèle co�brement engendrée sur � -Coll(S). En
e� et, la catégorieColl(S), munie des �brations de Serre, est une catégorie modèle co�brement engendrée.
La catégorie � -Coll(S) possède une structure monoïdale dé�nie par :

(M1 � M2)(s1; : : : ;sn; sn+1) := M1(s1; : : : ;sn; sn+1) � M2(s1; : : : ;sn; sn+1);

dont l'action du groupe des permutations provient de l'action diagonale :

� � : (M1 � M2)(s1; : : : ;sn; sn+1)
� � � � �

//(M1 � M2)(s� (1); : : : ;s� (n); sn+1):

Ainsi dé�nis, U et � [� ] sont des foncteurs monoïdaux et U préserve les colimites �ltrantes. Par consé-
quent la catégorie � -Coll(S) possède aussi les colimites et les limites �ltrantes. De plus, comme tous
les objets deColl(S) sont �brants, tous les objets de � -Coll(S) sont aussi �brants et l'identité fournit un
remplacement �brant fonctoriel.

Il reste à véri�er la condition ( iii ). A partir d'une collection symétrique M on introduit Path(M) comme
la collection symétrique :

Path(M)(s1; : : : ;sn; sn+1) := Top
�
[0 ; 1] ; M(s1; : : : ;sn ; sn+1)

�
:

Si f1 est un point de Path(M) alors pour tout � 2 � n on dé�nit l'action du groupe des permutations de la
façon suivante :

f1 � � : [0 ; 1] ! M(s1; : : : ;sn; sn+1) ; t 7! f1(t):�

La factorisation de l'application diagonale est obtenue via les morphismes suivants :

M i //Path(M)
j //M � M;

avec i le morphisme de collections symétriques envoyant un point x vers le chemin constant en x.
Grâce à l'homotopie qui contracte un chemin sur son point d'origine, on sait que l'application i est une
équivalence faible. Par ailleurs, le morphisme de collections symétriques j est dé�ni de la façon suivante :

j : Path(M)(s1; : : : ;sn; sn+1) �! (M � M)(s1; : : : ;sn; sn+1);

f 7�! ( f (0) ; f (1)):

Pour montrer que l'application j est une �bration, il su � t de véri�er que, pour chaque combinaison
d'entrée, l'application j induit une �bration de Serre. Or, pour une combinaison de couleurs �xée,
l'application j peut s'interpréter de la façon suivante :

j : Top
�
[0 ; 1] ; M(s1; : : : ;sn; sn+1)

�
�! Top

�
@[0 ; 1] ; M(s1; : : : ;sn; sn+1)

�
: (2.11)

Comme @� 1 ! � 1 est une co�bration, l'application (2 :11) est une �bration d'après le lemme 2.1.22.
De manière similaire, Berger et Moerdijk ont montré que la catégorie � -Coll(S)� est aussi une catégorie
modèle co�brement engendrée dont tous les objets sont �brants.

2.2 Applications du théorème de transfert aux opérades et aux bimo-
dules (in�nitésimaux)

Soient P et Q deux S-opérades symétriques avecS un ensemble. L'objectif de cette section est de
dé�nir une structure de catégorie modèle sur les opérades colorées symétriques ainsi que sur les P-Q
bimodules (in�nitésimaux). Pour cela, remarquons que l'on dispose de foncteurs oubliant les di � érentes
structures :

U : � -OperadS �! � -Coll(S)� ;

U : � -BimodP-Q �! � -Coll(S);

U : � -IbimodP-Q �! � -Coll(S):

(2.12)
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Or on sait que les catégories � -Coll(S)� et � -Coll(S), équipées des �brations de Serre, sont des catégo-
ries modèles co�brement engendrées dont tous les objets sont �brants. A�n d'utiliser le théorème de
transfert 2.1.28, on doit construire des adjoints à gauche aux di� érents foncteurs oublis (2:12). Les trois
constructions sont similaires. Il s'agit dans un premier temps d'identi�er l'ensemble d'arbres encodant
la structure recherchée puis d'indexer les sommets des arbres par des éléments de� -Coll(S) adéquats.
Ce type de construction a été introduite par Vogt dans [5] pour le cas opéradique sans couleur. On se
réfère aussi a Berger et Moerdijk [3] ainsi que Vogt [50] pour des constructions similaires.

2.2.1 Arbre planaire et opérade colorée libre

Dé�nition 2.2.1. Un arbre planaire Test la donnée d'un graphe planaire �ni contractile muni d'une arête
et d'un sommet particuliers, appelés respectivement le tronc et la racinede l'arbre T et notés e0 et r.
Le tronc est uniquement connecté à la racine de l'arbre. De plus, un arbre planaire est équipé d'une
orientation en direction de la racine. Pour la suite, on pose les notations suivantes :

. L'ensemble des sommets et l'ensemble des arêtes de l'arbreT sont notés V(T) et E(T) respectivement.
L'ensemble des arêtes internes Eint (T) est constitué des arêtes deT reliant deux sommets. Chaque
sommet et arête est connecté à la racine par un unique chemin composé d'arêtes.

. Si eest une arête interne alors son sommet le plus proche de la racine est nommé lesommet buttandis
que son autre sommet est appelé lesommet sourcede e. Ils sont notés respectivement t(e) et s(e).

. Les arêtes, autres que le tronc, connectées à un seul sommet sont appelées lesfeuillesde l'arbre T et sont
naturellement ordonnées par la structure planaire de T. On désigne par in(T) = fl1; : : : ;l jTjgl'ensemble
des feuilles de T, avecjTj le cardinal de in(T).

. Pour tout sommet v, l'ensemble des arêtes ayant pour but le sommet v est ordonné par la structure
planaire de l'arbre T. On désigne cet ensemble parin(v) = fe1(v); : : : ;ejvj(v)gavec jvj le cardinal de in(v).
L'unique arête ayant pour source le sommet v sera notéee0(v).

. Les sommets ne possédant pas d'arête entrante sont appeléssommets univalentstandis que les sommets
possédant une unique arête entrante sont appeléssommets bivalents.

Figure 2.1 – Exemple d'un S-arbre planaire.

Un S-arbre planaire, avec S un ensemble, est la donnée d'un couple (T ; f ) avec T un arbre planaire et
f : E(T) ! S une application indexant les arêtes de l'arbre T par des éléments de S. S'il n'y a pas
d'ambiguïté, on omettra de préciser l'application f et on désignera aussi parei(v) l'élément de Sindexant
l'arête ei(v).

L'ensemble desS-arbres planaires permet uniquement d'encoder la structure d'opérade colorée non-
symétrique. Pour remédier à cela, on va faire agir le groupe des permutations sur les ensembles ordonnés
in(T) et in(v), avecT un S-arbre planaire et v 2 V(T).
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Dé�nition 2.2.2. Un S-arbreest la donnée d'un triplet ( T ; f ; � ) avec (T ; f ) un S-arbre planaire et
� : f1; : : : ;jTjg ! in(T) une bijection indexant les feuilles de l'arbre. La bijection � peut être assimilée à un
élément du groupe des permutations � jTj. Notons que si l'arbre T ne possède pas de sommet univalent
alors, pour tout sommet v de T, l'indexation � induit une indexation sur l'ensemble in(v) :

� v : f1; : : : ;jvjg ! in(v) := fe1(v); : : : ;ev(v)g;

avecei(v) < ej(v) si la plus petite indexation des feuilles au-dessus de l'arête ei(v) est inférieure à la plus
petite indexation des feuilles au-dessus de ej(v). S'il n'y a pas d'ambiguïté, on omettra de préciser les
applications f et � .

Figure 2.2 – Exemple d'un S-arbre avec� = (2416735)= (3162745)� 1

Construction 2.2.3. Soient S un ensemble et M 2 � � Coll(S)� une S-collection symétrique pointée. A
partir de M, on peut construire une S-opérade symétrique FS(M) dont les points sont les couples [T ; favg]
avecT un S-arbre et favgune famille de points de M indexant les sommets deT. Plus précisément,FS(M)
est donné par la formule suivante :

FS(M)(s1; : : : ;sn; sn+1) :=
a

(T; f )2S-arbres
f (l i )=si ; f (e0)=sn+1

Y

v2V(T)

M(e1(v); : : : ;ejvj(v) ; e0(v))

,

� :

La relation d'équivalence � est engendrée par les conditions suivantes :

i) Si un sommet est indexé par un point base � s 2 M(s; s) alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

ii ) Si un sommet v est indexé par a� � , avec� 2 � jvj, alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

Soient [T ; favg] 2 FS(M)(s1; : : : ;sn; sn+1) et [T0; fa0
vg] 2 FS(M)(s0

1; : : : ;s0
n; si). La composition opéradique

[T ; favg] � i [T0; fa0
vg] consiste à gre� er l'arbre T0 sur la feuille de T indexée par i, en préservant les

indexations des sommets respectives. De plus, on dispose d'un morphisme de � -Coll(S)� :

i : M �! F S(M);

envoyant un point m 2 M(s1; : : : ;sn; sn+1) vers le couple [T ; fmg] avec T l'arbre planaire obtenu à partir
de la corolle dont les feuilles l i sont indexées respectivement parsi tandis que le tronc est indexé par sn+1.
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Proposition 2.2.4. Le foncteurFS est l'adjoint à gauche au foncteur oubli :

FS : � -Coll(S)� � � -OperadS : U : (2.13)

Démonstration.On se donne O une S-opérade symétrique et M une collection symétrique pointée. Sup-
posons qu'il existe un morphisme de collections symétriques pointées f : M ! O. On doit montrer que ce
morphisme se prolonge de manière unique en un morphisme de S-opérades symétriques f̃ : FS(M) ! O
tel que l'on ait le diagramme commutatif :

M

i
��

f //O

FS(M)
9 ! f̃

<< (2.14)

On va construire l'application f̃ par récurrence sur le nombre de sommets desS-arbres non indexés par
un point particulier de M. Soit [T ; favg] un point de FS(M). SiT possède un seul sommet alors, pour que
la commutativité du diagramme (2 :14) soit véri�ée, on doit avoir l'égalité :

f̃ ([T ; favg]) = f (av):

Supposons que l'application f̃ soit dé�nie pour les S-arbres ayant au plus k sommets aveck > 1. Prenons
[T ; favg] un point de FS(M) avec T ayant k + 1 sommets non indexés par un point particulier de M. Le
point [ T ; favg] se décompose alors sous la forme [T ; favg] = [T1 ; fa1

vg] � i [T2 ; fa2
vg] avec T2 une corolle et

T1 un S-arbre ayant k sommets non indexés par un point particulier de M. Pour que f̃ soit un morphisme
de S-opérades symétriques, on doit avoir l'égalité :

f̃ ([T ; favg]) = f̃ ([T1 ; fa1
vg]) � i f (a2

v): (2.15)

Les propriétés des S-opérades symétriques impliquent que cette dé�nition ne dépend pas du choix de
la décomposition et que f̃ est dé�nie de manière unique. �

Théorème 2.2.5. La catégorie� -OperadS possède une structure de catégorie modèle co�brement engendrée dont
tous les objets sont �brants.

Démonstration.On va appliquer le théorème de transfert 2 :1:28 avec l'adjonction (2:13). On rappelle que
la catégorie � -Coll(S)� , équipée des �brations de Serre, est une catégorie modèle co�brement engendrée
dont tous les objets sont �brants. Par conséquent, tous les objets de la catégorie� -OperadS sont �brants
et l'identité fournit un remplacement �brant fonctoriel.

Comme dans l'exemple 2.1.29, la catégorie desS-opérades symétriques possède une structure monoï-
dale et le foncteur oubli préserve les colimites �nies et la structure monoïdale. Par conséquent, � -OperadS
possède les colimites et les limites �nies.

A�n de véri�er la condition ( iii ) du théorème de transfert, à partir d'une S-opérade symétrique O on
introduit Path(O) comme la collection symétrique :

Path(O)(s1; : : : ;sn; sn+1) := Top
�
[0 ; 1] ; O(s1; : : : ;sn; sn+1)

�
:

Pour tout élément s 2 S, on dispose de l'application constante en � s 2 O(s; s). Par conséquent, laS-
collection Path(O) est pointée. De plus, la structure opéradique de Path(O) est dé�nie de la manière
suivante. Si f1 2 Path(O)(s1; : : : ;sn; sn+1) et f2 2 Path(O)(s0

1; : : : ;s0
m; si) alors la composée f1 � i f2 est donnée

par :
f1 � i f2 : [0 ; 1] �! O(s1; : : : ;si� 1; s0

1; : : : ;s0
m; si+1; : : : ;sn; sn+1);

t 7�! f1(t) � i f2(t):

La factorisation de l'application diagonale est obtenue via les morphismes suivants :

O i //Path(O)
j //O � O;
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avec i le morphisme de S-opérades symétriques envoyant un point x vers le lacet constant enx. Grâce
à l'homotopie qui contracte un chemin sur son point d'origine, on sait que l'application i est une
équivalence faible. Par ailleurs, le morphisme de S-opérades symétriques j est dé�ni de la façon suivante :

j : Path(O)(s1; : : : ;sn; sn+1) �! (O � O)(s1; : : : ;sn; sn+1);

f 7�! ( f (0) ; f (1)):

Pour montrer que l'application j est une �bration, il su � t de véri�er que, pour chaque combinaison
d'entrée, l'application j induit une �bration de Serre. Or, pour une combinaison de couleurs �xée,
l'application j peut s'interpréter de la façon suivante :

j : Top
�
[0 ; 1] ; O(s1; : : : ;sn; sn+1)

�
�! Top

�
@[0 ; 1] ; O(s1; : : : ;sn; sn+1)

�
: (2.16)

Comme @� 1 ! � 1 est une co�bration, l'application (2 :16) est une �bration d'après le lemme 2.1.22. �

Dé�nition 2.2.6. Soient f : A ! B une application continue entre deux espaces topologiques et C un
espace contenantA. L'espace des applications continuesg : C ! B tel que gjA = f est noté :

Topf
�
(C; A) ; B

�
:

Lemme 2.2.7. [49, Lemme 2.2] Soient P et Q deux S-opérades symétriques topologiques. Si P est obtenu à partir
de Q le long d'une co�bration :

FS(A)
FS(i) //

f̃
��

FS(B)

��
M //N

alors, pour tout morphisme de S-opérades symétriques g: N ! Y, on a l'homéomorphisme :

� -OperadgS
�
(M ; N) ; Y

�
� � -Coll(S)g� f

�
(A ; B) ; Y

�
:

Remarque2.2.8. La proposition 2.3, le théorème 2.2.5 ainsi que le lemme 2.2.7 ont des analogues dans le
cas desS-opérades non symétriques. Pour cela, il su� t de se restreindre aux S-arbres planaires et de ne
pas tenir compte de l'axiome ( ii ) dans la construction 2.2.3. Par abus de notation, on notera par FS le
foncteur libre dans le cas non symétrique.

2.2.2 Arbre à section borné et bimodule libre

Dé�nition 2.2.9. Soient P et Q deux opérades symétriques. Les arbres encodant la structure des (P-Q)�

bimodules sont dé�nis de la façon suivante :

. Le joint entre deux sommets v1 et v2 d'un S-arbre T, noté j(v1 ; v2), est le premier sommet commun
aux chemins reliant les sommets v1 et v2 à la racine. Si j(v1 ; v2) = r alors on dit que les sommets sont
connectés à la racine. De même, sij(v1 ; v2) 2 fv1 ; v2galors on dit que les sommets sont connectés. Par
exemple, sur la �gure 2 :3, les sommetsv1 et v2 sont connectés à la racine tandis que les sommetsv1 et
p1 sont connectés.

. Si T est un S-arbre alors on dé�nit la distance d : V(T) � V(T) ! N comme étant le nombre d'arêtes
internes composant le chemin reliant v1 et v2 lorsque les deux sommets sont connectés. Dans le cas où
les sommetsv1 et v2 ne sont pas connectés, on posed(v1 ; v2) = d(v1 ; v) + d(v2 ; v) avec v le joint entre
les sommetsv1 et v2. Par exemple, sur la �gure 2 :3 on a d(v1 ; r) = 2 et d(v1 ; v2) = 4.

. L'ensemble des S-arbres à section borné, noté S-section, est constitué des couples (T ; Vp(T)), avec T
un S-arbre et Vp(T) un sous-ensemble de sommets deT appelés perles. De plus, on demande que
chaque chemin reliant une feuille ou sommet univalent à la racine passe par une unique perle et que
l'ensemble Vp(T) véri�e la relation suivante :

8v 2 V(T) nVp(T); 8p 2 Vp(T); j(v ; p) 2 fv ; pg ) d(v ; p) = 1:

Les perles forment ainsi une section divisant l'arbre en deux parties. On désigne par Vu(T) l'ensemble
des sommets au-dessus de la section et parVd(T) ceux au-dessous de la section.
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Figure 2.3 – Exemple d'un S-arbre à section borné.

Construction 2.2.10. Soient P et Q deux S-opérades symétriques avecS un ensemble. A partir d'une
collection symétrique M, on construit le (P-Q)� bimodule FB(M) dont les points sont les couples [T ; favg]
avec T un S-arbre à section borné et favgune famille de points indexant les sommets de l'arbre T. Les
perles de l'arbre sont indexées par des points de M tandis que les autres sommets sont indexés par des
points de Q ou de P selon si le sommet est au-dessus ou au-dessous de la section. Plus précisément,
FB(M) est donné par :

a

T2S-section

Y

v2Vd(T)

P(e1(v); : : : ;ejvj(v); e0(v)) �
Y

v2Vp(T)

M(e1(v); : : : ;ejvj(v); e0(v)) �
Y

v2Vu(T)

Q(e1(v); : : : ;ejvj(v); e0(v))

,

�

avec � la relation d'équivalence engendrée par :

i) Si un sommet est indexé par une unité � s des opéradesP ou Q, alors on a la relation suivante :

ii ) Si un sommet v est indexé par a� � , avec� 2 � jvj, alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

A�n de dé�nir la structure de bimodule à droite, notons qu'un point a 2 Q(s1; : : : ;sn ; s0
i ) peut être

interprété comme une corolle non perlée ayant n entrées indexées respectivement par les couleurssi

et la sortie par la couleur s0
i tandis que le sommet est indexé par le point a. Si [T ; favg] est un point de

FB(M)(s0
1; : : : ;s0

m; sm+1) alors la composée [T ; favg] � i a consiste à gre� er la corolle associé àa sur la i-ème
feuille de T puis à contracter les arêtes internes reliant deux sommets non perlés grâce à la structure
opéradique de Q.

Figure 2.4 – Illustration de la structure de Q-bimodule à droite.
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De manière similaire, si b est un point de P(s1; : : : ;sn ; sn+1) et [Ti ; fai
vg] une famille de points dans les

espacesFB(M)(si
1; : : : ;si

mi
; si) alors la structure de P-bimodule à gauche consiste à gre� er sur chacune des

entrées de la corolle associée àb le point [ Ti ; fai
vg] correspondant puis à contracter l'ensemble des arêtes

internes reliant deux sommets non perlés en utilisant la structure opéradique de P. De plus, on dispose
d'un morphisme entre collections symétriques :

i : M �! F B(M);

envoyant un point m 2 M(s1; : : : ;sn; sn+1) vers le couple [T ; fmg] avec T la corolle perlée dont les feuilles
l i sont indexées respectivement parsi tandis que le tronc est indexé par sn+1.

Proposition 2.2.11. [13] Le foncteurFB est l'adjoint à gauche au foncteur oubli :

FB : � -Coll(S) � � -BimodP-Q : U :

Démonstration.On se donne M0 un (P-Q)� bimodule et M une collection symétrique. Supposons qu'il
existe un morphisme de collections symétriques f : M ! M0. On doit montrer que ce morphisme se
prolonge de manière unique en un morphisme de ( P-Q)� bimodules f̃ : FB(M) ! M0 tel que l'on ait le
diagramme commutatif :

M

i
��

f //M0

FB(M)
9 ! f̃

;; (2.17)

On va construire l'application f̃ par récurrence sur le nombre de sommets non perlés. Soit [T ; favg] un
point de FB(M). SiT ne possède pas de sommet non perlé alorsT est obligatoirement une corolle à cause
des restrictions sur les arbres à section bornée. Pour que le diagramme (2:17) soit commutatif, on doit
avoir l'égalité :

f̃ ([T ; favg]) = f (av):

Supposons queT possède un unique sommet non perlé. Dans ce cas, il existe une unique arête interne
eet il y a deux possibilités à considérer. Si s(e) est une perle alors t(e) est indexé par un élément de P(1).
Pour que f̃ soit un morphisme de ( P-Q)� bimodules, on doit avoir l'égalité :

f̃ ([T ; favg]) = at(e) � 1 f (as(e)):

Si t(e) est une perle alors s(e) est indexé par un élément de Q et [T ; favg] se décompose sous la forme
[T1 ; fat(e)g] � i [T2 ; fas(e)g] avec T1 et T2 des corolles. Pour que f̃ soit un morphisme de ( P-Q)� bimodules,
on doit avoir l'égalité :

f̃ ([T ; favg]) = f (at(e)) � i as(e):

Supposons que l'application f̃ soit dé�nie pour les S-arbres ayant au plus k sommets non perlés avec
k > 1. Prenons [T ; favg] un point de FB(M) avec T ayant k + 1 sommets non perlés. Le point [T ; favg] se
décompose alors sous la forme [T ; favg] = [T1 ; fa1

vg] � i [T2 ; fa2
vg] avec T2 une corolle dont le sommet est

indexé par un point de Q et T1 un S-arbre à section borné ayantk sommets non perlés. Si on veut que f̃
soit un morphisme de ( P-Q)� bimodules, on doit avoir l'égalité :

f̃ ([T ; favg]) = f̃ ([T1 ; fa1
vg]) � i a2

v: (2.18)

Les propriétés des (P-Q)� -bimodules impliquent que cette dé�nition ne dépend pas du choix de la
décomposition et que f̃ est dé�nie de manière unique. �

Théorème 2.2.12. [13] Soient P et Q deux S-opérades symétriques avec S un ensemble. La catégorie� -BimodP-Q

possède une structure de catégorie modèle co�brement engendrée dont tous les objets sont �brants.

Démonstration.La preuve est similaire à celle du théorème 2.2.5. Il su� t juste de remarquer que la
catégorie � -Coll(S) , équipée des �brations de Serre, est une catégorie modèle co�brement engendrée
dont tous les objets sont �brants. �
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Lemme 2.2.13. [49, Lemme 2.2] Soient M et N deux (P-Q)� bimodules avec P et Q deux S-opérades symétriques
topologiques. Si M est obtenu à partir de N le long d'une co�bration :

FB(A)
FB(i) //

f̃
��

FB(B)

��
M //N

alors, pour tout morphisme de (P-Q)� bimodules g: N ! Y, on a l'homéomorphisme :

� -Bimodg
P-Q

�
(M ; N) ; Y

�
� � -Coll(S)g� f

�
(A ; b) ; Y

�
:

Remarque2.2.14. La proposition 2.2.11, le théorème 2.2.12 ainsi que le lemme 2.2.13 ont des analogues
dans le cas où P et Q sont des S-opérades non symétriques. Pour cela, il su� t de se restreindre aux
S-arbres planaires et de ne pas tenir compte de l'axiome (ii ) dans la construction 2.2.10. Par abus de
notation, on notera par FB le foncteur libre dans le cas non symétrique.

Proposition 2.2.15. [13] Un remplacement co�brant de l'opéradeA ct>0 en tant queA ct>0-bimodule est dé�ni
par la collection� 2 Coll(fo; cg) de typeA ct>0 :

� (n ; c) = [0 ; 1]n� 1 pour n > 0 et � (n ; o) = [0 ; 1]n� 1 pour n > 0,

dont la structure de bimodule est donnée par les formules suivantes :

. � � i � 2 ;c : � (n ; c) ! � (n + 1 ; c) ; (t1; : : : ;tn� 1) 7! (t1; : : : ;t i� 1; 0; t i ; : : : ;tn� 1); 1 � i � n;

. � � i � 2 ;c : � (n ; o) ! � (n + 1 ; o) ; (t1; : : : ;tn� 1) 7! (t1; : : : ;t i� 1; 0; t i ; : : : ;tn� 1); 1 � i � n � 1;

. � � n� 2 ;o : � (n ; o) ! � (n + 1 ; o) ; (t1; : : : ;tn� 1) 7! (t1; : : : ;tn� 1; 0);

. � 2 ;c (� ; � ) : � (n ; c) � � (m; c) ! � (n + m; c); (t1; : : : ;tn� 1) ; (t0
1; : : : ;t0

m� 1)7! (t1; : : : ;tn� 1; 1; t0
1; : : : ;t0

m� 1);
. � 2 ;o (� ; � ) : � (n ; c) � � (m; o) ! � (n + m; o); (t1; : : : ;tn� 1) ; (t0

1; : : : ;t0
m� 1)7! (t1; : : : ;tn� 1; 1; t0

1; : : : ;t0
m� 1):

Démonstration.Comme A ct>0 est une opérade colorée engendrée par� 2 ;c et � 2 ;o, les opérations ci-dessus
induisent une structure de A ct>0-bimodule sur la fo; cg-collection � . Pour N > 0, on dé�nit � N comme le
sous-bimodule de � engendré par les espacesf� (n ; k)gk2fo; cg

n2f1;:::;Ng. En d'autres termes les espaces� N� 1(n ; c)
et � N� 1(n ; o) sont les N-2 squelettes de � (n ; c) et � (n ; o) respectivement. Par convention, � 0 est le
A ct>0-bimodule FB(; ). Remarquons alors que le bimodule � N est obtenu à partir de � N� 1 via la somme
amalgamée :

FB(@A) //

��

FB(A)

��
� N� 1

//� N

avec A la fo; cg-collection dé�nie par A(N ; c) = A(N ; o) = [0 ; 1]N� 1 et l'ensemble vide pour les autres
con�gurations d'entrées. Pour N > n, on a l'égalité � N (n ; k) = � (n ; k), avec k 2 fo; cg. Par conséquent,
limN � N = � et donc � peut être obtenu comme une limite de co�brations (voir le lemme 2.1.18). Le
bimodule � est donc co�brant et faiblement équivalent à A ct>0 car ses composantes sont contractiles. �

Remarque2.2.16. Comme la restriction de l'opérade A ct>0 à la couleur fermée est l'opérade associative
stricte, on retrouve le résultat [49, Proposition 4.1] de Turchin disant que � c est une remplacement
co�brant de A s>0 en tant que A s>0-bimodule.

2.2.3 Arbre perlé et bimodule in�nitésimal libre

Dé�nition 2.2.17. L'ensemble desS-arbres perlés, noté S-perle, est constitué des couples (T ; p) avecT un
S-arbre et p 2 V(T) un sommet particulier de T, appelé la perle, satisfaisant la relation suivante :

8v 2 V(T) n fpg; d(v ; p) = 1;

avecd la distance introduite dans la dé�nition 2.2.9. La perle divise l'arbre en deux parties. On désignera
par Vu(T) les sommets situés au-dessus de la perle et parVd(T) ceux en dessous de la perle.
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Figure 2.5 – Exemple d'un S-arbre perlé.

Construction 2.2.18. Soit O une S-opérade symétrique avec S un ensemble. A partir d'une collection
symétrique M, on construit le (O)� -bimodule in�nitésimal symétrique F Ib(M) dont les points sont les
couples [T ; favg] avec T un S-arbre perlé et favgune famille de points indexant les sommets de l'arbre T.
La perle de l'arbre est indexée par un point de M tandis que les autres sommets sont indexés par des
points de O. Plus précisément,F Ib(M) est donné par :

a

T2S-section

M(e1(p); : : : ;ejpj(p); e0(p)) �
Y

v2V(T)nfpg

O(e1(v); : : : ;ejvj(v); e0(v))

,

�

avec � la relation d'équivalence engendrée par :

i) Si un sommet est indexé par une unité � s de l'opérade O alors on a la relation suivante :

ii ) Si un sommet v est indexé par a� � , avec� 2 � jvj, alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

A�n de dé�nir la structure de bimodule in�nitésimal à droite, notons qu'un point a 2 O(s1; : : : ;sn ; s0
i )

peut être interprété comme une corolle non perlée ayant n entrées indexées respectivement par les
couleurs si et la sortie par la couleur s0

i tandis que le sommet est indexé par le point a. Si [T ; favg] est un
point de F Ib(M)(s0

1; : : : ;s0
m; sm+1) alors la composée [T ; favg] � i a consiste à gre� er la corolle associée àa

sur la i-ème feuille de T puis à contracter les arêtes internes reliant deux sommets non perlés grâce à la
structure opéradique de O.

Figure 2.6 – Illustration de la structure de O-bimodule à droite.

On dé�nit de manière similaire la structure de � -bimodule in�nitésimal à gauche sous l'opérade O,
en utilisant la structure opéradique de O. On dispose d'un morphisme entre collections symétriques :

i : M �! F Ib(M);

envoyant un point m 2 M(s1; : : : ;sn; sn+1) vers le couple [T ; fmg] avec T la corolle perlée dont les feuilles
l i sont indexées par si tandis que le tronc est indexé par sn+1.
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Proposition 2.2.19. [13] Le foncteurF Ib est l'adjoint à gauche au foncteur oubli :

F Ib : � -Coll(S) � � -IbimodO : U :

Démonstration.La preuve est similaire à celle de la proposition 2.2.11. On se donneM0 un (O)� -bimodule
in�nitésimal et M une collection symétrique. Supposons qu'il existe un morphisme de collections symé-
triques f : M ! M0. On doit montrer que ce morphisme se prolonge de manière unique en un morphisme
de (O)� -bimodules in�nitésimaux f̃ : F Ib(M) ! M0 tel que l'on ait le diagramme commutatif :

M

i
��

f //M0

F Ib(M)
9 ! f̃

;; (2.19)

On va construire l'application f̃ par récurrence sur le nombre de sommets non indexés par une unité de
l'opérade O. Soit [T ; favg] un point de FB(M). SiT possède un unique sommet alors c'est automatiquement
la perle. Pour que le diagramme (2:19) soit commutatif, on doit avoir l'égalité :

f̃ ([T ; favg]) = f (av):

Supposons que T possède deux sommets. Dans ce cas, il existe une unique arête internee et il y a
deux possibilités à considérer. Si s(e) est la perle alors t(e) est indexé par un élément de O(jt(e)j) et le point
[T ; favg] se décompose sous la forme [T1 ; at(e)] � i [T2 ; as(e)] avec T1 et T2 deux corolles. Pour que f̃ soit un
morphisme de (O)� -bimodules in�nitésimaux, on doit avoir l'égalité :

f̃ ([T ; favg]) = at(e) � i f (as(e)):

Si t(e) est la perle alors s(e) est indexé par un élément de O et [T ; favg] se décompose sous la forme
[T1 ; fat(e)g] � i [T2 ; fas(e)g] avec T1 et T2 des corolles. Pour que f̃ soit un morphisme de ( O)� -bimodules, on
doit avoir l'égalité :

f̃ ([T ; favg]) = f (at(e)) � i as(e):

Supposons que l'application f̃ soit dé�nie pour les S-arbres ayant au plus k sommets, aveck > 2.
Prenons [T ; favg] un point de F Ib(M) avec T ayant k + 1 sommets. Le point [T ; favg] se décompose alors
sous la forme [T ; favg] = [T1 ; fa1

vg] � i [T2 ; fa2
vg] avec T2 une corolle dont le sommet est indexé par un point

de O et T1 un S-arbre perlé ayant k sommets. Si on veut que f̃ soit un morphisme de ( O)� -bimodules
in�nitésimaux, on doit avoir l'égalité :

f̃ ([T ; favg]) = f̃ ([T1 ; fa1
vg]) � i a2

v: (2.20)

Les propriétés des (O)� -bimodules in�nitésimaux impliquent que cette dé�nition ne dépend pas du
choix de la décomposition et que f̃ est dé�nie de manière unique. �

Théorème 2.2.20. [13] Soit O une S-opérade symétrique avec S un ensemble. La catégorie� -IbimodO possède
une structure de catégorie modèle co�brement engendrée dont tous les objets sont �brants.

Démonstration.La preuve est similaire à celle du théorème 2.2.5. Il su� t juste de remarquer que la
catégorie � -Coll(S) , équipée des �brations de Serre, est une catégorie modèle co�brement engendrée
dont tous les objets sont �brants. �

Lemme 2.2.21. [49, Lemme 2.2] Soient M et N deux (O)� -bimodules in�nitésimaux avec O une S-opérade
symétrique topologique. Si M est obtenu à partir de N le long d'une co�bration :

F Ib(A)
F Ib(i) //

f̃
��

F Ib(B)

��
M //N

alors, pour tout morphisme de (O)� -bimodules in�nitésimaux g: N ! Y, on a l'homéomorphisme :

� -Ibimodg
O

�
(M ; N) ; Y

�
� � -Coll(S)g� f

�
(A ; b) ; Y

�
:
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Remarque2.2.22. La proposition 2.2.19, le théorème 2.2.20 ainsi que le lemme 2.2.21 ont des analogues
dans le cas oùO est une S-opérade non symétrique. Pour cela, il su� t de se restreindre aux S-arbres
planaires et de ne pas tenir compte de l'axiome (ii ) dans la construction 2.2.18. Par abus de notation, on
notera par F Ib le foncteur libre dans le cas non symétrique.

Proposition 2.2.23. [13] Un remplacement co�brant de l'opéradeA ct, en tant queA ct>0-bimodule in�nitésimal,
est donné par la collection de typeA ct :

N4 (n ; c) = � n; pour n � 0 et N4 (n ; o) = � n� 1 � [0 ; 1] pour n � 1;

dont la structure de bimodule in�nitésimal sous l'opéradeA ct>0 est dé�nie via les formules suivantes :

. � � i � 2 ;c : N4 (n ; c) ! N4 (n + 1 ; c) ; (t1 � � � � � tn) 7! (t1 � � � � � t i � t i � � � � � tn);

. � � i � 2 ;c : N4 (n ; o) ! N4 (n + 1 ; o) ; (t1 � � � � � tn� 1) � t 7! (t1 � � � � � t i � t i � � � � � tn� 1) � t;

. � � n � 2 ;o : N4 (n ; o) ! N4 (n + 1 ; o) ; (t1 � � � � � tn� 1) � t 7! (t1 � � � � � tn� 1 � 1) � t;

. � 2 ;c � 2 � : N4 (n ; c) ! N4 (n + 1 ; c) ; (t1 � � � � � tn) 7! (0 � t1 � � � � � tn);

. � 2 ;c � 1 � : N4 (n ; c) ! N4 (n + 1 ; c) ; (t1 � � � � � tn) 7! (t1 � � � � � tn � 1);

. � 2 ;o � 2 � : N4 (n ; o) ! N4 (n + 1 ; o) ; (t1 � � � � � tn� 1) � t 7! (0 � t1 � � � � � tn� 1) � t;

. � 2 ;o � 1 � : N4 (n ; c) ! N4 (n + 1 ; o) ; (t1 � � � � � tn) 7! (t1 � � � � � tn) � 1:

Figure 2.7 – Illustration de la structure de bimodule in�nitésimal de N4 .

Démonstration.Comme l'opérade A ct>0 est engendrée par� 2 ;c et � 2 ;o, les opérations ci-dessus induisent
bien une structure de A ct>0-bimodule in�nitésimal sur la collection N4 . On dé�nit ensuite N4 N comme
étant le sous-bimodule in�nitésimal de N4 engendré par les espacesfN4 (n ; c)gN

n=0 et fN4 (n ; o)gN
n=1, avec

N � 0. Par convention, N4 � 1 désigne le bimodule in�nitésimal F Ib(; ). Remarquons dans un premier
temps que N4 0 est obtenu à partir de N4 � 1 via la somme amalgamée :

F Ib(@A) //

��

F Ib(A)

��
N4 � 1

//N4 0
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avecA(0 ; c) = � 0 et l'ensemble vide pour les autres con�gurations d'entrées. Pour traiter le cas général,
�xons N > 0 et posonsB, C les deux collections de type A ct dé�nies par :

B(N ; c) = � N� 1 � f 0g; C(N ; o) = � N� 1 � [0 ; 1]; C(N ; c) = � N

et l'ensemble vide pour les autres con�gurations d'entrées. Notons alors que N4 N est obtenu à partir de
N4 N� 1 via une succession de sommes amalgamées :

F Ib(@B) //

��

F Ib(B)

��
N4 N� 1

//�

et F Ib(@C) //

��

F Ib(C)

��
� //N4 N

L'application d'attachement @B ! N4 N� 1 provient de la restriction au bord de l'inclusion :

i : � N� 1 �! N4 (N ; o) ; (t1; : : : ;tN� 1) 7�! (t1; : : :tN� 1) � f 0g;

tandis que l'application d'attachement @C ! � provient du fait que � (N ; o) est homéomorphe au bord
de l'espace� N� 1 � [0 ; 1]. Comme les applications @B ! B et @C ! C sont des co�brations génératrices
dans la catégorie modèle des collections topologiques, elles induisent donc des co�brations génératrices
dans la catégorie des bimodules in�nitésimaux. Ainsi, N4 N� 1 ! N4 N est une co�bration dans IbimodA ct>0.
Pour N � n, on a les égalitésN4 N (n ; c) = N4 (n ; c) et N4 N (n ; o) = N4 (n ; o). Par conséquent,limN N4 N = N4
et N4 est co�brant en tant que bimodule in�nitésimal sous A ct>0. En�n, l'équivalence faible entre N4 et
A ct>0 provient du fait que les espaces non-vides composant la collection N4 sont contractiles. �

Remarque2.2.24. Comme la restriction de l'opérade A ct à la couleur fermée est l'opérade associative,
on retrouve le résultat [49, Proposition 3.2] de Turchin disant que l'espace semi-cosimplicial N4 c = � �

est un remplacement co�brant de A s en tant que A s>0-bimodule in�nitésimal. Pour tout espace semi-
cosimplicial X � , on a donc l'équivalence faible :

Ibimodh
A s>0

( A s; X � ) ' IbimodA s>0( � � ; X � ) = sTot(X � ):

Ainsi, Turchin [49, Théorème 7.2] et indépendamment Dwyer-Hess [14, Théorème 1.1] ont pu démontré
le théorème suivant :

Théorème 2.2.25. Si M est un bimodule pointé avec M(0) ' � , alors on a l'équivalence faible :

sTot(M) ' 
 Bimodh
A s>0

( A s>0 ; M ):

Si O est une opérade pointée avec O(1) ' � , alors on l'équivalence faible :

Bimodh
A >0

( A s>0 ; O ) ' 
 Operadh( A s>0 ; O ):

Grâce à l'étude du remplacement co�brant N4 , on peut montrer que la structure "trop rigide" de
l'opérade A ct implique que l'espace Ibimodh

A ct>0
( A ct ; M ) est homotopiquement déterminé par sa partie

fermée. Plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.26. [13] Soient� : A ct ! M un morphisme deA ct>0-bimodules in�nitésimaux et(M c ; Mo) le
couple d'espaces semi-cosimpliciaux associé. On a l'équivalence faible :

Ibimodh
A ct>0

( A ct ; M ) ' sTot(M c):

Démonstration.D'après ce qui précède, on sait queN4 est un remplacement co�brant de A ct en tant que
A ct>0-bimodule in�nitésimal tandis que � est un remplacement co�brant de l'opérade A s en tant que
A s>0-bimodule in�nitésimal. On a donc les équivalences faibles :

Ibimodh
A ct>0

( A ct ; M) ' IbimodA ct>0( N4 ; M ) et Ibimodh
A s>0

( A s; M c) ' IbimodA s>0( � ; M c ):

On peut voir IbimodA s>0( � ; M c ) comme un sous-espace deIbimodA ct>0( N4 ; M ) via l'inclusion :

i : IbimodA s>0( � ; M c ) �! IbimodA ct>0( N4 ; M );
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envoyant un morphisme f = f f n : � n ! M(n ; c)gn� 0 vers l'application g dé�nie par :

(
gn ; c : � n ! M(n ; c) ; (t1; : : : ;tn) 7! fn(t1; : : : ;tn);

gn ;o : � n� 1 � [0 ; 1] ! M(n ; o) ; (t1; : : : ;tn� 1) � f tg 7! �2 ;o fn� 1(t1; : : : ;tn� 1):

On va montrer que l'inclusion i induit un rétract par déformation. Pour cela, on dé�nit l'homotopie :

H : IbimodA ct>0( N4 ; M ) � [0 ; 1] �! IbimodA ct>0( N4 ; M );

envoyant un point ( g ; u) vers le morphisme de bimodules in�nitésimaux :

(
H(g; u)n ; c : � n ! M(n ; c) ; (t1; : : : ;tn) 7! gn ; c(t1; : : : ;tn);

H(g; u)n ;o : � n� 1 � [0 ; 1] ! M(n ; o) ; (t1; : : : ;tn� 1) � f tg 7! gn ;o( (t1; : : : ;tn) � (ut + 1 � u) ):

L'homotopie H est bien dé�nie et on dispose de l'égalité H(g; 1) = g. De plus, on a :

H(g; 0)n ;o( (t1; : : : ;tn� 1) � f tg) = gn ;o( (t1; : : : ;tn� 1) � f 1g) = gn ;o( � 2 ;o � 1 (t1; : : : ;tn� 1) )

= � 2 ;c � 1 gn� 1 ;c(t1; : : : ;tn� 1) = i(g)n ;o( (t1; : : : ;tn� 1) � f tg):

Par conséquent H(g; 0) est dans l'image de l'inclusion i. Il nous reste donc à véri�er que pour toute
application f 2 IbimodA s>0( � ; M c ) on a l'égalité H(i( f ) ; u) = i( f ), avecu 2 [0 ; 1] :

H(i( f ) ; u)n ;o( (t1; : : : ;tn� 1) � f tg) = i( f )n ;o( (t1; : : : ;tn� 1) � f ut + 1 � ug)

= (� 2 ;o � 1 fn� 1 ;c)(t1; : : : ;tn� 1)

= i( f )n ;o( (t1; : : : ;tn� 1) � f tg):

�
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3
Structure des totalisations d'une opérade pointée

Dans le premier chapitre on a montré qu'on pouvait extraire un couple d'espaces topologiques à
partir d'une fo; cg-opérade pointée. Le premier espace est issu de l'opérade multiplicative provenant de
la restriction à la couleur fermée. Cet espace a déjà été étudié par McClure et Smith [33, 32], Dwyer et
Hess [14] ainsi que Turchin [49]. On sait notamment l'identi�er à un espace de lacets double explicite.
En ce qui concerne le second espace, il provient d'un bimodule sous l'opérade A s>0 et on sait seulement
l'identi�er à un espace de lacets simple.

L'objectif de ce chapitre est d'utiliser l'interaction entre ces deux espaces pour reconnaitre une algèbre
sous l'opérade SC2. Dans un premier temps, on va montrer que si le couple d'espaces provient d'un
morphisme de A ct>0-bimodule alors on peut l'identi�er à une algèbre sous SC1. Les sections 3 et 4
consisteront à montrer le résultat principal avec deux approches di � érentes. La première approche
est similaire à la méthode utilisée pour la démonstration du théorème 3.1.2 de la section 1 et peut se
généraliser pour des opérades colorées autres que des opérades pointées. La seconde preuve, basée sur
les travaux de Turchin, est plus rapide et élégante mais a l'inconvénient de ne pas pouvoir se généraliser.

3.1 SC1-algèbre extraite d'un morphisme de A ct>0-bimodules

Soit � : A ct ! M un morphisme de A ct>0-bimodules et (M c ; Mo) le couple d'espaces semi-
cosimpliciaux associé (voir la proposition 1.4.4). Par construction, M c provient d'un morphisme de
A s>0-bimodule � c : A s ! M c induit par la restriction de � à la couleur fermée. On a donc d'après 2.2.25 :

sTot(M c) ' 
 Bimodh
A s>0

(A s>0 ; M c):

L'espace semi-cosimplicial Mo possède seulement une structure de module à gauche sousM c et sa semi-
totalisation n'a pas nécessairement le type d'homotopie d'un espace de lacets. On va néanmoins montrer
que sTot(Mo) est faiblement équivalent à la �bre homotopique :

ho f ib
�
Bimodh

A ct>0
(A ct>0 ; M) �! Bimodh

A s>0
(A s>0 ; M c)

�
; (3.1)

au-dessus de � c. On commence par donner un modèle de la �bre homotopique (3.1) en utilisant les
remplacements co�brants introduits dans le chapitre précédent.

Dé�nition 3.1.1. Soit � : A ct ! M un morphisme de A ct>0-bimodules. Un lacet relatif, à valeurs dans le
A ct>0-bimodule M, est la donnée d'une famille d'applications continues :

gn ; c : � (n ; c) � [0 ; 1] �! M(n ; c); pour n > 0;
gn ;o : � (n ; o) � f 1g �! M(n ; o); pour n > 0;

véri�ant des relations liées à la structure de bimodule sous l'opérade A ct>0 :

. gn ; c(x � i � 2 ;c ; t) = gn� 1 ;c(x ; t) � i � 2 ;c pour x 2 � (n � 1 ; c) et 1 � i � n � 1;

. gn ; c

�
� 2 ;c (x ; y) ; t

�
= � 2 ;c

�
gl ; c(x ; t) ; gn� l ; c(y ; t)

�
pour x 2 � (l ; c) et y 2 � (n � l ; c);

. gn ;o(x � i � 2 ;c ; 1) = gn� 1 ;o(x ; 1) � i � 2 ;c pour x 2 � (n � 1 ; o) et 1 � i � n � 2;

. gn ;o(x � n� 1 � 2 ;o ; 1) = gn� 1 ;o(x ; 1) � n� 1 � 2 ;o pour x 2 � (n � 1 ; o);

. gn ;o

�
� 2 ;o (x ; y) ; 1

�
= � 2 ;o

�
gl ; c(x ; 1) ; gn� l ; o(y ; 1)

�
pour x 2 � (l ; c) et y 2 � (n � l; o);
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ainsi que la condition au bord :
. gn ; c(x ; 0) = � (� n ; c) pour x 2 � (n ; c).

Ce modèle pour les espaces de lacets relatif est noté

�
BimodAs>0(� c ; M c) ; BimodA ct>0(� ; M)

�
.

Théorème 3.1.2. [13] Si M est unA ct>0-bimodule pointé alors on a l'équivalence faible :

sTot(Mo) ' 

�
Bimodh

As>0
(As>0 ; M c) ; Bimodh

A ct>0
(A ct>0 ; M)

�
:

Démonstration.C'est une conséquence des propositions 3.1.4 et 3.1.5. �

Notation 3.1.3. Soit � : A ct ! M un morphisme de A ct>0-bimodules. La collection M � 2 Coll(fo; cg),
construite à partir de M, est dé�nie par :

M � (n ; c) = � (� n ; c) pour n � 0, M � (n ; o) = M(n ; o) pour n > 0,

et l'ensemble vide pour les autres con�gurations d'entrées. La collection M � possède une structure de
A ct>0-bimodule provenant de M. Par abus de notation on notera toujours par � : A ct ! M � l'application
correspondante.

Proposition 3.1.4. [13] Soit � : A ct ! M un morphisme deA ct>0-bimodules. La semi-totalisation sTot(Mo) est
faiblement équivalente à l'espace Bimodh

A ct>0
(A ct>0 ; M � ).

Démonstration.Dans le chapitre 2 on a vu que l'espace semi-cosimplicial � � est un remplacement co�-
brant de l'opérade A sdans la catégorie desA s>0-bimodules in�nitésimaux. Cela nous a permis d'iden-
ti�er sTot(Mo) à l'espace des morphismes dérivéesIbimodh

A s>0
(A s; Mo).

La première étape de la démonstration consiste à trouver un remplacement co�brant alternatif de
A s, noté �̃ , tel que l'on dispose d'une application continue :

� : BimodA ct>0(� ; M � ) ! IbimodAs>0(�̃ ; Mo):

On rappelle qu'un point g 2 BimodA ct>0(� ; M � ) est la donnée d'une famille d'applications continues :

gn ; c : � (n ; c) ! M � (n ; c); x 7! � (� n ; c); pour n > 0;
gn ;o : � (n ; o) ! M � (n ; o); pour n > 0;

satisfaisant les relations liées à la structure de bimodule sous A ct>0 :

. gn ;o(x � i � 2 ;c) = gn� 1 ;o(x) � i � 2 ;c ; pour x 2 � (n � 1 ; o) et i , n � 1;

. gn ;o(x � n� 1 � 2 ;o) = gn� 1 ;o(x) � n� 1 � 2 ;o ; pour x 2 � (n � 1 ; o);

. gn ;o

�
� 2 ;o (x ; y)

�
= � 2 ;o

�
gl ; c(x) ; gn� l ; o(y)

�
= � 2 ;o

�
� (� l ; c) ; gn� l ; o(y)

�
; pour x 2 � (l ; c) et y 2 � (n � l ; o):

On introduit la relation d'équivalence � sur [0 ; 1]n engendrée par :

(t1; : : : ;tn) � (t0
1; : : : ;t0

n) , 9 i 2 f1; : : : ;ngtel que

(
. t i = t0

i = 1;
. t j = t0

j pour j > i:

Montrons que la séquence �̃ := f�̃ (n) = [0 ; 1]n=�g n� 0 est un remplacement co�brant de l'opérade
A sen tant que A s>0-bimodule in�nitésimal. On commence par dé�nir une structure de A s>0-bimodule
in�nitésimal sur �̃ en utilisant la structure A ct>0-bimodule de � :

i) � � i � 2 : �̃ (n) ! �̃ (n + 1) ; [(t1; : : : ;tn)] 7! [(t1; : : : ;t i� 1; 0; t i ; : : : ;tn)]; pour 1 � i � n;
ii ) � 2 � 1 � : �̃ (n) ! �̃ (n + 1) ; [(t1; : : : ;tn)] 7! [(t1; : : : ;tn; 0)];
iii ) � 2 � 2 � : �̃ (n) ! �̃ (n + 1) ; [(t1; : : : ;tn)] 7! [(1; t1; : : : ;tn)]:

Remarquons que cette structure satisfait les axiomes des bimodules in�nitésimaux sous A s>0 grâce au
passage au quotient. Le contre-exemple ci-dessous montre que les relations ne sont pas véri�ées pour le
A ct>0-bimodule � :
�

� 2 � 2 [(t1; : : : ;tn)]
�

� 1 � 2 = [(1; t1; : : : ;tn)] � 1 � 2

= [(0;1; t1; : : : ;tn)]
= [(1; 1; t1; : : : ;tn)]

� 2 � 1

�
� 2 � 2 [(t1; : : : ;tn)]

�
= [(1; t1; : : : ;tn)] � 1 � 2

= [(1;1; t1; : : : ;tn)]
= [(0; 1; t1; : : : ;tn)]
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En�n, toute application g 2 BimodA ct>0(� ; M � ) passe au quotient et induit une famille d'applications
g̃ := f g̃n+1 : �̃ (n) ! M � (n + 1 ; o)gn� 0 préservant la structure de A s>0-bimodule in�nitésimal. En e � et, si
on se donne deux points dans la même classe d'équivalence, (t1; : : : ;tn) � (t0

1; : : : ;t0
n), alors il existe un

entier i tel que t i = t0
i = 1 et t j = t0

j pour j > i. Or on a les égalités suivantes :

gn+1 ;o(t1; : : : ;tn) = gn+1 ;o(t1; : : : ;t i� 1; 1; t i+1; : : : ;tn) = gn+1 ;o

�
� 2 ;o

�
(t1; : : : ;t i� 1) ; (t i+1; : : : ;tn)

��

= � 2 ;o

�
gi ; c(t1; : : : ;t i� 1) ; gn� i ; o(t i+1; : : : ;tn)

�
= gn+1 ;o(t0

1; : : : ;t0
n):

On dispose donc d'une application continue :

� : BimodA ct>0(� ; M � ) ! IbimodAs>0(�̃ ; Mo); (3.2)

envoyant un élément g vers g̃.

Co�brant : On va montrer que �̃ peut être obtenu comme une succession de co�brations dans la caté-
gorie des bimodules in�nitésimaux sous l'opérade A s>0. Pour cela, on introduit �̃ n, le sous-bimodule
in�nitésimal de �̃ engendré par la famille d'espaces f�̃ (i)gn

i=0. Par convention, on désignera par �̃ � 1 le
bimodule in�nitésimal F Ib(; ). Dans un premier temps, remarquons que le bord de �̃ (n) est déterminé par
�̃ (n � 1) et la structure de bimodule in�nitésimal. En e � et, l'application quotient [0 ; 1]n ! �̃ (n) préserve
le bord. Or un point de @[0 ; 1]n est de la forme :

(t1; : : : ;t l� 1; 0; t l+1; : : : ;tn) ou (t1; : : : ;t l� 1; 1; t l+1; : : : ;tn).

Dans le premier cas, la classe d'équivalence d'un tel point provient de �̃ (n � 1) via les axiomes (i) et (ii ).
Dans le second cas, la classe d'équivalence provient de�̃ (n � 1) via l'axiome ( iii ) et les identi�cations
suivantes :

[(t1; : : : ;t l� 1; 1; t l+1; : : : ;tn)] = [(1; : : : ;1
|   {z   }

l

; t l+1; : : : ;tn)] = � 2 � 2 [(1; : : : ;1
|   {z   }

l� 1

; t l+1; : : : ;tn)].

Par conséquent,�̃ n est obtenu à partir de �̃ n� 1 comme la somme amalgamée :

F Ib(@A) //

q̃

��

F Ib(A)

��
�̃ n� 1

//̃� n

(3.3)

avec A la collection donnée par A(n) = [0 ; 1]n et l'ensemble vide dans les autres cas. L'application
d'attachement q̃ provient de la propriété universelle du bimodule in�nitésimal libre appliquée à la
restriction de l'application quotient q : [0 ; 1]n ! [0 ; 1]n=� au bord @[0 ; 1]n. Comme l'inclusion @A ! A
est une co�bration, le morphisme de bimodules in�nitésimaux �̃ n� 1 ! �̃ n est une co�bration dans la
catégorie IbimodA s>0.

Lorsque n � i, on a l'égalité �̃ n(i) = �̃ (i). Par conséquentlimn �̃ n = �̃ est obtenu par une succession
de co�brations dans la catégorie des bimodules in�nitésimaux. C'est donc un objet co�brant.

Contractile : On commence par montrer que �̃ n(m) est un CW-complexe par récurrence sur l'entier
n. On rappelle que la séquenceA, utilisée dans la somme amalgamée (3.3), est dé�nie par A(n) = [0 ; 1]n

et l'ensemble vide ailleurs. Par conséquent un point du bimodule in�nitésimal libre F Ib(A) est la donnée
d'un couple ( t ; x) avecx 2 A(n) et t un fcg-arbre perlé satisfaisant les trois conditions suivantes :

. t a m feuilles; . 8v 2 V(t) n fpg; jvj > 1; . jpj = n: (3.4)

Posonstrn
m le nombre de fcg-arbres perlés satisfaisant les relations (3:4). Par construction , l'espace�̃ 0(m)

est l'union disjointe de tr0
m points. C'est donc un CW-complexe.

Supposons que les espaces composant la séquencẽ� n� 1 soient des CW-complexes, avecn > 0. On
veut démontrer que la séquence �̃ n est composée deCW-complexes. Sim � n � 1, alors �̃ n(m) = �̃ n� 1(m)
est un CW-complexe. La somme amalgamée (3:3) implique que �̃ n(m) = �̃ (n) est un CW-complexe.
En�n, pour n > m, l'espace�̃ n(m) est obtenu à partir du CW-complexe �̃ n� 1(m) en attachant trn

m cellules
de dimension n et en respectant la structure de bimodule in�nitésimal sous A s>0. C'est donc bien un
CW-complexe.
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Par conséquent, l'application quotient q : [0 ; 1]n ! �̃ (n) est une application continue entre CW-
complexes compacts. Comme la �bre au dessus d'un représentant de la forme ( t1; : : : ;t i� 1; 1; t i+1; : : : ;tn),
avect j , 1 pour j > i, est homéomorphe à l'espace contractile [0; 1]i� 1, l'application qest une équivalence
faible [44, Théorème principal]. L'espace �̃ (n) est donc contractile.

Or l'espace Ibimodh
A s>0

(A s; Mo) ne dépend pas du choix du remplacement co�brant de A s, à équiva-
lence faible près. Comme �̃ et � � sont tous deux des remplacements co�brants de l'opérade A s dans la
catégorie des bimodules in�nitésimaux, on a l'équivalence faible :

sTot(Mo) := IbimodA s>0(�
� ; Mo) ' IbimodA s>0(�̃ ; Mo):

La seconde étape de la preuve consiste à montrer que l'application (3.2) est une équivalence faible.
Pour cela on introduit deux tours de �brations dont les composantes, Ak et Bk, sont dé�nies comme les
sous-espaces :

Ak �
k+1Y

i=1

Top
�
� (i ; c) ; M � (i ; c)

�

|                            {z                            }
réduit à un point

�
k+1Y

i=1

Top
�
� (i ; o) ; M � (i ; o)

�
et Bk �

kY

i=0

Top
�
�̃ (i) ; M i

o

�
;

avecAk le sous-espace des applications satisfaisant les axiomes des bimodules sousA ct>0 etBk satisfaisant
les axiomes des bimodules in�nitésimaux sous A ct>0. En d'autres termes, les espacesAk et Bk sont,
respectivement, les espacesBimodA ct>0(� k+1 ; M � ) et IbimodA s>0(�̃ k ; Mo), avec� k+1 le sousA ct>0-bimodule
introduit dans la preuve de la proposition 2.2.5. La projection :

k+1Y

i=1

Top
�
�̃ (i) ; M i

o

�
!

kY

i=1

Top
�
�̃ (i) ; M i

o

�

induit une application Bk+1 ! Bk qui peut être obtenue comme le produit �bré :

Bk+1
//

��

Top
�
�̃ (k + 1) ; M k+1

o

�

��
Bk

//Top
�
@̃� (k + 1) ; M k+1

o

�

D'après le lemme 2.1.10, l'application verticale à droite du diagramme est une �bration. Comme le
produit �bré préserve les �brations, l'application Bk+1 ! Bk est une �bration. De manière analogue on
peut démontrer que l'application Ak+1 ! Ak, induite par la projection, est aussi une �bration. Le produit
�bré permettant d'exprimer Ak+1 à partir de Ak est le suivant :

Ak+1

��

//Top
�
� (k + 2 ; c) ; M � (k + 2 ; c)

�
� Top

�
� (k + 2 ; o) ; M � (k + 2 ; o)

�

��
Ak

//Top
�
@� (k + 2 ; c) ; M � (k + 2 ; c)

�
� Top

�
@� (k + 2 ; o) ; M � (k + 2 ; o)

�

Finalement on obtient deux tours de �brations :

A0 A1
oo � � �oo Ak

oo Ak+1
oo � � �oo

B0 B1
oo � � �oo Bk

oo Bk+1
oo � � �oo

calculant les espacesBimodA ct>0(� k+1 ; M � ) et IbimodA s>0(�̃ k ; Mo) respectivement. De plus, l'application �
induit, par restriction, un morphisme entre les deux tours :

A0

� 0��

A1
oo

� 1��

� � �oo Ak
oo

� k��

Ak+1
oo

� k+1��

� � �oo

B0 B1
oo � � �oo Bk

oo Bk+1
oo � � �oo

avec � = limk � k = holimk � k. Par conséquent, pour démontrer que � est une équivalence faible il su� t
de démontrer par récurrence que chacune des applications � k est une équivalence faible.
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Les applications � 0 et � 1 coïncident avec l'identité. Ce sont donc des équivalences faibles. Supposons
que � k� 1 soit une équivalence. On se donneg un point de Ak� 1. PosonsFA la �bre au-dessus de g et FB la
�bre au-dessus de � k� 1(g). On obtient le diagramme suivant :

Ak� 1

' � k� 1��

Ak
oo

� k��

FA
oo

� g
��

Bk� 1 Bk
oo FB

oo

Comme les applications horizontales à gauche du diagramme sont des �brations, l'application � k est
une équivalence faible si et seulement si � g est une équivalence faible. Or d'après les lemmes 2.2.13 et
2.2.21 ainsi que le diagramme (3:4), on connait une description des �bres FA et FB :

FA � Topgk+1 ;o

� �
[0 ; 1]k ; @[0 ; 1]k

�
; M(k + 1 ; o)

�
;

FB � Top� k� 1(g)k� q
� �

[0 ; 1]k ; @[0 ; 1]k
�
; M(k + 1 ; o)

�
:

On a donc le diagramme commutatif :

FA
� //

� g

��

Topgk+1 ;o

� �
[0 ; 1]k ; @[0 ; 1]k

�
; M(k + 1 ; o)

�

id

FB �
//Top� k� 1(g)k� q

� �
[0 ; 1]k ; @[0 ; 1]k

�
; M(k + 1 ; o)

�

Par conséquent� k est une équivalence faible. �

Proposition 3.1.5. [13] Soit � : A ct ! M un morphisme deA ct>0-bimodules. L'espace Bimodh
A ct>0

(A ct>0 ; M � )
est faiblement équivalent à l'espace des lacets relatifs :



�
Bimodh

As>0
(As>0 ; M c) ; Bimodh

A ct>0
(A ct>0 ; M)

�
:

Démonstration.On rappelle que � est un modèle co�brant de A ct>0 en tant que A ct>0-bimodule et
que sa restriction à la couleur fermée, notée � c, est un remplacement co�brant de A s>0 en tant que
A s>0-bimodule. Grâce à la structure particulière du bimodule M � , on dispose d'une l'inclusion :

i : BimodA ct>0(� ; M � ) ! 

�
BimodAs>0(� c ; M c) ; BimodA ct>0(� ; M)

�
;

g 7!

(
g̃n ; c : � (n ; c) � [0 ; 1] ! M(n ; c) ; (x ; t) 7! � (� n ; c);
g̃n ;o : � (n ; o) � f 1g ! M(n ; o) ; (x ; 1) 7! gn ;o(x):

Comme dans la preuve précédente, on va montrer que l'inclusion i est une équivalence faible en compa-
rant deux tours de �brations. Dans la démonstration de la proposition 3.1.4 on a déjà construit une tour
de �brations fAkgcalculant l'espace BimodA ct>0(� ; M � ). La seconde tour de �brations est donnée par les
sous-espaces :

Ck �
k+1Y

i=1

Top
�
� (i ; c) � [0 ; 1] ; M(i ; c)

�
�

k+1Y

i=1

Top
�
� (i ; o) ; M(i ; o)

�

satisfaisant les relations de la dé�nition 3.1.1. L'application Ck+1 ! Ck, induite par la projection, peut
être obtenue comme le produit �bré :

Ck+1
//

��

Top
�
� (k + 2 ; c) � [0 ; 1] ; M(k + 2 ; c)

�
� Top

�
� (k + 2 ; o) ; M(k + 2 ; o)

�

��
Ck

//Top
�
@0(� (k + 2 ; c) � [0 ; 1]) ; M(k + 2 ; c)

�
� Top

�
@� (k + 2 ; o) ; M(k + 2 ; o)

�

(3.5)

avec @0(� (k + 2 ; c) � [0 ; 1]) = � (k + 2 ; c) � f 0g [ @� (k + 2 ; c) � [0 ; 1]:
D'après le lemme 2.1.22, l'application verticale à droite du diagramme (3.5) est une �bration. Comme

le produit �bré préserve les �bration, l'application Ck+1 ! Ck est aussi une �bration. L'inclusion i induit
un morphisme entre les deux tours :
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A0

i0
��

A1
oo

i1
��

� � �oo Ak
oo

ik
��

Ak+1
oo

ik+1

��

� � �oo

C0 C1
oo � � �oo Ck

oo Ck+1
oo � � �oo

A�n de démontrer que l'inclusion i est une équivalence faible, on va prouver par récurrence que
chacune des applications ik est une équivalence faible. Lorsque k = 0, un point dans C0 est la donnée
d'un couple ( g1 ;c ; g1 ;o) tandis que les points dans l'image de i0 sont les couples véri�ant la condition
supplémentaire :

g1 ;c : � (1 ; c) � [0 ; 1] ! M(1 ; c) ; (� ; t) 7! � (� 1 ;c):

Comme g1 ;c(� ; 0) = � (� 1 ;c) pour tout point dans C0, l'inclusion i0 induit un rétract par déformation :

H : C0 � [0 ; 1] ! C0;

y =
�
(g1 ;c ; g1 ;o) ; t1

�
7!

(
H(y)1 ;c(� ; t) = g1 ;c

�
� ; t(1 � t1)

�
;

H(y)1 ;o(� ; 1) = g1 ;o(� ; 1):

Supposons maintenant que ik� 1 soit une équivalence faible, avec k > 0. On dé�nit FA la �bre au-dessus
de g ainsi que FC la �bre au-dessus de ik� 1(g), avecg un point de Ak� 1. On obtient le diagramme suivant :

Ak� 1

' ik� 1

��

Ak
oo

ik
��

FA
oo

ig
��

Ck� 1 Ck
oo FC

oo

Comme les applications horizontales à gauche sont des �brations, l'inclusion ik est une équivalence faible
si et seulement si l'application ig, induite sur les �bres, est une équivalence faible. Or un point dans FC

est un couple (gk+1 ;c ; gk+1 ;o) satisfaisant les relations de la dé�nition 3.1.1. En particulier, l'application
gk+1 ;c envoie toutes les faces de� (k + 1 ; c) � [0 ; 1] vers le point base � (� k+1 ;c) à l'exception de la face
� (k + 1 ; c) � f 1g. Notons aussi qu'il n'y a aucune interaction entre les applications gk+1 ;c et gk+1 ;o.

D'un autre coté, les points dans l'image de l'application ig sont les couples (gk+1 ;c ; gk+1 ;o) véri�ant la
condition supplémentaire :

gk+1 ;c : � (k + 1 ; c) � [0 ; 1] ! M(k + 1 ; c) ; (x ; t) ! � (� k+1 ;c):

A�n de voir que l'inclusion ig induit un rétract par déformation, on introduit l'homotopie :

H :
�
� (k + 1 ; c) � [0 ; 1]

�
� [0 ; 1] ! � (k + 1 ; c) � [0 ; 1];

décrite dans [24] et que l'on peut illustrer de la manière suivante :

Figure 3.1 – Représentation de l'homotopie H.

En d'autres termes, les points dans l'image de ig coïncident avec les couples véri�ant :

gk+1 ;c(x ; t) = gk+1 ;c

�
H

�
(x ; t) ; 1

� �
; pour x 2 � (k + 1 ; c) et t 2 [0 ; 1].

Finalement le rétract par déformation est donné par :

H2 : FC � [0 ; 1] ! FC;

y =
�
(gk+1 ;c ; gk+1 ;o) ; t1

�
7!

(
H2(y)k+1 ;c(x ; t) = gk+1 ;c

�
H

�
(x ; t) ; t1

��
; pour ( x ; t) 2 (� � I)(k + 1 ; c);

H2(y)k+1 ;o(x ; 1) = gk+1 ;o(x ; 1); pour x 2 � (k + 1 ; o):

L'espace

�
BimodAs>0(� c ; M c) ; Bimod0(� ; M)

�
est donc faiblement équivalent à Bimod0(� ; M � ). �
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Théorème 3.1.6. [13] Soient � : A ct ! M un morphisme deA ct>0-bimodules et(M c ; Mo) la paire d'es-
paces semi-cosimpliciaux correspondant. Le couple d'espaces topologiques(sTot(M c) ; sTot(Mo)) est faiblement
équivalent à uneSC1-algèbre explicite :

�

 Bimodh

A s>0
(A s>0 ; M c) ; 
 (Bimodh

A s>0
(A s>0 ; M c) ; Bimodh

A ct>0
(A ct>0 ; M))

�
:

Démonstration.Les équivalences faibles proviennent des théorèmes 2.2.25 et 3.1.2. �

3.2 La résolution de Boardman-Vogt pour les opérades.

Pour démontrer le résultat principal des section 3 et 4, on a besoin d'un remplacement co�brant de
A ct>0 en tant qu'opérade colorée. Pour cela, on va utiliser une construction introduite par Boardman et
Vogt dans [5], appelée la Boardman-Vogt résolution, permettant d'obtenir un remplacement co�brant
d'une opérade symétrique colorée à condition que celle-ci soit � -co�brante (i.e. co�brante en tant que
collection symétrique).

Construction 3.2.1. A partir d'une S-opérade symétrique O, on construit la S-opérade symétrique BV (O)
dont les points sont les classes triplets [T ; fteg; favg] avec T un S-arbre et favgune famille de points de
O indexant les sommets de l'arbre T. En�n, fteg est une famille de réels dans l'intervalle I = [0 ; 1]
paramétrant les arêtes internes de l'arbre T. En d'autres termes, BV (O) est un quotient de l'espace
topologique :

a

T2 S� arbres

Y

v2V(T)

O(e1(v); : : : ;ejvj(v); e0(v)) �
Y

e2 Eint (T)

[0 ; 1]

,

�

La relation d'équivalence est engendrée par les conditions suivantes :
i) Si un sommet est indexé par une unité � s 2 O(s; s) alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

ii ) Si un sommet v est indexé par a:� , avec� 2 � jin(v)j, alors on a la relation suivante :

iii ) Si une arête interne est paramétrée par 0 alors on peut la contracter en utilisant la structure
opéradique de O :

Figure 3.2 – Illustration de la relation ( iii ).

Soient [T ; fteg; favg] 2 BV (O)(s1; : : : ;sn; sn+1) et [T0; ft0
eg; fa0

vg] 2 BV (O)(s0
1; : : : ;s0

m; si). La composition
opéradique [T ; fteg; favg] � i [T0; ft0

eg; fa0
vg] consiste à gre� er l'arbre T0sur la i-ème feuille de T en conservant

les indexations respectives puis en paramétrant la nouvelle arête interne par 1.
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On rappelle que l'opérade libre FS(O) engendrée parO est l'ensemble des couples [T ; favg] avec T un
S-arbre et favgune famille de points de O indexant les sommets de l'arbre T (voir la construction 2.2.3).
On dispose donc d'un morphisme :

� : FS(O) ! BV (O) ; [T ; favg] 7! [T ; f1eg; favg];

paramétrant toutes les arêtes internes par 1. Par construction, l'application � est un morphisme d'opé-
rades colorées symétriques. De même, on considère l'application :

� : BV (O) ! O ; [T ; fteg; favg] 7! [T ; f0eg; favg];

qui évalue les paramètres indexant les arêtes internes à 0. On identi�e l'arbre obtenu à une corolle
indexée par un point de O. Grâce à la condition (iii ), l'application � est aussi un morphisme d'opérades
colorées symétriques.

Théorème 3.2.2. [50, Proposition 4.5] Soit O une S-opérade symétrique. Si O est� -co�brante et bien pointée
alors les applications� : FS(O) ! BV (O) et � : BV (O) ! O sont respectivement une co�bration et une
équivalence faible dans la catégorie modèle� -OperadS. Par conséquent,BV (O) est un remplacement co�brant de
O en tant qu'opérade colorée symétrique.

Remarque3.2.3. Dans le cas non symétrique, il su� t de regarder l'ensemble desS-arbres sans l'indexation
des feuilles par le groupe des permutations et de supprimer la condition ( ii ) de la relation d'équivalence.
On a pris le parti de présenter la construction générale de la Boardman-Vogt résolution car on aura
besoin de cette version dans le chapitre 6.

Exemple 3.2.4. 1) L'opérade A s>0 est co�brante et bien pointée. Comme le montre Salvatore dans [39],
la Boardman-Vogt résolution coïncide avec la subdivision cubique de l'opérade de Stashe � D.

2) L'opérade A ct>0 est bien pointée et co�brante en tant que collection. On désigne par WA sa Boardman-
Vogt résolution. Comme la restriction à la couleur fermée de l'opérade colorée A ct>0 est l'opérade A s>0,
la restriction de l'opérade colorée WA à la couleur fermée est l'opérade de Stashe� . De même,WA (n ; o)
est homéomorphe, en tant qu'espace, au polytope D(n). Plus précisément, la structure particulière de
A ct>0 implique que les points de WA (n ; o) sont indexés par des fo; cg-arbres T à n feuilles véri�ant :

8v 2 V(T) :

(
f (e0(v)) = c ) f (ei(v)) = c 8i 2 f1; : : : ;jvjg
f (e0(v)) = o ) j vj > 0; f (ejvj(v)) = o et f (ei(v)) = c 8i 2 f1; : : : ;jvj � 1g: (3.6)

En d'autres termes, uniquement les arêtes composant le chemin reliant la dernière feuille à la racine
sont indexées par la couleur ouverte. L'opérade WA a été introduite dans [26] a�n de reconnaitre les
A1 -espaces ainsi que lesA1 -morphismes.

3.3 SC2-algèbre extraite d'un morphisme de O-bimodules

Soit f : A ! X une application entre espaces topologiques pointés. On rappelle que la �bre homoto-
pique ho f ib( f ) ainsi que l'espace de lacets
 X sont équivalents aux produits �brés ( I) et (II ) respective-
ment :

Top
�
[0 ; 1] ; X

�

(ev0 ; ev1)

��
(I)

� � A
id� f

//X � X

Top
�
[0 ; 1] ; X

�

(ev0 ; ev1)

��
(II )

� � � //X � X

On dé�nit l'espace de lacets relatif d'ordre2, noté 
 2(X ; A), comme l'espace de lacets associé à l'espace
topologique ho f ib( f ). Comme les colimites �nies commutent entre elles, on aurait pu dé�nir 
 2(X ; A)
comme la �bre homotopique associée à l'application continue 
 f : 
 A ! 
 X.

Soit � : A ct ! O un morphisme d'opérades colorées. Comme on l'a vu dans le chapitre 1, à partir du
morphisme � on peut extraire une opérade multiplicative ainsi qu'un morphisme de A s>0-bimodules :

� : A s ! Oc ; � n 7! � (� n);
� : Oc ! Oo ; x 7! � (� 2 ;o) � 1 x:
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Inversement, si on se donne � : A s ! O un morphisme d'opérades et � : O ! M un morphisme de
O-bimodules alors on peut construire une fo; cg-opérade pointée dé�nie par :

� (n ; c) = O(n); pour n � 0 ; � (n ; o) = M(n � 1); pour n > 0; (3.7)

et l'ensemble vide pour les autres con�gurations d'entrées. La structure opéradique est donnée par :

� i : � (n ; c) � � (m; c) ! � (n + m � 1 ; c) ; (x ; y) 7! x � i y; via la structure opéradique de O;
� i : � (n ; o) � � (m; c) ! � (n + m � 1 ; o) ; (x ; y) 7! x � i y; via la structure de O-bimodule à droite,
� n : � (n ; o) � � (m; o) ! � (n + m � 1 ; o) ; (x ; y) 7! � (� 2)(x ; y);via la structure de O-bimodule à gauche.

Les axiomes liés à la structure opéradique sont véri�és à l'exception de l'axiome de l'unité. Pour pallier
ce problème, on va supposer que notre couple d'applications ( � ; � ) véri�e l'hypothèse suivante :

� (� 2)
�
� � � (� 0) ; x

�
= � (� 2)

�
x ; � � � (� 0)

�
= x pour x 2 � (m; o): (3.8)

L'opérade colorée � est équipée d'un morphisme : � : A ct ! � ;

(
� (� i ; c) = � (� i);
� (� i ; o) = � � � (� i� 1):

La composée� � � : A s ! M induit une structure de A s>0-bimodule sur M. Si M(0) est contractile alors
on sait identi�er la semi-totalisation de M à un espace de lacets simple explicite :

sTot(M) ' 
 Bimodh
A s>0

(A s>0 ; M):

Comme M ne possède pas nécessairement de structure opéradique, sa semi-totalisation n'a pas néces-
sairement le type d'homotopie d'un espace de lacets double. On va néanmoins montrer que l'espace
Bimodh

A s>0
(A s>0 ; M) est faiblement équivalent à la �bre homotopique :

ho f ib
�
Operadhfo; cg(A ct>0 ; � ) �! Operadh(A s>0 ; O)

�
; (3.9)

au-dessus de� , provenant de la restriction à la couleur fermée. On commence par donner un modèle
de la �bre homotopique (3.9) en utilisant le remplacement co�brant de A ct>0 introduit dans la section
précédente.

Dé�nition 3.3.1. On dé�nit 

�
Operadh(D ; O) ; Operadhfo; cg(WA ; � )

�
l'espace des applications :

gn ; c : WA (n ; c) � [0 ; 1] ! � (n ; c); pour n > 0;
gn ;o : WA (n ; o) � f 1g ! � (n ; o); pour n > 0;

véri�ant les relations liées à la structure opéradique :

. gn ; c(x � i y ; t) = gl+1 ;c(x ; t) � i gn� l ; c(y ; t); pour x 2 WA (l + 1 ; c); y 2 WA (n � l ; c) et 1 � i � l + 1;

. gn ;o(x � i y ; 1) = gl+1 ;o(x ; 1) � i gn� l ; c(y ; 1); pour x 2 WA (l + 1 ; o); y 2 WA (n � l ; c) et 1 � i � l + 1;

. gn ;o(x � l+1 y ; 1) = gl+1 ;o(x ; 1) � l+1 gn� l ; o(y ; 1); pour x 2 WA (l + 1 ; o) et y 2 WA (n � l ; o);

ainsi que la condition au bord :

. gn ; c(x ; 0) = � (� n ; c) pour x 2 WA (n ; c).

Théorème 3.3.2. [13] Soient� : A s ! O un morphisme d'opérades et� : O ! M un morphisme de O-bimodules
véri�ant la relation 3.8. L'espace Bimodh

A s>0
(A s>0 ; M) est faiblement équivalent à l'espace de lacets relatif :



�
Operadh(A s>0 ; O) ; Operadhfo; cg(A ct>0 ; � )

�
:

Démonstration.C'est une conséquence des propositions 3.3.4 et 3.3.5. �

Notation 3.3.3. Soient � : A s>0 ! O un morphisme d'opérades, � : O ! M un morphisme de O-
bimodules véri�ant l'hypothèse (3 :8) et � l'opérade pointée associée. La collection � � 2 Coll(fo; cg),
construite à partir de � , est donnée par :

� � (n ; c) = � (� n ; c) pour n � 0, � � (n ; o) = � (n ; o) pour n > 0

et l'ensemble vide dans les autres cas. La séquence� � possède une structure de fo; cg-opérade pointée
provenant de � . Par abus de notation on notera par � : A ct ! � � l'application correspondante.
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Proposition 3.3.4. [13] Soient � : A s ! O un morphisme d'opérades et� : O ! M un morphisme de
O-bimodules véri�ant la relation(3:8). On a alors l'équivalence faible :

Bimodh
A s>0

(A s>0 ; M) ' Operadhfo; cg(A ct>0 ; � � ):

Démonstration.La démonstration est très similaire à celle du théorème 3.1.4. Cependant, à cause de
subtilités liées aux choix des remplacements co�brants, on redonne les détails de la preuve. Dans le
chapitre 2, on a montré que � c est un remplacement co�brant de A s>0 dans la catégorie des bimodules
sousA s>0. Cela nous a permis d'identi�er Bimodh

A s>0
(A s>0 ; M) à l'espaceBimodA s>0(� c ; M).

La première étape de la démonstration consiste à construire un remplacement co�brant alternatif de
A s>0, noté D̃, tel que l'on ait une application continue :

� : Operadfo; cg(WA ; � � ) ! BimodA s>0(D̃ ; M):

On rappelle qu'un point g 2 Operad(WA ; � � ) est la donnée d'une famille d'applications continues :

gn ; c : WA (n ; c) ! � � (n ; c); x 7! � (� n ; c); pour n > 0;
gn ;o : WA (n ; o) ! � � (n ; o); pour n > 0:

satisfaisant en particulier la relation :

gn ;o(x � i y) = gl+1 ;o(x) � i gn� l ; c(y) = gl+1 ;o(x) � i � (� n� l ; c); (3.10)

avecx 2 WA (l + 1 ; o), y 2 WA (n � l ; c) et i 2 f1; : : : ;lg.
A�n de dé�nir une relation d'équivalence sur WA (n ; o) on introduit une relation d'ordre partielle

sur les arêtes internes d'un fo; cg-arbre planaire T. Sie1 et e2 sont deux arêtes internes deT alors e1 < e2 s'il
existe un chemin reliant une feuille à la racine passant par les deux arêtes et sid(s(e1); r) < d(s(e2); r) avec
d la distance introduite dans la dé�nition 2.2.9. Posons ensuite � la relation d'équivalence sur WA (n ; o)
engendrée par :

[T ; fteg] � [T ; fleg] ,

8
>>><
>>>:

. te = le; 8e2 Eint (T) indexée par la couleur o;
et
. te = le si @e1 < e tel que te1 = le1 = 1 et f (e1) = c:

Il s'agit de montrer que la collection D̃ := fD̃(n) = WA (n + 1 ; o)= �g n� 0, avec par convention D̃(0) = ; ,
est un remplacement co�brant de A s>0 en tant que bimodule. On commence par dé�nir une structure
de A s>0-bimodule sur D̃ en utilisant la structure opéradique de WA :

i) � � i � 2 : : D̃(n) ! D̃(n + 1) ; [T ; fteg] 7! [T ; fteg] � i � 2 ;c , pour 1 � i � n,

ii ) � 2(� ; � ) : D̃(n) � D̃(m) ! D̃(n + m) ;
�
[T1 ; fteg] ; [T2 ; fleg]

�
7! [T1 ; fteg] � n+1 [T2 ; fleg].

avec � n ; c la corolle à n feuilles dont toutes les arêtes sont indexées par la couleur c et � n ;o la corolle dont
uniquement la dernière feuille et le tronc sont indexés par la couleur o. Ces opérations induisent une
structure de bimodule uniquement dans l'espace quotient.

Notons que toute application g 2 Operadfo; cg(WA ; � � ) passe au quotient et induit un morphisme
g̃ := f g̃n : D̃(n) ! M(n)gn>0 préservant la structure de bimodule sous A s>0. En e� et, si on se donne [T ; fteg]
et [T ; fleg] deux points distincts dans la même classe d'équivalence, alors il existe une arête interne e1

indexée par la couleur cet paramétrée par te1 = le1 = 1. Par conséquent, on a les décompositions suivantes :

[T ; fteg] = [T1 ; ft1
eg] � i [T2 ; ft2

eg] et [T ; fleg] = [T1 ; fl1eg] � i [T2 ; fl2eg];

avec T2 le sous-arbre de T ayant pour tronc l'arête e1. Supposons que [T1 ; ft1
eg] = [T1 ; fl1eg]. Grâce à la

relation (3.10), on a les égalités suivantes :

gn+1 ;o([T ; fteg]) = gjT1j ; o([T1 ; ft1
eg]) � i gjT2j ; c([T2 ; ft2

eg])
= gjT1j ; o([T1 ; ft1

eg]) � i gjT2j ; c([T2 ; fl2eg])
= gn+1 ;o([T ; fleg])

Si [T1 ; ft1
eg] et [T1 ; fl1eg] sont di � érents alors ils doivent être dans la même classe d'équivalence. Dans ce

cas on réitère la démarche précédente sachant que ce processus est �ni car on a un nombre �ni d'arêtes
internes. On dispose donc d'une application continue :

� : Operadfo; cg(WA ; � � ) ! BimodA s>0(D̃ ; M) (3.11)

envoyant g sur g̃.
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Co�brant : PosonsD̃n le sous A s>0-bimodule engendré par fD̃gn
i=1 avec n > 0. Par convention on note

D̃0 le bimodule BA s>0(; ). On doit commencer par montrer que le bord de D̃(n) est déterminé par D̃(n � 1)
via la structure de bimodule. Remarquons que l'application quotient WA (n + 1 ; o) ! D̃(n) préserve le
bord et qu'un point dans @WA (n + 1 ; o) a l'une des formes suivantes :

. [T ; fteg] tel que il existe e1 2 Eint (T) avec te1 = 1 et f (e1) = o;

. [T ; fteg] tel que il existe e1 2 Eint (T) avec te1 = 1 et f (e1) = c:

Dans le premier cas, le point [T ; fteg] peut se décomposer sous la forme [T1 ; ft1
eg] � jT1j [T2 ; ft2

eg] avec T2

le sous-arbre deT ayant pour tronc l'arête interne e1. Par conséquent, ce point provient des fD̃(l)gl<n via
l'axiome ( ii ). Dans le second cas, [T ; fteg] possède une décomposition similaire [ T1 ; ft1

eg] � i [T2 ; ft2
eg] avec

i < jT1j. L'axiome ( i) et la relation d'équivalence induisent les égalités suivantes :

[T ; fteg] = [T1 ; ft1
eg] � i [T2 ; ft2

eg] � [T1 ; fteg1] � i � jT2j ; c] = [T1 ; ft1
eg) � i � jT2j� 1 ;c] � i � 2;

Pour un entier n �xé, on peut en conclure que D̃n est obtenu à partir de D̃n� 1 comme la somme amalgamée :

FB(@A) //

q̃

��

FB(A)

��
D̃n� 1

//D̃n

(3.12)

avecA la séquence donnée parA(n) = WA (n + 1 ; o) et l'ensemble vide dans les autres cas. L'application
d'attachement q̃provient de la restriction de l'application quotient q : WA (n+ 1 ; o) ! WA (n+ 1 ; o)= �
au bord @WA (n + 1 ; o) et de la propriété universelle du bimodule libre décrite dans le chapitre 2. De
plus, si n � i alors on a l'égalité D̃n(i) = D̃(i) et limnD̃n = D̃. Comme l'application @A ! A est une
co�bration, D̃ peut être obtenu par une succession de co�brations. Finalement D̃ est co�brant dans la
catégorie des bimodules sous l'opérade A s>0.

Contractile : Comme dans la preuve du Théorème 3.1.4, on peut montrer que D̃(n) est un CW-complexe
et que le quotient q : WA (n + 1 ; o) ! D̃(n) est une application continue entre des CW-complexes com-
pacts. Comme la �bre de q au-dessus d'un point est homéomorphe à un produit de polytopes qui est
contractile, l'application q est une équivalence d'homotopie [44, Théorème principal]. Par conséquent
D̃(n) est contractile pour n > 0.

Comme D̃ est un remplacement co�brant de A s>0 en tant que bimodule, on a l'équivalence faible :

Bimodh
A s>0

(A s>0 ; M) ' BimodA s>0(D̃ ; M):

La seconde étape de la preuve consiste à montrer que l'application (3 :11) est une équivalence faible.
Pour cela on va introduire deux tours de �brations construites à partir des sous-espaces :

A0
k �

k+1Y

i=1

Top
�
WA (i ; c) ; � � (i ; c)

�

|                                {z                                }
réduit à un point

�
k+1Y

i=1

Top
�
WA (i ; o) ; � � (i ; o)

�
et B0

k �
kY

i=1

Top
�
D̃(i) ; M(i)

�

où A0
k est le sous-espace des applications satisfaisant les axiomes opéradiques etB0

k véri�ant les axiomes
desA s>0-bimodules, avec k > 0. En d'autres termes,A0

k etB0
k sont respectivement les espaces topologiques

Operadfo; cg(WA k+1 ; � � ) et BimodA s>0(D̃k ; M), avecWA k+1 la sous-opérade engendrée parfWA (i ; c)gk+1
i=1

et fWA (i ; o)gk+1
i=1 . Comme dans la première section, les projections induisent deux tours de �brations :

A0
1 A0

2
oo � � �oo A0

k
oo A0

k+1
oo � � �oo

B0
1 B0

2
oo � � �oo B0

k
oo B0

k+1
oo � � �oo
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convergeant respectivement versOperadfo; cg(WA ; � � ) et BimodAs>0(D̃ ; M). De plus, l'application � induit
un morphisme entre les deux tours de �brations :

A0
1

� 1

��

A0
2

oo

� 2

��

� � �oo A0
k

oo

� k

��

A0
k+1

oo

� k+1

��

� � �oo

B0
1 B0

2
oo � � �oo B0

k
oo B0

k+1
oo � � �oo

avec � = limk � k = holimk � k. Pour démontrer que � est une équivalence faible, il su� t donc de montrer
par récurrence que chacune des applications� k est une équivalence faible. Tout d'abord, remarquons que
les espacesWA (1 ; c) et WA (1 ; o) sont réduits à un point qui correspondent aux unités de l'opérade.
Les deux facteurs

Top
�
WA (1 ; c) ; � � (1 ; c)

�
et Top

�
WA (1 ; o) ; � � (1 ; o)

�

sont réduits à un point à cause des relations opéradiques et peuvent donc être ignorés.
L'application � 1 coïncide avec l'identité. C'est donc une équivalence faible. Supposons que � k� 1 soit

une équivalence et �xons g un point de A0
k� 1. PosonsFA0 la �bre au-dessus de g et FB0 la �bre au-dessus

de � k� 1(g). On obtient le diagramme suivant :

A0
k� 1

' � k� 1
��

A0
k

oo

� k
��

FA0oo

� g

��
B0

k� 1 B0
k

oo FB0oo

Comme les applications horizontales à gauche du diagramme sont des �brations, l'application � k est une
équivalence faible si et seulement si � g est une équivalence faible. Or d'après les lemmes 2.2.7 et 2.2.13
ainsi que le diagramme (3:12), on connait une description des �bres FA0 et FB0 :

FA0 � Topgk+1 ;o

� �
WA (k + 1 ; o) ; @WA (k + 1 ; o)

�
; M(k)

�
;

FB0 � Top� k� 1(g)k� q
� �

WA (k + 1 ; o) ; @WA (k + 1 ; o)
�
; M(k)

�
:

On a donc le diagramme commutatif :

FA
� //

� g

��

Topgk+1 ;o

� �
WA (k + 1 ; o) ; @WA (k + 1 ; o)

�
; M(k)

�

id

FB �
//Top� k� 1(g)k� q

� �
WA (k + 1 ; o) ; @WA (k + 1 ; o)

�
; M(k)

�

Par conséquent, l'application � k est une équivalence faible. �

Proposition 3.3.5. [13] Soient� : A s ! O un morphisme d'opérades et� : O ! M un morphisme de O-
bimodules véri�ant la relation(3:8). L'espace Operadh

fo; cg(A ct>0 ; � � ) est faiblement équivalent à l'espace de lacets
relatif :



�
Operadh(A s>0 ; O) ; Operadhfo; cg(A ct>0 ; � )

�
:

Démonstration.La preuve de cette démonstration est similaire à la preuve de la proposition 3.1.5. On
commence par identi�er Operadhfo; cg(A ct>0 ; � � ) à un sous-espace du modèle de l'espace de lacets relatif,
décrit dans la dé�nition 3.3.1, via l'inclusion :

i : Operadfo; cg(WA ; � � ) ! 

�
Operad(D ; O) ; Operadfo; cg(WA ; � )

�
;

g 7!

(
g̃n ; c : WA (n ; c) � [0 ; 1] ! � (n ; c) ; (x ; t) 7! � (� n ; c);

g̃n ;o : WA (n ; o) � f 1g ! � (n ; o) ; (x ; 1) 7! gn ;o(x):

Pour démontrer que l'inclusion i est une équivalence faible, on va introduire deux tours de �brations.
Dans la preuve de la proposition 3.3.4, on a déjà introduit la tour de �brations fA0

kgpermettant de calculer
l'espaceOperadhfo; cg(A ct>0 ; � � ). La seconde tour est constituées des sous-espaces :

C0
k �

k+1Y

i=1

Top
�
WA (i ; c) � [0 ; 1] ; � (i ; c)

�
�

k+1Y

i=1

Top
�
WA (i ; o) ; � (i ; o)

�
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satisfaisant les relations de la dé�nition 3.3.1. Les projections induisent une tour de �brations convergeant
vers l'espace de lacets relatif. De plus, l'inclusion i induit un morphisme entre les deux tours de �brations :

A0
1

i1

��

A0
2

oo

i2

��

� � �oo A0
k

oo

ik
��

A0
k+1

oo

ik+1

��

� � �oo

C0
1 C0

2
oo � � �oo C0

k
oo C0

k+1
oo � � �oo

A�n de prouver que i est une équivalence faible, il nous su� t de montrer par récurrence que chacune
des applications ik est une équivalence faible. Tout d'abord, remarquons que les espacesWA (1 ; c) et
WA (1 ; o) sont réduits à un point qui coïncident avec les unités de l'opérade. Par conséquent, les deux
facteurs

Top
�
WA (1 ; c) � [0 ; 1] ; � � (1 ; c)

�
et Top

�
WA (1 ; o) ; � � (1 ; o)

�

sont réduits à un point à cause des relations opéradiques et peuvent donc être ignorés.
Lorsque k = 1, un point dans C0

1 est la donnée d'un couple (g2 ;c ; g2 ;o) véri�ant les relations de la
dé�nition 3.3.1. En particulier, on a l'égalité g2 ;c(x ; 0) = � (� 1 ;c). Par ailleurs, les points dans l'image de i1
sont les couples véri�ant la condition supplémentaire :

g2 ;c : WA (2 ; c) � [0 ; 1] ! X(2 ; c) ; (x ; t) 7! � (� 2 ;c):

L'inclusion i1 est un rétract par déformation :

H : C0
1 � [0 ; 1] ! C0

1;

y =
�
(g2 ;c ; g2 ;o) ; t1

�
7!

(
H(y)2 ;c(� 2 ;c ; t) = g2 ;c

�
� 2 ;c ; t(1 � t1)

�
;

H(y)2 ;o(� 2 ;o ; 1) = g2 ;o(� 2 ;o ; 1):

Supposons queik� 1 soit une équivalence faible, aveck > 1, et �xons g un point de A0
k� 1. On désignera

par FA0 la �bre au-dessus de g ainsi que FC0 la �bre au-dessus de ik� 1(g). On obtient le diagramme
commutatif suivant :

A0
k� 1

' ik� 1

��

A0
k

oo

ik
��

FA0oo

ig

��
C0

k� 1 C0
k

oo FC0oo

Comme les applications horizontales à gauche sont des �brations, l'inclusion ik est une équivalence faible
si et seulement si l'application induite sur les �bres ig est une équivalence faible. Or un point dans FC0

est la donnée d'un couple (gk+1 ;c ; gk+1 ;o) satisfaisant les relations de la dé�nition 3.3.1. En particulier,
l'application gk+1 ;c doit envoyer toutes les faces de WA (k + 1 ; c) � [0 ; 1] vers le point base � (� k+1 ;c) à
l'exception de la face WA (k + 1 ; c) � f 1g.

D'un autre coté, un point dans l'image de l'application ig sont les couples (gk+1 ;c ; gk+1 ;o) véri�ant la
condition supplémentaire :

gk+1 ;c : WA (k + 1 ; c) � [0 ; 1] ! � (k + 1 ; c) ; (x ; t) 7! � (� k+1 ;c):

Pour démontrer que ig est un rétract par déformation, on considère un relèvement H0 du diagramme :

@
�
WA (k + 1 ; c) � [0 1]

�
� [0 ; 1]

F �
WA (k + 1 ; c) � [0 ; 1]

�
� f 0g //

��

WA (k + 1 ; c) � [0 ; 1]

�
WA (k + 1 ; c) � [0 ; 1]

�
� [0 ; 1]

H0

22

L'application horizontale est dé�nie comme étant l'inclusion sur le facteur ( WA (k + 1 ; c) � [0 ; 1]) � f 0g
et envoyant un point (( x ; t1) ; t2) 2 @(WA (k + 1 ; c) � [0 1]) � [0 ; 1] vers (x ; (1 � t2)t1). Le relèvement H0

existe car l'application verticale est une co�bration acyclique tandis que l'espace WA (k + 1 ; c) � [0 ; 1]
est �brant. On peut représenter l'homotopie H0 via la �gure suivante :
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Figure 3.3 – Illustration de l'homotopie H0.

En d'autres termes, les points dans l'image de ig coïncident avec les couples véri�ant la relation :

gk+1 ;c(x ; t) = gk+1 ;c

�
H0

�
(x ; t) ; 1

� �
= � (� k+1 ;c); pour x 2 WA (k + 1 ; c) et t 2 [0 ; 1].

Finalement le rétract par déformation est donné par :

H2 : FC0 � [0 ; 1] ! FC0;

y =
�
(gk+1 ;c ; gk+1 ;o) ; t1

�
7!

8
>><
>>:

H2(y)k+1 ;c(x ; t) = gk+1 ;c

�
H

�
(x ; t) ; t1

��
; pour x 2 WA (k; c) et t 2 [0 ; 1];

H2(y)k+1 ;o(x ; 1) = gk+1 ;o(x ; 1); pour x 2 WA (k + 1 ; o):

L'espaceOperadfo; cg(WA ; � � ) est faiblement équivalent à 

�
Operad(D ; O) ; Operadfo; cg(WA ; � )

�
. �

Théorème 3.3.6. [13] Soient� : A s ! O un morphisme d'opérades et� : O ! M un morphisme de O-bimodules
véri�ant la relation (3:8). Si les espace M(0), O(0) et O(1) sont contractiles alors le couple d'espaces topologiques
(sTot(O) ; sTot(M)) est faiblement équivalent à une algèbre sousSC2 explicite :

�

 2Operadh(A s>0 ; O) ; 
 2

�
Operadh(A s>0 ; O) ; Operadhfo; cg(A ct>0 ; � )

�

Démonstration.Les équivalences faibles proviennent des théorèmes 2.2.25 et 3.3.2. �

3.4 SC2-algèbre extraite d'une opérade pointée

Soient � : A ct ! O un morphisme d'opérades colorées et (Oc ; Oo) le couple d'espaces semi-
cosimpliciaux associés. D'après l'exemple 1.4.3, l'application � est aussi un morphisme de A ct>0-
bimodules. Le résultat de la section 3.1 a� rme que si O(0 ; c) est contractile alors le couple d'espaces
topologiques (sTot(Oc) ; sTot(Oo)) est faiblement équivalent à une SC1-algèbre :

�

 Bimodh

A s>0
(A s>0 ; Oc) ; 


�
Bimodh

As>0
(As>0 ; Oc) ; Bimodh

A ct>0
(A ct>0 ; O)

� �
:

Si on suppose que l'espaceO(1 ; c) est contractile alors on sait identi�er Bimodh
A s>0

(A s>0 ; Oc) à un espace

de lacets explicite 
 Operadh(A s>0 ; Oc) grâce aux travaux de Dwyer-Hess [14] et Turchin [49]. On va
montrer qu'il est possible d'adapter la démonstration de Turchin a�n d'étendre ce résultat au cas coloré
en remplaçant l'opérade associative par l'opérade A ct>0.

Proposition 3.4.1. [13] Soit � : A ct ! O un morphisme defo; cg-opérades avec O(1 ; c) et O(1 ; o) deux espaces
contractiles. L'espace Bimodh

A ct>0
(A ct>0 ; O) est faiblement équivalent à l'espace de lacets
 Operadhfo; cg(A ct>0 ; O).

Démonstration.On va montrer comment adapter la preuve du théorème 2.2.25. Selon les notations de
Turchin [49], BD est un remplacement co�brant de A s>0, en tant que bimodule, muni d'une application
continue :

� c : 
 Operadfo; cg(D ; Oc) ! BimodA s>0(BD ; Oc) ' Bimodh
A s>0

(A s>0 ; Oc);

envoyant un lacet f vers le morphisme de bimodules � f
c . En utilisant des tours de �brations, Turchin a

démontré que l'application � c est une équivalence faible à condition que l'espaceOc(1) soit contractile.
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L'application � c est obtenue grâce à la construction de BD comme un recollement de polytopes
indexés par des fcg-arbres planaires àn feuilles. Plus précisément, si T est un fcg-arbre planaire alors on
dé�nit BD(T) comme le produit des deux espaces :

. � D(T) =
Q

v2V(T)
D(jvj);

. � N(T) = f f tvgv2V(T) j tv 2 [0 ; 1] et tv1 � tv2 si v1 < v2g � [0 ; 1]jV(T)j;

où v1 < v2 s'il existe un chemin reliant une feuille à la racine passant par les deux sommets avec
d(v1 ; r) < d(v2 ; r). On notera un point de BD(T) sous la forme fxv ; tvgavec fxvg 2� D(T) et ftvg 2� N(T).
Ainsi, pour tout lacet f 2 Operad(D ; Oc) et pour tout fcg-arbre planaire T à n feuilles, on dé�nit par
itération l'application :

� f
T ; c : BD(T) ! O(n ; c);

fxv ; tvg 7! fjrj(xr ; tr)
�
� f

T1 ; c(fx
1 ; t1g); : : : ; � f

Tjrj ; c
(fxjrj ; t jrjg)

�
;

avecTi le sous-arbre deT ayant pour tronc la i-ème entrée de la racine. On dispose d'un ordre partiel sur
l'ensemble desfcg-arbres donné par T1 < T2 si T1 peut être obtenu à partir de T2 en contractant des arêtes
internes. On notera Tn l'ensemble partiellement ordonné constitué des arbres à n feuilles. L'espace BD
est construit comme la colimite :

BD(n) :=
[

T2Tn

BD(T):

Par construction, la structure opéradique de D induit une structure de A s>0-bimodule sur BD et l'appli-
cation � f

c :=
S

T2Tn

� f
T ; c est un morphisme de bimodules.

Comme on dispose des homéomorphismes WA (n ; c) � WA (n ; o) � D(n), un remplacement co�-
brant de A ct>0 en tant que bimodule est donné par la collection :

BDfo; cg(n ; c) = BDfo; cg(n ; o) = BD(n) pour n > 0;

et l'ensemble vide pour les autres con�gurations d'entrées. De la même manière que dans le cas non-
coloré, on peut construire une application :

� : 
 Operadfo; cg(WA ; O) ! BimodA ct>0(BDfo; cg; O) ' Bimodh
A ct>0

(A ct>0 ; O);

envoyant un lacet f vers le couple (� c ; � o). Pour décrire l'application � o, on a besoin d'une décomposition
de BDfo; cg(n ; o) en polytopes indexée par des fo; cg-arbres planaires véri�ant la condition (3 :6).

PosonsT 0
n l'ensemble partiellement ordonné constitué des fo; cg-arbres planaires àn feuilles véri�ant

la condition (3 :6), avecT1 < T2 si T1 peut être obtenu à partir de T2 en contractant des arêtes internes.
Pour T 2 T 0

n, on dé�nit l'espace BDfo; cg(T) comme le produit des deux espaces :

. � D(T) =
Q

v2V(T)
WA

�
n ; e0(v)

�
;

. � N(T) = f f tvgv2V(T) j tv 2 [0 ; 1] et tv1 � tv2 si v1 < v2g � [0 ; 1]jV(T)j:

Ainsi, pour tout lacet f 2 Operadfo; cg(WA ; O) et pour tout élément T 2 T 0
n, on dé�nit l'application :

� f
T ; o : BDfo; cg(T) ! O(n ; o);

fxv ; tvg 7! fjrj ; o(xr ; tr)
�
� f

T1 ; c(fx
1 ; t1g); : : : ; � f

Tjrj� 1 ; c(fx
jrj� 1 ; t jrj� 1g); � f

Tjrj ; o
(fxjrj ; t jrjg)

�
;

Au �nal, le couple d'applications ( � f
c ; � f

o), avec� f
o := [ � f

T ; o, forme un morphisme de bimodules colorés.
En utilisant les mêmes arguments que Turchin, on peut montrer que � est une équivalence faible à
condition que les espacesO(1 ; c) et O(1 ; o) soient contractiles. �

Remarque3.4.2. Dans [37], Robertson a démontré une version plus générale de la proposition 3.4.1 en
étendant le résultat pour des opérades colorées autres queA ct. Pour cela, elle utilise une méthode moins
combinatoire basée sur les travaux de Dwyer-Hess [14].
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Théorème 3.4.3. [13] Soit � : A ct ! O un morphisme d'opérades colorées avec O(0 ; c) ' O(1 ; c) ' �
et O(1 ; o) ' � . Si (Oc ; Oo) désigne le couple d'espaces semi-cosimpliciaux correspondant à� alors la paire
(sTot(Oc) ; sTot(Oo)) est faiblement équivalent à uneSC2-algèbre explicite :

�

 2Operadh(A s>0 ; Oc) ; 
 2

�
Operadh(A s>0 ; Oc) ; Operadhfo; cg(A ct>0 ; O)

� �
:

Démonstration.D'après le théorème 2.2.25,sTot(Oc) est faiblement équivalent à l'espace de lacets double

 2Operadh(A s>0 ; Oc). Pour démontrer la seconde équivalence faible, remarquons que l'on a le dia-
gramme commutatif suivant :


 Operadfo; cg(WA ; O)
� //


 (p2)

��

BimodA ct>0(� ; O)

p1

��

 Operad(D ; Oc)

� c //BimodA s>0(� c ; Oc)

avecp1 et p2 les applications issues de la restriction à la couleur c tandis que � et � c sont les équivalences
faibles introduites dans la preuve de la proposition 3.4.1. Comme les �bres homotopiques commutent
avec les limites homotopiques �nies, on a la succession d'équivalences faibles :



�
BimodA s>0(� c ; Oc) ; BimodA ct>0(� ; O)

�
' ho f ib

�
BimodA ct>0(� ; O)

p1
�! BimodA s>0(� c ; Oc)

�
;

' ho f ib
�

 Operadfo; cg(WA ; O)


 (p2)
�! 
 Operad(D ; Oc)

�
;

' 
 ho f ib
�
Operadfo; cg(WA ; O)

p2
�! Operad(D ; Oc)

�
;

' 
 2
�
Operad(D ; Oc) ; Operadfo; cg(WA ; O)

�
;

' 
 2
�
Operadh(A s>0 ; Oc) ; Operadhfo; cg(A ct>0 ; O)

�
:

�
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4
Application à l'espace des entrelacs

Dans une série d'articles [41, 42, 43], Sinha a démontré que l'espace des longs nœuds dansRn modulo
les immersions, noté L 1 ;n, dispose d'un remplacement cosimplicial à condition que la dimension de
l'espace d'arrivée soit strictement supérieure à 3. Ce remplacement cosimplicial provient d'une opérade
multiplicative, appelée l'opérade de Kontsevich, qui fut initialement introduite dans le but d'avoir une
résolution co�brante de l'opérade des petits cubes. Grâce à cela, on sait identi�er l'espace L 1 ;n à un
espace de lacets double explicite.

Par la suite, Munson et Volić ont démontré dans [35] que l'espace des longs entrelacs modulo
les immersions, noté L k;n, possède aussi une résolution cosimpliciale pouvant s'exprimer comme un
"décalage" de l'opérade de Kontsevich. L'objet ainsi obtenu ne possède pas de structure opéradique.
Cependant, Dwyer et Hess ont montré dans [15] qu'il est muni d'une structure de bimodule sous
l'opérade associative. Par conséquent,L k;n a le type d'homotopie d'un espace de lacets à condition que
n > 3.

Dans ce chapitre, on rappelle la construction de l'opérade de Kontsevich et ses liens avec les espaces
de nœuds et d'entrelacs. Ensuite on montrera que le couple (L 1 ;n ; L k;n) est faiblement équivalent à une
SC2-algèbre explicite. On verra que ce résultat découle du fait qu'on peut construire une SC2-algèbre à
partir d'une opérade symétrique multiplicative.

4.1 Espace des longs nœuds et opérade de Kontsevich

L'espace des longs nœuds,Embc(R ; Rn), est constitué des plongements coïncidant avec le plongement
standard, x 7! (x; 0; : : : ;0), en dehors d'un compact. Lorsque n � 3, Budney montre dans [8] que cet espace
est uneC2-algèbre et donne une interprétation de l'opération commutative à homotopie près. Le produit
provient de la concaténation de deux nœuds tandis que la commutativité à homotopie près s'interprète
comme le fait de "glisser" un nœud dans l'autre.

Figure 4.1 – Illustration de la commutativité du produit de deux nœuds de trè�e.
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A partir d'un espace topologique pointé ( X ; � ), on peut construire un espace cosimplicial X � := fXn =
X � ng� 0 dont les cofaces et les codégénérescences sont dé�nies de la façon suivante :

si : Xn ! Xn� 1 ; (x1; : : : ;xn) 7! (x1; : : : ;xi ; xi+2; : : : ;xn) pour i 2 f0; : : : ;n � 1g;

di : Xn ! Xn+1 ; (x1; : : : ;xn) 7!

8
>>><
>>>:

(� ; x1; : : : ;xn) pour i = 0;
(x1; : : : ;xi ; xi ; : : : ;xn) pour i 2 f1; : : : ;ng;

(x1; : : : ;xn; � ) pour i = n + 1:

Si on désigne le pôle sud � S comme point base de la sphère Sn� 1 alors Sinha montre dans [43] qu'un
remplacement cosimplicial de Embc(R ; Rn) est donné par le produit de ( Sn� 1)� avec l'espace cosimplicial
associé à l'opérade multiplicative de Kontsevich. L'objet cosimplicial ainsi obtenu ne provient pas d'une
opérade multiplicative à cause du facteur ( Sn� 1)� . Pour remédier à ce problème, notons que (Sn� 1)�

est une résolution cosimpliciale de l'espace des longues immersions, noté Immc(R ; Rn), constitué des
immersions coïncidant avec le plongement standard en dehors d'un compact. On va étudier la �bre
homotopique :

L 1 ;n := ho f ib
�
Embc( R ; Rn ) �! Immc( R ; Rn )

�
: (4.1)

En prenant la �bre homotopique, on élimine les informations provenant de l'espace tangent dans
Embc(R ; Rn). Ces informations correspondent exactement au facteur (Sn� 1)� . Sinha obtient ainsi le résul-
tat suivant :

Théorème 4.1.1. [42, Corollaire 1.2] Lorsque n> 3, la totalisation homotopique de l'espace cosimplicial associé
à l'opérade de Kontsevich est faiblement équivalent àL 1 ;n.

Il est possible de dé�nir les opérades réduites comme un foncteur covariant partant d'une catégorie
d'arbres à valeurs dans une catégorie symétrique monoïdale. Dans [42], Sinha a pu ainsi donner une
version plus combinatoire de l'opérade de Kontsevich dans le cas non symétrique en passant par
l'opérade "choose-two". Dans cette section, on rappelle la construction de Sinha et on introduit l'action
du groupe des permutations sur l'opérade de Kontsevich. On commence par introduire la catégorie
d'arbres qui va encoder la structure des opérades réduites.

Dé�nition 4.1.2. On introduit la catégorie � dont les objets sont les arbres planaires sans sommet
univalent. On dispose d'un morphisme fT ;T0 entre les arbres planaires T et T0 si T0 peut être obtenu
à partir de T en contractant un ensemble d'arêtes autres que le tronc. On notera � n la sous-catégorie
constituée des arbres planaires àn feuilles. Cette sous-catégorie possède un objet terminal, noté n, donné
par la n-corolle. Par convention � 0 et � 1 sont constitués d'un seul objet.

Figure 4.2 – Exemples de morphismes dans� 4.

Dé�nition 4.1.3. Une opérade réduite dans une catégorie symétrique monoïdale (C ; 
 ; I ) est la donnée
d'un foncteur covariant O : � ! C véri�ant les conditions suivantes :

(1) O(T) := 

v2V(T)

O( jvj), (2) O( 1) = O( 0) = I ,

(3) si une arête e, autre que le tronc, est l'unique arête entrante d'un sommet v0 alors l'application
issue de la contraction de e notée O( ffeg) est l'identité sur le facteur 


v, v0
O( � v ) tensorisé avec

l'isomorphisme I 
 � via la décomposition (1),
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(4) si Sest un sous-arbre deT et fS;S0, fT ;T0 sont deux morphismes contractant les mêmes arêtes alors

O( fT ;T0) = O( fS;S0) 
 id;

Remarque4.1.4. Les dé�nitions 1.1.10 et 4.1.3 sont équivalentes. En e� et, à partir d'un foncteur covariant
O : � ! C , on dé�nit la collection fO(n) := O( n)gn� 0 d'objets de C. Ainsi dé�nie, la collection est
pointée par l'unique élément de O( 1) = I . Les morphismes de la catégorie� induisent les compositions
opéradiques. La condition (4) garantit les axiomes opéradiques tandis que la condition (2) implique que
l'opérade est réduite. La condition (3) est équivalente à l'axiome de l'unité.

Exemple 4.1.5. L'opérade associative
Soit (C ; 
 ; I ) une catégorie monoïdale. Le foncteur correspondant à l'opérade associative, notéA s : � !
C, est dé�ni de la façon suivante :

A s( n) = I et A s( fT ;T0) = id:

Notation4.1.6. La catégorie des ensembles �nis est notéeFSets. SiSest un objet deFSetsalors S+ := Stf +g
est l'ensemble obtenu à partir de S en ajoutant un point base. On désignera par Ck(S) l'ensemble des
k-uplets distincts formés à partir de S :

Ck(S) := f(si) 2 S� k j si , sj si i , jg:

Dé�nition 4.1.7. Soit T un arbre planaire. Le sommet joint entre les feuilles indexées par i et j est le
premier sommet commun aux chemins reliant les deux feuilles à la racine. On dé�nit l'application qui
associe à un couple de feuilles (i ; j) le couple d'entiers ( Jv(i) ; Jv( j)) avec v le joint entre i et j tandis que
Jv(i) est la numérotation de l'arête entrante de v connectée à la feuille i issue de la structure planaire de
l'arbre.

(i ; j) 7! (Jv(i) ; Jv( j))

(1 ; 3) 7! (1 ; 3)
(2 ; 5) 7! (1 ; 3)
(3 ; 4) 7! (1 ; 2)
(5 ; 7) 7! (1 ; 2)
(4 ; 7) 7! (1 ; 2)

Figure 4.3 – Illustration de l'application.

Dé�nition 4.1.8. L'opérade "choose-two"
Soit T un arbre planaire. L'opérade "choose-two" est dé�nie comme le foncteur � : � ! FSetsop véri�ant :

. � (T) =
W

v2V(T)
C2(f1; : : : ;jvjg)+

. � (T !  � T ) : C2(f1; : : : ;jTjg)+ !
W

v2V(T)
C2(f1; : : : ;jvjg)+ ;

(
(i ; j) 7! (Jv(i) ; Jv( j));

+ 7! +;

Si X est un espace topologique alors on peut lui associer le foncteur X � : FSetsop ! Topenvoyant un
ensemble �ni S vers l'espace topologique XS constitué des familles fxsgs2S de points de X indexés par S.
Si f : S1 ! S2 est un morphisme d'ensembles �nis, alors on a :

X f : XS2 ! XS1 ; fxsgs2S2 7! f x f (s)gs2S1:

A partir de l'espace topologique X, on construit l'opérade topologique Op(X) comme le foncteur cova-
riant :

�
� //FSetsop X � //Top: (4.2)
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Sinha construit l'opérade de Kontsevich comme une sous-opérade de Op(Sn� 1), pour n � 2. L'opérade
de Kontsevich est initialement obtenue comme une compacti�cation de l'espace de con�gurations :

eCk(Rn) := f(xi) 2 (Rn)k j xi , x j si i , jg=� ;

où la relation d'équivalence est engendrée par les translations et les dilations. La compacti�cation est
dé�nie grâce à l'application :

� k : eCk(Rn) �! (Sn� 1)C2( k )

(xi) 7�!

 
x j � xi

jx j � xi j

!

(i;j)

avec k := f1; : : : ;kg. Le k-ième espace composant l'opérade de Kontsevich, noté K n(k), est construit
comme l'adhérence de l'image de l'application � k. Pour décrire la structure opéradique de K n, on va
utiliser l'opérade "choose-two". Pour cela, on a besoin d'une caractérisation des points de K n(k) comme
sous-espace de (Sn� 1)C2(k).

Dé�nition 4.1.9. i) Une k-chainedans un ensemble S est la donnée d'une collection de couples de la
forme

f(i0; i1); (i1; i2); : : : ;(ik� 1; ik)g

avec i j 2 S et i j , i j+1. Une k-chaine est appeléek-lacet si ik = i0. Une chaine est dite stricte si elle
ne contient aucun lacet. L'inverse d'une k-chaine f(i0; i1); (i1; i2); : : : ;(ik� 1; ik)gest obtenue en prenant la
k-chaine f(ik; ik� 1); (ik� 1; ik� 2); : : : ;(i1; i0)g.

ii ) Un point ( ui j ) 2 (Sn� 1)C2( k ) est dit "three dependent"si pour tout 3-lacet L il existe des scalairesai j � 0,
non tous nuls, tel que : X

(i;j)2L

ai j ui j = 0:

iii ) Si S est un ensemble ordonné de cardinal 4 alors on peut associer à chaque 3-chaine stricteC, une
permutation � (C) encodant l'ordre d'apparition des éléments.

Ex : SiS = f1;2;3;4get C = f23;31;14galors � (C) = (2314).

On dé�nit le complémentaire d'une 3-chaine stricte C comme l'unique 3-chaine stricte C� (à inversement
près) issue des paires d'indices non-utilisées dansC.

Ex : SiC = f23;31;14galors

(
C� = f12;24;43g;
C� = f34;42;21g:

iv) Un point ( ui j ) 2 (Sn� 1)C2( k ) est dit "four consistent"si 8S � f 1; : : : ;kgde cardinal 4 et v, w 2 Sn� 1 on a :

X

C2C3(S)

(� 1)sign(� (C))

0
BBBBBB@

Y

(i;j)2C

ui j : v

1
CCCCCCA

0
BBBBBB@

Y

(i;j)2C

ui j :w

1
CCCCCCA = 0;

avecC3(S) l'ensemble des 3-chaines strictes modulo les inverses.

v) Un point ( ui j ) 2 (Sn� 1)C2( k ) est dit antisymétriquesi ui j = � u ji pour i < j.

Proposition 4.1.10. [42, Théorème 4.4]K n(k) est le sous-espace de(Sn� 1)C2( k ) constitué des points antisymé-
triques, three dependent et four consistent.

Sinha démontre dans [42] que les points antisymétriques, three dependent et four consistent sont
préservés par la structure opéradique de (Sn� 1)C2( k ) issue de la composée (4.2). DoncK n est une sous-
opérade de (Sn� 1)C2( k ) multiplicative et le morphisme d'opérade � : A s ! K n envoie � k vers le point
(ui j ) 2 K n(k) dé�ni par ui j = � S pour i < j. De plus, le groupe des permutations � k agit naturellement sur
les points (ui j ) 2 K n(k). En e� et, pour � 2 � k, on dé�nit u � � de la façon suite :

(u � � )i j = u� (i)� ( j):

Comme la permutation d'une 3-chaine (stricte) est toujours une 3-chaine (stricte), u� � est antisymétrique,
three dependent et four consistent. De plus, cette action est compatible avec la composition opéradique.
D'où la proposition suivante :
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Proposition 4.1.11. L'opérade de KontsevichK n est une opérade symétrique réduite multiplicative dont la
structure opéradique provient de l'opérade "choose-two".

4.2 SC2-algèbre obtenue à partir d'une opérade symétrique

On va démontrer dans cette section que l'on peut extraire un couple d'espaces faiblement équivalent
à une SC2-algèbre explicite à partir d'une opérade topologique symétrique multiplicative. On utilisera
pour cela la dé�nition 1.1.10 des opérades symétriques O. Cela revient à se donner une collection
symétrique pointée fO(n)gmunie de compositions opéradiques.

Dé�nition 4.2.1. Soit O une opérade symétrique. Pour k > 0, on dé�nit � k(O) comme la collection :

� k(O)(n) = O(k � n); pour n � 0:

Lorsque k > 1, � k(O) n'est pas nécessairement une opérade. En e� et, si l'on suppose que � k(O)
possède une telle structure alors l'espace� k(O)(1) = O(k) doit être un monoïde topologique associatif et
donc avoir le type d'homotopie d'un espace de lacets. Cependant, dans le cas particulier de l'opérade
de Kontsevich, Sinha a montré dans [41] que l'espaceK n(k) est faiblement équivalent à eCk(Rn). Or, on
sait que ce dernier n'a pas le type d'homotopie d'un espace de lacets grâce au calcul d'homologie des
espaces de con�gurations [9].

On va néanmoins montrer que � k(O) possède une structure deO-bimodule. En utilisant la structure
opéradique de O, la structure de bimodule à droite sous l'opérade O est donnée par :

� i : � k(O)(n) � O(m) �! � k(O)(n + m � 1);

(x ; y) 7�! (� � � ( ( x � i+(k� 1)n y ) � i+(k� 2)n y ) � � � � i y);
(4.3)

On peut interpréter un point de O(n) comme une opération à n paramètres tandis qu'un point de � k(O)(n)
s'interprète comme une opération avec k blocs den paramètres. Ainsi, la structure (4 :3) consiste à gre� er
le point y sur la i-ème entrée de chacun desk blocs.

Dé�nition 4.2.2. On �xe les entiers naturels k;n1; : : : ;nm. Un entier p 2 f1; : : : ;k(n1 + � � � + nm)gs'écrit de
manière unique sous la forme p = l1n1 + l2n2 + � � � + lmnm + q, avecl i 2 f0; : : : ;kg, véri�ant :

. si l i , 0 alors l j = k pour j < i,

. si l i , k alors l j = 0 pour j > i,

. si S = maxfi j l i = kgalors q � nS+1.
Via cette écriture, on dé�nit la permutation � (k; n1; : : : ;nm) 2 � k(n1+���+nm) par la formule :

p 7�! ls(n1 + � � � + nm) + n1 + � � � + ns� 1 + q;

avec s =

(
1 si tous les l i sont nuls;

minfi j l i , 0g sinon:

Par exemple, lorsque m = 2, on dispose de k blocs de n1 éléments suivis de k blocs de n2 éléments. La
permutation � (k; n1; n2) va intercaler les blocs comme le montre la �gure (4 :4).

Figure 4.4 – Illustration de la permutation � (k; n1; n2).

En utilisant la symétrique de l'opérade O, on dé�nit la structure de bimodule à gauche de � k(O) via la
formule suivante :

 l : O(m) � � k(O)(n1) � � � � � � k(O)(nm) �! � k(O)(n1 + � � � + nm);
(x; y1; : : : ;ym) 7�!  (x; y1; : : : ;ym) � � (k; n1; : : : ;nm): (4.4)
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Proposition 4.2.3. Soit O une opérade symétrique. Les opérations(4:3) et (4:4) font de� k(O) un O-bimodule.

Démonstration.L'axiome de l'unité C1 est véri�é grâce à la structure opéradique de O et au fait que
� (1 ; n) 2 � n correspond à la permutation triviale. De plus, l'axiome de l'associativité à droite C2 est
véri�é grâce aux axiomes opéradiques. L'axiome C3 provient d'une propriété de compatibilité entre la
structure opéradique  et la structure de groupe � des composantes de� :

� (k; n1
1 + � � � + n1

i1
; : : : ;np

1 + � � � + np
ip
) �

�
 (id� p; � (k; n1

1; : : : ;n1
i1
); : : : ; � (k; n1

p; : : : ;np
ip
))

�
= � (k; n1

1; : : : ;np
ip
):

En�n, l'axiome de compatibilité C4 provient de la propriété suivante :


�
� (k; n1; : : : ;np); id� m1

1

; : : : ;id�
m

p
ip

|             {z             }

; : : : ; id� m1
1

; : : : ;id�
m

p
ip

|              {z              }
on répète k fois le bloc

�
= � (k;m1

1 + � � � + m1
i1
; : : : ;mp

1 + � � � + mp
ip
):

�

Au �nal, la séquence � k(O) possède une structure de O-bimodule mais ce n'est pas su� sant pour
construire une SC2-algèbre à partir du couple ( O ; � k(O)). On va maintenant supposer que l'opérade O
est multiplicative. Cela signi�e qu'il existe un morphisme d'opérades non symétriques � 1 : A s ! O.
Grâce à cette application, on dispose du morphisme :

� 2 : O �! � k(O) ; x 7�! � 1(� k) (x; : : : ;x): (4.5)

Par construction, l'application � 2 préserve uniquement la structure de O-bimodule à droite. On ne peut
donc pas utiliser le théorème 3.3.6 avec le couple de morphismes (� 1 ; � 2). On a néanmoins la proposition
suivante :

Proposition 4.2.4. Soient O une opérade symétrique multiplicative et� 1 : A s ! O le morphisme d'opérades
associé. Si� 2 désigne l'application(4:5) alors la composée :

� 2 � � 1 : A s ! � k(O);

est un morphisme deA s-bimodules.

Démonstration.Comme la collection � k(O) est un O-bimodule, elle possède aussi une structure de bimo-
dule sous l'opérade A s via le morphisme d'opérades � 1. Comme l'application � 2 préserve la structure
de bimodule à droite, la composée � 2 � � 1 est un morphisme de A s-bimodule à droite. Il reste donc à
véri�er la commutativité du diagramme :

A s(m) � A s(n1) � � � � � A s(nm) //

��

A s(m) � � k(O)(n1) � � � � � � k(O)(nm)

��
A s(n1 + � � � + nm) //� k(O)(n1 + � � � + nm)

Or, on a les égalités suivantes :

 l

�
� m ; � 2 � � 1(� n1); : : : ; � 2 � � 1(� nm)

�
=

h
� m

�
� k (� n1; : : : ;� n1); : : : ; � k (� nm; : : : ;� nm)

�i
� � (k; n1; : : : ;nm)

= � k

�
� m (� n1; : : : ;� nm); : : : ; � k (� n1; : : : ;� nm)

�

= � 2

�
� m (� n1 ; : : : ; � nm)

�
:

D'où le résultat. �

D'après les résultats de Dwyer-Hess [14] et Turchin [49], on sait que le bimodule � k(O) possède une
structure semi-cosimpliciale et que sa semi-totalisation est faiblement équivalente à un espace de lacets
explicite. A partir du couple ( O ; � k(O)), on construit l'opérade colorée � dé�nie par :

� (n ; c) = O(n); pour n � 0 ; � (n ; o) = � k(O)(n � 1); pour n > 0; (4.6)
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et l'ensemble vide pour les autres con�gurations d'entrées. La structure opéradique de � est similaire à
la construction de l'opérade (3 :7). Tous les axiomes sont véri�és y compris l'axiome de l'unité. En e � et,
l'unité de � (1 ; o) = O(0) est obtenue comme l'image de � 0 via l'application � 1. Si x 2 � (n ; o) alors on a
les égalités :

x � n � 1(� 0) = � 1(� 2)(x ; � 1(� 0)) = � (k; n; 0) � � 1(� 2)(x ; � 1(� 0)) = x: (4.7)

De plus, on dispose d'un morphisme d'opérades :

� : A ct ! � ;

(
� (� i ; c) = � 1(� i); pour i � 0;
� (� i ; o) = � 2 � � 1(� i� 1); pour i > 0:

En appliquant le théorème 3.4.3, on obtient le résultat suivant :

Théorème 4.2.5. Soient O une opérade symétrique multiplicative et� l'opérade colorée associée(4:6). Si les
espaces O(0) et O(1) sont contractiles alors le couple(sTot(O) ; sTot(� k(O))) est faiblement équivalent à une
SC2-algèbre explicite :

�

 2Operadh(A s>0 ; O) ; 
 2

�
Operadh(A s>0 ; O) ; Operadhfo; cg(A ct>0 ; � )

� �
:

4.3 Étude de l'espace des longs entrelacs

L'espace des longs entrelacs àk > 1 brins, noté Embc( t k R ; Rn), est constitué des plongements dont
la restriction à la i-ème composante coïncide avec le plongementx 7! (x; i � 1; 0; : : : ;0) en dehors d'un
compact. Contrairement à l'espace des longs nœuds, l'espace des longs entrelacs àk brins possède
uniquement une structure d'algèbre sous l'opérade C1. On dispose donc d'une opération associative à
homotopie près qui peut s'interpréter comme la concaténation de deux longs entrelacs à k brins.

Figure 4.5 – Exemple de la concaténation de deux longs entrelacs à 3 brins.

Comme on peut le voir sur la �gure 4 :5, il semble di� cile de permuter les deux entrelacs à cause de
l'enchevêtrement des brins. Il existe néanmoins un cas de �gure où la concaténation est commutative à
homotopie près. On introduit le morphisme d'algèbres associatives à homotopie près :

Embc(R ; Rn) �! Embc(
kG

i=1

R ; Rn); (4.8)

qui consiste à prendre k répliques du même long nœud. L'application (4 :8), ainsi dé�nie, est centrale à
homotopie près. Cela signi�e que la concaténation de deux entrelacs commute à homotopie près si l'un
d'eux provient d'un long nœud. Cela suggère que le couple formé par les longs nœuds et entrelacs est
une SC2-algèbre.

Figure 4.6 – Illustration de la commutativité avec le nœud de trè�e.
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Munson et Volić ont remarqué dans [35] que l'étude des longs entrelacs à k brins consistait à itérer k
fois les constructions introduites par Sinha dans [41, 42, 43]. L'analogue des espaces cosimpliciaux, dans
le cas des entrelacs àk brins, est la notion d'espace k-cosimplicial.

Dé�nition 4.3.1. On note (� )k le produit k fois itéré de la catégorie � . Un espace k-cosimplicialest la donnée
d'un foncteur covariant de ( � )k vers les espaces topologiques. S'il n'y a pas d'ambiguïté sur l'entier k, on
notera X

�! � un espacek-cosimplicial. C'est donc la donnée d'une famille d'espaces :

X [�! p ] ; avec [�! p ] = ([p1]; : : : ;[pk]) 2 (� )k;

munie d'applications, appelées cofaces et codégénérescences, notées :

. X
�! � (id; : : : ;di

j ; : : : ;id) : X([p1];:::;[pk]) �! X([p1];:::;[pj+1];:::;[pk]) pour j 2 f1; : : : ;kg et i 2 f0; : : : ; ;pj + 1g;

. X
�! � (id; : : : ;si

j ; : : : ;id) : X([p1];:::;[pk]) �! X([p1];:::;[pj � 1];:::;[pk]) pour j 2 f1; : : : ;kg et i 2 f0; : : : ; ;pj � 1g;

véri�ant des relations semblables aux relations cosimpliciales.

Exemple 4.3.2. Si X � est un espace cosimplicial alorsX
�! � désigne l'espacek-cosimplicial :

X [�! p ] = Xp1 � � � � � Xpk; avec [�! p ] = ([p1]; : : : ;[pk]) 2 (� )k:

En particulier, �
�! � est l'espacek-cosimplicial obtenu à partir des simplexes. Inversement, si X

�! � est un
espacek-cosimplicial alors on introduit l'espace cosimplicial diagonal :

Diag(X
�! � )n := X([n];:::;[n]) ; pour n � 0:

Les cofaces et les codégénérescences sont dé�nies de la façon suivante :

. di : Diag(X
�! � )n ! Diag(X

�! � )n+1 ; x 7! X
�! � (di ; : : : ;di)(x); pour i 2 f0; : : : ;n + 1g;

. si : Diag(X
�! � )n ! Diag(X

�! � )n� 1 ; x 7! X
�! � (si ; : : : ;si)(x); pour i 2 f0; : : : ;n � 1g:

Dé�nition 4.3.3. La k-totalisation d'un espace k-cosimplicial, noté Totk(X
�! � ), est l'espace des transforma-

tions naturelles de �
�! � vers X

�! � . On notera hoTotk le foncteur dérivé associé à lak-totalisation.

Proposition 4.3.4. [52, Proposition 8.1] Soit X
�! � un espace k-cosimplicial. L'application diagonale� ! (� )k

induit une équivalence faible :
sTot(Diag(X

�! � )) ' hoTotk(X
�! � ):

Dé�nition 4.3.5. Soient O une opérade symétrique multiplicative et � : A s ! O le morphisme d'opé-
rades associé. A partir de O, on dé�nit l'espace k-cosimplicial O

�! �
2 :

O[�! p ]
2 = O(p1 + � � � + pk); avec [�! p ] = ([p1]; : : : ;[pk]) 2 (� )k:

Les cofaces et codégénérescences sont données par les formules :

. O
�! �
2 (id; : : : ;si

j ; : : : ;id) : O(p1 + � � � + pk) ! O(p1 + � � � + (pj � 1) + � � � + pk);

x 7! x � p1���+pj� 1+i+1 � (� 0);

. O
�! �
2 (id; : : : ;di

j ; : : : ;id) : O(p1 + � � � + pk) ! O(p1 + � � � + (pj + 1) + � � � + pk);

x 7!

8
>>>><
>>>>:

( � (� 2) � 2 x) � � [p1 + � � � + pj� 1] si i = 0;

x � p1+���+pj� 1+i � (� 2) si i 2 f1; : : : ;pjg;

( � (� 2) � 1 x) � � [p1 + � � � + pj ] si i = pj + 1:

avec � [i] la permutation dé�nie par :

� [i]( j) =

8
>>><
>>>:

i si j = 1;
j � 1 si 1 < j � i;

j si i < j:
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Munson et Volić ont montré que la k-totalisation homotopique de l'espace k-cosimplicial provenant
du produit de ( K n)

�! �
2 et (Sn� 1)

�! � est faiblement équivalent à l'espace des longs entrelacs. D'après ce qui
précède, on a les équivalences faibles :

Embc(
kG

i=1

R ; Rn) ' hoTotk
�
(K n)

�! �
2 � (Sn� 1)

�! �
�

' sTot
�
Diag( (K n)

�! �
2 � (Sn� 1)

�! � )
�
:

Comme dans le cas des longs nœuds, l'espace cosimplicialDiag((K n)
�! �
2 � (Sn� 1)

�! � ) ne peut pas provenir
d'une opérade multiplicative ou d'un bimodule pointé à cause du facteur ( Sn� 1)

�! � . On va donc regarder
l'espace des entrelacs àk brins modulo les longues immersions :

L k;n := ho f ib
�
Embc(

kG

i=1

R ; Rn) �! Immc(
kG

i=1

R ; Rn)
�
:

En prenant la �bre homotopique, on élimine le facteur ( Sn� 1)
�! � . On obtient ainsi le résultat suivant :

Théorème 4.3.6. [35, Théorème 5.17] Lorsque n> 3, L k;n est faiblement équivalent à sTot(Diag((K n)
�! �
2 )).

Par ailleurs, K n est une opérade symétrique multiplicative. D'après la proposition 4.2.4, le bimodule
� k(K n) est pointé et possède donc une structure cosimpliciale. La proposition qui suit permet d'identi�er
la semi-totalisation de � k(K n) à l'espace des entrelacsL k;n.

Théorème 4.3.7. Si n > 3 alors le couple(L 1 ;n ; L k;n) est faiblement équivalent à uneSC2-algèbre explicite :
�

 2Operadh(A s>0 ; K n) ; 
 2

�
Operadh(A s>0 ; K n) ; Operadhfo; cg(A ct>0 ; � )

� �
;

avec� l'opérade pointée obtenue à partir du couple(K n ; � k(K n)) via la construction 4.6.

Démonstration.Comme K n est une opérade symétrique multiplicative, � k(K n) possède une structure
cosimpliciale. Remarquons alors que les objets� k(K n) et Diag((K n)

�! �
2 ) sont isomorphes en tant qu'espaces

cosimpliciaux. En e� et, on a les égalités suivantes :

Diag((K n)
�! �
2 )i = (K n)([i];:::;[i])

2 = K n(i � k) = � k(K n)(i):

et les structures cosimpliciales coïncident. Il su� t d'appliquer le théorème 4.2.5 au couple (K n ; � k(K n))
pour obtenir le résultat. �
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5
Suites spectrales associées à une opérade pointée

A tout espace semi-cosimplicial X � , on peut associer un espace vectoriel di� érentiel gradué en
prenant l'homologie singulière de la semi-totalisation sTot(X � ). On peut aussi lui associer l'homologie
de Hochschild du bicomplexe fCs

p(Xq)gp;q� 0 (voir la dé�nition 1.5.8) que l'on notera HH � (X � ). Dans [7],
Bous�eld explicite un morphisme entre ces deux objets :

' : H � (sTot(X � )) �! HH � (X � ); (5.1)

et énonce les conditions pour que ' soit un isomorphisme. Si l'espace semi-cosimplicial provient d'une
opérade multiplicative alors sTot(X � ) est faiblement équivalent à une C2-algèbre. Par conséquent, l'ho-
mologie singulière possède une structure de Gerstenhaber décrite explicitement par Sakaï dans [38].
Sous les même conditions, Gerstenhaber et Voronov montrent dans [19] que l'homologie de Hochschild
possède aussi une structure de Gerstenhaber explicite. De plus, l'application (5:1) est un morphisme
d'algèbres de Gerstenhaber.

La suite spectrale de Bous�eld permet de calculer l'homologie singulière de la semi-totalisation
sTot(X � ). Si l'espace semi-cosimplicial provient d'une opérade multiplicative alors la suite spectrale pos-
sède une structure de Gerstenhaber. Par conséquent, si la suite spectrale converge, on peut se demander
si elle calcule l'homologie singulière en tant qu'algèbre de Gerstenhaber. Comme l'explique Salvatore
dans [40], il est important de comprendre le morphisme (5 :1) car la page E2 de la suite spectrale de
Bous�eld correspond à l'homologie de Hochschild.

Dans ce chapitre, on va étendre ces résultats au cas coloré. A partir d'un couple d'espaces semi-
cosimpliciaux ( X �

c ; X �
o), on dispose des couples d'espaces vectoriels di� érentiels gradués :

( H � (sTot(X �
c)) ; H � (sTot(X �

o)) ) et (HH � (X �
c) ; HH � (X �

o) ); (5.2)

correspondant respectivement aux homologie singulières et aux homologies de Hochschild. On montrera
que si le couple d'espaces semi-cosimpliciaux provient d'une opérade pointée alors les deux couples
d'homologies (5 :2) possèdent une structure de sc2-algèbre explicite et que l'application de Bous�eld in-
duit un morphisme de sc2-algèbres. On termine ce chapitre par l'étude des suites spectrales de Bous�eld.
On énonce notamment un critère permettant de faire le lien entre le couple d'homologies singulières issu
d'une opérade symétrique multiplicative topologique et la page E2 des suites spectrales de Bous�eld.

5.1 Structure de sc2-algèbre sur le couple d'homologies singulières

Soient O une fo; cg-opérade et � : A ct ! O un morphisme de fo; cg-opérades. On désignera par
(Oc ; Oo) le couple d'espaces semi-cosimpliciaux associé à l'application � (voir l'exemple 1.2.3). D'après
le théorème 3.4.3, le couple d'espaces (sTot(Oc) ; sTot(Oo)) est faiblement équivalent à une SC2-algèbre.
Par conséquent, le couple d'espaces vectoriels gradués :

( H � (sTot(Oc)) ; H � (sTot(Oo)) );

est une sc2-algèbre. L'objectif de cette section est de construire explicitement cette structure. Comme
sTot(Oc) a le type d'homotopie d'un espace de lacets double, H � (sTot(Oc)) est une algèbre de Gerstenhaber
composée d'un crochet de Lie [� ; � ] de degré 1 et d'un produit commutatif � � � de degré 0 :
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. [ � ; � ] : Hp(sTot(Oc)) 
 Hq(sTot(Oc)) ! Hp+q+1(sTot(Oc));

. � � � : Hp(sTot(Oc)) 
 Hq(sTot(Oc)) ! Hp+q(sTot(Oc)):

D'un autre coté, l'espace sTot(Oo) a le type d'homotopie d'un espace de lacets simple, ce qui induit
un produit associatif � � i � de degré 0 en homologie. En�n, le morphisme cosimplicial Oc ! Oo

fournit, en homologie, une structure de module à gauche � � e � de degré 0 sous l'algèbre commutative
(H � (sTot(Oc)) ; � � � ) :

. � � i � : Hp(sTot(Oo)) 
 Hq(sTot(Oo)) ! Hp+q(sTot(Oo));

. � � e � : Hp(sTot(Oc)) 
 Hq(sTot(Oo)) ! Hp+q(sTot(Oo)):

Notons que le crochet [� ; � ] a déjà été construit par Sakaï [38]. Cependant, comme on utilise pleinement
cette construction dans la suite du chapitre et a�n de faciliter la compréhension, on prend le parti de
rappeler les détails de la construction.

5.1.1 Construction du crochet de degré 1

A�n de simpli�er les dé�nitions, on va modi�er légèrement les notations usuelles que l'on retrouve
dans le reste de la thèse. Dans ce qui suit on a les conventions suivantes :

S1 := [� 1 ; 1]=f� 1 � 1g et � n = f(t1; � � � ; tn) 2 [� 1 ; 1]n j t i � t j si i < jg:

Les opérations cofaces de� � sont maintenant données par les formules :

di : � n ! � n+1 ; (t1; : : : ;tn) 7!

8
>>><
>>>:

(� 1; t1; : : : ;tn); si i = 0;
(t1; : : : ;t i ; t i ; : : : ;tn); si i 2 f1; : : : ;ng;
(t1; : : : ;tn; 1); si i = n + 1:

A homéomorphisme près, ces notations coïncident avec les notations usuelles. Le crochet de degré 1 est
obtenu en prenant l'homologie de l'application continue :

� 1 : S1 � sTot(Oc)� 2 ! sTot(Oc):

Soient f1, f2 deux éléments de sTot(Oc) et � un point de [ � 1 ; 1]. On commence par dé�nir l'application
� 1(� ; f1 ; f2)0 comme un recollement de polytopes de dimension 1 :

� 1(� ; f1; f2)0 : � 0 �! O(0 ; c) ; � 7!

(
f 1
2 (2� � 1) � 1 f 0

1 (� ); si � � 0;

f 1
1 (2� + 1) � 1 f 0

2 (� ); si � � 0:

La continuité en � = 0 et le passage au quotientf� 1 � 1gsont bien dé�nis grâce à la structure opéradique
de Oc. A�n de comprendre le problème de continuité et le rôle de la structure opéradique de Oc, on
va donner les détails des preuves de la construction de � 1(� ; f1 ; f2)1 : � 1 ! O(1 ; c). Il y a deux cas à
considérer :

. Si � 1 6 � 6 0 alors on dé�nit � 1(� ; f1 ; f2)1(t) = f 2+i0� i1
1 (u1) � i0+1 f i1� i0

2 (u2) avec :

(i0 ; i1) =

8
>>><
>>>:

(1 ; 1); si t < �;
(0 ; 1); si � 6 t < 1 + �;
(0 ; 0); si 1 + � 6 t;

et (u1 ; u2) =

8
>>><
>>>:

[(2t + 1; 1 + 2� ) ; � ]; si t < �;
[(2� + 1) ; (2(t � � ) � 1)]; si � 6 t < 1 + �;
[(1 + 2� ; 2t � 1) ; � ]; si 1 + � 6 t:

. Si 0 6 � 6 1 alors on dé�nit � 1(� ; f1 ; f2)1(t) = f 2+ j0� j1
2 (v1) � j0+1 f j1� j0

1 (v2) avec :

( j0 ; j1) =

8
>>><
>>>:

(1 ; 1); si t < � � 1;
(0 ; 1); si � � 1 6 t < �;
(0 ; 0); si � 6 t;

et (v1 ; v2) =

8
>>><
>>>:

[(2t + 1; 2� � 1) ; � ]; si t < � � 1;
[(2� � 1) ; (2(t � � ) + 1)]; si � � 1 6 t < �;
[(2� � 1 ; 2t � 1) ; � ]; si � 6 t:

Lemme 5.1.1. L'application� 1(� ; f1 ; f2)1 est bien dé�nie.
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Démonstration.L'application � 1(� ; f1 ; f2)1 est construite comme un recollement de polytopes de dimen-
sion 2, comme l'illustre la �gure 5 :1. On va utiliser la structure opéradique de Oc pour montrer que
l'application est bien continue.

Figure 5.1 – Illustration du recollement des polytopes.

. La continuité lorsque � 1 < � < 0 :

si t = � : f 2
1 (2t + 1; 2t + 1) � 2 f 0

2 (� )

= f 2
1 ((2t + 1) � 1 � 2 ;c) � 2 f 0

2 (� )

= f 1
1 (2t + 1) � 1 (� 2 ;c � 2 f 0

2 (� ))

= f 1
1 (2t + 1) � 1 f 1

2 (� 1);

si t = 1 + � : f 2
1 (2� + 1; 2� + 1) � 1 f 0

2 (� )

= f 2
1 ((2� + 1) � 1 � 2 ;c) � 1 f 0

2 (� )

= f 1
1 (2� + 1) � 1 (� 2 ;c � 1 f 0

2 (� ))

= f 1
1 (2� + 1) � 1 f 1

2 (1):

. La continuité lorsque 0 < � < 1 :

si t = � � 1 : f 2
2 (2� � 1 ; 2� � 1) � 2 f 0

1 (� )

= f 2
2 ((2� � 1) � 1 � 2 ;c) � 2 f 0

1 (� )

= f 1
2 (2� � 1) � 1 (� 2 ;c � 2 f 0

1 (� ))

= f 1
2 (2� � 1) � 1 f 1

1 (� 1);

si t = � : f 2
2 (2� � 1 ; 2� � 1) � 1 f 0

1 (� )

= f 2
2 ((2� � 1) � 1 � 2 ;c) � 1 f 0

1 (� )

= f 1
2 (2� � 1) � 1 (� 2 ;c � 1 f 0

1 (� ))

= f 1
2 (2� � 1) � 1 f 1

1 (1):

. La continuité au voisinage de � = 0 :

� 1( 0� ; f1 ; f2)1 =

(
f 2
1 (2t + 1; 1) � 2 f 0

2 (� ); t � 0;

f 1
1 (1) � 1 f 1

2 (2t � 1); t � 0;
=

(
� 2 ;c( f 1

1 (2t + 1) ; f 0
2 (� )); t � 0;

� 2 ;c( f 0
1 (� ) ; f 1

2 (2t � 1); t � 0;

=

(
f 1
2 (� 1) � 1 f 1

1 (2t + 1); t � 0;

f 2
2 (� 1 ; 2t � 1) � 1 f 0

1 (� ); t � 0;
= � 1( 0+ ; f1 ; f2)1:

. Le passage au quotient� 1 � 1 :

� 1( � 1 ; f1 ; f2)1 =

(
f 1
1 (� 1) � 1 f 1

2 (2t + 1); t � 0;

f 2
1 (� 1 ; 2t � 1) � 1 f 0

2 (� ); t � 0;
=

(
� 2 ;c( f 1

2 (2t + 1) ; f 0
1 (� )); t � 0;

� 2 ;c( f 0
2 (� ) ; f 1

1 (2t � 1); t � 0;

=

(
f 2
2 (2t + 1; 1) � 2 f 0

1 (� ); t � 0;

f 1
2 (1) � 1 f 1

1 (2t � 1); t � 0;
= � 1( 1 ; f1 ; f2)1:

�
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L'application � 1(� ; f1 ; f2)n : � n ! O(n ; c) est construite comme un recollement de polytopes de
dimension n + 1 en utilisant la structure opéradique de Oc. Comme dans le casn = 1, on divise la
construction en deux parties :

. Si � 1 � � � 0 alors on dé�nit :

� 1(� ; f1 ; f2)n(t1; : : : ;tn) = f n+i0� i1+1
1 (u1(� ; t1; : : : ;tn)) � i0+1 f i1� i0

2 (u2(� ; t1; : : : ;tn));

avec

(
i0 = minf i j t i+1 � � g;

i1 = minf i j t i+1 � 1 + � g;
et

(
u1(� ; t1; : : : ;tn ) = (2t1 + 1; :::;2t i0 + 1;1 + 2�; 2t i1+1 � 1; :::;2tn � 1);

u2(� ; t1; : : : ;tn ) = (2t i0+1 � 2� � 1 ; ::: ; 2t i1 � 2� � 1):

. Si 0 � � � 1 alors on dé�nit :

� 1(� ; f1 ; f2)n(t1; : : : ;tn) = f n+ j1� j0+1
2 (v1(� ; t1; : : : ;tn)) � j0+1 f j1� j0

1 (v2(� ; t1; : : : ;tn));

avec

(
j0 = minf j j t j+1 � � � 1g;

j1 = minf j j t j+1 � � g;
et

(
v1(� ; t1; : : : ;tn ) = (2t1 + 1; :::;2t j0 + 1;2� � 1; 2t j1+1 � 1; :::;2tn � 1);

v2(� ; t1; : : : ;tn ) = (2t j0+1 � 2� + 1; ::: ; 2t j1 � 2� + 1):

Par convention, si 8i; t i < � (resp. 8 j; t j < � � 1) alors on posei0 = n (resp j0 = n).
Lemme 5.1.2. La famille d'applicationsf� 1(� ; f1 ; f2)ngn� 0 est un morphisme semi-cosimplicial.

Démonstration.La preuve, du fait que les applications � 1(� ; f1 ; f2)n soient bien dé�nies, est similaire au
casn = 1. On va uniquement véri�er les axiomes liés à la structure semi-cosimpliciale :

� 1(� ; f1 ; f2)n+1 � di = di � � 1(� ; f1 ; f2)n; pour i 2 f0; : : : ;n + 1g:

A cause de la symétrie associée à la construction des applications, on peut se restreindre au cas où
0 � � � 1. Pour j0 et j1 associés à (t1; : : : ;tn) 2 � n, on a les égalités suivantes :
. Lorsque i = 0 :

� 1(� ; f1 ; f2)n+1( d0(t1; : : : ;tn) ) = f n+ j1� j0+2
2 ( � 1; v1(� ; t1; : : : ;tn) ) � j0+2 f j1� j0

1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) )

=
h

� 2 ;c � 2 f n+ j1� j0+1
2 ( v1(� ; t1; : : : ;tn) )

i
� j0+2 f j1� j0

1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) )

= � 2 ;c � 2

h
f n+ j1� j0+1
2 ( v1(� ; t1; : : : ;tn) ) � j0+1 f j1� j0

1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) )
i

= d0( � 1(� ; f1 ; f2)n(t1; : : : ;tn) ):

. Lorsque i = n + 1 :
� 1(� ; f1 ; f2)n+1( dn+1(t1; : : : ;tn) ) = f n+ j1� j0+2

2 ( v1(� ; t1; : : : ;tn); 1 ) � j0+2 f j1� j0
1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) )

=
h

� 2 ;c � 1 f n+ j1� j0+1
2 ( v1(� ; t1; : : : ;tn) )

i
� j0+2 f j1� j0

1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) )

= � 2 ;c � 1

h
f n+ j1� j0+1
2 ( v1(� ; t1; : : : ;tn) ) � j0+1 f j1� j0

1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) )
i

= dn+1( � 1(� ; f1 ; f2)n(t1; : : : ;tn) ):

. Lorsque 0 < i � j0 :
� 1(� ; f1 ; f2)n+1( di(t1; : : : ;tn) ) = f n+ j1� j0+2

2 ( v1(� ; t1; : : : ;t i ; t i ; : : : ;tn) ) � j0+2 f j1� j0
1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) )

=
h
f n+ j1� j0+1
2 ( v1(� ; t1; : : : ;tn) ) � i � 2 ;c

i
� j0+2 f j1� j0

1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) )

=
h
f n+ j1� j0+1
2 ( v1(� ; t1; : : : ;tn) ) � j0+1 f j1� j0

1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) )
i

� i � 2 ;c

= di( � 1(� ; f1 ; f2)n(t1; : : : ;tn) ):

. Lorsque j0 < i � j1 :
� 1(� ; f1 ; f2)n+1( di(t1; : : : ;tn) ) = f n+ j1� j0+1

2 ( v1(� ; t1; : : : ;tn) ) � j0+1 f j1� j0+1
1 ( v2(� ; t1; : : : ;t i ; t i ; : : : ;tn) )

= f n+ j1� j0+1
2 ( v1(� ; t1; : : : ;tn) ) � j0+1

h
f j1� j0
1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) ) � i� j0 � 2 ;c

i

=
h
f n+ j1� j0+1
2 ( v1(� ; t1; : : : ;tn) ) � j0+1 f j1� j0

1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) )
i

� i � 2 ;c

= di( � 1(� ; f1 ; f2)n(t1; : : : ;tn) ):

. Lorsque j1 < i < n + 1 :
� 1(� ; f1 ; f2)n+1( di(t1; : : : ;tn) ) = f n+ j1� j0+2

2 ( v1(� ; t1; : : : ;t i ; t i ; : : : ;tn) ) � j0+1 f j1� j0
1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) )

=
h
f n+ j1� j0+1
2 ( v1(� ; t1; : : : ;tn) ) � i� j0� j1+1 � 2 ;c

i
� j0+1 f j1� j0

1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) )

=
h
f n+ j1� j0+1
2 ( v1(� ; t1; : : : ;tn) ) � j0+1 f j1� j0

1 ( v2(� ; t1; : : : ;tn) )
i

� i � 2 ;c

= di( � 1(� ; f1 ; f2)n(t1; : : : ;tn) ): �
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En utilisant ce générateur ainsi que le morphisme de Eilenberg-MacLane (voir la proposition 1.5.6)
et comme H1(S1) = Z , l'application � 1 induit une opération de degré 1 en homologie :

[ � ; � ] : Hp(sTot(Oc)) 
 Hq(sTot(Oc)) ! Hp+q+1(sTot(Oc)): (5.3)

Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :

g1 : � p ! sTot(Oc) et g2 : � q ! sTot(Oc);

alors [g1 ; g2] est dé�nie comme une somme d'applications :

[g1 ; g2] :=
X

� 2Sh1;p;q

" (� )

(

� p+q+1
S�

//� 1 � � p � � q
id� g1� g2

//� 1 � sTot(Oc)� 2
� 1

//sTot(Oc)

)

:

Comme l'espaceC2(2) est faiblement équivalent au cercle S1, l'application (5 :3) est le crochet recherché.

5.1.2 Construction du produit commutatif

L'application � 1 fournit aussi, en homologie, une opération de degré 0 qui correspond au produit
commutatif. Pour la suite du chapitre, on donne une construction de ce produit. On commence par
dé�nir l'application continue :

� 2 : sTot(Oc) � sTot(Oc) ! sTot(Oc):

Soient f1 et f2 deux éléments de sTot(Oc). On dé�nit alors :

� 2( f1 ; f2)n : � n �! O(n ; c);
(t1; : : : ;tn) 7�! � 2 ;c

�
f l
1(2t1 + 1; : : : ;2t l + 1) ; f n� l

2 (2t l+1 � 1; : : : ;2tn � 1)
�
;

avec t l � 0 < t l+1. L'application est construite comme un recollement de polytopes de dimension n en
utilisant la structure A s>0-bimodule de Oc, comme l'illustre la �gure 5 :2 dans le casn = 2.

Figure 5.2 – Illustration du recollement de polytope pour n = 2.

Comme on a l'égalité � 2( f1 ; f2) = � 1(0 ; f1 ; f2), l'application � 2 est bien dé�nie. En prenant l'homologie
singulière de cette application, on obtient une opération de degré 0 :

� � � : Hp(sTot(Oc)) 
 Hq(sTot(Oc)) ! Hp+q(sTot(Oc)): (5.4)

Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :

g1 : � p ! sTot(Oc) et g2 : � q ! sTot(Oc);

alors g1 � g2 est dé�nie comme une somme d'applications :

g1 � g2 :=
X

� 2Shp;q

" (� )

(

� p+q
S�

//� p � � q
g1� g2

//sTot(Oc) � sTot(Oc) � 2

//sTot(Oc)

)

:
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Proposition 5.1.3. Les opérations(5:3) et (5:4) font de H� (sTot(Oc)) une algèbre de Gerstenhaber.

Démonstration.La preuve du fait que l'application (5 :3) est bien le crochet de Lie recherché est faite par
Sakaï dans [38]. Pour la suite, on a besoin de la démonstration de la commutativité du produit (5 :4).
Dans un premier temps, on montre que l'application � 2 est associative à homotopie près. Soientf1, f2 et
f3 des points de l'espacesTot(Oc). On commence par décrire l'application :

� 2( � 2(� ; � ) ; � ) : sTot(Oc)� 3 �! sTot(Oc): (5.5)

Le morphisme semi-cosimplicial � 2(� 2( f1 ; f2) ; f3)n : � n ! O(n ; c) envoie un élément (t1; : : : ;tn) vers :

� 3 ;c

�
f i
1(4t1 + 3; : : : ; 4t i + 3) ; f j

2(4t i+1 + 1; : : : ; 4t i+ j + 1) ; f n� i� j
3 (2t i+ j+1 � 1 ; : : : ; 2tn � 1)

�
;

avec t i � � 1=2 < t i+1 � t i+ j � 0 < t i+ j+1. D'un autre coté, on a l'application :

� 2( � ; � 2(� ; � )) : sTot(Oc)� 3 �! sTot(Oc): (5.6)

Le morphisme semi-cosimplicial � 2( f1 ; � 2( f2 ; f3))n : � n ! O(n ; c) envoie un élément (t1; : : : ;tn) vers :

� 3 ;c

�
f p
1 (2t1 + 1; : : : ; 2tp + 1) ; f q

2 (4tp+1 � 1 ; : : : ; 4tp+q � 1) ; f n� p� q
3 (4t i+ j+1 � 3 ; : : : ; 4tn � 3)

�
;

avec tp � 0 < tp+1 � tp+q � 1=2 < tp+q+1. On dispose d'une homotopie H � : � � � [0 ; 1] ! � � dé�nie par :

Hn : � n � [0 ; 1] ! � n ; (t1; : : : ;tn) ; u 7! (t0
1; : : : ;t0

n);

avec

t0
i :=

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

(1 � u)t i +
u(t i � 1)

2
si t i � 0;

(1 � u)t i +
u(2t i � 1)

2
si 0 < t i � 1=2;

(1 � u)t i + u(2t i � 1) si 1=2 < t i :

L'homotopie est bien dé�nie et, pour u 2 [0 ; 1] �xé, H � est un morphisme semi-cosimplicial. Au �nal,
l'application qui suit dé�nit une homotopie entre (5 :5) et (5:6) :

H1 : sTot(Oc)� 3 � [0 ; 1] �! sTot(Oc);
( f1 ; f2 ; f3) ; u 7�! H1( f1 ; f2 ; f3 ; u);

avec
H1( f1 ; f2 ; f3 ; u)n(t1; : : : ;tn) = � 2(� 2( f1 ; f2) ; f3)n(Hn((t1; : : : ;tn) ; u)):

Contrairement à l'associativité qui dépendait uniquement de la structure A s>0-bimodule sur Oc, la
commutativité à homotopie près de l'application � 2 est due à la structure opéradique de Oc. En e� et,
remarquons que l'on a les égalités suivantes :

� 1(0 ; f1 ; f2) = � 2( f1 ; f2) et � 1(1 ; f1 ; f2) = � 2( f2 ; f1):

Par conséquent, l'homotopie entre � 2( f1 ; f2) et � 2( f2 ; f1) est donnée par la formule :

H : sTot(Oc)� 2 � [0 ; 1] �! sTot(Oc);
( f1 ; f2) ; t 7�! � 1(t ; f1 ; f2):

�

Remarque5.1.4. Pour dé�nir l'application � 2 et dans la démonstration de l'associativité de l'application
(5:4), on a uniquement utilisé la structure de bimodule sous l'opérade associative de Oc. Par conséquent,
si X � est un espace semi-cosimplicial provenant d'un bimodule pointé alors H � (sTot(X � )) est une algèbre
associative dont l'opération est donnée par l'homologie de l'application � 2.
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5.1.3 Construction du produit associatif

La structure d'algèbre associative sur H � (sTot(Oo)) se construit de manière similaire au produit com-
mutatif de H � (sTot(Oc)). On commence par dé�nir une application continue :

� 3 : sTot(Oo) � sTot(Oo) ! sTot(Oo):

Soient f1 et f2 deux éléments de sTot(Oo). On dé�nit alors :

� 3( f1 ; f2)n : � n �! O(n + 1 ; o);
(t1; : : : ;tn) 7�! f l

1(2t1 + 1; : : : ;2t l + 1) � l+1 f n� l
2 (2t l+1 � 1; : : : ;2tn � 1);

avec t l � 0 < t l+1. L'application est construite comme un recollement de polytopes de dimension n en
utilisant la structure opéradique de O. Comme dans le cas précédent, l'application � 3 est bien dé�nie et
induit le produit associatif recherché en homologie :

� � i � : Hp(sTot(Oo)) 
 Hq(sTot(Oo)) ! Hp+q(sTot(Oo)): (5.7)

Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :

g1 : � p ! sTot(Oo) et g2 : � q ! sTot(Oo);

alors g1 � i g2 est dé�nie comme une somme d'applications :

g1 � i g2 :=
X

� 2Shp;q

" (� )

(

� p+q
S�

//� p � � q
g1� g2

//sTot(Oo) � sTot(Oo) � 3

//sTot(Oo)

)

:

5.1.4 Construction du module à gauche

La structure de module à gauche sur H � (sTot(Oo)) se construit de manière similaire au produit
commutatif de H � (sTot(Oc)). On commence par dé�nir une application continue :

� 4 : sTot(Oc) � sTot(Oo) ! sTot(Oo):

Soient f1 un point de sTot(Oc) et f2 un point de sTot(Oo). On dé�nit alors :

� 4( f1 ; f2)n : � n �! O(n + 1 ; o);
(t1; : : : ;tn) 7�! � 2 ;o

�
f l
1(2t1 + 1; : : : ;2t l + 1) ; f n� l

2 (2t l+1 � 1; : : : ;2tn � 1)
�
;

avec t l � 0 < t l+1. L'application est construite comme un recollement de polytopes de dimension n en
utilisant l'action de l'opérade Oc sur le bimodule Oo. Comme dans le cas précédent, l'application � 4 est
bien dé�nie et induit la structure de module recherchée en homologie :

� � e � : Hp(sTot(Oc)) 
 Hq(sTot(Oo)) ! Hp+q(sTot(Oo)): (5.8)

Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :

g1 : � p ! sTot(Oc) et g2 : � q ! sTot(Oo);

alors g1 � e g2 est dé�nie comme une somme d'applications :

g1 � e g2 :=
X

� 2Shp;q

" (� )

(

� p+q
S�

//� p � � q
g1� g2

//sTot(Oc) � sTot(Oo) � 4

//sTot(Oo)

)

:

Proposition 5.1.5. Les opérations(5:3), (5:4), (5:7) et (5:8) induisent une structure de sc2-algèbre sur le couple :

( H � (sTot(Oc)) ; H � (sTot(Oo)) ):

Démonstration.On sait déjà que les opérations (5:2) et (5:4) induisent une structure de Gerstenhaber
sur H � (sTot(Oc)). De plus, les véri�cations de l'associativité de l'opération (5 :7) et l'axiome de module à
gauche pour l'opération (5 :8) sont identiques à la première partie de la preuve de la proposition 5 :1:2. �

Remarque5.1.6. Pour dé�nir l'application � 4, on a uniquement besoin de la structure bimodule pointé de
O. Par conséquent, si un couple d'espaces semi-cosimpliciaux (X �

c ; X �
o) provient d'un bimodule pointé

alors le théorème 3.1.6 a� rme que le couple ( H � (sTot(X �
c)) ; H � (sTot(X �

o)) ) est une sc1-algèbre dont le
produit associatif et la structure de module à gauche proviennent de l'homologie des application � 2 et
� 4 respectivement.
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5.2 Structure de sc2-algèbre sur le couple d'homologies de Hochschild

D'après la dé�nition 1.5.8, l'homologie de Hochschild associée à un espace semi-cosimplicial X � est
obtenue à partir du bicomplexe fCs

p(Xq)gp;q� 0. On dispose de deux di� érentielles :

@: Cs
p(Xq) �! Cs

p� 1(Xq) ;
�
f : � p ! Xq	 7�!

pX

i=0

(� 1)i
(

� p� 1
di

//� p
f

//Xq

)

;

� : Cs
p(Xq) �! Cs

p(Xq+1) ;
�
f : � p ! Xq	 7�!

q+1X

i=0

(� 1)i
(

� p
f

//Xq
di

//Xq+1

)

:

On introduit ainsi le complexe de Hochschild :

Cp(X � ) :=
Y

l� 0

Cs
p+l(X

l) et d = @+ (� 1)p+1�; avec p 2 Z :

Dé�nition 5.2.1. Soit X � un espace semi-cosimplicial. On note HH � (X � ) l'homologie du complexe de
chaines (C� (X � ) ; d).

Soient O une fo; cg-opérade et � : A ct ! O un morphisme de fo; cg-opérades. On désignera par
(Oc ; Oo) le couple d'espaces semi-cosimpliciaux associé à l'application� (voir l'exemple 1.2.3). Comme Oc

provient d'une opérade multiplicative, Gerstenhaber et Voronov ont démontré dans [19] que l'homologie
de Hochschild HH � (Oc) possède une structure de Gerstenhaber explicite. De même, on va montrer que
le couple ( HH � (Oc) ; HH � (Oo) ) possède une structure desc2-algèbre explicite.

5.2.1 Construction du crochet de degré 1

En utilisant la structure opéradique de Oc, on construit une opération de degré 1 :

[� ; � ] : HHp(Oc) 
 HHq(Oc) �! HHp+q+1(Oc): (5.9)

Si on se donne deux morphismes :

g�
1 := f gl

1 : � p+l ! O(l ; c) gl� 0 2
Y

l� 0

Cs
p+l(O

l
c) et g�

2 := f gl
2 : � q+l ! O(l ; c) gl� 0 2

Y

l� 0

Cs
q+l(O

l
c);

alors [g�
1 ; g�

2] est dé�ni sur le facteur Cs
p+q+l+1(Ol

c) via la formule :

X

r+s=l

0
BBBBBB@

X

� 2Shp+r+1 ;q+s

" (� )
r+1X

i=1

(� 1)"
8
>><
>>:

� p+q+l+1
S�

//� p+r+1 � � q+s
gr+1

1 � gs
2

//Or+1
c � Os

c � i

//Ol
c

9
>>=
>>;

+(� 1)(p+1)(q+1)
X

� 2Shq+r+1 ;p+s

" (� )
r+1X

i=1

(� 1)"
0

8
>><
>>:

� p+q+l+1
S�

//� q+r+1 � � p+s
gr+1

2 � gs
1

//Or+1
c � Os

c � i

//Ol
c

9
>>=
>>;

1
CCCCCCA;

avec" = (s � 1)(i � 1) + r(q+ s) et " 0 = (s � 1)(i � 1) + r(p + s).

5.2.2 Construction du produit commutatif

En utilisant la structure de bimodule sous l'opérade associative de Oc, on construit l'opération :

� � � : HHp(Oc) 
 HHq(Oc) �! HHp+q(Oc): (5.10)

Si on se donne deux morphismes :

g�
1 := f gl

1 : � p+l ! O(l ; c) gl� 0 2
Y

l� 0

Cs
p+l(O

l
c) et g�

2 := f gl
2 : � q+l ! O(l ; c) gl� 0 2

Y

l� 0

Cs
q+l(O

l
c);

alors g�
1 � g�

2 est dé�ni sur le facteur Cs
p+q+l(O

l
c) via la formule :

X

r+s=l

X

� 2Shp+r ; q+s

" (� )

(

� p+q+l
S�

//� p+r � � q+s
gr

1� gs
2

//Or
c � Os

c � 2 ;c(� ; � )
//Ol

c

)

:
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5.2.3 Construction du produit associatif

En utilisant la structure de bimodule sous l'opérade associative de Oo, on construit l'opération :

� � i � : HHp(Oo) 
 HHq(Oo) �! HHp+q(Oo): (5.11)

Si on se donne deux morphismes :

g�
1 := f gl

1 : � p+l ! O(l + 1 ; o) gl� 0 2
Y

l� 0

Cs
p+l(O

l
o) et g�

2 := f gl
2 : � q+l ! O(l + 1 ; o) gl� 0 2

Y

l� 0

Cs
q+l(O

l
o);

alors g�
1 � i g�

2 est dé�ni sur le facteur Cs
p+q+l(O

l
o) via la formule :

X

r+s=l

X

� 2Shp+r ; q+s

" (� )

(

� p+q+l
S�

//� p+r � � q+s
gr

1� gs
2

//Or
o � Os

o � r+1

//Ol
o

)

:

5.2.4 Construction du module à gauche

En utilisant l'action du bimodule Oc sur Oo, on construit l'opération :

� � e � : HHp(Oc) 
 HHq(Oo) �! HHp+q(Oo): (5.12)

Si on se donne deux morphismes :

g�
1 := f gl

1 : � p+l ! O(l ; c) gl� 0 2
Y

l� 0

Cs
p+l(O

l
c) et g�

2 := f gl
2 : � q+l ! O(l + 1 ; o) gl� 0 2

Y

l� 0

Cs
q+l(O

l
o);

alors g�
1 � e g�

2 est dé�ni sur le facteur Cs
p+q+l(O

l
o) via la formule :

X

r+s=l

X

� 2Shp+r ; q+s

" (� )

(

� p+q+l
S�

//� p+r � � q+s
gr

1� gs
2

//Or
c � Os

o � 2 ;o(� ; � )
//Ol

o

)

:

Proposition 5.2.2. Les opérations(5:9), (5:10), (5:11) et (5:12) induisent une structure de sc2-algèbre sur le
couple :

( HH � (Oc) ; HH � (Oo) ):

Démonstration.La preuve est similaire à celle de Gerstenhaber et Voronov dans le cas classique [19] ainsi
que la preuve de Turchin [47] dans le cas gradué. La démonstration est basée sur les propriétés du shu� e
et sur la structure particulière de l'opérade A ct. �

5.3 Le morphisme de Bous�eld

Dans un premier temps, on redonne la dé�nition du morphisme de Bous�eld. Soit X � un espace semi-
cosimplicial. Comme on travaille avec des espaces de Hausdor� compactement engendrés, la donnée
d'un élément g� : � p ! sTot(X � ) 2 Cs

p(sTot(X � )) est équivalente à la donnée d'une famille d'applications :

f gl : � p � � l ! X l gl� 0;

véri�ant les relations :
di � gl = gl+1 � (id � di); pour i 2 f0; : : : ;l + 1g: (5.13)

Ainsi, pour p � 0, on construit l'application :

' p : Cs
p(sTot(X � )) ! Cp(X � ) =

Y

l� 0

Cs
p+l(X

l);

envoyant g� vers une somme d'applications dé�nie sur le facteur Cs
p+l(X

l) via la formule :

X

� 2Shp; l

" (� )

(

� p+l
S�

//� p � � l

gl
//X l

)

:

On prolonge l'application ' p aux entiers p négatifs en posant :

Cs
p(sTot(X � )) = 0 et ' p : 0 7! 0:
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Lemme 5.3.1. [7] La famille d'applicationsf' pgp2Z est un morphisme de complexes de chaines.

Démonstration.On doit montrer la commutativité des diagrammes :

Cs
p(sTot(X � ))

' p

��

Cs
p+1(sTot(X � ))

' p

��

d
oo

Cp(X � ) Cp+1(X � )
d

oo

Lorsque p < � 1, on a la commutativité par construction. Supposons que p � � 1 et �xons g� un point de
Cs

p+1(sTot(X � )). On commence par regarder la composée' p � d :

d(g� ) =
p+1X

i=0

(� 1)i
(

� p
di

//� p+1
g�

//sTot(X � )

)

;

=
p+1X

i=0

(� 1)i
(

� p � � q
di � id

//� p+1 � � q
gq

//Xq

)

q� 0

:

Par conséquent, la composée (' p � d)(g� ) est dé�nie sur le facteur Cs
p+l(X

l) par :

X

� 2Shp; l

" (� )
p+1X

i=0

(� 1)i
(

� p+l
S�

//� p � � l
di � id

//� p+1 � � l

gl
//X l

)

:

D'un autre coté, la composée (d � ' p+1)(g� ) est dé�nie sur le facteur Cs
p+l(X

l) par la formule :

X

� 2Shp+1 ;l

" (� )
p+l+1X

i=0

(� 1)i
(

� p+l
di

//� p+l+1
S�

//� p+1 � � l

gl
//X l

)

+ (� 1)p+2
X

� 2Shp+1 ;l� 1

" (� )
lX

i=0

(� 1)i
(

� p+l
S�

//� p+1 � � l� 1

gl� 1
//X l� 1

di
//X l

)

:

Le premier facteur provient de Cs
p+l+1(X l) via la di � érentielle @tandis que le second facteur provient de

Cs
p+l(X

l� 1) via la di � érentielle � . Comme g� préserve la structure semi-cosimpliciale vis-à-vis du second
facteur (voir relation (5 :13)), on peut réécrire l'expression précédente :

X

� 2Shp+1 ;l

" (� )
p+l+1X

i=0

(� 1)i
(

� p+l
di

//� p+l+1
S�

//� p+1 � � l

gl
//X l

)

+ (� 1)p+2
X

� 2Shp+1 ;l� 1

" (� )
lX

i=0

(� 1)i
(

� p+l
S�

//� p+1 � � l� 1
id� di

//� p+1 � � l

gl
//X l

)

:

Par fonctorialité on cherche à montrer l'égalité suivante :

X

� 2Shp+1 ;l

" (� )
p+l+1X

i=0

(� 1)i
(

� p+l
di

//� p+l+1
S�

//� p+1 � � l

)

=
X

� 2Shp; l

" (� )
p+1X

i=0

(� 1)i
(

� p+l
S�

//� p � � l
di � id

//� p+1 � � l

)

+ (� 1)p+1
X

� 2Shp+1 ;l� 1

" (� )
lX

i=0

(� 1)i
(

� p+l
S�

//� p+1 � � l� 1
id� di

//� p+1 � � l

)
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Cette égalité est due au fait que l'application d'Eilenberg-MacLane est un morphisme de complexes
de chaines. Il su� t d'appliquer la commutativité du diagramme qui suit à l'élément id� p+1 
 id� l 2
Cs

p+1(� p+1) 
 Cs
l (�

l) :

�
Cs

p(� p+1) 
 Cs
l (�

l)
�

�
�
Cs

p+1(� p+1) 
 Cs
l� 1(� l)

�

EM

��

Cs
p+1(� p+1) 
 Cs

l (�
l)doo

EM

��
Cs

p+l(�
p+1 � � l) Cs

p+l+1(� p+1 � � l)doo

(5.14)

�

Dé�nition 5.3.2. Le morphisme de Bous�eld est dé�ni comme l'homologie du morphisme de complexes
de chainesf' pg:

' � : Hp(sTot(X � )) �! HHp(X � ):

Soient O une fo; cg-opérade et � : A ct ! O un morphisme de fo; cg-opérades. On désignera par
(Oc ; Oo) le couple d'espaces semi-cosimpliciaux associé à l'application � . Le morphisme de Bous�eld
induit une application :

( H � (sTot(Oc)) ; H � (sTot(Oo)) ) �! ( HH � (Oc) ; HH � (Oo) ): (5.15)

D'après les sections précédentes, on sait que les deux couples d'homologies possèdent une structure de
sc2-algèbre explicite. Pour démontrer que l'application (5 :15) préserve cette structure, on va utiliser la
théorie des modèles acycliques.

5.3.1 La théorie des modèles acycliques

Dé�nition 5.3.3. SoientR un anneau, C une catégorie etM un sous-ensemble d'objets deC. Un foncteur
F : C ! R-mod est dit libre pour le modèle M si et seulement si il existe un sous-ensembleM 0 � M et
un élément eM 2 FM, pour tout M 2 M 0, tel que l'ensemble :

Ens(C) := f(Fa)eM 2 FC j M 2 M 0; a 2 C(M ; C)g;

forme une base deFCpour C 2 C. En d'autres termes, le foncteur Fpeut se factoriser de la façon suivante :

C F //

Ens(� ) !!

R-mod

Sets
construction libre

::

On dira qu'un foncteur F : C ! Ch(R) est libre pour le modèle M si, pour tout entier naturel p, la
projection sur le p-ième R-module Fp : C ! R-mod est libre pour un modèle M p � M .

Théorème 5.3.4. [53, Théorème 2.1] SoientC une petite catégorie,M un sous-ensemble de l'ensemble des objets
deC et F;G : C ! Ch(R) deux foncteurs nuls en degré négatif. Si les conditions suivantes sont véri�ées :

. F est libre pour le modèleM ,

. G est acyclique enM (i.e. Hi(GM) = 0 8i > 0 et M 2 M ),

. il existe une transformation naturelle� : H0F ! H0G,

alors il existe une transformation naturelle, unique à homotopie près,�̃ : F ! G induisant� sur le premier groupe
d'homologie.

Corollaire 5.3.5. [53, Corollaire 2.3] Sous les conditions du théorème 5.3.4, deux transformations naturelles entre
les foncteurs F et G, induisant la même transformation naturelle� : H0F ! H0G, sont homotopes en tant que
complexes de chaines.
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Application 5.3.6. La subdivision shu � e
Soit X un espace topologique. On dé�nit la subdivision shu � e sur le n-ième complexe de chaines
singulière, notée Sn(X) : Cs

n(X) ! Cs
n(X), envoyant un élément g : � n ! X vers la somme d'applications

donnée par la formule :

X

p+q=n
p;q� 0

X

� 2Shp;q

" (� )

(

� n
S�

//� p � � q
s

//� n
g

//X

)

;

avec s : � p � � q ! � p+q ; (t1; : : : ;tp) � (t0
1; : : : ;t0

q) 7!

�
t1 � 1 ; : : : ; tp � 1 ; t0

1 + 1; : : : ; t0
q + 1

�

2
:

La famille d'applications fSn(X)gforme un morphisme de complexes de chaines. En e� et, remarquons
que le diagramme (5:14), appliqué à l'élément idp 
 id� q 2 Cs

� p
(� p) 
 Cs

q(�
q), nous donne les égalités

suivantes :

( d � Sn(X) )(g) =
X

p+q=n

X

� 2Shp;q

" (� )
nX

i=0

(� 1)i
(

� n� 1
di

//� n
S�

//� p � � q
s

//� n
g

//X

)

=
X

p+q=n

2
6666664

X

� 2Shp� 1 ;q

" (� )
pX

i=0

(� 1)i
(

� n� 1
S�

//� p� 1 � � q
di � id

//� p � � q
s

//� n
g

//X

)

+(� 1)p+1
X

� 2Shp;q� 1

" (� )
qX

i=0

(� 1)i
(

� n� 1
S�

//� p � � q� 1
id� di

//� p � � q
s

//� n
g

//X

) 3
7777775

=
X

p+q=n

2
6666664

X

� 2Shp� 1 ;q

" (� )
p� 1X

i=0

(� 1)i
(

� n� 1
S�

//� p� 1 � � q
di � id

//� p � � q
s

//� n
g

//X

)

+(� 1)p+1
X

� 2Shp;q� 1

" (� )
qX

i=1

(� 1)i
(

� n� 1
S�

//� p � � q� 1
id� di

//� p � � q
s

//� n
g

//X

) 3
7777775

=
X

p+q=n� 1

X

� 2Shp;q

" (� )
nX

i=0

(� 1)i
(

� n� 1
S�

//� p � � q
s

//� n� 1
di

//� n
g

//X

)

= ( Sn� 1(X) � d)(g):

On va utiliser le corollaire 5 :3:5 a�n de prouver que les deux morphismes de chaines, provenant de
l'identité et de la subdivision shu � e, sont homotopes. Pour cela, remarquons que ces deux morphismes
peuvent être vus comme des transformations naturelles entre les foncteurs F = G = Cs

� : Top ! Ch(K ).
Posons :

M = f � p j p 2 N g; M p = f� pg et ep = id� p 2 Cs
p(� p):

Ainsi, pour tout espace topologique X, l'ensemble fCs
p(a)ep j a 2 Cs

p(X) g est une base deCs
p(X) par

dé�nition des chaines singulières. De plus, Cs
� (�

p) est acyclique car les simplexes sont contractiles. En�n,
comme la subdivision shu � e d'un point est le point lui-même, S� (X) induit la transformation naturelle
id : H0(X) ! H0(X). Par conséquent, il existe une homotopie de chainesftn(X)gn� 0 :

� � � Cs
n� 1(X)oo

tn� 1(x)

((
id Sn� 1(X)

��

Cs
n(X)oo

tn(x)

((

oo

id Sn(X)

��

Cs
n+1(X)oooo

id Sn+1(X)

��

� � �oo

� � � Cs
n� 1(X)oo Cs

n(X)oo Cs
n+1(X)oo � � �oo

fonctorielle en la variable X et véri�ant la relation :

id � Sn(X) = d � tn(X) + tn� 1(X) � d:
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5.3.2 Préservation de la structure de sc2-algèbre

Sakaï [38] a démontré que le morphisme de Bous�eld préserve le crochet de degré 1. Dans cette
sous-section, on va montrer qu'il en est de même pour les autres opérations. Comme les preuves sont
similaires, on va uniquement traiter le cas du produit commutatif. On doit prouver que, pour tous entiers
naturels p et q, le diagramme suivant est commutatif :

Hp(sTot(Oc)) 
 Hq(sTot(Oc))
��� //

' �
p 
 ' �

q

��

Hp+q(sTot(Oc))

' �
p+q

��
HHp(Oc) 
 HHq(Oc)

��� //HHp+q(Oc)

Cela revient à construire une homotopie fhngn� 0 au niveau des complexes de chaines :

� � �
L

p+q=n
Cs

p(sTot(Oc)) 
 Cs
q(sTot(Oc))oo

� n
1 � n

2

��
hn

++

L

p+q=n+1
Cs

p(sTot(Oc)) 
 Cs
q(sTot(Oc))oo

� n+1
1 � n+1

2

��

� � �oo

� � � Cn(Oc)oo Cn+1(Oc)oo � � �oo

avec� n
1 et � n

2 correspondant respectivement aux composées' �
p+q � (� � � ) et (� � � ) � (� ' �

p 
 ' �
q) au niveau

des chaines singulières. Plus explicitement, si on se �xe deux morphismes :

g1 : � p �! sTot(Oc) et g2 : � q �! sTot(Oc);

alors les applications � n
1 et � n

2 sont dé�nies sur le facteur Cs
p+q+l(O

l
c) par les formules :

. � n
1(g1 
 g2) =

X

� 2Shp;q; l

" (� )

(

� p+q+l
S�

//� p � � q � � l
� 0

2(g1 ; g2)
//Ol

c

)

;

. � n
2(g1 
 g2) =

X

r+s=l

X

� 2Shp;q; r ; s

" (� )

(

� p+q+l
S�

//� p � � r � � q � � s
gr

1� gs
2

//Or
c � Os

c � 2 ;c(� ;� )
//Ol

c

)

=
X

r+s=l

X

� 2Shp;q; r ; s

" (� )

(

� p+q+l
S�

//� p � � q � � r � � s
id� id� s

//� p � � q � � l
� 0

2(g1 ; g2)
//Ol

c

)

;

avec � 0
2(g1 ; g2)(x ; y ; z) = � 2(g1(x) ; g2(y))(z) et s : � r � � s ! � r+s introduite dans l'application 5.3.6. On

peut donc exprimer � 2 à l'aide de la subdivision shu � e. On va ainsi pouvoir utiliser l'homotopie ftngn� 0,
issue de l'application 5.3.6, pour construire l'homotopie fhngn� 0.

Remarquons que, sur le facteurCs
n+l(O

l
c), les applications � n

1 et � n
2 correspondent à l'image de l'élément

idp 
 idq 
 idl 2 Cs
p(� p) 
 Cs

q(�
q) 
 Cs

l (�
l) via les composées verticales à gauche du diagramme suivant :

� � �
L

a+b+c=n+l
Cs

a(�
p) 
 Cs

b(�
q) 
 Cs

c(�
l)oo

t0
n+l (�

l )
**

id � id
 id
 Sc(� l )

��

L

a+b+c=n+l+1
Cs

a(�
p) 
 Cs

b(�
q) 
 Cs

c(�
l)oo

id � id
 id
 Sc(� l )

��

� � �oo

� � �
L

a+b+c=n+l
Cs

a(�
p) 
 Cs

b(�
q) 
 Cs

c(�
l)oo

EM

��

L

a+b+c=n+l+1
Cs

a(�
p) 
 Cs

b(�
q) 
 Cs

c(�
l)oo

EM

��

� � �oo

� � � Cs
n+l(�

p � � q � � l)oo

Cs
n+l (�

0
2(g1 ; g2))

��

Cs
n+l+1(� p � � q � � l)oo

Cs
n+l+1(� 0

2(g1 ; g2))

��

� � �oo

� � � Cs
n+l(O

l
c)oo Cs

n+l+1(Ol
c)oo � � �oo

(5.16)
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avect0
n une opération dé�nie à partir de l'homotopie ftngentre les morphismes de chaines provenant de

l'identité et de la subdivision shu � e (voir l'application 5.3.6) :

t0
n+l(�

l) : �
a+b+c=n+l

Cs
a(�

p) 
 Cs
b(�

q) 
 Cs
c(�

l) �! �
a+b+c=n+l+1

Cs
a(�

p) 
 Cs
b(�

q) 
 Cs
c(�

l)

x 
 y 
 z 7�! (� 1)jxj:jyjx 
 y 
 t jzj(� l)(z)

Par construction, on a les égalités suivantes :

( d � t0
n+l(�

l) + t0
n+l� 1(� l) � d)(x 
 y 
 z)

= d
�
(� 1)jxj:jyjx
 y
 t jzj(� l)(z)

�
+ t0

n+l� 1(� l)
�
d(x) 
 y
 z+ (� 1)jxjx
 d(y) 
 z+ (� 1)jxj:jyjx
 y
 d(z)

�

= (� 1)jxj:jyjd(x) 
 y 
 t jzj(� l)(z) + (� 1)jyjx 
 d(y) 
 t jzj(� l)(z) + x 
 y 
 d(t jzj(� l)(z))

+ (� 1)(jxj� 1):jyjd(x) 
 y 
 t jzj(� l)(z) + (� 1)jyj� 1x 
 d(y) 
 t jzj(� l)(z) + x 
 y 
 t jzj(� l)(d(z))

= x 
 y 
 d(t jzj(� l)(z)) + x 
 y 
 t jzj(� l)(d(z))

=
�
id � id 
 id 
 Sjzj(� l)

�
(x 
 y 
 z):

On a donc la relation :
id � � id 
 id 
 Sc(� l) = d � t0

n+l(�
l) + t0

n+l� 1(� l) � d: (5.17)

On va utiliser la fonctorialité du diagramme (5 :16) ainsi que la relation ci-dessus a�n de montrer que la
famille d'applications :

hn(g1 
 g2) :=
n h

Cs
n+l+1(� 0

2(g1 ; g2)) � EM � t0
n+l(�

l)
i
(idp 
 idq 
 idl)

o

l� 0
2 Cn+1(Oc);

forme une homotopie entre les morphismes de chaines � 1 et � 2. Pour cela, on doit véri�er la relation :

� n
1 � � n

2 = d � hn + hn� 1 � d:

Or la commutativité du diagramme (5 :16) et du diagramme ci-dessous

Cs
p(� p) 
 Cs

q(�
q) 
 Cs

l� 1(� l� 1)

id 
 id 

P

(� 1)iCs
l� 1(di )

��

t0
n+l� 1(� l� 1)

//Cs
p(� p) 
 Cs

q(�
q) 
 Cs

l (�
l� 1)

id 
 id 

P

(� 1)iCs
l (d

i )

��

EM //Cs
n+l(�

p � � q � � l� 1)

P
(� 1)iCs

n+l (id � id � di )

��

Cs
n+l (�

0
2(g1 ; g2))

//Cs
n+l(O

l� 1
c )

P
(� 1)iCs

n+l (d
i )

��
Cs

p(� p) 
 Cs
q(�

q) 
 Cs
l� 1(� l)

t0
n+l� 1(� l )

//Cs
p(� p) 
 Cs

q(�
q) 
 Cs

l (�
l)

EM
//Cs

n+l(�
p � � q � � l)

Cs
n+l (�

0
2(g1 ; g2))

//Cs
n+l(O

l
c)

impliquent les égalités suivantes sur le facteur Cs
n+l(O

l
c) :

�
d � hn

�
(g1 
 g2) = @�

h
Cs

n+l+1(� 0
2(g1 ; g2)) � EM � t0

n+l(�
l)

i
(idp 
 idq 
 idl)

+ (� 1)n� �
h
Cs

n+l(�
0
2(g1 ; g2)) � EM � t0

n+l� 1(� l� 1)
i
(idp 
 idq 
 idl� 1)

=
h
Cs

n+l(�
0
2(g1 ; g2)) � EM � d � t0

n+l(�
l)

i
(idp 
 idq 
 idl)

+ (� 1)n
h
Cs

n+l(�
0
2(g1 ; g2)) � EM � t0

n+l� 1(� l)
i
(idp 
 idq 
 d(idl� 1)):

De même, en utilisant des diagrammes similaires à (5:16), on obtient les égalités :
�
hn � d

�
(g1 
 g2) = hn� 1(dg1 
 g2) + (� 1)phn� 1(g1 
 dg2)

=
h pX

i=0

(� 1)iCs
n+l(�

0
2(di g1 ; g2)) � EM � t0

n+l� 1(� l)
i
(idp� 1 
 idq 
 idl)

+ (� 1)p
h qX

i=0

(� 1)iCs
n+l(�

0
2(g1 ; di g2))� EM � t0

n+l� 1(� l)
i
(idp 
 idq� 1 
 idl)

=
h
Cs

n+l(�
0
2(g1 ; g2)) � EM � d � t0

n+l� 1(� l)
i
(d(idp� 1) 
 idq 
 idl)

+ (� 1)p
h
Cs

n+l(�
0
2(g1 ; g2)) � EM � t0

n+l� 1(� l)
i
(idp 
 d(idq� 1) 
 idl):
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Par exemple, le diagramme associé au premier facteur est le suivant :

Cs
p� 1(� p� 1) 
 Cs

q(�
q) 
 Cs

l (�
l)

t0
n+l� 1(� l )

//

P
(� 1)ics

p� 1(di ) 
 id 
 id

��

Cs
p� 1(� p� 1) 
 Cs

q(�
q) 
 Cs

l+1(� l)
EM //

P
(� 1)ics

p� 1(di ) 
 id 
 id

��

Cs
n+l(�

p� 1 � � q � � l)

P
(� 1)iCs

n+l (d
i � id� id)

��

P
(� 1)iCs

n+l (�
0
2(di g1 ; g2))

**
Cs

n+l(O
l
c)

Cs
p� 1(� p) 
 Cs

q(�
q) 
 Cs

l (�
l)

t0
n+l� 1(� l )

//Cs
p� 1(� p) 
 Cs

q(�
q) 
 Cs

l+1(� l)
EM

//Cs
n+l(�

p � � q � � l)
Cs

n+l (�
0
2(g1 ; g2))

44

Au �nal, grâce à la relation (5 :17) on obtient :
�
d � hn + hn� 1 � d

�
(g1 
 g2) =

h
Cs

n+l+1(� 0
2(g1 ; g2)) � EM

i
�

h
d � t0

n+l(�
l) + t0

n+l� 1(� l) � d
i
(idp 
 idq 
 idl)

=
h
Cs

n+l+1(� 0
2(g1 ; g2)) � EM

i
�

h
id � � id 
 id 
 Sc(� l)

i
(idp 
 idq 
 idl)

=
�
� n

1 � � n
2

�
(g1 
 g2):

On a donc démontré que le morphisme de Bous�eld préserve le produit commutatif. Pour le produit
associatif et la structure de module à gauche, il su� t de remplacer l'application � 2 dans ce qui précède
par les applications � 3 et � 4 respectivement. On a donc le résultat suivant :

Théorème 5.3.7. Le morphisme de Bous�eld induit un morphisme de sc2-algèbres :

( H � (sTot(Oc)) ; H � (sTot(Oo)) ) �! ( HH � (Oc) ; HH � (Oo) );

préservant les structures introduites dans les sections 5.1 et 5.2.

5.3.3 L'isomorphisme de Bous�eld

Contrairement à l'homologie de Hochschild, l'homologie singulière associée à la semi-totalisation est
dé�nie uniquement en degré positif. Par conséquent, le morphisme de Bous�eld n'est pas nécessairement
un isomorphisme. Cependant, dans l'article [7], Bous�eld démontre que l'application � �

p : Hp(sTot(X � )) !
HHp(X � ) est un isomorphisme dès que p � 0, avecX � un espace semi-cosimplicial.

5.4 Suites spectrales de Bous�eld et applications aux longs entrelacs

Dans ce qui précède, les opérades considérées sont par défaut non symétriques. On précisera la
symétrie s'il y a une ambiguïté. Dans l'article [7], Bous�eld introduit une suite spectrale calculant
l'homologie singulière de la totalisation homotopique d'un espace cosimplicial. Grâce à la remarque
1.2.11, on sait que cette suite spectrale permet aussi de calculer l'homologie singulière de la semi-
totalisation de l'espace semi-cosimplicial associé :

Théorème 5.4.1. [7] Soit X� un espace cosimplicial. Il existe une suite spectrale du second cadrant calculant
l'homologie singulière de sTot(X � ). Sa page E1 est dé�nie par :

E1
� n ;m :=

n� 1\

i=0

ker(si
� ) � Hm(Xn); (5.18)

et la di� érentielle est donnée par la restriction de l'application suivante :

n+1X

i=0

(� 1)iHm(di) : Hm(Xn) ! Hm(Xn+1): (5.19)

Alternativement, on obtient la même suite spectrale à partir de la page E2 en prenant E1� n ;m = Hm(Xn) et
l'application(5:19)comme di� érentielle (sans tenir compte de la restriction à l'intersection des noyaux des codégé-
nérescences).

93



CHAPITRE 5. SUITES SPECTRALES ASSOCIÉES À UNE OPÉRADE POINTÉE

Théorème 5.4.2. [29, Proposition 3.4] On dit qu'un espace cosimplicial X� est bon à la page E1 si la suite spectrale
de Bous�eld(5:18)associée à X� satisfait les conditions suivantes :

i) E1
� n ;m = 0 pour m� n,

ii ) pour tout entier i, il existe un nombre �ni de n tel que E1
� n ;n+i , 0.

Si un espace cosimplicial X� est bon à la page E1 alors la suite spectrale de Bous�eld associée à X� converge
fortement vers H� (sTot(X � )).

Théorème 5.4.3. [42, Théorème 7.2] Pour n� 4, l'espace cosimplicial associé à l'opérade multiplicative de
KontsevichK n est bon à la page E1. En particulier, la suite spectrale associée àK n converge fortement vers
H � (L 1 ;n), pour n � 4.

Notons qu'il existe une seconde suite spectrale calculant l'espaceH � (L 1 ;n) appelée la suite spectrale
de Vassiliev qui consiste à étudier le complémentaire d'un nœud. Turchin, Lambrechts et Volić ont
montré dans [29] que la page E1 de la suite spectrale de Vassiliev coïncide avec la pageE2 de la suite
spectrale de Bous�eld associée àK n, pour n � 4. Cependant, pour n = 3, on ne sait pas si les suites
spectrales convergent fortement et certains résultats laissent à penser que ces deux suites spectrales ne
convergent pas vers le même objet. Dans le même article, les trois auteurs démontrent aussi que la suite
spectrale de Bous�eld associée àK n dégénère à la pageE2 pour n � 4. Par la suite, Moriya dans [34] et
indépendamment Tsopméné dans [46] ont étendu ce résultat pour n = 3.

Théorème 5.4.4. [34, 46] Pour n � 3, la suite spectrale de Bous�eld à coe� cients rationnels associée àK n

dégénère à la page E2.

Dans le chapitre précédent, on a vu que K n est une opérade symétrique multiplicative. On a mon-
tré que le K n-bimodule � k(K n) est équipé d'un morphisme de A s-bimodules � : A s ! � k(K n). Par
conséquent, � k(K n) possède une structure cosimpliciale. Cependant, malgré le fait que K n soit bon à la
page E1, on n'a aucune information sur la convergence forte de la suite spectrale de Bous�eld associée à
� k(K n). Néanmoins, Tsopméné réussit dans [45] à obtenir des résultats sur la dégénérescence de la suite
spectrale :

Théorème 5.4.5. [45, Théorème 1.4] Pour n� 6, la suite spectrale de Bous�eld à coe� cients rationnels associée
à � k(K n) dégénère à la page E2.

Dé�nition 5.4.6. Soit X � un espace topologique. On note HH 2
� (X � ) l'homologie de Hochschild (voir la

dé�nition 1.5.8) associée au bicomplexe dé�ni par :

Xp;q := Hp(Xq);

et dont les di � érentielles sont données par les formules :

d1 = 0 : Hp(Xq) ! Hp� 1(Xq) et d2 = (� 1)p� q+1
q+1X

i=0

Hp(di) : Hp(Xq) ! Hp(Xq+1):

Grâce à la seconde description de la suite spectrale de Bous�eld du théorème 5.4.1, on peut identi�er
la page E2 de la suite spectrale de Bous�eld à l'homologie de Hochschild HH 2

� (X � ). Si X � provient d'une
opérade multiplicative alors HH � (X � ) et HH 2

� (X � ) sont toutes deux des algèbres de Gerstenhaber. De
plus, dans le cas particulier X � = K d et d � 3, Moriya [34] et indépendamment Tsopméné [46] ont montré
que HH � (X � ) et HH 2

� (X � ) sont isomorphes en tant qu'algèbre de Gerstenhaber. On va s'intéresser au cas
où un couple d'espaces semi-cosimpliciaux provient d'une opérade pointée.

Dé�nition 5.4.7. Soit P une S-opérade (symétrique) dans la catégoriedg-VectK , avecSun ensemble. Une
S-opérade (symétrique) topologique O est dite P-formelle s'il existe un zig-zag d'équivalences faibles
dans la catégorie desS-opérades (symétriques) di� érentielles graduées :

P

��

P

��

� � � P

��

P

��
Cs

� (O) �'
oo

'
//� � � �'

oo
'

//H � (O)

Notons que dans cette catégorie, un morphisme est une équivalence faible s'il induit un quasi-isomorphisme
en chaque degré.
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Proposition 5.4.8. Si O est une opérade symétrique multiplicative� [A sK ]-formelle alors lafo; cg-opérade non
symétrique� , obtenue à partir du couple(O ; � k(O)) via la construction(4:6), estA ctK -formelle.

Démonstration.Comme O est � [A sK ]-formelle, on dispose d'un zig-zag d'équivalences faibles dans la
catégorie des opérades symétriques di� érentielles graduées :

� [A sK ]

��

� [A sK ]

��

� � � � [A sK ]

��

� [A sK ]

��
Cs

� (O) A1 '
//

'
oo � � � Am '

//
'

oo H � (O)

avecA i des opérades symétriques multiplicatives. En oubliant l'action du groupe des permutations, on
obtient un zig-zag de d'équivalences faibles dans la catégorie des opérades non symétriques di� éren-
tielles graduées :

A sK

��

A sK

��

� � � A sK

��

A sK

��
Cs

� (O) A1 '
//

'
oo � � � Am '

//
'

oo H � (O)

(5.20)

La construction de la section 4.2 peut s'adapter dans le contexte d'opérades symétriques di� érentielles
graduées. Pour tout entier i 2 f1 : : : ;mg, � k(A i) est un A i-bimodule équipé d'un morphisme de A sK -
bimodules � i : A sK ! � k(A i). De plus, on a les égalités� k(Cs

� (O)) = Cs
� (� k(O)) et � k(H � (O)) = H � (� k(O)).

Le diagramme (5:20) induit le diagramme dans la catégorie des A sK -bimodules di � érentiels gradués :

A sK

��

A sK

��

� � � A sK

��

A sK

��
Cs

� (� k(O)) � k(A1) '
//

'
oo � � � � k(Am) '

//
'

oo H � (� k(O))

dont les morphismes horizontaux au bas du diagramme sont des équivalences faibles. Grâce à la fonc-
torialité de la construction (4 :6), on dispose d'un zig-zag d'équivalences faibles dans la catégorie des
fo; cg-opérades non symétriques di� érentielles graduées :

A ctK

��

A ctK

��

� � � A ctK

��

A ctK

��
Cs

� (� ) � 1 '
//

'
oo � � � � m '

//
'

oo H � (� )

avec� i l'opérade colorée obtenue à partir du couple ( A i ; � k(A i)) via la construction (4 :6). Par conséquent,
� est A ctK -formelle. �

Corollaire 5.4.9. Soit O est une opérade symétrique multiplicative. Si O est� [A sK ]-formelle alors on a un
isomorphisme de sc2-algèbres :

( HH � (O) ; HH � (� k(O)) ) � ( HH 2
� (O) ; HH 2

� (� k(O)) )

D'après Kontsevich et Tamarkin, on sait que l'opérade de Kontsevich est formelle en tant qu'opérade
symétrique (i.e. qu'il existe un zig-zag d'équivalence faible entre Cs

� (K d) et H � (K d) dans la catégorie des
opérades symétriques di� érentielles graduées) siK = R. De plus Moriya et indépendamment Tsopméné
ont montré que l'opérade de Kontsevich est A sK -formelle. Cependant rien ne garantit que K d soit
� [A sK ]-formelle.
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6
Delooping relatif d'ordre supérieur

Dans ce qui précède, on s'est intéressé à l'étude des opérades pointées car cela nous a permis d'avoir
des résultats sur les couples d'espaces semi-cosimpliciaux. On a pu ainsi montrer que la paire (L 1 ;n ; L k;n)
était faiblement équivalente à une SC2-algèbre. Cependant il est souvent di� cile d'identi�er un espace
topologique à un espace semi-cosimplicial. Dans de nombreux cas les relations semi-cosimpliciales sont
véri�ées uniquement à homotopie près. Par exemple on ne dispose pas de remplacements cosimpliciaux
pour les espaces de plongementsEmb(Rd ; Rn) et Emb(

F
k Rd ; Rn) lorsque la dimension de la variété

source est strictement supérieure à 1. Il est néanmoins possible de les identi�er à des espaces de bimodules
in�nitésimaux sous l'opérade Cd. C'est pourquoi il est nécessaire de généraliser les résultats du chapitre
3 a�n d'étudier ces cas de �gure.

6.1 La Boardman-Vogt résolution pour les ( P-Q)� bimodules

On a introduit dans le chapitre 2 la notion de bimodule libre engendré par une � -collection. Cela
nous a permis de dé�nir une structure de catégorie modèle sur � -BimodP-Q où P et Q sont deux opérades
colorées symétriques. La particularité de cette structure modèle est que tous ses objets sont �brants
et que l'on dispose d'un ensemble générateur de co�brations. On va montrer dans cette section que
la catégorie d'arbres introduite pour construire le bimodule libre va nous permettre de construire de
manière fonctorielle des remplacements co�brants. On se �xe pour la suite P et Q deux S-opérades
symétriques ainsi qu'un ( P-Q)� bimodule M. On commence par introduire l'ensemble des arbres qui va
encoder la structure.

Dé�nition 6.1.1. On note � n l'ensemble constituée des couples (T ; Vp(T)) avec T un S-arbre ayant n
feuilles et Vp(T) un sous-ensemble des sommets de l'arbre appelées perles. On demande que chaque
chemin reliant une feuille ou un sommet univalent (i.e sans entrée) à la racine passe par une unique
perle. Les perles forment ainsi une section divisant l'arbre en deux parties. Un élément de � n est appelé
un arbre à section. On désigne par Vu(T) l'ensemble des sommets au-dessus de la section et parVd(T)
ceux situés au-dessous de la section.

Figure 6.1 – Illustration d'un arbre à section.
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Construction 6.1.2. A partir d'un ( P-Q)� bimodule M on peut construire le ( P-Q)� bimodule B(M) dont
les points sont les classes triplets [T ; ftvg; favg] avec T un S-arbre à section et favgune famille de points
indexant les sommets de l'arbre. Les perles sont alors indexées par des points du bimodule M tandis que
les sommets au-dessus de la section sont indexés par des points deQ et ceux au-dessous de la section
sont indexés par des points de P. En�n ftvgest une famille de réels dans l'intervalle I = [0 ; 1] paramétrant
uniquement les sommets non perlés. Si une arêteeau-dessus de la section connecte deux sommets non
perlés alors on demande que ts(e) � tt(e). Dans le cas oùeest au-dessous de la section, on ats(e) � tt(e). On
construit B(M) comme un quotient du sous-espace :
a

� n

Y

v2Vd(T)

h
P(e1(v); ::;ejvj(v); e0(v)) � I

i
�

Y

v2Vp(T)

M(e1(v); ::;ejvj(v); e0(v)) �
Y

v2Vu(T)

h
Q(e1(v); ::;ejvj(v); e0(v)) � I

i

obtenu à partir des restrictions sur les familles ftvg. La relation d'équivalence est engendrée par les
conditions suivantes :

i) Si � est une unité de P ou Q alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

ii ) Si un sommet v est indexé par a� � , avec� 2 � jin(v)j, alors on a la relation suivante :

iii ) Si deux sommets consécutifs sont paramétrés par le même réelt 2 [0 ; 1] alors on peut contracter
l'arête interne les reliant via la structure opéradique. Le sommet issu de la contraction est ensuite
paramétré par t.

Figure 6.2 – Exemples de la relation (iii ).

iv) Si un sommet au-dessus de la section est paramétré par 0 alors on peut contracter sa sortie.
Inversement, si un sommet au-dessous de la section est paramétré par 0 alors on peut contracter
simultanément toutes ses entrées via la structure de bimodule à gauche.

Figure 6.3 – Exemples de la relation (iv).

A�n de dé�nir la structure de bimodule à droite, notons qu'un point a 2 Q(s1; : : : ;sn; s0
i ) peut être

interprété comme une corolle non perlé ayant n entrées indexées respectivement par les couleurssi et la
sortie par la couleur s0

i tandis que le sommet est indexé par le point a. Si [T ; ftvg; favg] est un point de
B(M)(s0

1; : : : ;s0
n; s0

n+1) alors la composée [T ; ftvg; favg] � i a consiste à gre� er la corolle sur la i-ème feuille
de T et à paramétrer le nouveau sommet non perlé par le réel 1.
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De manière similaire, si b 2 P(s1; : : : ;sn; sn+1) et [Ti ; ft i
vg; fai

vg] est une famille de points dans les espaces
B(M)(si

1; : : : ;si
n; si) alors la structure de P-bimodule à gauche consiste à gre� er sur chacune des entrées de

la corolle associée àb le point de B(M) correspondant. Le nouveau sommet non perlé issu de la corolle
est ensuite paramétré par 1.

Figure 6.4 – Illustration de la structure de bimodule à gauche.

On rappelle que le (P-Q)� bimodule libre FB(M) engendré par M est l'ensemble des couples [T ; favg]
avec T un S-arbre à section borné et favgune famille de points indexant les sommets de l'arbre (voir la
dé�nition 2.2.9). L'ensemble des S-arbres à section bornés àn feuilles peut être interprété comme un
sous-ensemble de� n constituée des éléments n'ayant pas deux sommets non perlés consécutifs. On
dispose donc d'un morphisme :

� : FB(M) ! B (M) ; [T ; favg] 7! [T ; f1vg; favg]; (6.1)

paramétrant tous les sommets non perlés par 1. Grâce à la condition (iii ), l'application � est un morphisme
de (P-Q)� bimodules. On considère aussi l'application :

� : B(M) ! M ; [T ; ftvg; favg] 7! [T ; f0vg; favg]; (6.2)

qui �xe les paramètres des sommets non perlés à 0. On identi�e l'arbre obtenu à une corolle indexée par
un point de M. Les conditions (iii ) et (iv) impliquent que l'application � est un morphisme de (P-Q)�

bimodules.

Théorème 6.1.3. Soient P, Q deux S-opérades symétriques bien pointées� -co�brantes et M un (P-Q)� bimodule.
Si M est co�brant en tant que� -collection alors les applications� : FB(M) ! B (M) et � : B(M) ! M sont
respectivement une co�bration et une équivalence faible dans la catégorie modèle� -BimodP-Q. Par conséquent
B(M) est un remplacement co�brant de M en tant que (P-Q)� bimodule.

Démonstration.La preuve de ce théorème est similaire à celle de Berger et Moerdijk dans le cas opé-
radique. L'étape clef de la démonstration est d'exprimer B(M) à l'aide d'une séquence de co�brations
acycliques dans la catégorie des� -collections :

B(M)1 �! B (M)2 �! � � � �! B (M)k� 1 �! B (M)k �! � � � (6.3)

avec B(M)k(n) la restriction aux S-arbres à section àn feuilles ayant au plus k sommets. Sik = 1 alors le
sommet est automatiquement une perle et B(M)1 coïncide avecM. Pour la preuve on va reprendre les
notations de Berger et Moerdijk dans [3].

Pour T un S-arbre à section, on noteH(T) l'espace des paramétrisations possibles des sommets non
perlés deT par des réels de l'intervalle [0 ; 1] respectant les restrictions décrites dans la construction 6.1.2.
Si l désigne le nombre de sommets non perlés de l'arbre T alors H(T) est un polytope inclus dans [0 ; 1]l

issu d'un recollement de simplexes. Par exemple, si T est un arbre composé uniquement de sommets à
une entrée alors H(T) = � jVu(T)j � � jVd(T)j.

Soit D un sous-ensemble des sommets non-perlés deT. On dé�nit HD(T) comme le sous-espace de
H(T) dont les sommets e2 D au-dessus de la section véri�ent l'égalité te = te0 si epossède un successeur
e0 non perlé, ou l'égalité te = 0 si le successeur dee est une perle. Dans le cas où le sommete 2 D est
au-dessous de la section alors on a soit l'égalitéte = te0, avece0 un antécédent non perlé de e, soit l'égalité
te = 0 si tous les sommets antécédents deesont des perles. Par construction l'inclusion :

H � (T) =
[

D, ;

HD(T) ! H(T) (6.4)
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est une co�bration acyclique. En e � et, à cause des restrictions sur les paramétrisations issues de la
construction 6.1.2, l'arbre T induit un ensemble de paramètres maximaux indexé par un sous-ensemble
V0 des sommets non-perlés. Un sommet v non perlé est un élément de V0 si c'est la racine de T ou si
aucune des arêtes entrantes dev est une arête interne. Par construction,HD(T) est une face du polytope
H(T) et le sous-espaceH � (T) est constitué de toutes les faces du polytope excepté celles de la formetv = 1
avecv 2 V0. L'application 6.4 est donc une co�bration. Pour montrer que la co�bration est acyclique, on
véri�e que H � (T) est contractile via l'homotopie :

h : H � (T) � [0 ; 1] ! H � (T) ; (ftvg; u) 7! f utvg; (6.5)

faisant tendre les paramètres vers 0.
De même, posons M(T) l'espace des indexations des sommets deT par des familles favgvéri�ant

les restrictions décrites dans la construction 6.1.2. SiB est un sous-ensemble de sommets non perlés
possédant une seule entrée de la même couleur que sa sortie alors on dé�nit MB(T) comme le sous-
espace deM(T) dont les sommets v 2 B sont indexés par une unité de P ou Q selon si on est au-dessous
ou au-dessus de la section. Le groupe des automorphismes deT, noté Aut(T), agit sur les espacesM(T),
MB(T) et l'inclusion MB(T) ! M(T) préserve cette action. Comme lesS-opéradesPet Q sont bien pointées
et que tous nos objets sont� -co�brants, l'application :

M � (T) =
[

B, ;

MB(T) ! M(T) (6.6)

est une Aut(T)-co�bration. Notons ( H � M)� (T) la somme amalgamée :

(H � (T) � M(T))
[

H � (T) � M � (T)

(H(T) � M � (T)): (6.7)

D'après la propriété (2 :8) des catégories monoïdales modèles, l'application (H � M)� (T) ! H(T) � M(T),
induite par les co�brations (6.4) et (6.6), est une Aut(T)-co�bration acyclique. Par conséquent B(M)k(n)
peut être obtenu à partir de B(M)k� 1(n) via la somme amalgamée :

a

[T] ; T2� n ; k

(H � M)� (T) �
Aut(T)

I[� n] //

��

a

[T] ; T2� n ; k

(H(T) � M(T)) �
Aut(T)

I[� n]

��
B(M)k� 1(n) //B(M)k(n)

(6.8)

où � n ; k est le sous-ensemble de� n constitué des arbres ayant au plus k sommets. L'application verticale
à gauche du diagramme (6.8) provient des deux isomorphismes MB(T) ! M(T=B) et HD(T) ! H(T=D)
avec T=B le S-arbre à section obtenu en supprimant les sommets B et T=D le S-arbre à section obtenu
en contractant la sortie ou une partie des entrées des sommets dansD selon si on est au-dessus ou
au-dessous de la section. Comme les co�brations sont stables par les sommes amalgamées, l'application
B(M)k� 1(n) ! B (M)k(n) est une � n-co�bration acyclique. Ainsi (6.3) est une séquence de � -co�brations
acycliques.

L'une des conséquences est que l'application B(M)1 ! B (M) est une équivalence faible. Comme la
composéeB(M)1 ! B (M) ! M avec� coïncide avec l'identité, l'axiome MC2 des catégories modèles im-
plique que � est une équivalence faible en tant que� -collection et donc aussi en tant que (P-Q)� bimodule.

A�n de démontrer que l'application � est une co�bration dans la catégorie des (P-Q)� bimodules,
on va introduire un ra � nement de la séquence de� -co�brations acycliques (6.3). Si T est un S-arbre
à section et D un sous-ensemble de sommets non perlés, alors on dé�nit H+

D(T) comme le sous-espace
de H(T) contenant HD(T) dont les sommets e 2 D peuvent aussi être paramétrés par 1. Par conséquent
H+ (T) =

S
D, ; H+

D(T) est constitué de l'ensemble des faces du polytope H(T). On dispose donc d'une
succession de co�brations H � (T) ! H+ (T) ! H(T) non-acycliques. En e� et, contrairement à H � (T),
l'espaceH+ (T) n'est pas nécessairement contractile. Posons (H � M)+ (T) la somme amalgamée :

(H+ (T) � M(T))
[

H+ (T) � M � (T)

(H(T) � M � (T)): (6.9)
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On a une succession deAut(T)-co�brations ( H � M)� (T) ! (H � M)+ (T) ! H(T) � M(T) non-acycliques
ainsi qu'une factorisation du diagramme (6.8) :

a

[T]2� n ; k

(H � M)� (T) �
Aut(T)

I[� n] //

��

a

[T]2� n ; k

(H � M)+ (T) �
Aut(T)

I[� n] //

��

a

[T]2� n ; k

(H(T) � M(T)) �
Aut(T)

I[� n]

��
B(M)k� 1(n) //B(M)+

k� 1(n) //B(M)k(n)

avec B(M)+
k� 1(n) obtenu comme la somme amalgamée de la partie gauche du diagramme. Comme les

co�brations sont préservées par les sommes amalgamées, on peut écrireB(M) comme la colimite de la
séquence de� -co�brations suivante :

B(M)1 �! B (M)+
1 �! B (M)2 �! � � � �! B (M)k� 1 �! B (M)+

k� 1 �! B (M)k �! � � � (6.10)

Maintenant on se donne � : Y ! X une �bration acyclique dans la catégorie des ( P-Q)� bimodules
ainsi que le diagramme commutatif ( I) :

FB(M)
� //

�

��

Y

�

��
(I)

B(M) //X

B(M)0
� //

��

Y

�

��
(II )

B(M) //X

On veut montrer que le diagramme de gauche admet d'un relèvement dans la catégorie des ( P-Q)�

bimodules. Grâce à la propriété universelle du bimodule libre, un morphisme de ( P-Q)� bimodules
� : FB(M) ! Y est équivalent à la donnée d'un morphisme de � -collections � : M = B(M)0 ! Y. Pour
avoir l'existence du relèvement du diagramme ( I), il su� t donc de montrer qu'il existe un relèvement
du diagramme ( II ) dans la catégorie des� -collections qui préserve la structure de (P-Q)� bimodule.

Notons que B(M)k ne possède pas de structure de (P-Q)� bimodule car les opérations ne préservent
pas le nombre de sommets. On dit que le morphisme de � -collections fk : B(M)k ! Y est un morphisme
de (P-Q)k bimodules si pour tout point x 2 B(M)k s'écrivant sous la forme :

x = y0 � (y1; : : : ;yn) ou x = z0 � i z1; (6.11)

avec y0 2 P, z1 2 Q et z0, yi>0 des points de B(M)k, on a l'égalité :

fk(x) = fk(y0) � ( fk(y1; : : : ; fk(yn)) ou fk(x) = fk(z0) � i fk(z1): (6.12)

Intuitivement fk n'est pas un morphisme de (P-Q)� bimodules mais sa limite lorsque k tend vers l'in�ni
l'est. On va construire par récurrence une famille f� k : B(M)k ! Ygoù � k est un morphisme de (P-Q)k

bimodule prolongeant � k� 1 et relevant le diagramme ( II ). Posons� 0 = � : B(M)0 ! Y. Supposons que
l'on dispose d'un morphisme de ( P-Q)k� 1 bimodules � k� 1 : B(M)k� 1 ! Y prolongeant � . Remarquons
que les points de B(M)k qui sont de la forme (6.11) sont ceux indexés par un arbre ayant un sommet
paramétré par 1. Il existe donc un unique morphisme de ( P-Q)k bimodules � +

k� 1 : B(M)+
k� 1 ! Y tel que

les égalités (6.12) soient véri�ées. On dé�nit � k : B(M)k ! Y en prenant un relèvement quelconque du
diagramme suivant :

B(M)+
k� 1

� +
k� 1 //

��

Y

�

��
B(M)k

//X

(6.13)

Comme B(M)+
k� 1 ! B (M)k est une � -co�bration et � : Y ! X est une � -�bration acyclique, on a

l'existence d'un relèvement � k. Au �nal l'application � est une co�bration dans la catégorie des (P-Q)�

bimodules.
La structure de catégorie modèle sur les bimodules a été construite à partir du foncteur libre FB(M).

Par conséquent, siM est � -co�brant alors FB(M) est co�brant en tant que ( P-Q)� bimodule. Finalement
B(M) est co�brant en tant que ( P-Q)� bimodule via la composée ; ! F B(M) ! B (M). �
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Remarque6.1.4. La Boardman-Vogt résolution dé�nit un endofoncteur dans la catégorie des ( P-Q)�

bimodules. Il est important de noter qu'on a aussi la fonctorialité au niveau des opérades P et Q. Plus
précisément, si on se donne deux morphismes de S-opérades symétriques fp : P1 ! P2 et fq : Q1 ! Q2

ainsi qu'un morphisme f entre un (P1-Q1)� bimodule M1 et un (P2-Q2)� bimodule M2 véri�ant la
commutativité des diagrammes suivants :

P1 � M1
1 � � � � � M k

1
� //

fp� f ����� f

��

M1

f

��
P2 � M1

2 � � � � � M k
2 �

//M2

M1 � Q1
� i //

f � fq
��

M1

f

��
M2 � Q2 � i

//M2

alors f induit un morphisme f̃ : B(M1) ! B (M2) avec B(M1) et B(M2) la Boardman-Vogt résolution
dans la catégorie des (P1-Q1)� bimodules et (P2-Q2)� bimodules respectivement. Notons aussi que cette
construction peut s'adapter dans le cas non symétrique ainsi que pour les bimodules in�nitésimaux.

6.2 Delooping relatif associé à un morphisme d'opérades colorées

On a vu dans les chapitres précédents qu'un morphisme d'opérades � : O ! O0 est aussi un
morphisme de bimodules sous l'opérade O. Dans le cas oùO est l'opérade non symétrique A s, il a été
démontré par Dwyer-Hess [14] et indépendamment par Turchin [49] que l'espace de morphismes dérivé
Bimodh

A s(A s; O0) est faiblement équivalent à un espace de lacets explicite
 Operadh(A s; O0). Par la suite,
Robertson a étendu ce résultat dans [37] pour une opérade colorée symétriqueO quelconque.

Théorème 6.2.1. [37, Théorème A] Si� : O ! O0 est un morphisme de S-opérades symétriques alors on a
l'équivalence faible :

� -Bimodh
O(O ; O0) ' 


�
� -OperadhS(O ; O0)

�
:

Dans cette section on va démontrer que les théorèmes 3.3.6 et 3.4.3 admettent aussi une généralisation
pour des opérades autres queA ct. Plus précisément, on veut montrer que si on se donne un morphisme
d'opérades symétriques � 1 : O1 ! O2 ainsi qu'un morphisme de O2-bimodules � 2 : O2 ! M alors le
couple d'espaces topologiques (� -Bimodh

O1
(O1 ; O2) ; � -Bimodh

O1
(O1 ; M) ) est faiblement équivalent à une

SC1-algèbre explicite.

Dé�nition 6.2.2. Soit O une fo; cg-opérade symétrique. On note Oc l'opérade symétrique provenant de
la restriction de O à la couleur c et Oo l'opérade symétrique stricte obtenue à partir de la restriction à la
couleur o :

Oc(n) = O(c; : : : ;c; c) pour n � 0 et Oo(n) =

(
O(o; : : : ;o; o) pour n � 1;

; pour n = 0:

Inversement, soient P une opérade symétrique stricte et Q une opérade symétrique. On désignera par
P � Q la fo; cg-opérade symétrique dé�nie par :

P � Q(c; : : : ;c; c) = Q(n) pour n � 0 ; P � Q(o; : : : ;o; o) = P(n) pour n � 1

et l'ensemble vide pour les autres con�gurations. Ainsi, la donnée d'un morphisme de fo; cg-opérades
symétriques f : P � Q ! O est équivalente à la donnée de deux morphismes d'opérades symétriques
fc : Q ! Oc et fo : P ! Oo.

Dé�nition 6.2.3. Soient P une opérade symétrique stricte et Q une opérade symétrique. Posons

Op[P; Q] := (P � Q) # � -Operadfo; cg

la catégorie des fo; cg-opérades symétriques au-dessous deP � Q. Un objet est la donnée d'un couple
(O ; � O) avec O une fo; cg-opérade symétrique et � O : P � Q ! O un morphisme de fo; cg-opérades
symétriques. Un morphisme f : (O ; � O) ! (O0; � O0) est un morphisme de fo; cg-opérades symétriques
f : O ! O0 véri�ant la commutativité du diagramme suivant :

P � Q
� O

||

� O0

""
O

f
//O0
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A partir d'un objet ( O ; � O) 2 Op[P; Q], on dé�nit le ( P-Q)� bimodule R(O ; � O) avec R(O ; � O)(n) :=
O(c; : : : ;c; o) pour n � 0. On obtient ainsi un foncteur :

R : Op[P; Q] �! � -BimodP-Q: (6.14)

On omettra de préciser � O lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur la structure du bimodule R(O ; � O). L'objectif
de la construction qui suit est de dé�nir un adjoint à gauche au foncteur R.

Construction 6.2.4. Soient P une opérade symétrique stricte, Q une opérade symétrique et M un (P-Q)�

bimodule. A partir de M, on construit une fo; cg-opérade symétrique L (M;P;Q) de la façon suivante :

L (M;P;Q)(c; : : : ;c; c) = Q(n) pour n � 0 et L (M;P;Q)(c; : : : ;c; o) = M(n) pour n � 0.

Pour décrire les autres con�gurations de couleurs L (M;P;Q)(Ic; Io; o), avecjIcj � 0 et jIoj � 1, on introduit
l'ensemble � (Ic; Io) constitué des fo; cg-arbres ayant le tronc indexé par oet dont les feuilles indexées par
l'ensemble Ic sont de couleurs c tandis que les feuilles indexées par Io sont de couleurs o. De plus les
éléments de � (Ic; Io) sont des arbres à deux niveaux (i.e chaque chemin reliant une feuille ou sommet à
la racine passe par au plus deux sommets) véri�ant les conditions suivantes :

. les arêtes entrantes des sommets autres que la racine sont indexés parc,

. les arêtes entrantes de la racine sont indexées par la couleuro,

. la racine possède au moins une feuille entrante.

L'espace L (M;P;Q) est obtenu en indexant la racine par un point de P tandis que les autres sommets
sont indexés par des points du bimodule M. Autrement dit, on a :

L (M;P;Q)(Ic; Io; o) :=
a

[T] ;T2� (Ic;Io)

2
66664P(jrj) �

Y

v, r

M(jvj)

3
77775

,

�

La relation d'équivalence � est engendrée par l'axiome de compatibilité avec l'action du groupe sy-
métrique qui correspond à la condition ( ii ) de la construction 6.1.2. On interprétera un point a 2
L (M;P;Q)(c; : : : ;c; c) comme une corolle dont le sommet est indexé par a et les feuilles par la cou-
leur c tandis que le tronc est de couleur c. De même, on interprétera un point a 2 L (M;P;Q)(c; : : : ;c; o)
comme une corolle dont le sommet est indexé par aet les feuilles par la couleur c tandis que le tronc est
de couleur o. On note [T ; favg] un point de L (M;P;Q).

Figure 6.5 – Exemples d'un point dans L (M;P;Q)(f1; 3;4;5;6g; f2g; o) et L (M;P;Q)(; ; f1g; o).

La composition d'un point [ T ; favg] 2 L (M;P;Q)(Ic; Io; o) avec un point a 2 Q sur une entrée fermée
consiste à gre� er la corolle associée àasur l'arbre T puis à contracter la nouvelle arête interne en utilisant
la structure de Q-bimodule à droite de M.

Figure 6.6 – Exemple de composition opéradique partielle.
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La composition d'un point [ T ; favg] 2 L (M;P;Q)(Ic; Io; o) avec un autre point [ T0; fa0
vg] 2 L (M;P;Q)(I0

c; I
0
o; o)

consiste à gre� er l'arbre T0 sur T en conservant les indexations respectives puis à contracter la nouvelle
arête interne provenant du tronc de T0 en utilisant la structure opéradique de P si jI0

oj � 1. Si toutes les
arêtes entrantes de la nouvelle racine sont des arêtes internes alors on les contracte simultanément via
la structure de P-bimodule à gauche de M.

Figure 6.7 – Exemple de composition opéradique partielle.

Ainsi dé�nie, L (M;P;Q) est une fo; cg-opérade symétrique que l'on désignera par L (M) lorsqu'il n'y a
pas d'ambiguïté sur les opérades P et Q. On dispose d'un morphisme de fo; cg-opérades symétriques :

� M : P � Q ! L (M;P;Q);

induit par l'identité Q ! L (M;P;Q)c = Q ainsi que le morphisme d'opérades strictes P ! L (M;P;Q)o

envoyant un point sur la corolle associée. Par conséquent (L (M;P;Q) ; � M ) est un objet de la catégorie
Op[P; Q].

En ce qui concerne la fonctorialité, remarquons que si fp : P ! P0, fq : Q ! Q0 sont deux morphismes
d'opérades symétriques et fm : M ! M0 est une application entre un ( P-Q)� bimodule M et un (P0-Q0)�

bimodule M0 véri�ant la commutativité des diagrammes suivants :

P(n) � M(m1) � � � � � M(mn)
 l //

fp� fm����� fm
��

M(m1 + � � � mn)

fm
��

P0(n) � M0(m1) � � � � � M0(mn)
 l //M0(m1 + � � � mn)

M(n) � Q(m) � i //

fm� fq
��

M(n + m � 1)

fm
��

M0(n) � Q0(m) � i //M0(n + m � 1)

(6.15)

alors on a un morphisme de fo; cg-opérades symétriques :

f : L (M;P;Q) �! L (M0;P0;Q0);

[T ; fa0
vg] 7�! [T ; fa0

vg];
avec a0

v =

8
>>><
>>>:

fp(av) si av 2 P;
fm(av) si av 2 M;
fq(av) si av 2 Q:

En particulier, on dispose d'un foncteur :

L (� ;P;Q) : � -BimodP-Q �! Op[P; Q]: (6.16)

Proposition 6.2.5. Le couple de foncteurs(L ;R) forme une adjonction.

Démonstration.On se donne (O ; � O) 2 Op[P; Q] et f : M ! R (O) un morphisme de ( P-Q)� bimodules.
On doit montrer qu'il existe un unique morphisme de fo; cg-opérades symétriques f̃ : L (M;P;Q) ! O
prolongeant l'application f et véri�ant l'égalité f̃ � � M = � O. Cela signi�e que si l'application f̃ existe
alors elle doit respecter les conditions suivantes :

i) f̃ : L (M;P;Q)c(n) = Q(n) ! Oc(n) doit coïncider avec l'application � O : Q(n) ! Oc(n),

ii ) la restriction de f̃ : L (M;P;Q)o(n) ! Oo(n) à P(n) doit coïncider avec � O : P(n) ! Oo(n),

iii ) f̃ : L (M;P;Q)(c; : : : ;c; o) = M(n) ! R (O)(n) doit coïncider avec l'application f .

On va construire l'application f̃ sur les facteurs L (M;P;Q)(Ic; Io; o) par récurrence sur le nombre de
sommets des arbresT 2 � (Ic; Io). On se donne [T ; favg] un point de L (M;P;Q)(Ic; Io; o). Si T possède un
seul sommet alors jIcj = 0 ou jIoj = 0 car toutes les arêtes adjacentes (i.e ayant le même sommet d'arrivée)
ont la même couleur. Dans ces cas, l'application est déjà dé�nie à cause des restrictions (ii ) et(iii ).
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Supposons que l'application f̃ soit dé�nie pour les arbres possédant au plus k sommets aveck � 2.
Prenons [T ; favg] un point de L (M;P;Q)(Ic; Io; o) avec T ayant k + 1 sommets. Par construction, [T ; favg]
s'écrit sous la forme [T1 ; favg n fa0g] � i [T2 ; a0] avec T2 une corolle ayant toutes ses entrées indexées par
la couleur c tandis que son sommet est indexé par un point a0 2 M. Si on veut que f̃ soit un morphisme
de fo; cg-opérades symétriques alors on doit avoir l'égalité :

f̃
�
[T ; favg]

�
= f̃

�
[T1 ; favg n fa0g]

�
� i f (a0);

avecT1 un arbre ayant ksommets. Les propriétés des opérades impliquent que cette dé�nition ne dépend
pas du choix de la décomposition et que f̃ est dé�nie de manière unique. �

On a vu dans le second chapitre que la catégorie� -BimodP-Q est enrichie dans les espaces topologiques
et qu'elle est munie d'une structure de catégorie modèle co�brement engendrée (voir le théorème 2.2.12).
Comme Op[P; Q] est dé�nie comme la catégorie ( P � Q) # � -Operadfo; cg, elle est aussi enrichie dans
les espaces topologiques et possède une structure de catégorie modèle co�brement engendrée (voir
l'exemple 2.1.4). La proposition qui suit montre que l'adjonction ( L ; R) se comporte bien vis-à-vis des
structures homotopiques.

Proposition 6.2.6. Le couple de foncteurs(L ; R) forme une paire de Quillen.

Démonstration.Pour démontrer que le couple ( L ; R) est une paire de Quillen, on va véri�er que le
foncteur R préserve les �brations ainsi que les �brations acycliques. Soit f : (O ; � O) ! (O0; � O0) une
�bration dans la catégorie Op[P; Q]. Cela signi�e que l'application sous-jacente f : O ! O0 est une
�bration dans la catégorie des fo; cg-opérades symétriques. On rappelle que la structure de catégorie
modèle sur les opérades a été construite à partir d'une adjonction :

F fo; cg : � -Coll(fo; cg) � � -Operadfo; cg : U ;

avec U le foncteur oubli et F fo; cg l'opérade libre. Ainsi, f est une �bration si et seulement si U ( f ) est
une �bration degré par degré. En particulier, pour n � 0, l'application fM : R(O)(n) = O(c; : : : ;c; o) !
R(O0)(n) = O0(c; : : : ;c; o) est une �bration dans Top. De même, la structure de catégorie modèle sur les
bimodules a été dé�nie à partir d'une adjonction :

FB : � -Coll � � -BimodP-Q : U ;

avec FB le (P-Q)� bimodule libre. Ainsi, un morphisme dans � -BimodP-Q est une �bration si c'est une
�bration degré par degré dans Top. Par conséquent R( f ) = fM est une �bration. Un raisonnement
similaire permet de démontrer que R préserve les �brations acycliques. �

Corollaire 6.2.7. Soient P et Q deux opérades symétriques� -co�brantes et bien pointées avec P(0) = ; . Soit O
un objet de la catégorie Op[P; Q]. Si R(O) est� -co�brant alorsL (BR(O);P;Q) est un remplacement co�brant
deL (R(O);P;Q) dans la catégorie Op[P; Q] et on a l'équivalence faible :

� -Bimodh
P-Q

�
R(O) ; R(O0)

�
' Op[P; Q]h

�
L (R(O);P;Q) ; O0

�
: (6.17)

Démonstration.D'après le théorème 6.1.3,BR(O) est un remplacement co�brant de R(O) en tant que
(P-Q)� bimodule. Comme le foncteur L est l'adjoint à gauche d'une paire de Quillen, il préserve les
co�brations ainsi que les objets co�brants. Par conséquent L (BR(O);P;Q) est co�brant dans la catégorie
Op[P; Q].

Un point [ T ; favg] 2 L (BR(O);P;Q)(Ic; Io; o) est la donnée d'un arbre T 2 � (Ic; Io) dont certains sommets
sont indexés par des arbres à section. On dispose donc de l'homotopie faisant tendre les paramètres des
sommets non perlés vers 0. Par conséquent, le morphisme de (P-Q)� bimodules � : BR(O) ! R (O),
évaluant l'ensemble des paramètres à zero, induit une équivalence faible entre fo; cg-opérades :

L (BR(O);P;Q) �! L (R(O);P;Q):

Au �nal, L (BR(O);P;Q) est un remplacement co�brant de L (R(O);P;Q) dans Op[P; Q]. Comme tous
les objets sont �brants dans les catégories que l'on considère, on a les équivalences faibles :

� -Bimodh
P-Q(R(O) ; R(O0)) ' � -BimodP-Q(BR(O) ; R(O0));

Op[P; Q]h(L (R(O);P;Q) ; O0) ' Op[P; Q](L (BR(O);P;Q) ; O0):
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L'équivalence faible (6.17) provient donc de l'adjonction ( L ; R) qui induit un homéomorphisme :

� -BimodP-Q

�
BR(O) ; R(O0)

�
� Op[P; Q]

�
L (BR(O);P;Q) ; O0

�
:

�

Théorème 6.2.8. Soit � : O ! O0 un morphisme dans la catégorie Op[P; Q] avec P et Q deux opérades� -
co�brantes et bien pointées. SiR(O) est� -co�brant et bien pointé alors� -Bimodh

P-Q(R(O) ; R(O0)) est faiblement
équivalent à l'espace de lacets relatif :



�

Operadh( Q ; O0
c ) ; Op[P; ; ]h( L (R(O);P;Q) ; O0)

�
: (6.18)

Démonstration.C'est une conséquence du corollaire 6.2.7 ainsi que des propositions 6.2.12, 6.2.14 et
6.2.15. �

La catégorie Op[P; ; ] est un cas particulier de la dé�nition 6.2.3. Les objets sont les couples (O ; fo)
avec O une fo; cg-opérade symétrique et fo : P ! Oo un morphisme d'opérades symétriques strictes.
Par conséquent tout objet de Op[P; Q] peut être vu comme un objet de la catégorie Op[P; ; ] en ou-
bliant l'application sur la partie fermée. Ainsi L (R(O);P;Q) et L (BR(O);P;Q) sont tous deux des objets
de Op[P; ; ]. Cependant L (BR(O);P;Q) n'est pas nécessairement co�brant dans cette catégorie carQ
n'est pas nécessairement co�brant en tant qu'opérade. On commence donc par modi�er légèrement la
construction 6.1.2 a�n de dé�nir un remplacement co�brant de L (R(O);P;Q) dans Op[P; ; ].

Construction 6.2.9. A partir d'un ( P-Q)� bimodule M on peut construire le ( P-BV (Q))� bimodule B ; (M)
dont les points sont les triplets [ T ; ftug; favg] avec T un arbre à section et favg une famille de points
indexant les sommets de l'arbre de la même manière que dans la construction 6.1.2. La famille ftugest
un ensemble de réels dans l'intervalle I = [0 ; 1] paramétrant les sommets non perlés au-dessous de
la section ainsi que les arêtes internes au-dessus de la section. Si une arêtee au-dessous de la section
connecte deux sommets non perlés alors on a l'inégalité ts(e) � tt(e). Ainsi B ; (M) est un quotient du
sous-espace : a

� n

Y

v2Vd(T)

h
P(jvj) � I

i
�

Y

v2Vp(T)

M(jvj) �
Y

v2Vu(T)

h
Q(jvj) � I

i

obtenu à partir des restrictions sur les familles ftug. La relation d'équivalence est engendrée par les
axiomes (ii ), (iii :b) et (iv:b) de la construction 6.1.2 ainsi que les axiomes suivants :

i0) Si � p et � q sont les unités de P et Q respectivement alors on a les relations suivantes :

v) Si une arête interne au-dessus de la section est paramétrée par 0 alors on peut la contracter en
utilisant la structure opéradique de Q ou la structure de Q-bimodule à droite de M.

Figure 6.8 – Exemples de la relation (v).

La structure de (P-BV (Q))� bimodule est dé�nie de manière similaire à la construction 6.1.2.

Lemme 6.2.10. Soit M un (P-Q)� bimodule avec P, Q deux opérades symétriques� -co�brantes bien pointées
et P(0) = ; . Si le bimodule M est� -co�brant alors B ; (M) est un remplacement co�brant de M en tant que
(P-BV (Q))� bimodule.

Démonstration.Tout d'abord, notons que M possède une structure de (P-BV (Q))� bimodule grâce au
morphisme d'opérades symétriques � : BV (Q) ! Q. Le reste de la démonstration est similaire à la
preuve du théorème 6.1.3. �
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Notation6.2.11. Soit O un objet de la catégorie Op[P; Q]. On note

BV ; (O) := L (B ; (R(O)) ; P; BV (Q)):

Proposition 6.2.12. Soit O un objet de Op[P; Q] avec P et Q deux opérades� -co�brantes et bien pointées. Si
R(O) est� -co�brant alorsBV ; (O) est un remplacement co�brant deL (R(O);P;Q) dans la catégorie Op[P; ; ].

Démonstration.Sous les conditions de la proposition, le lemme 6.2.10 implique que B ; (R(O)) est un
remplacement co�brant de R(O) en tant que (P-BV (Q))� bimodule. Comme le foncteur L préserve les
co�brations, BV ; (O) est co�brant dans la catégorie Op[P; BV (Q)]. Par conséquent BV ; (O) est aussi
co�brant dans la catégorie Op[Oo ; ; ] via la succession de co�brations :

P � ; �! P � BV (Q) �! BV ; (O):

Un point de BV ; (O) est constitué d'un arbre de � dont les sommets sont indexés par des points deBV (Q),
B ; (R(O)) ou P adéquats. Par conséquent, l'application BV ; (O) ! L (R(O);P;Q), évaluant l'ensemble
des paramètres à zéro, est une équivalence faible dont l'homotopie consiste à faire tendre les paramètres
vers zéro. �

Par construction, le morphisme d'opérades BV (Q) ! BV ; (O)c = BV (Q) provient de l'identité. On
dispose donc d'une application continue :

h : Op[P; ; ]
�
BV ; (O) ; O0

�
�! � -Operad

�
BV (Q) ; O0

c

�
: (6.19)

Ainsi, un modèle pour l'espace de lacets relatif (6.18) est obtenu comme la �bre homotopique de l'ap-
plication h au-dessus de la composée (� O0)c � � : BV (Q) ! O0

c. Plus précisément on a la dé�nition
suivante :

Dé�nition 6.2.13. Un point de la �bre homotopique (6.19) au-dessus de la composée ( � O0)c � � est la
donnée d'applications continues :

f (n ; c) : BV (Q)(n) � [0 ; 1] �! O0(c; : : : ;c; c); pour n � 0;

f (Ic; Io ; o) : BV ; (O)(Ic; Io; o) � f 1g �! O0(Ic; Io; o); pour jIcj � 0 et jIoj � 0;

véri�ant des relations liées à la structure opéradique :

. f (n + m � 1 ; c)(x � i y ; t) = f (n ; c)(x ; t) � i f (m; c)(y ; t); pour x 2 BV (Oc)(n); et y 2 BV (Oc)(m),

. f (I00
c ; I00

o ; o)(x� i y ; 1) = f (Ic; Io ; o)(x ; 1)� i f (I0
c; I

0
o ; o)(y ; 1); pour x 2 BV ; (O)(Ic; Io ; o) et y 2 BV ; (O)(I0

c; I
0
o ; o),

. f (I00
c ; I00

o ; o)(x� i y ; 1) = f (Ic; Io ; o)(x ; 1)� i f (I0
c; ; ; c)(y ; 1); pour x 2 BV ; (O)(Ic; Io ; o) et y 2 BV ; (O)(I0

c; ; ; c).

Ainsi que des restrictions liées au point base :

. f (n ; c)(x ; 0) = (� O0)c � � (x); pour x 2 BV (Q)(n).

Pour démontrer le théorème 6.2.8 on va employer une méthode similaire à celles du chapitre 3. On
va utiliser l'espace Op[P; BV (Q)](BV ; (O) ; O0) comme intermédiaire entre l'espace de lacets relatif et
Op[P; Q]h(L (R(O);P;Q) ; O0). Notons que la commutativité du diagramme :

P � BV (Q)
(� O0)o � ((� O0)c� � )

$$

�

xx
BV ; (O) //O0

implique que Op[P; BV (Q)](BV ; (O) ; O0) est le sous-espace deOp[P; ; ](BV ; (O) ; O0) constitué des
applications f véri�ant la relation :

f (x) = (� O0)c � � (x) 8x 2 BV (Q): (6.20)
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Proposition 6.2.14. Sous les conditions du théorème 6.2.8, l'espace Op[P; BV (Q)]( BV ; (O) ; O0) est homéo-
morphe à Op[P; Q](L ( BR(O);P;Q) ; O0).

Démonstration.Notons que cette proposition est une version explicite des constructions introduites par
Fresse dans [18, Chapitre 7]. D'après le corollaire 6.2.7, pour démontrer le résultat il su� t de construire
un homéomorphisme :

� : � -BimodP-BV (Q)

�
B ; (R(O)) ; R(O0)

�
�! � -BimodP-Q

�
BR(O) ; R(O0)

�

On commence par dé�nir une application ensembliste i : BR(O) ! B ; (R(O)) envoyant un point
[T ; ftvg; favg] vers un élément [T ; ft0

ug; favg]. L'arbre à section, l'indexation des sommets ainsi que la
paramétrisation des sommets non perlés au-dessous de la section restent inchangés. Sie est une arête
interne au-dessus de la section alors elle sera paramétrée par le réelt0

e 2 [0 ; 1] dé�ni par :

t0
e =

(
(tt(e) � ts(e))=(tt(e) � 1) si tt(e) < 1;

1 si tt(e) = 1: (6.21)

Pour la construction on considère que, par défaut, une perle est paramétrée par 0. L'application i, ainsi
dé�nie, ne dépend pas du choix du représentant. Cependant elle n'est pas continue. En e � et, si e est
une arête interne au-dessus de la section reliant deux sommets non perlés alors le paramètret0

e n'est pas
dé�ni lorsque tt(e) tend vers 1.

Figure 6.9 – Illustration de l'application i : BR(O) ! B ; (R(O)).

A�n de pallier ce problème, on introduit une relation d'équivalence sur B ; (R(O)). Soit � la relation
engendrée par x � x0 si et seulement si il existe y 2 B ; (R(O)) et [T ; fteg; favg]; [T ; ft0

eg; favg] 2 BV (Q) tel
que :

x = y � i [T ; fteg; favg] et x0 = y � i [T ; ft0
eg; favg]:

On note B ; (R(O))=� (n) l'espace quotient B ; (R(O))(n)=� . La structure de (P-BV (Q))� bimodule sur
B ; (R(O)) induit une structure de ( P-Q)� bimodule sur la � -collection B ; (R(O))=� :

. � i : B ; (R(O))=� (n) � Q(m) �! B ; (R(O))=� (n + m � 1);
(x ; y) 7�! x � i y;

. � : P(n) � B ; (R(O))=� (m1) � � � � � B ; (R(O))=� (mn) �! B ; (R(O))=� (m1 + � � � + mn);
(x ; y1 ; : : : ;yn) 7�!  l(x; y1 ; : : : ;yn):

Les axiomes liés à la structure des (P-Q)� bimodules sont véri�és uniquement grâce à la relation
d'équivalence. La structure de BV (Q)-bimodule à droite de O0 provient du morphisme de bimodules
� : BV (Q) ! Q. Par conséquent, toute application f 2 BimodP-BV (Q)(B ; (R(O)) ; R(O0)) passe au quotient
et induit un morphisme f̃ 2 BimodP-Q(B ; (R(O))=� ; R(O0)). Grâce à la propriété universelle du quotient,
on obtient un homéomorphisme :

� 1 : � -BimodP-BV (Q)(B ; (R(O)) ; R(O0)) �! � -BimodP-Q(B ; (R(O))=� ; R(O0)):

Soit eune arête interne au-dessus de la section reliant deux sommets non perlés. Sitt(e) vaut 1 alors tous les
paramètres t0

e sont identi�és dans l'espace quotient rendant l'application i : BR(O) ! B ; (R(O))=� conti-
nue. Par construction, l'application i est un homéomorphisme et préserve la structure (P-Q)� bimodule.
On dispose d'un second homéomorphisme provenant de la pré-composition par i :

� 2 : � -BimodP-Q(B ; (R(O))=� ; R(O0)) �! � -BimodP-Q(BR(O) ; R(O0)):

Au �nal on dé�nit l'homéomorphisme � comme la composée� 2 � � 1. �
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Proposition 6.2.15. Sous les conditions du théorème 6.2.8, l'espace Op[P; BV (Q)]( BV ; (O) ; O0) est faiblement
équivalent à l'espace de lacets relatif :



�

� -Operad( BV (Q) ; O0
c ) ; Op[P; ; ]( BV ; (O) ; O0)

�
:

Démonstration.Rappelons queOp[P; BV (Q)]( BV ; (O) ; O0) est le sous-espace deOp[P; ; ]( BV ; (O) ; O0)
constitué des applications dont la restriction à l'opérade BV (Q) coïncide avec la composée (� O0)c � � . On
peut donc voir Op[P; BV (Q)]( BV ; (O) ; O0) comme un sous-espace de la �bre homotopique (6.19) via
l'inclusion :

� : Op[P; BV (Q)]( BV ; (O) ; O0) �! 

�

� -Operad( BV (Q) ; O0
c ) ; Op[P; ; ]( BV ; (O) ; O0)

�
;

f 7�!

(
f̃ (n ; c)(x ; t) = (� O0)c � � (x) pour x 2 BV (Q)(n);

f̃ (Ic; Io ; o)(x ; 1) = f (Ic; Io ; o)(x) pour x 2 BV ; (O)(Ic; Io ; o):

On va démontrer que � est une équivalence faible. Pour cela on va introduire deux tours de �brations
associées à des �ltrations de BV ; (O) permettant d'avoir un contrôle sur le nombre de sommets indexés
par des points de l'opérade symétrique Q.

On commence par rappeler qu'un élément de BV ; (O)(Ic; Io ; o) est la donnée d'un arbre T 2 � (Ic; Io)
dont les sommets autres que la racine sont indexés par des arbres à section de� (voir la dé�nition 6.1.1).
Un tel élément est noté [T ; f� vg]. Si 	 (Ic; Io) désigne l'ensemble des éléments [T ; f� vg], avecT 2 � (Ic; Io),
alors BV ; (O)(Ic; Io ; o) peut s'écrire comme le quotient du sous-espace :

X(Ic; Io ; o) �
a

[T ; f� vg]2	 (Ic;Io)

P(jrj) �
Y

v2V(T)nfrg

2
6666664

Y

v2Vd(� v)

h
P(jvj) � I

i
�

Y

v2Vp(� v)

R(O)(jvj) �
Y

v2Vu(� v)

h
Q(jvj) � I

i
3
7777775

obtenu à partir des restrictions de la construction 6.2.9 sur les points de l'intervalle I. La relation d'équi-
valence est engendrée par les axiomes des constructions 6.2.4 et 6.2.9. On dispose donc d'une projection
que l'on note de la façon suivante :

� : X(Ic; Io; o) �! BV ; (O)(Ic; Io ; o):

De même, un point de BV ; (O)(Ic; ; ; c) = BV (Q)(jIcj) peut être interprété comme la corolle de � dont
les arêtes sont de couleurc et le sommet est indexé par un fcg-arbre. Posons	 k l'ensemble des éléments
[T ; f� vg] dont la somme des sommets au-dessus des sections des arbres� v vaut k. On désigne par 	 � k

l'ensemble des éléments de	 i avec i � k.

Figure 6.10 – Illustration d'un élément de 	 6.

Un élément [T ; f� vg] 2 	 k possède une arêteredondantesi l'un des arbres � v a une arête interne e
au-dessus de la section tel que le sous-arbre de� v ayant pour tronc edispose de k sommets. On notera
	 +

� k l'ensemble constitué des éléments de 	 � k ainsi que des éléments de 	 k+1 n'ayant aucune arête
redondante. Si X � k et X+

� k désignent respectivement la restriction de X aux ensembles	 � k et 	 +
� k, alors

on dé�nit les fo; cg-collections symétriques :

BV ; (O)� k := � (X � k) et BV ; (O)+
� k := � (X+

� k):

Notons que ces deux collections ne possèdent pas de structure opéradique car la composition ne préserve
pas nécessairement le nombre de sommets au-dessus des sections. Cependant, cela fournit une �ltration
de l'opérade colorée symétrique BV ; (O) en tant que collection grâce à la succession d'inclusions	 � k �
	 +

� k � 	 � k+1 :

BV ; (O)� 0
//� � � //BV ; (O)� k

//BV ; (O)+
� k

//BV ; (O)� k+1
//� � � (6.22)
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On construit ensuite les composantes des deux tours permettant de calculer Op[P; BV (Q)]( BV ; (O) ; O0)
ainsi que l'espace de lacets relatif :

. A � k � Top
�
BV ; (O)� k ; O0

�
; . A+

� k � Top
�
BV ; (O)+

� k ; O0
�
;

. B� k �
Y

Ic ; Io

Top
�
BV ; (O)� k(Ic; Io ; o) � f 1g; O0(Ic; Io ; o)

�
�

Y

Ic

Top
�
BV ; (O)� k(Ic; ; ; c) � [0 ; 1] ; O0(Ic; ; ; c)

�
;

. B+
� k �

Y

Ic ; Io

Top
�
BV ; (O)+

� k(Ic; Io ; o) � f 1g; O0(Ic; Io ; o)
�
�

Y

Ic

Top
�
BV ; (O)+

� k(Ic; ; ; c) � [0 ; 1] ; O0(Ic; ; ; c)
�
;

avecB� k et B+
� k les sous-espaces des applications véri�ant les conditions de la dé�nition 6.2.13 tandis que

A � k et A+
� k sont les sous-espaces véri�ant les conditions de la dé�nition 6.2.13 ainsi que la relation (6.20).

La �ltration (6 :22) induit deux séquences :

A � 0

�0

��

A+
� 0

oo

�+0
��

A � 1
oo

�1

��

� � �oo A � k
oo

�k

��

A+
� k

oo

�+k
��

A � k+1
oo

�k+1

��

� � �oo

B� 0 B+
� 0

oo B� 1
oo � � �oo B� k

oo B+
� k

oo B� k+1
oo � � �oo

avec �k et �+k les applications induites par l'inclusion �.
Dans un premier temps, il faut démontrer que les deux séquences forment des tours de �brations.

Les constructions qui suivent sont semblables à celles introduites dans la preuve du théorème 6.1.3. A�n
d'alléger les notations, on ne tient pas compte de l'action du groupe des permutations. On commence
par montrer que l'application A+

� k ! A � k est une �bration. Pour cela, posons @X+
� k le sous-espace deX+

� k
constitué des points véri�ant l'une des conditions suivantes :

i) soit un sommet bivalent est indexé par l'unité de Q,

ii ) soit l'une des arêtes des arbresf� vgest paramétrée par 0.

Comme l'opérade Q est bien pointée, l'inclusion @X+
� k ! X+

� k est une co�bration (acyclique) et on a la
somme amalgamée suivante qui est une réécriture du passage au quotient :

@X+
� k

//

��

X+
� k

�

��
BV ; (O)� k

//BV ; (O)+
� k

où l'application verticale à gauche du diagramme consiste à contracter les arêtes paramétrées par 0
et oublier les sommets indexés par l'unité de l'opérade Q. Comme la somme amalgamée préserve les
co�brations, l'application BV ; (O)� k ! BV ; (O)+

� k est aussi une co�bration. On introduit maintenant la
collection @0X+

� k comme le sous-collection de X+
� k, contenant @X+

� k, constituée des points véri�ant l'une
des conditions suivantes :

i) soit un sommet bivalent est indexé par l'unité de Q,

ii ) soit l'une des arêtes des arbresf� vgest paramétrée par 0 ou 1.

Les applications @X+
� k ! @0X+

� k ! X+
� k sont des co�brations (non acycliques) et on introduit le diagramme

commutatif suivant :
@X+

� k
//

��

@0X+
� k

//

��

X+
� k

��
BV ; (O)� k

//@BV ; (O)+
� k

//BV ; (O)+
� k

avec @BV ; (O)+
� k obtenu comme la somme amalgamée de la partie gauche du diagramme. Comme les

sommes amalgamées préservent les co�brations, les applications horizontales en bas du diagramme
sont aussi des co�brations. De plus, @BV ; (O)+

� k contient les points de BV ; (O)+
� k s'écrivant sous la forme

x � i y. Par conséquent, comme la partie fermée est déterminée par la relation (6:20), on a le produit �bré :

110



CHAPITRE 6. DELOOPING RELATIF D'ORDRE SUPÉRIEUR

A+
� k

//

��

Y

Ic ; Io

Top
�
BV ; (O)+

� k(Ic; Io; o) ; O0(Ic; Io; o)
�

��
A � k

//
Y

Ic ; Io

Top
�
@BV ; (O)+

� k(Ic; Io; o) ; O0(Ic; Io; o)
�

D'après le lemme 2.1.22, on sait que l'application verticale à droite du diagramme est une �bration.
Comme le produit �bré préserve les �brations, l'application A+

� k ! A � k est aussi une �bration.
De la même manière, on démontre que A � k+1 ! A+

� k ainsi que les applications composants la tour
associée à l'espace de lacets relatif sont des �brations. Pour démontrer que l'application � est une
équivalence faible, il su� t de montrer par récurrence que chacune des applications �k et �+k est une
équivalence faible. Par construction l'application �0 coïncide avec l'identité qui est une équivalence
faible. Supposons que�k est une équivalence faible. On va démontrer que �+k et �k+1 sont des équivalences
faibles. On commence par se donner f̃ un point de A � k. On notera FA la �bre au-dessus de f̃ et FB la �bre
au-dessus de�k( f̃ ). On a le diagramme suivant :

A � k

' �k

��

A+
� k

�+k
��

oo FA

� f̃

��

oo

B� k B+
� k

oo FB
oo

Comme les applications horizontales à gauche du diagramme sont des �brations, l'application �+k est une
équivalence faible si et seulement si l'application entre les �bres � f̃ l'est aussi. Or un point de FB est la
donnée d'une famille d'applications continues :

f (n ; c) : BV ; (O)+
� k(c: : : ;c; c) � [0 ; 1] �! O0(c: : : ;c; c);

f (Ic; Io ; o) : BV ; (O)+
� k(Ic; Io ; o) � f 1g �! O0(Ic; Io ; o);

avec f (n ; c)(x; 0) = (� O0)c � � (x) et dont la restriction à BV ; (O)� k coïncide avec �k( f̃ ). En particulier, la
restriction de f (n ; c) à BV ; (O)� k coïncide avec (� O0)c � � . Par ailleurs, l'image de FA est constituée des
familles d'applications véri�ant f (n ; c)(x; t) = (� O0)c � � (x) pour t 2 [0 ; 1]. Comme il n'y a pas d'arête
redondante, on peut dé�nir l'homotopie :

H : FB � [0 ; 1] �! FB

( f ; t0) 7�!

8
>><
>>:

H[ f ; t0](n ; c)(x ; t) = f (n ; c)(x ; tt0) pour x 2 BV ; (O)+
� k(c; : : : ;c; c) et t 2 [0 ; 1];

H[ f ; t0](Ic ; Io ; o)(x ; 1) = f (Ic ; Io ; o)(x ; 1) pour x 2 BV ; (O)+
� k(Ic ; Io ; o):

Par conséquenti+k est une équivalence faible.
Pour montrer que ik+1 est une équivalence faible, on se donne f̃ 0 un point de A+

� k. On notera F0
A la

�bre au dessus de f̃ 0 et F0
B la �bre au dessus de �k( f̃ 0). On a le diagramme suivant :

A+
� k

' �+k
��

A � k+1

�k+1

��

oo F0
A

� f̃ 0

��

oo

B+
� k B� k+1

oo F0
B

oo

Comme les applications horizontales à gauche du diagramme sont des �brations, l'application �k+1 est
une équivalence faible si et seulement si l'application entre les �bres � f̃ 0 l'est aussi. Or un point de F0

B est
la donnée d'une famille d'applications continues :

f (n ; c) : BV ; (O)� k+1(c: : : ;c; c) � [0 ; 1] �! O0(c: : : ;c; c);

f (Ic; Io ; o) : BV ; (O)� k+1(Ic; Io ; o) � f 1g �! O0(Ic; Io ; o);

dont la restriction à BV ; (O)+
� k coïncide avec �+k ( f̃ 0). En particulier on a f (n ; c)(x; t) = (� O0)c � � (x) pour

t 2 [0 ; 1]. Par conséquent, l'application � f̃ 0 est l'identité et �k est une équivalence faible. �
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Théorème 6.2.16. Soient P et Q deux opérades� -co�brantes et bien pointées, avec P(0) = ; , et � : O ! O0 un
morphisme dans la catégorie Op[P; Q]. Si R(O) est� -co�brant alors le couple d'espaces topologiques

�
� -Bimodh

Q(Q ; O0
c) ; � -Bimodh

P-Q(R(O) ; R(O0))
�

est faiblement équivalent à uneSC1-algèbre explicite :
�



�
� -Operadh(Q ; O0

c)
�

; 

�

� -Operadh( Q ; O0
c ) ; Op[P; ; ]h( L (R(O);P;Q) ; O0)

� �
:

Démonstration.Pour le premier facteur, l'équivalence faible est due au théorème 6.2.1 de Robertson tandis
que pour le second facteur, l'équivalence faible provient du corollaire 6.2.7 et du théorème 6.2.8. �

Corollaire 6.2.17. Soit � : O ! O0 un morphisme defo; cg-opérades symétriques avec Oc(0) = ; . Si O est
� -co�brant et bien pointé alors le couple d'espaces topologiques

�
� -Bimodh

Oc
(Oc ; O0

c) ; � -Bimodh
Oo-Oc

(R(O) ; R(O0))
�

est faiblement équivalent à uneSC1-algèbre explicite :
�



�
� -Operadh(Oc ; O0

c)
�

; 

�

� -Operadh( Oc ; O0
c )

�
; Op[Oo ; ; ]h( L (R(O);Oo;Oc) ; O0)

� �
:

Démonstration.Provient du fait que � : O ! O0 est un morphisme dans la catégorie Op[Oo ; Oc]. �

Notation 6.2.18. Si O est une opérade symétrique alors on désignera par O>0 l'opérade stricte obtenue à
partir de O. Ainsi O possède une structure de (O>0-O)� bimodule. Plus généralement, la donnée d'un
� -bimodule sous l'opérade O est équivalente à la donnée d'un (O>0-O)� bimodule.

Corollaire 6.2.19. Soient� 1 : O1 ! O2 un morphisme d'opérades et� 2 : O2 ! M un morphismes de O2-
bimodules. Si O1 est� -co�brant et bien pointé alors le couple d'espaces topologiques

�
� -Bimodh

O1
(O1 ; O2) ; � -Bimodh

O1
(O1 ; M)

�

est faiblement équivalent à uneSC1-algèbre explicite :
�



�
� -Operadh(O1 ; O2)

�
; 


�
� -Operadh( O1 ; O2 ) ; Op[O>0

1 ; ; ]h( L (O1;O>0
1 ;O1) ; L (M;O>0

2 ;O2) )
� �

:

Démonstration.On dispose d'un morphisme d'opérades � 1 : O1 ! O2 ainsi que d'un morphisme fm =
� 2 � � 1 : O1 ! M, avec O1 vu comme un � -bimodule sous l'opérade O1 et M un � -bimodule sous
l'opérade O2, véri�ant la commutativité des diagrammes (6.15). On a donc un morphisme de fo; cg-
opérades symétriques :

f : L (O1;O>0
1 ;O1) ! L (M;O>0

2 ;O2):

Ainsi f est un morphisme dans la catégorie Op[O>0
1 ; O1]. Pour obtenir le résultat du corollaire, il su � t

d'appliquer le théorème 6.2.16 à l'application f en remarquant que L (R(L (O1;O>0
1 ;O1));O>0

1 ;O1) =
L (O1;O>0

1 ;O1) car RL = id par construction. �

Remarque6.2.20. Tous les théorèmes et corollaires ci-dessus possèdent des équivalents lorsque les opé-
rades P et Q ne sont pas symétriques. Pour cela, il su� t de ne pas tenir compte de l'action du groupe
des permutations dans les di� érentes constructions.

6.3 Généralisation grâce à la conjecture de Dwyer-Hess

Dans cette section on va montrer qu'il est possible d'utiliser le théorème 6.2.16 a�n d'identi�er des
algèbres sous l'opérade topologique SCd+1 à partir d'un morphisme de fo; cg-opérades. Pour cela on
doit admettre une conjecture de Dwyer-Hess introduite dans [17]. Dans ce qui suit, l'opérade Cd est vue
comme l'opérade non symétrique U (Cd) via l'adjonction (1 :3).

Conjecture 6.3.1. [17] Soit M un Cd-bimodule avec M(0) ' � et M(1) ' � . Si � : Cd ! M est un morphisme de
Cd-bimodules alors on a l'équivalence faible :

Ibimodh
Cd

(Cd ; M) ' 
 dBimodh
Cd

(Cd ; M):
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Notons que Dwyer et Hess ont énoncé des résultats préliminaires pour la démonstration de cette
conjecture dans l'article [17]. De plus, Boavida et Weiss ont démontré la conjecture dans [6] dans le
contexte des espaces de plongements. Une application directe de la conjecture 6.3.1 et du théorème 6.2.1
est l'identi�cation de Cd+1-algèbres à partir de morphismes d'opérades.

Théorème 6.3.2. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. Si� : Cd ! O est un morphisme d'opérades, avec
O(0) ' � et O(1) ' � , alors on a l'équivalence faible :

Ibimodh
Cd

(Cd ; O) ' 
 d+1Operadh(Cd ; O):

Notation6.3.3. L'analogue de l'opérade Cd, dans le cas coloré, sera lafo; cg-opérade symétrique :

CCd = L (Cd ; C>0
d ; Cd):

Théorème 6.3.4. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. Si� : CCd ! O est un morphisme dans la
catégorie Op[C>0

d ; Cd], avec O( ; c) ' O(c; c) ' � et O( ; o) ' O(c; o) ' � , alors le couple d'espaces topologiques

�
Ibimodh

Cd
(Cd ; Oc) ; Ibimodh

Cd
(Cd ; R(O))

�
;

est faiblement équivalent à une algèbre sousSCd+1 explicite :

�

 d+1Operadh(Cd ; Oc) ; 
 d+1

�
Operadh( Cd ; Oc ) ; Op[C>0

d ; ; ]h( CCd ; O )
� �

:

Démonstration.C'est une conséquence du théorème 6.2.16 et de la conjecture 6.3.1. �

Corollaire 6.3.5. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. Soient� 1 : Cd ! O un morphisme d'opérades et
� 2 : O ! M un morphisme de O-bimodules. Si O(0) ' O(1) ' � et M(0) ' M(1) ' � alors le couple d'espaces
topologiques �

Ibimodh
Cd

(Cd ; O) ; Ibimodh
Cd

(Cd ; M)
�
;

est faiblement équivalent à uneSCd+1-algèbre explicite :

�

 d+1Operadh(Cd ; O) ; 
 d+1

�
Operadh( Cd ; O ) ; Op[C>0

d ; ; ]h( CCd ; L (M ; O>0 ; O) )
� �

:

Démonstration.C'est une conséquence du théorème 6.2.19 et de la conjecture 6.3.1. �

6.4 Application à l'espace des longs nœuds en dimension supérieure

Dans [42], Sinha a réussi à exprimer l'espace des longs nœudsL 1 ;n comme un espace de lacets
double car il disposait d'un remplacement semi-cosimplicial provenant de l'opérade de Kontsevich
(voir le chapitre 4). Dans le contexte des espaces de longs nœuds en dimension supérieure dé�nis par la
�bre homotopique :

L d
1 ;n := ho f ib

�
Embc(Rd ; Rn) �! Immc(Rd ; Rn)

�
;

on ne possède pas de remplacement semi-cosimplicial. Cependant, Arone et Turchin ont développé
dans [1] une méthode, basée sur le calcul de plongements de Weiss [52], a�n d'identi�er des espaces de
plongements à des bimodules in�nitésimaux sous l'opérade des petits cubes.

6.4.1 Rappel sur le calcul de plongements.

On �xe M une variété lisse de dimension d. On désigne par O(M) l'ensemble partiellement ordonné
des ouverts de M. Pour k 2 N , on note Ok(M) le sous-ensemble deO(M) constitué des éléments homéo-
morphes à une union disjointe d'au plus k boules ouvertes de Rd. A partir d'un foncteur contravariant
F : O(M) ! Top, Weiss a introduit le foncteur TkF : O(M) ! Topvia la formule :

TkF(U) := holim
V2Ok(U)

F(V):

113



CHAPITRE 6. DELOOPING RELATIF D'ORDRE SUPÉRIEUR

Le foncteur TkF est appelé le k-ième polynôme de Taylorassocié àF. Ce dernier a l'avantage d'être plus
simple à étudier que le foncteur d'origine. La restriction de Ok à Ok� 1 induit une transformation naturelle
TkF ! Tk� 1F. On obtient ainsi une tour, appelée tour de Taylor, permettant d'interpoler le foncteur F.

F

�� ""|| ((
T0F T1Foo T2Foo T3Foo � � �oo

Dans certains cas favorables, la limite homotopique de la tour de Taylor, notée T1 F, est un foncteur
équivalent au foncteur initial F (i.e 8U 2 O(M) on a T1 F(U) ' F(U)). On dit alors que la tour de Taylor
associée au foncteurF converge.

Les tours de Taylor ont été utilisées dans l'étude des espaces de plongements par Goodwillie [20, 21,
22] et Weiss [52, 23]. L'idée est d'interpréter l'espaceEmb(M ; N) comme un foncteur contravariant :

Emb(� ; N) : O(M) ! Top;

avecN une variété lisse de dimension n. De même, on peut étudier l'espace des immersions Imm(M ; N)
ainsi que l'espace des longs plongements dé�nis par la �bre homotopique :

Emb(M;N) := ho f ib
�
Emb(M ; N) �! Imm(M ; N)

�
:

Théorème 6.4.1. [52] Soient M et N deux variétés lisses de dimension d et n respectivement. Si n� d � 2 > 0
alors les tours de Taylor associées aux foncteurs ci-dessous convergent :

Emb(� ; N); Imm(� ; N) et Emb(� ; N) : O(M) �! Top:

Dans le cas particulier où l'on étudie les espaces de plongements et d'immersions à support compact,
on doit modi�er légèrement la dé�nition de la tour de Taylor. Si M est le complémentaire d'un compact

de Rd alors on dé�nit eO(M) comme l'ensemble des ouverts deM s'écrivant sous la forme V [ W avecW
le complémentaire d'un disque fermé, V 2 O(M) et V \ W = ; . On note eOk(M) le sous-ensemble deeO(M)
constitué des ouverts V [ W avecV 2 Ok(M).

A partir d'un foncteur F : eO(M) ! Top, on dé�nit le k-ième polynôme de Taylor TkF : eO(M) ! Top
via la formule :

TkF(U) := holim
V2eOk(U)

F(V):

Théorème 6.4.2. [52] Soit M le complémentaire d'un compact deRd. Si n � d � 2 > 0 alors les tours de Taylor
associées aux foncteurs :

Embc(� ; Rn); Immc(� ; Rn) et Embc(� ; Rn) : eO(M) �! Top:

convergent. En particulier, la tour de Taylor associée à l'espace des longs nœuds de dimension supérieure converge.

6.4.2 Lien entre la tour de Taylor et les bimodules.

Un isomorphisme standard de Rd est la composée d'une translation et d'une dilatation. Soient
A = [ s2S As l'union disjointe d'ouverts de Rd indexée par un ensembleSet M un sous-espace deRd. Une
application f : A ! M est appeléeplongement standardsi f est un plongement tel que, pour tout s 2 S, la
composée fjAs : As ! M ,! Rd est égale à l'inclusion dans Rd suivie d'un isomorphisme standard. On
note sEmb(A ; M) l'espace des plongements standards.

Dé�nition 6.4.3. Soit M un ouvert de Rd. La � -collection sEmb(� ; M) est donnée par :

sEmb(� ; M)(k) = sEmb(k � C d ; M);

avec Cd le cube unité de Rd. Si M = Cd alors la � -collection sEmb(� ; Cd) coïncide avec l'opérade Cd. De
manière générale,sEmb(� ; M) possède une structure deCd-bimodule à droite :

� i : sEmb(� ; M)(n) � C d(m) ! sEmb(� ; M)(n + m � 1);

induit par la pré-composition avec le plongement standard provenant de Cd.
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Théorème 6.4.4. [1, Théorème 5.10] Soit M un ouvert deRd, avec d< n. On a les équivalences faibles :

T1 Emb(M ; Rn) ' RmodhCd
(sEmb(� ; M) ; Cn) et T1 Embc(Rd ; Rn) ' Ibimodh

Cd
(Cd ; Cn):

Si M est le complémentaire d'un compact deRd alors on a l'équivalence faible :

T1 Embc(M ; Rn) ' RmodhCd
(sEmb(� ; M) ; Cn):

Corollaire 6.4.5. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. Si n� d � 2 > 0 alors on a l'équivalence faible :

L d
1 ;n ' Ibimodh

Cd
(Cd ; Cn) ' 
 d+1Operadh(Cd ; Cn):

Démonstration.C'est une conséquence de la conjecture 6.3.1 ainsi que des théorèmes 6.4.2 et 6.4.4. �

6.4.3 Application à l'espace des (k)-immersions relatives.

L'espace des (k)-immersions, noté Imm(k)
c (Rd ; Rn), est le sous-espace des immersionsf 2 Immc(Rd ; Rn)

tel que pour tout sous-ensemble K � Rd de cardinal k, la restriction fjK est non-constante. En particu-
lier, lorsque k = 2, on retrouve l'espace des plongements classiqueEmbc(Rd ; Rn). Les (k)-immersions
dé�nissent une famille d'espaces intermédiaires entre l'espace de plongements et l'espace d'immersions :

Embc(Rd ; Rn) //Imm(3)
c (Rd ; Rn) //� � � //Imm(k)

c (Rd ; Rn) //� � � //Immc(Rd ; Rn)

L'espace des (k)-immersions relatives est dé�ni comme la �bre homotopique :

Imm(k)
c (Rd ; Rn) := ho f ib

�
Imm(k)

c (Rd ; Rn) �! Immc(Rd ; Rn)
�
:

Contrairement aux espaces de plongements, on ne sait pas si la tour de Taylor associée aux (k)-immersions
converge. Dobrinskaya et Turchin ont néanmoins réussi à identi�er la limite de la tour de Taylor à un
espace de morphismes de bimodules in�nitésimaux sous l'opérade Cd. Pour cela, on a besoin d'introduire
l'espace des (k)-petits cubes.

Figure 6.11 – Exemple d'un point de Imm(4)
c (R1 ; R3).

Dé�nition 6.4.6. Le Cd-bimodule des (k)-petits cubes, notéC(k)
d , est la donnée de la� -collection fC(k)

d (n)g
dont la n-ième composante est l'espace des familles de petits cubesfcign

i=1 (voir la dé�nition 1.1.19)
véri�ant la condition suivante :

8(i1; : : : ;ik) 2 Ck
n;

\

1� j� k

Int ( Im(ci j ) ) = ; : (6.23)

La structure de bimodule à droite est dé�nie de la façon suivante :

� i : C(k)
d (n) � C d(m) �! C (k)

d (n + m � 1);

( fcign
i=1 ; fc0

i g
m
i=1 ) 7�! f c00

i gn+m� 1
i=1 :=

8
>>>><
>>>>:

c00
j = cj si i < j;

c00
j = ci � c0

j� i+1 si i � j < i + m;
c00

j = cj� m+1 si j � i + m;

tandis que la structure de bimodule à gauche est donnée par la formule suivante :

 l : Cd(n) � C (k)
d (m1) � � � � � C (k)

d (mn) �! C (k)
d (m1 + � � � + mn);

( fcign
i=1 ; fc1

i gm1

i=1; : : : ;fc1
ngmn

i=1 ) 7�! f c0
i g

m1+���+mn

i=1 ;

avec
c0

j = cl+1 � cl+1
j� m1����� ml

si m1 + � � � + ml + 1 � j � m1 + � � � + ml+1:
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Figure 6.12 – Illustration de la structure de C2-bimodule à droite de C(3)
2 .

Théorème 6.4.7. [11, Théorème 11.2] Si n> d alors on a T1 Imm(k)
c (Rd ; Rn) ' Ibimodh

Cd
(Cd ; C(k)

n ).

A cause de la condition (6:23), le bimodule des (k)-petits cubes ne possède pas de structure opéradique.
On dispose néanmoins de la composition :

Cd � 1

//Cn � 2

//C(k)
n ;

avec � 1 un morphisme d'opérades et � 2 le morphisme de Cn-bimodules issu de l'inclusion. En utilisant
le corollaire 6.3.5 avec le couple de morphismes (� 1 ; � 2) et grâce au corollaire 6.4.5 et au théorème 6.4.7,
on obtient l'énoncé suivant :

Théorème 6.4.8. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. Si n� d� 2 > 0alors le couple d'espaces topologiques
(L d

1 ;n ; T1 Imm(k)
c (Rd ; Rn)) est faiblement équivalent à uneSCd+1-algèbre explicite :

�

 d+1Operadh(Cd ; Cn) ; 
 d+1

�
Operadh( Cd ; Cn ) ; Op[Cd ; ; ]h( CCd ; L (C(k)

n ; Cn ; Cn) )
� �

:
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Résumé

L'objectif de ce travail est l'étude de l'opérade Swiss-CheeseSCd qui est une version relative de
l'opérade des petits cubes Cd. On montre que les théorèmes classiques dans le cadre des opérades non
colorées admettent des analogues dans le cas relatif. Il est ainsi possible d'extraire d'une opérade pointée
O (i.e. un opérade colorée sous� 0(SC1) ) un couple d'espaces semi-cosimpliciaux (Oc ; Oo) dont les semi-
totalisations sont faiblement équivalentes à une SC2-algèbre explicite. En particulier, on prouve que le
couple (L 1 ;n ; L m;n), composé de l'espace des longs nœuds et de l'espace des longs entrelacs àm brins,
est faiblement équivalent à une SC2-algèbre explicite.

Dans un second temps, on s'intéresse aux couples d'homologies singulières et d'homologies de
Hochschild associés à une paire d'espaces semi-cosimpliciaux provenant d'une opérade pointée. Dans
ce contexte, les couples (H � (sTot(Oc)) ; H � (sTot(Oo))) et (HH � (Oc) ; HH � (Oo)) possèdent tous deux une
structure de H � (SC2)-algèbre explicite. On montre alors que le morphisme de Bous�eld entre ces deux
couples préserve les structures deH � (SC2)-algèbres. Cela nous permet de mieux appréhender le couple de
suites spectrales de Bous�eld calculant (H � (sTot(Oc)) ; H � (sTot(Oo))). En particulier, on énonce un critère
permettant de faire le lien entre le couple d'homologies singulières issu d'une opérade symétrique
multiplicative topologique et la page E2 des suites spectrales de Bous�eld.

La dernière étape de notre étude consiste à généraliser les précédents résultats. Pour cela, on se base
sur une conjecture de Dwyer et Hess qui vise à identi�er une Cd+1-algèbre à partir d'un morphisme
d'opérades Cd ! O. En admettant ce résultat, on introduit une opérade colorée CCd telle que l'on peut
extraire une SCd+1-algèbre à partir d'un morphisme d'opérades colorées CCd ! O. On montre ainsi
que le couple d'espaces (L d

1 ;n ; T1 Imm(k)(Rd ; Rn)), composé de l'espace des longs nœuds en dimension
d et de l'approximation polynomiale des ( k)-immersions, est faiblement équivalent à une SCd+1-algèbre
explicite.

Abstract

The aim of this work is to study the Swiss-Cheeseoperad, denoted by SCd, which is a relative version of
the little cubes operad Cd. We show that the classical theorems in the context of uncolored operads can be
generalized to the relative case. From a pointed operad O (i.e. a two colored operad under � 0(SC1) ), we
build two semi-cosimplicial spaces ( Oc ; Oo) such that the pair of semi-totalizations is weakly equivalent
to an explicit SC2-algebra. In particular, we prove that the pair ( L 1 ;n ; L m;n), composed of the space of
long knots and the space of long links, is weakly equivalent to an explicit SC2-algebra.

We study two homology theories, namely singular and Hochschild homology, of a pair of semi-
cosimplicial spaces arising from a pointed operad. In this context, ( H � (sTot(Oc)) ; H � (sTot(Oo))) and
(HH � (Oc) ; HH � (Oo)) are equipped with an explicit H � (SC2)-algebra structure. We show that the map
introduced by Bous�eld between these two pairs is a morphism of H � (SC2)-algebras. This result helps
us to understand the pair of spectral sequences computing (H � (sTot(Oc)) ; H � (sTot(Oo))). In particular we
give some conditions on a multiplicative symmetric operad so that the E2 pages of the Bous�eld spectral
sequences are weakly equivalent toH � (sTot(Oc)) and H � (sTot(Oo)) asH � (SC2)-algebras.

Finally we generalize our previous results, relying on a conjecture by Dwyer and Hess. We de�ne a
colored operad CCd and obtain an SCd+1-algebra from an operad morphism CCd ! O. As a consequence,
we prove that the couple of topological spaces (L d

1 ;n ; T1 Imm(k)(Rd ; Rn)), where L d
1 ;n is the space of long

knots from Rd to Rn and where T1 Imm(k)(Rd ; Rn) is the polynomial approximation of the ( k)-immersions,
is weakly equivalent to an explicit SCd+1-algebra.
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