<=

=2z X

me.

UNIVERSITE PARIS 13
Laboratoire Analyse,

Géométrie et Applications, UMR 7539

THESE

présentée pour obtenir le grade de

Docteur de | 'Universit & Paris 13

Discipline :Mathématiques

présentée et soutenue publiquement par :

Julien DUCOULOMBIER

le 10 Décembre 2015

Etude de I'opérade Swiss-Cheese et applications a la
théorie des longs nceuds

Directrice de thése : Muriel LIVERNET

Grégory GINOT
Paolo SALVATORE

Christian AUSONI
Grégory GINOT

Eric HOFFBECK
Pascal LAMBRECHTS
Muriel LIVERNET
Paolo SALVATORE

RAPPORTEURS

Maitre de Conférences Habilité
Maitre de Conférences Habilité

JURY

Professeur
Maitre de Conférences Habilité
Maitre de Conférences
Professeur
Professeur
Maitre de Conférences Habilité

(Paris 6)
(Rome)

(Paris 13)

(Paris 6)

(Paris 13)
(Louvain-la-Neuve)
(Paris 7)

(Rome)


mailto:ducoulombier@math.univ-paris13.fr




<=

=2z X

me.

UNIVERSITE PARIS 13
Laboratoire Analyse,

Géométrie et Applications, UMR 7539

THESE

présentée pour obtenir le grade de

Docteur de | 'Universit & Paris 13

Discipline :Mathématiques

présentée et soutenue publiquement par :

Julien DUCOULOMBIER

le 10 Décembre 2015

Etude de I'opérade Swiss-Cheese et applications a la
théorie des longs nceuds

Directrice de thése : Muriel LIVERNET

Grégory GINOT
Paolo SALVATORE

Christian AUSONI
Grégory GINOT

Eric HOFFBECK
Pascal LAMBRECHTS
Muriel LIVERNET
Paolo SALVATORE

RAPPORTEURS

Maitre de Conférences Habilité
Maitre de Conférences Habilité

JURY

Professeur
Maitre de Conférences Habilité
Maitre de Conférences
Professeur
Professeur
Maitre de Conférences Habilité

(Paris 6)
(Rome)

(Paris 13)

(Paris 6)

(Paris 13)
(Louvain-la-Neuve)
(Paris 7)

(Rome)


mailto:ducoulombier@math.univ-paris13.fr




Remerciements

Je tiens en premier lieu a remercier ma directrice de thése, Muriel Livernet, pour m'avoir donné la
possibilité de faire cette thése et pour m'avoir guidé soigneusement tout au long de mes deux années de
master et ces trois années de doctorat. Elle a fait preuve d'une trés grande disponibilité ainsi que d'une
patience in nie lors de la rédaction de mon premier article et de la thése. Exigeante et soucieuse des
détails, elle a toujours eu pour objectif développer en moi des qualités de chercheurs. Pour cela, je lui en
suis grandement reconnaissant. J'ai vécu une tres belle aventure et j'espere sincérement qu'il en est de
méme pour elle.

Je suis trés heureux de pouvoir remercier Grégory Ginot et Paolo Salvatore pour avoir accepté d'étre
les rapporteurs de ce travail et d'y avoir prété autant d'attention. Leurs commentaires treés positifs
m'ont beaucoup touché et conforté dans mon choix de persévérer dans la recherche. Mes remerciements
vont également a Christian Ausoni, Eric Ho beck et Pascal Lambrechts pour m'avoir fait I'nonneur de
participer & ce jury de thése. Je suis particulierement reconnaissant envers Eric Ho beck pour ses conseils
avisés ainsi que ses commentaires sur le manuscrit.

Une partie de mes recherches s'inspire des travaux de Victor Turchin et ce fut un grand privilege de
béné cier de ses conseils. Il s'est toujours montré trés enthousiaste vis-a-vis de mes travaux et a toujours
pris le temps de discuter avec moi durant ses brefs passages a Paris. Nos conversations m'ont beaucoup
inspiré et je suis trés heureux de le compter aujourd'hui parmi mes collaborateurs et amis. J'ai aussi eu
le plaisir de faire de nhombreuses rencontres (via I'ANR HOGT, le Young Topologist Meeting...) toutes
plus enrichissantes les unes que les autres. J'ai ainsi pu faire la connaissance de jeunes (et moins jeunes)
mathématiciens passionnés et accueillants comme Andrea Cesaro, David Chataur, Benoit Fresse, Alex
Gonzalez, Najib Idrissi, Ran Levi, Francois Petit, Paul Arnaud Songhafoua Tsopméné, Bruno Vallette,
Sinan Yalin ... pour ne citer qu'eux.

J'ai pu béné cier pendant la these d'excellentes conditions de travail o ertes par le LAGA. Je tiens
particulierement a féliciter Isabelle Barbotin et Yolande Jimenez pour leur disponibilité, leur e  cacité
et leur bonne humeur ainsi que I'équipe de topologie algébrique pour m'avoir accueilli a bras ouvert.

Je tiens a remercier I'ensemble des doctorants avec qui j'ai eu l'occasion de partager un repas ou un
café : Giuseppe Ancona, Amal Attouchi, Asma Azaiez, Iréne Balleli, Roland Casalis, Guillaume Cloitre,
Nicolas Garrel, Didier Lesesvre, Alexandre Montaru, Giuseppe Negro, Cuong Nguyen et Nicolas Ricka.
Une mention spéciale pour les doctorants du bureau B410 avec qui je partage de nombreux et précieux
souvenirs. Commencons par les ainés Amine Bey, David Hébert et Nikolay Veniaminov qui ont su créer
une légende autour du bureau B410. On retrouve ensuite Taiwang Deng et Elizaveta Vasilevskaya qui
se livrent une guerre russo-chinoise a travers des jeux de société (lorsque Taiwang n'est pas occupé
a jouer avec son téléphone). Rémi Molinier, ami et camarade de thése, qui hélas n'a pas pu assister a
ma soutenance préférant se perdre au milieu du Kansas entre les vaches et les tornades. La discréete et
souriante Eva Hoening et le nouveau/doyen Pierre Rousselin. En n n'oublions pas Annalaura Stingo et
Bruno Stonek, le duo de pipelettes qui ont le don d'animer les conversations.

Au-dela de la recherche, j'ai eu le privilége d'enseigner a I'lUT de Villetaneuse ainsi qu'en premiére
année de licence a Paris 13. Les encadrants des diérents cours ont tous été formidables et cela m'a
permis de mieux me concentrer sur ma these. Je remercie donc Jean-Claude Roy, Clément Foucard, Alain
Rousseau et encore une fois David Hébert pour m'avoir facilité la tache durant ces années. Ayant fait ma



scolarité a Paris 13, j'en pro te pour remercier I'ensemble de mes professeurs qui ont su me transmettre
leur passion pour les mathématiques : Olivier Brinon, Jean-Marc Delort, Didier Gamblin, Bob Oliver,
Emmanuel Roy, Lionel Schwartz, Jérg Wildeshaus, Maher Zerzeri...

Je remercie évidemment mes parents pour leur soutien et leur a ection. Ils ont fait de moi I'homme
gue je suis aujourd'hui et j'espére a travers cette theése les rendre ers de moi. Je remercie aussi l'ensemble
de ma famille : Marie, Jean-Francois, Quentin, Dimitri, Romane, Emma... mes nombreux cousins, oncles
et tantes pour leur soutien etleur a ection. Mon équilibre mental est d(i aussi aux amis que je me suis fait
tout au long de ces années. Thomas et Caroline qui, malgré la distance qui nous sépare, ont toujours une
pensée pour moi et me rendent visite dés qu'ils en ont I'occasion. Salomé qui m'a volé la premiére place
ainsi qu'une tablette en premiere année de master. Sans oublier Matthieu qui me prépare de délicieux
repas lorsque mon frigo est vide (merci pour ces nombreuses soirées). Je remercie aussi les membres du
club de Viet Vo Dao qui sont tous formidables ainsi que mes camarades d'agrégation a Jussieu. En n, un
immense merci a Liza qui a su me supporter durant ces trois années et a partagé avec moi les moments
de joie comme les moments di ciles. Mes remerciements ne seraient pas complets sans mentionner mes
deux petits antidépresseurs sur pattes, Faust et Litchi.

A vous tous, un grand merci!



Table des matieres

[Infroduction ] 7
[1 Operade, espace cosimplicial et bimodule "in nitesimal® | 13
[I-1 Opérade colorée dans une catégorie symétrique monoidalé . . . . . . ... ... ...... 13
1.1.1 Opérade colorée non Symétrique . . . . . . . . . oot v v 13
1.1.2  Opérade colorée symétriqué . . . ... ......................... 16
1.1. Exemples d'opérades colorees topologiques . . . . . . . . ... 17
[I:2Espace cosimplicial et semi-cosimplicial . . . . . . ... ... .. ... ... ... ... 19
1.2.1 Espacescosimpliciauk . . .. ................... ... ... ..., 19
1.2.2 Espaces Semi-CoSimpliCialk . . . . . . . v v v v vt 21
1.2.3 Interprétation des critéres de May pour les espaces (semi)-cosimpliciauy . . . . . . 22
L3~ -Bimodule N NESIMAlCOIOME ] . . . . . . v v vttt e e et e e e e 23
[I4 -Bimodulecoloré] . . . . . . . . . e 26
[L.5 Operade coloree di erentiellegraduee] . . . . .. ... ........ ... .......... 29
[2__Categorie modele, espace des morphismes derive | 33
[2.1 Tntroduction aux catégories modéles et au théoréme detransferf . . . . . . . ... ... .. 33
211 Catégoriemodele . . . . ... ... ... ... ... 33
.................................. 35
[2.1.3  Catégorie modéle co brementengendrég . . . . ... ............. ..., 36
|2.1.4 Catégorie monoidale modelg . . .. ... 37
[2.15 Foncteurdérivé etpairedeQuillen]. . . ... ......... ... ... .. .. 38
216 T[ethéoremedetransfert . . . . . .. .. ... .. . ... .. ... .. ... ... ... 38
[2.2  Applications du theoreme de transfert aux operades et aux bimodules (in nitesimaux) | 39
[2.2.1  Arbre planaire et opérade coloréelibre] . . . ... ...... ... ... ... .. .. 40
......................... 43
[2.2.3  Arbre perle et bimodule in nitesimallibre | . . . ... .. ... ........... 46
[3__Structure des totalisations d'une operade pointee | 53
|§_.1 SC;-algebre extraite d'un morphisme de A ct.g-bimodules| . . . .. . ... ... ... ... 53
|§2 Larésolution de Boardman-Vogt pourfesopérades] . . . . . ... ... ... ... ..... 59
[3.3 SC»-algebre extraite d'un morphisme de O-bimodules] . . .. ................ 60
[3.4  SC,-algebre extraite d'une opérade pointée| . . . . . .. .. ... ... L. 66
{4 Application a l'espace des entrelacs | 69
4.1 Espace §es ongs noeu@s et operage §e Kontsev@h ....................... 69
4.2 SC,-algebre obtenue a partir d'une opérade symetrique|. . . . . . . .. .. ... ... ... 73
4.3 Etudedel'espacedeslongsentrelacs . . . . . . . . . . ... 75




[>__Suites spectrales associees a une operade pointeg 79

[6.1 Structure de sg-algebre surle couple dhomologies singuliéres]. . . . . . ... ... .. .. 79
5.1.1 Constructionducrochetdedegréd . . ... ... ... ... .. ... . ... .... 80
5.1.2  Construction du produttcommutatif .| . . . .. ... ... . ... . 0000, 83
5.1.3  Construction du produitassociatit|. . . . . ... ... ... ... ... ... .. ... 85
5.1.4 Construction du module agauchef . . . . ... ... .... ... .. ......... 85

[o.2  Structure de sg-algebre sur le couple d'homologies de Hochschild | . . . . ... ... ... 86
5.2.1 Constructionducrochetdedegréd . . ... ... ... ... ... ... ... .... 86
5.2.2  Construction du produttcommutatif .[. . . .. ... ... ... . 0000 86
5.2.3 Construction du produitassociatif|. . . . . .. ... ... ... ... .. 87
5.2.4 Construction du module agauchef . . . . ... ... ... ... ... ........ 87

[°.3 LemorphismedeBouseld|. . .. ......... .. ... . ... . . . . . 87
5.3.1 Latheorie des modeles acycliquep . . . ... ... ... ... ... . ......... 89
5.3.2 Preservation de la structure desg-algebrg . . . .. ... ... .o oL 91
5.3.3 LisomorphismedeBouseld|. . . . ... ........................ 93

[5.4 Suites spectrales de Bous eld et applications aux longs entrelacsg . . . . . ... ... .... 93

|6 Delooping relatif d'ordre superieur | 97

6.1 LaBoardman-Vogt résolution pourles (P-Q) bimodules| . . . . ... ... ... ...... 97

6.2 Delooping relatif associé a un morphisme d'operades coloréeg . . . . . ... ... ... .. 102

6.3 Generalisation grace a la conjecture de Dwyer-Hess . . . . ... ... ............ 112

6.4 Application a ['espace des longs nceuds en dimension superieuref . . . . . ... ... ... 113
6.4.1 Rappelsurlecalculde plongements}. . . . ... .................... 113
6.4.2 Lienentre latour de Tayloretlesbimodules.| . . . ... ................ 114
6.4.3 Application a I'espace des K)-immersions relatives.| . . . . ... ... ... ..... 115

119



Intoduction

C'est en 1963 que Stashe introduit pour la premiére fois une famille d'espaces topologiques munie
d'opérations permettant de comprendre la structure des espaces de lacets. Il réussit ainsi a donner
une caractérisation des espaces ayant le type d'homotopie d'un espace de lacets a travers la notion
de A; -espace. Cependant, il faut attendre le début des années 1970 pour que Boardman, Vogt et May
introduisent la notion d'opérade dans le but de modéliser les structures sur les espaces de lacets itérés.
Depuis, cette théorie s'est développée touchant d'autres domaines que la topologie algébrique tels que
la géométrie algébrique ou la géométrie di  érentielle. Les opérades sont ainsi devenues un outile cace
dans I'étude des structures sur les espaces topologiques mais aussi dans la compréhension des algébres
(2 homotopie prés) dans une catégorie symétrique monoidale modéle quelconque.

Dans le but de généraliser les travaux de Stashe , Boardman et Vogt ont introduit I'opérade des
petits cubes Cq de telle sorte que les espaces de lacets-itérés possedent naturellement une structure de
Cg-algebre. Dans [31], May donne la preuve d'une conjecture de Boardman et Vogt montrant ainsi que
l'opérade Cq caractérise les espaces de lacetd-itérés. Plus précisément, le critere de May a rme le fait
suivant :

Un espace topologique est ungdtgébre grouplike si et seulement si
il est faiblement équivalent & un espace de lacets d-itéré

avecEgy une opérade faiblement équivalent a Cy. Cependant, il n'est pas évident de montrer qu'un espace
posséde une structure de Eg-algébre. C'est en 2004, dans l'article [32], que McClure et Smith donnent une
interprétation combinatoire du critére de May lorsque I'espace topologique provient de la totalisation
d'un espace cosimplicial. En particulier, ils remarquent que la famille d'espaces composant une opérade
multiplicative (i.e. une opérade sous l'opérade associative A s) dispose d'une structure cosimpliciale dont
la totalisation est une E,-algébre. Plus explicitement, si hoTotdésigne le foncteur dérivé de la totalisation
alors McClure et Smith démontrent I'énoncé suivant :

Si O est une opérade multiplicative et @ésigne I'espace cosimplicial associé alors
les espaces topologiques(Do) et hoTofO ) sont des E-algebres.

Les criteres énoncés jusqu'a présent donnent I'existence de I'espace de lacets-itéré mais ne per-
mettent pas de le déterminer explicitement. En 2010, Dwyer et Hess dans [14] et indépendamment
Turchin dans [49] ont été capables d'identi er 'espace de lacets double associé a la totalisation homo-
topique d'une opérade multiplicative. Pour cela, Turchin utilise la catégorie des bimodules ainsi que la
catégorie des bimodules in nitésimaux sous une opérade P, notées respectivementBimod- et Ibimod. Il
remarque alors que la totalisation homotopique d'un espace cosimplicial est faiblement équivalent a un
espace de morphismes dérivé dans la catégorie des bimodules in nitésimaux sous I'opérade associative.
Dans le cas ouO est une opérade multiplicative et O désigne l'espace cosimplicial associ€, Turchin
démontre les équivalences faibles suivantes a condition que les espacesD(0) et O(1) soient contractiles :

hoTo(O )' Ibimod} (As; O)' Bimod, (As; O) et Bimod (As; O)' Operad(As; O);

avec C" la catégorie dérivée associée a une catégorie modeleC.



L'objet d'étude de cette thése est I'opérade Swiss-Chees@otée SCy, qui est une version relative de
I'opérade des petits cubes. C'est une opérade colorée, ayant pour couleurs I'ensembleS = fo; cg qui a
été introduite par Voronov dans [51]l En particulier, si f : Al X est une application continue pointée
alors le couple d'espaces topologiques :

9% ; hofil 4A1  d91X) 1)

est une SCgy-algebre. Contrairement au cas de l'opérade Cy, il n'est pas établi dans la littérature que
l'opérade SCgq caractérise les couples de la forme ) de maniére générale. On sait uniquement queSC;
fournit une caractérisation grace aux travaux de Hoefel, Livernet et Stashe dans [26] visant a étudier
les A; -morphismes. Notre premier objectif est d'obtenir un théoréme similaire a celui de Dwyer-Hess

et Turchin dans le cas relatif. Pour cela, on se ramene a I'étude des espaces semi-cosimpliciaux dont la
dé nition est celle des espaces cosimpliciaux sans les codégénérescences. De méme, on a la notion de
semi-totalisation qui, contrairement a la totalisation classique, est un invariant homotopique des espaces
cosimpliciaux. Plus précisément, Dwyer et Dror montrent dans [12]lqu‘on peut se ramener a I'étude des
espaces semi-cosimpliciaux grace a I'énoncé suivant :

Si X est un espace cosimplicial alors la totalisation homotopique éstXaiblement équivalent
a la semi-totalisation de X(obtenu en oubliant les codégénérescences).

Dans le cas relatif, ce qui joue le role de I'opérade associative est I'opérade colorée (SC;) munie
de la topologie discrete. Les o(SCy)-algébres sont les couples K ; Y) avec X un monoide topologique
et Y un X-module a gauche topologique. On désignera par A ct.q I'opérade colorée ((SC;) et par A ct
la version unitaire de A ct.o. On montre qu'a partir d'une opérade pointée O (i.e. un opérade colorée
au-dessous deA ct) on peut extraire un couple d'espaces semi-cosimpliciaux dé ni par :

Oc(n) O(i:, i }c, ) et Oyn) O(i:, i }c, 0;0):

n n

Pour montrer que le couple d'espaces topologiques provenant des semi-totalisations est faiblement
équivalent a une SCy-algébre explicite, on utilise dans cette thése une méthode proche de celle employée
par Turchin basée sur I'étude des bimodules (in nitésimaux) sous une opérade colorée. Dans un premier
temps, on montre dans le chapitre 2 que la démonstration de Berger et Moerdijk visant & dé nir une
structure de catégorie modele sur la catégorie des opérades colorées peut s'adapter pour la catégorie des
bimodules (in nitésimaux) :

Théoreme. [Théoremds 2.3}5, 2.2]12 et 2.2.20] Les catégories des opérades colorées, des bimodules et des bimodules
in nitésimaux topologiques possedent une structure de catégorie modele co brement engendrée dont tous les objets
sont brants.

Ce théoréme nous permet de construire des remplacements co brants explicites. En particulier, grace
a |I'étude d'un remplacement co brantde A ct.g en tant que A ct.g-bimodule in nitésimal, on démontre
que I'espace de morphismes dérivé Ibimod; Ct>0(A ct.o; O) est déterminé (a équivalence faible prés) par
sa partie fermée. Autrement dit, si  : Act! O est un morphisme de A ct.o-bimodules in nitésimaux
alors (O¢; O,) est un couple d'espaces semi-cosimpliciaux et on a I'équivalence faible :

Ibimod} . (Act; O)' sTo(O,):

L'étude desdi érents remplacements co brants permet d'extraire, dans le chapitre 3, un couple d'espaces
faiblement équivalent a une SC,-algébre explicite a partir d'une opérade pointée. Notons que le théoreme
qui suit a fait I'objet d'un article [13] & paraitre dans Algebraic and Geometric Topolagy

Théoréme. [Théorémg¢ 3.4/3] Soit : Act! O un morphisme d'opérades colorées avérdd O(c; c) et
O(o; 0) des espaces contractiles.(Sk; O,) désigne le couple d'espaces semi-cosimpliciaux associoes
(sTol(O) ; sTo(Oy)) est faiblement équivalent a u&,-algébre explicite :

?Operad(A s.0; Oc); ? Operad(A s-0; Oc); Operad,. (A ctso; O)



Une premiéere application de ce théoreme provient de I'étude des espaces de longs nceuds. Dans
une série d'articles [41, [42,[43], Sinha démontre que I'espace des longs nceuds dan®R" modulo les
immersions, dé ni comme la bre homotopique :

L1.n = hofib Emh(R;R")! Imm¢(R;R") ;

dispose d'un remplacement cosimplicial a condition que la dimension de I'espace d'arrivée soit stricte-
ment supérieure a 3. Ce remplacement cosimplicial provient d'une opérade multiplicative K, appelée
l'opérade de Kontsevich, qui fut initialement introduite dans le but d'avoir une résolution co brante de
l'opérade des petits cubes. Grace a cela, poum > 3 on sait identi er I'espace L 1., & un espace de lacets
double explicite :

Lin' 2Operad(As.o; Kp):

Par la suite, Munson et Volic démontrent dans [35] que I'espace des longs entrelacs ak brins modulo les
immersions, dé ni comme la bre homotopique :

€] €]
Lk.n:=hofib Emh( R;R"™! Imm( R;R");
i=1 i=1

posséde aussi une résolution cosimpliciale pouvant s'exprimer comme un décalage de |'opérade de
Kontsevich :

k(Kn)(i) = Kk i):

L'objet ainsi obtenu ne posséde pas de structure opéradique. Cependant, Dwyer et Hess montrent dans
[15] qu'il est muni d'une structure de bimodule sous I'opérade associative. Par conséquent, L., aletype
d'homotopie d'un espace de lacets a condition que n > 3. On montre dans le chapitre 4 que le couple
(L 1:n; Lk:n) est faiblement équivalent & une SC-algébre explicite. Plus précisément, ce résultat découle
du fait qu'on peut construire une SCs-algébre a partir d'une opérade symétrique multiplicative :

Théoréme. [Théoremg 4.25] Soit O une opérade symétrique multiplicative a(@aw00O(1) des espaces contrac-
tiles. Le couplésToi{O) ; sTo «(O))) est faiblement équivalent a us&,-algebre explicite :

20perad(As.o; 0) ; 2 Operad(A s.; O); Opera&o;cg(A Cto; )

avec une opérade colorée construite a partir de O gD).

Le chapitre 5 est dédié a I'étude des structures dans la catégorie des espaces vectoriels diérentiels
gradués. A partir d'un espace semi-cosimplicial X , on peut lui associer un espace vectoriel di érentiel
gradué en prenant I'homologie singuliére de la semi-totalisation sTofX ). On peut aussi lui associer
I'hnomologie de Hochschild du bicomplexe fC3(X )gque I'on note HH (X ). Dans [7], Bous eld explicite
un morphisme entre ces deux objets :

"IH(sTof(X ))! HH (X);

et énonce les conditions pour que ' soit un isomorphisme. Si I'espace semi-cosimplicial provient d'une
opérade multiplicative alors sTof(X ) est faiblement équivalent & une C,-algebre. Par conséquent, I'ho-
mologie singuliere possede une structure de Gerstenhaber décrite explicitement par Sakai dans [38].
Sous les méme conditions, Gerstenhaber et Voronov montrent dans |19] que I'homologie de Hochschild
possede aussi une structure de Gerstenhaber explicite. Le résultat principal de l'article [38] a rme que :

Si X provient d'une opérade multiplicative alors le morphisme de Bous eld est
un morphisme de Gerstenhaber préservant la structure dé nie par Sakai sur 'homologie singuliére
et la structure dé nie par Gerstenhaber et Voronov sur I'homologie de Hochschild.

La suite spectrale de Bous eld permet de calculer I'homologie singuliére associée a la semi-totalisation
sTo(X ). Sil'espace semi-cosimplicial provient d'une opérade multiplicative alors la suite spectrale pos-
sede une structure de Gerstenhaber. Par conséquent, si la suite spectrale converge, on peut se demander
si elle calcule I'hnomologie singuliére en tant qu'algébre de Gerstenhaber. Il est important de comprendre

le morphisme de Bous eld car la page E? de la suite spectrale de Bous eld correspond a I'nomologie de
Hochschild.



Dans le chapitre 5, on adapte les résultats au cas coloré. A partir d'un couple d'espaces semi-
cosimpliciaux (X; ; X,), on dispose des couples d'espaces vectoriels di érentiels gradués :

(H (sTo(X.)) ; H (sTo(X,))) et (HH (X¢) 5 HH (X,));

correspondant respectivement aux homologie singuliéres et aux homologies de Hochschild. On montre
gue si le couple d'espaces semi-cosimpliciaux provient d'une opérade pointée alors les deux couples
d'homologies possedent une structure de H (SC;)-algébre explicite et I'application de Bous eld induit un
morphisme de H (SC;)-algébres. On termine le chapitre 5 par I'étude des suites spectrales de Bous eld.
On énonce notamment un critére permettant de faire le lien entre le couple d'homologie singuliére issu
d'une opérade symétrique multiplicative topologique et la page E? des suites spectrales de Bous eld :

Théoréme. [Corollairg5.4.9] Soit O une opérade symétrique multiplicative topologique. Si J&si ]-formelle
alors on a un isomorphisme de(8C,)-algébres entréH (sTo{O)); H (sTo{ «(O)))) et le couple d’homologies
provenant des page$ Bes suites spectrales de Bous eld issues des espaces cosimpliciauX©) et

L'étude des opérades pointées dans les chapitres 1 & 3 permet de démontrer dans le chapitre 4 que
la paire (L1.n; L:n) est faiblement équivalente & une SCy-algébre. Cependant il est souvent di cile
d'identi er un espace topologique a la semi-totalisation d'un espace semi-cosimplicial. Dans de nom-
breux cas les relations semi-cosimpliciales sont véri ées uniguement a homotopie prés. Par exemple
on n%dispose pas de remplacements cosimpliciaux pour les espaces de plongementsEmi(RY; R") et
Emb( ;RY; R") lorsque la dimension de la variété source est strictement supérieure a 1. Il est néanmoins
possible de les identi er a des espaces de bimodules in nitésimaux sous l'opérade Cgy. C'est pourquoi
il est nécessaire de généraliser les résultats du chapitre 3 a n d'étudier ces cas de gure. Pour cela on
a besoin d'une méthode pour construire des remplacements co brants de maniéere fonctorielle dans la
catégorie des bimodules. Dans le chapitre 6, on montre que la résolution de Boardman-Vogt admet un
analogue dans le contexte des bimodules. A partir d'un bimodule M, on construit un bimodule B(M) de
telle sorte que I'on ait le théoréme suivant :

Théoréme. [Théorém:e 6.1[3] Soient P, Q deux S-opérades symétriques bien poirtédsantes et M un P-Q
bimodule. Si M est co brant en tant que-collection alor® (M) est un remplacement co brant de M en tant que
P-Q bimodule.

Cela nous permet d'adapter la preuve du delooping du chapitre 3 et ainsi d'extraire un couple d'espaces
faiblement équivalent a une SC;-algébre explicite a partir d'un morphisme d'opérades colorées ayant
pour couleurs I'ensemble S = fo; cg Notons qu'a partir de deux opérades symétriques topologiques P
et Q, on dé nit I'opérade colorée symétrique topologique P Q de la fagon suivante :

P Q(c:::;c0)=Q(n) pour n O P Q(o:::;0,0 = P(n) pour n>0

etl'ensemble vide pour les autres con gurations. Onintroduit alors la sous-catégorie Op[P; Q] constituée
des opérades colorées symétriques au-dessous d& Q. On démontre ainsi le théoréme suivant :

Théoreme. [Théoréemé 6.2.16] Soient P et Q deux opérade® brantes et bien pointées, ave(OP= ;, et
: 0! 0O%un morphisme dans la catégorie [Pp Q]. Si R(O) est -co brant alors le couple d'espaces
topologiques

-Bimod)(Q; 09 ;  -Bimod o(R(0); R(QY)
est faiblement équivalent & us€; -algébre explicite :
-Operad(Q; 09 ;  -Operad(Q; O7) ; Op[P;;]1"(L (R(O);P;Q) ; O°)
aved. (R(O); P; Q) une opérade colorée issue du P-Q bimog(@) := fO(c;:::;c, 0)g

Pour généraliser le théoreme ci-dessus a n de reconnaitre des SCgy.;-algebres a partir de morphismes
d'opérades colorées, on doit admettre la conjecture de Dwyer et Hess suivante :

Si :Cyq! Mestun morphisme d€g-bimodules, avec 0)' etM(1)' ,
alors on a I'équivalence faible Ibingchtcd; M) dBimod(“:d(cd; M):
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Théoréme. [Théorémp 6.3/4] Admettons que la conjecture de Dwyer et Hess soit vraieL$Cq; C°; Cy) !
O est un morphisme dans la catégorie[OpO; Cyql,avec ;)" O(c;0)" etO(;0"' O(c;0"' ,alorsle
couple d'espaces topologiques

Ibimod?, (Cq; Oc) ; Ibimod} (Cy; R(O)) ;
est faiblement équivalent a une algébre s8Qg.; explicite :
*1operad(Cq; Oc) ;  ** Operad(Cq; Oc) ; Op[C;%; ;1"(L (Cy; C;%; Cqy) 5 O)

Une application de ce théoréme est donnée par I'étude des espaces de longs nceuds et I'espace des(-
immersions en dimension supérieure. Dans [42], Sinha a réussi a exprimer I'espace des longs noeudsL ; .,
comme un espace de lacets double car il disposait d'un remplacement semi-cosimplicial provenant de
I'opérade de Kontsevich (voir le chapitre 4). Dans le contexte des espaces de longs nceuds en dimension
supérieure, dé nis par la bre homotopique :

L¢., = hofib Emp(R?; R") I Imm(R?; R") ;

on ne possede pas de remplacement semi-cosimplicial. Cependant, Arone et Turchin dans [1] ont déve-
loppé une méthode, basée sur le calcul de plongements de Weiss [52], a n d'identi er des espaces de
plongements a des bimodules in nitésimaux sous |'opérade des petits cubes :

d
Ld

n

' lbimod! (Cq; Cr)' “'Operad(Cy; Cn):

D'un autre coté, I'espace des (K)-immersions noté Immgk)(Rd; R"), est le sous-espace des immersions
f 2 Imme(RY; R") tel que pour tout sous-ensemble K RY de cardinal k, la restriction fx est non-
constante. L'espace des K)-immersions relatives est dé ni comme la bre homotopique :

IMm¥RY: R") = hofib IMMP(R?; R I Immy(RY; R") :

En utilisant une méthode similaire au cas des longs nceuds en dimension supérieure, Dobrinskaya et

Turchin ont montré dans [11] que la limite de la tour de Taylor associée a ﬁmg‘)(Rd ; R™) peut s'exprimer
comme un bimodule in nitésimal sous l'opérade Cy4 pour n> d:

T ImmP(R?; R") " Ibimod} (Cq; CY):;

avecCﬁk) un C,-bimodule appelé le bimodule des ( k)-petits cubes. Contrairement au cas des longs noeuds,
on ne sait pas si la tour de Taylor converge pour les (K)-immersions. On réussit néanmoins a démontrer

que le couple (L T, ﬁm(ck)(Rd ; RM)) est faiblement équivalent a une SCy.-algébre explicite a la n

, T’
du chapitre 6 :

Théoréme. [Théorém8] Admettons que la conjecture de Dwyer et Hess soit vraie.&i r2 > O alors le
couple d'espaces topologiq(le%.n 7T ﬁmgk)(Rd ; RM)) est faiblement équivalent & uB€ 4. 1-algébre explicite :

*1operad(Cq; Cn); *1 Operad(Cy; Cn); Op[Cq; ;]"(CCq: L(C¥: Ch;Ch))
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Opérade, espace cosimplicial et bimodule "in nitésimal”

Dans ce chapitre, on introduit les notions utilisées dans la suite de la thése. Dans un premier temps, on
introduit la catégorie des opérades et notamment I'opérade des petits cubes Cy. On pourra ainsi énoncer
les premiers criteres de May permettant d'identi er les espaces topologiques faiblement équivalents a un
espace de lacetsd-itéré. Ensuite, on rappelle les travaux de McClure et Smith qui visent a simpli er ces
criteres lorsque I'espace topologique provient de la totalisation d'un espace cosimplicial. L'inconvénient
de ces critéres est qu'ils donnent I'existence des espaces de lacetd-itérés mais ne permettent pas de les
déterminer explicitement. Pour remédier a cela, on introduit la catégorie des bimodules in nitésimaux
ainsi que la catégorie des bimodules sous une opérade colorée. En n, comme le chapitre 5 est consacré
a I'étude des structures en homologie, la derniére section est dédiée a I'étude des opérades dans la
catégorie desK -espaces vectoriels di érentiels gradués.

1.1 Opérade colorée dans une catégorie symeétrigue monoidale

1.1.1 Opérade colorée non symétrique

Dé nition 1.1.1. Soient S un ensemble et C une catégorie. Les objets de la catégorie des collections
Coll(S; C) sont des familles d'objets de C indexées par les (0 + 1)-uplets d'éléments de S, avecn 0. Un
objet M 2 Coll(S; C) est noté de la fagon suivante :

fM(s;:::9S+1) 9 avecn Oets2S
Un morphisme f:M;! M, dans la catégorie Coll(S; C) est la donnée d'une famille de morphismes :
ffsisise, - Ma(St il Se1) b Mo(s;iiiisnis+1)g avecn Oets 2S

Une collection M est dite pointée s'il existe un élément particulier 2 M(s; s) pour tout s2 S. On note
Coll(S; C) la catégorie des collections pointées dont les morphismes sont les morphismes de collections
préservant les éléments particuliers. S'il n'y a pas d'ambiguité sur la catégorie C, on note respectivement
Coll(S) et Coll(S) les catégoriesColl(S; C) et Coll(S; C).

Notation1.1.2 On va s'intéresser en particulier aux collections indexées par I'ensemble S = fo; cg Dans
ce cas, I'élémento est appelé la couleur ouverte tandis que I'élément c est appelé la couleur fermée. SiM
est un objet de Coll(fo; cg ou Coll(fo; cg alors on pose les notations suivantes :

M(lc;'::'c;c) =M(n;c)=Mcn) et M(lc;{zz:'c;o;o) = M(n; 0) = M(n): (1.1)

n

Dé nition 1.1.3.  Soit Sun ensemble. Une S-opéraddans une catégorie symétrique monoidale (C; ;1)
est la donnée d'un objet O 2 Coll(S) muni de morphismes appelés des compositions opéradiques partielles

1Oy s Se) O iinshs)! O(syiins 1SS St SuSe1);  avecl i

véri ant les axiomes suivants :
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CHAPITRE 1. OPERADE, ESPACE COSIMPLICIAL ET BIMODULE "INFINITESIMAL"

Al L'axiome de l'unité pour tout s2 S, I'élément 2 O(s; s) véri e les relations :
X i s=X,  avecx20(s;;iiiS 1555+ 1S Sied),s
s 1X=X, avecx20(s;::::%;9).
A2 L'axiome d'associativitépourl i netl | p,onalediagramme commutatif suivant :

h i .
O(st; ;8 8mw1) - O(S): 593 8) 0(529::;5895?)'—(j/b(sl;::;3 LS) LSS S ser) O )0 s)

i+j 1

O(sy; s 13858 ;80 § D1 S S 1 Sn She 1)

J
‘ i

O(St; ::;%; Sve ) RESE) O(l,-,%"so) r S CHELNE VI CHESIRE S AL S 1)

A3 L'axiome de commutativitégour 1 i< j n, on ale diagramme commutatif :

h i .
Ofsi isniswt) O 5%s) O 50 s) —0(sy; s 139 58 Sur; s Ser) OS2 550

i+ 1
O(s1; 158 1;52;::;53;s+1;::;sbas‘1’°,::;sgqsm;::;s];squ)

h i
O(si; sisnise)  O(ESs0s) O i 8) — /O s 180 isflspens i) OS5 s)

Un morphisme f:0;! O, entre deux S-opérades estla donnée d'un morphisme de collections pointées
préservant les compositions opéradiques partielles :

S'il n'y a pas d'ambiguité sur la catégorie C, on note Operag la catégorie des S-opérades. Lorsque S
est réduit a un élément, on retrouve la notion usuelle des opérades non symétriques dont la catégorie
associée est notégperad

Remarquel.1.4 De maniére équivalente, on peut dé nir une S-opérade comme la donnée d'un objet
0O 2 Coll(S) muni d'une composition opéradique totale

: O(S:[, sy S’I+1) O(S} ..... %1,31) O(g-']]- ..... §[11 S{'I) 1 O(S} ..... §;1 Sn+l)
véri ant une liste d'axiomes (voir [30] dans le cas non coloré). Ces deux structures sont équivalentes

grace aux unités de l'opérade colorée O. En e et, a partirde  on retrouve les compositions opéradiques
partielles via la formule :

14



CHAPITRE 1. OPERADE, ESPACE COSIMPLICIAL ET BIMODULE "INFINITESIMAL"

Remarqud.1.5 Lorsque I'ensemble Sest réduit a un élément, une opérade O est la donnée d'une famille
d'objets indexée par les entiers naturels fO(n)g, o munie de compositions opéradiques partielles :

i:0O(Mn) Oo(m! O(nh+m 1) avecl i n:
Un élément de O(n) peut s'interpréter comme une opération sur n variables représentée par un arbre an
comme une opération représentée par un arbre an entrées qui sont indexées respectivement pars tandis

que la sortie est indexée par I'élément s,.1. En particulier, lorsque S = fo; cg I'élément o est représenté
par la couleur rouge tandis que I'élément cest représentée en noir.

X
Figure 1.1 — lllustration d'un élément x 2 O(0; ¢, C; G; C; 0).

Dé nition 1.1.6. Soient S un ensemble et O une S-opérade dans une catégorie symétrique monoidale
(C; ;1). Une algébre sous l'opérade colorée O, ou O-algébre est la donnée d'une famille d'objets
X = fXsgos munie de morphismes :

DO(s; s Sie1) Xy Xa ! Xeurd

compatible avec les compositions opéradiques partielles :

h i _
O(sy; 58 Se1)  O(S)ishis) X Xs, —O(s1; 55 13258 St S Ser) X, Xs,

Xso0

|
O(st; 1% Sw1)  Xs, O ishis)  Xe Xg  Xs —IO(s smisw1) X, Xs,

Exemple 1.1.7. L'opérade des endomorphismes Endy

Soient S un ensemble et X = fXgos une famille d'objets dans une catégorie symétrigue monoidale
(C; ;1).Lopérade colorée des endomorphismes associée aX, notée Endy, est dé nie par la collection
pointée suivante :

Endx(s1;:::;8 S+1) = C(Xg, Xs,; Xewi)s avecn Oets2S

Les éléments particuliers sont les morphismes identité tandis que les compositions opéradiques partielles
sont issues des compositions dans la catégorieC. Notons qu'il existe un morphisme de S-opérades
O'! Endy si et seulement si la famille X est une O-algebre.

Exemple 1.1.8. L'opérade du groupe des permutations
L'opérade des permutations  est issue de la collection pointée composée des groupes nisf g, ¢ et
dont les compositions opéradiques partielles sont dé nies de la fagcon suivante :

iCon o om! wmas @iiina) (s 70 (@ na bl inbal e
avec : (

O_ b 4a o_ g sig < a;
bj=b+a 1 et &= g+m 1 sinon:
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1.1.2 Opérade colorée symétrique
Dé nition 1.1.9. SoientSun ensemble etC une catégorie. La catégorie des collections symétriques, notée

d'une action a droite du groupe symétrique. Cela signi e que pour tout (  n+ 1)-uplet d'éléments de Set
chaque permutation 2 |, on a un morphisme :

TM(st; s Sen) ! M(S (2); 11538 (n); Sh+1);
X 7! X

Un morphisme entre deux collections symétriques f : My | M, est la donnée d'un morphisme de
collections préservant I'action a droite :

fs s s (X ) = fopmsisa (X)) 5 (1.2)

avec X 2 M(s; S S+1) et 2 . De méme, on dé nit la catégorie -Coll(S; C) des collections
symétriques pointées. S'il n'y a pas d'ambiguité sur la catégorie C, on note respectivement -Coll(S) et
-Coll(S) les catégories -Coll(S; C) et -Coll(S; C).

Dé nition 1.1.10. SoitSun ensemble. UneS-opérade symétriquians une catégorie symétrique monoidale
(C; ;1) estladonnée dune -collection pointée O 2 -Coll(S) munie d'un structure de S-opérade
compatible avec I'action du groupe symétrique :

)i 9=x x ( i %

avecx 2 O(S 11y 11538 1) Swa), X202 O(S);::0580s), 2 net ©2 . Unmorphisme f: 01! O
entre deux S-opérades symétriques est la donnée d'un morphisme de S-opérades véri ant la relation
. On note -Operag la catégorie desS-opérades symétriques et -Operadla catégorie des opérades
symétriques.

Dé nition 1.1.11. SoientSun ensemble etO une S-opérade symétrique dans une catégorie symétrique
monoidale (C; ;). Une algébre sous la S-opérade symétrique O, ou O-algébre est la donnée d'une
famille d'objets fXsgos de C munie de morphismes :

DO(s; s se1) X Xs ! Xers

véri ant la commutativité des diagrammes de la dé nition 1.si que la relation suivante :
(X 5XgiinXe) = (XX 1) tI5X )

avecx 2 O(s 11y, 11538 1) Sn+1), 2 netX 2 Xs.

Exemple 1.1.12. Soient Sun ensemble etX = fXgos une famille d'objets dans une catégorie symétrique
monoidale (C; ;). L'opérade des endomorphismes Endy est une S-opérade symétrique dont I'action
a droite du groupe des permutations est dé nie de la fagon suivante :

PEndk(syiinisnisen) D Endk(S @) 1iiiS () Seea);
f 7] f : XS<1) XS n) X$q+1;
(X ir5Xn)  7E O f(X gy tinX )

Notons qu'il existe un morphisme de S-opérades symétriquesO ! Endy si et seulement si la famille X
est une O-algeébre.

Remarquel.1.13 Soit S un ensemble. Dans une catégorie symétrique monoidale (C; ;1) cocompléte,
on dispose d'une adjonction entre les S-opérades et lesS-opérades symétriques :

[ 1: Operag -Operag : U ; (1.3)

avecU le foncteur oubliant I'action du groupe des permutationset [ ] envoyantune S-opérade O vers
la S-opérade symétrique [O] dé nie par :
a
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1.1.3 Exemples d'opérades colorées topologiques

On va s'intéresser aux opérades colorées symétriques dans la catégorie des espaces topologiques
munie du produit cartésien. Pour notre étude, un espace topologique est un espace de Hausdor com-
pactement engendré tandis que I'espace de morphismes entre deux espaces topologiques est équipé de
la topologie compact-ouvert. Cette convention est nécessaire a n d'avoir 'homéomorphisme :

Top(X; Top(Y; Z)) TopX Y;2Z)

avec X, Y et Z trois espaces topologiques. Ceci nous permet d'avoir un homéomorphisme entre les
algebres sous uneS-opérade topologique O et les morphismes de S-opéradesO ! Endy.

Aprés avoir introduit I'opérade des petits cubes, on énoncera les premiers critéres permettant d'iden-
ti er les espaces faiblement équivalents a un espace de lacetsd-itéré. On fera aussi le lien avec le cas
coloré a travers l'opérade Swiss-Cheese

Exemple 1.1.14. L'opérade associative A s et I'opérade associative stricte A s.q
L'opérade associative et I'opérade associative stricte sont dé nies par les collections pointées suivantes :

(

AS(n) = pppourn O et AS>0(I’1) - .n pour n > 0;

pour n = 0;

avec | I'espace topologique réduit a un point. Une algébre sous 'opérade associative est la donnée d'un
monoide topologique unitaire tandis qu'une algebre sous I'opérade associative stricte est la donnée d'un
monoide topologique.

Dé nition 1.1.15. Une opérade topologique O est dite multiplicative s'il existe un morphisme d'opérades

:As! O.De méme, une opérade topologique O est dite multiplicative strictes'il existe un morphisme
d'opérades : As,! O.De maniere générale, une opéradeO est stricte si O(0) = ; tandis qu'une
opérade estréduitesi les espaced0(0) et O(1) sont réduits & un point.

Remarqud.1.16 De méme, une opérade symétrique O est dite multiplicative (resp. multiplicative stricte)
s'il existe un morphisme d'opérades symétriques : [As ! O (resp. : [Aso] ! O). Grace a
I'adjonction (I :3), on a la bijection :

OperadA s; U (O)) -Operaq [Ag]; O) (resp.OperadA s.o; U (0)) -Operad [A s.o]; O)):

Par conséquent, une opérade symétrique est multiplicative (resp. multiplicative stricte) si l'opérade non
symeétrique sous-jacente est multiplicative (resp. multiplicative stricte).

Exemple 1.1.17. L'opérade action-monoide A ct et I'opérade action-monoide stricte A ct.g
En utilisant les notations (@, lesfo; cgopéradesA ctet A ct.g sont dé nies par les collections suivantes::

(

Actn; o) = n.¢c pour n 0; ( Acto(n; 0 = nc pour n > 0;
e
Act(n; 0 = n+1:.0 pourn 0 Acto(nN; 0) = n+1.0 pourn O

et I'ensemble vide pour les autres con gurations d'entrées. Une algebre sous la fo; cgopérade A ctest la
donnée d'un couple d'espaces topologiques (X ; Xo). Comme la restriction de A ctala couleur fermée est
I'opérade associative, I'espaceX. est un monoide topologique unitaire tandis que X, est un X.-module
a gauche unitaire. De méme, lesA ct.p-algébres sont les couples d'espacesXc; Xo) avec X¢ un monoide
topologique et X, un X.-module a gauche.

Dé nition 1.1.18. Une opérade pointéest la donnée d'une fo; cgopérade O munie d'un morphisme de
fo; cgopérades : Act! O.De méme, uneopérade pointée stricest la donnée d'une fo; cgopérade O
munie d'un morphisme de fo; cgopérades :Act,,! O.

Exemple 1.1.19. L'opérade des petits cubes Cy

Un petit cube de dimension d est la donnée d'une application continue c¢: [0; 1]°! [0; 1]¢ qui puisse
s'obtenir comme la composée d'une translation et d'une dilatation. Ainsi, I'opérade symétrique Cq4 est
issue de la collection symétrique pointée fCq(n)g, o avec Cy4(0) = et, pour n 1, Cy(n) est I'espace des
familles de petits cubes fcig‘:1 véri ant la condition suivante :

Int Im(c) \ Int Im(c) =; dés quei, | 1.4)
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Le point particulier de cette collection provient du petit cube id : [0; 1]9! [0; 1]¢ tandis que I'action &
droite du groupe symétrique consiste a ré-indexer les petits cubes :

Ca(n) n!C 4(n); (fag ) 7' fd:=cg

Les compositions opéradiques partielles sont dé nies de la fagon suivante :

8
% =g sii<j;

i:Cy(n) Ca(m!C g(n+m 1); (fadl,; fdh,) 7! f O M l::g =6 ¢, sii j<i+m
. c‘l?oz G m+1 sij i+m:

Par convention la composition opéradique avec I'élément de C4(0) consiste a oublier un petit cube.

2

!
2

Figure 1.2 — lllustration de la composition opéradique ,:C5(3) C 2(2)! C ,(4).

Dé nition 1.1.20. Soit (X ; ) un espace topologique pointé. L'espace de lacetsd-itéré associé a K ; ) est
dé ni comme I'espace topologique :

dIX:=ff:[0;1]%! Xjf(@0;1]%= g
Proposition 1.1.21. [4] Si (X; ) est un espace topologique pointé alors I'espace de lacets d4¥mst une
Cg-algebre.

Démonstration. Les opérations induisant la structure de Cgy-algébre sur I'espace 9X sont dé nies de la
facon suivante :
Ca(n) ( X)) ! 9X; (
fi ci(x) six2Im(c);
' e .1n- 11d . i )
fadl,; fu,:infa 70 F10; 190 X5 x 7! ' sinon:
Les conditions f;(@0; 1]¢) = impliquent que les opérations sont bien dé nies.

Dé nition 1.1.22. Soit X une Eg-algébre, avecd 2 et Ey une opérade faiblement équivalente a Cg.
Comme les espacesCy(n) sont connexes il en va de méme pour les espacesy et les opérations :

oBa(2))  oX)  oX)!  oX) et e:r oE(0))! o(X)

induisent une structure monoidale unitaire sur  o(X). On dit alors que X est "grouplike" si le monoide
o(X) est un groupe.

Théoreme 1.1.23. Un espace topologique X est ung-&gebre grouplike si et seulement si X est faiblement
équivalent a un espace de lacets d-itéré.

La preuve du théoréeme est due a Boardman et Vogt [4] dans le cas particulier ou I'espace
topologique X est connexe etd = 1. Par la suite, une preuve pour d quelconque fut apportée par May
dans [30], toujours dans le contexte des espaces connexes. Il faudra attendre I'article |[31] de May pour
avoir la démonstration de la forme actuelle du théoréme.

Exemple 1.1.24. L'opérade Swiss-CheeseSCy

On utilise la dé nition de Swiss-Cheese introduite par Voronov dans l'article [51]. | 'opérade SC4 est
une fo; cgopérade symétrique dont la restriction & la couleur fermée coincide avec la version stricte de
I'opérade des petits cubes Cg :

] (Cd(n) sin 1;
2 N : sin=0:
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§=0) G(F) Fu

s'il existe un entier i tel que s = o. La structure opéradique ainsi que l'action a droite du groupe des
permutations sont dé nies de maniere similaire a I'opérade des petits cubes (voir la dé nition 1.

[2]
3 4 I
[1] 2

Figure 1.3—lllustration de lacomposition opéradique , : SC»(c;0;¢;0) SC ,(0;0;¢c;0) ! SC 5(c; 0;0;C; C;0).

Dé nition 1.1.25. Soit f : (A; ) ! (X; ) une application entre des espaces topologiques pointés.
L'espace de lacets relatifd-itéré associé af, noté 9(X; A), est dé ni comme la bre homotopique :

4X;A):=hofib 91f: dIa dix .

au-dessus du lacet constant. En d'autres termes, un modeéle pour I'espace de lacetsd-itéré est donné par :
dX;A):= g:[0;1]%! Xjg(@0;1%nF)= et gF) f(A)

Proposition 1.1.26. Soit f : (A; ) ! (X; ) une application entre espaces topologiques pointés. Le couple
d'espaceg 9X; 9(X;A))estuneSCqy-algébre.

Démonstration.Les opérations induisant la structure de SCy-algebre sont similaires a celles introduites
dans la preuve de le proposition £.1.21]

Pour linstant, il n'existe pas d'analogue du théoréme 1.1.23|avec l'opérade SCgq, excepté dans le
cas oud = 1 (voir [26]). Cependant, lors du colloque [27], Hoefel et Stashe ont présenté leurs travaux
visant a montrer qu'un couple d'espaces ( X ; Y) est une SCy-algébre grouplike si et seulement si il existe

2 YO X°des espaces topologiques avecX ; Y) faiblement équivalenta ( 9X°; 9(X°%; Y9)).

1.2 Espace cosimplicial et semi-cosimplicial

Lorsqu'un espace topologique X provient de la totalisation d'un espace cosimplicial, McClure et
Smith montrent dans [33] qu'il est possible de savoir si X posséde une structure de Cy-algébre via des
criteres combinatoires sur I'espace cosimplicial. Dans ce contexte, il est plus facile d'identi er les espaces
ayant le type d'homotopie d'un espace de lacets d-itéré. Pour notre étude, on va uniqguement s'intéresser
a l'interprétation des critéres permettant d'identi er les espaces de lacets simples et doubles.

1.2.1 Espaces cosimpliciaux

Dé nition 1.2.1. La catégorie a pour objet les ensembles nis ordonnés [n] := f0;:::;ng avecn 2 N.
Les morphismes sont engendrés par deux types d'applications :

i . . iosij<iy i . o oS
d:[n 1]! [n]; |7 j+1 sinon: et s:[n+1]! [n];j7! {1 sinon;
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Dé nition 1.2.2. Un espace cosimpliciakt un foncteur covariant X : ! Top avec Topla catégorie
des espaces topologiques. La donnée d'un espace cosimplicial est équivalente a la donnée d'une famille
d'espaces topologiquesfX"g, o munie d'opérations :

d:x"tr xn et s XML X

dd = dd 1 sii<j;
gs = d1ld; sii>j;
8 i1 S
§d§ ;osii<;
dd :§id; sii=joui=j+1;

d s sii>j+1
La donnée d'une transformation naturelle (ou morphisme cosimplicipentre deux espaces cosimpliciaux

X, etX, est équivalente a la donnée d'une famille d'applications continues f = ff": X7 ! XZgvéri ant
les relations :

f" d=d "' et f" d=¢ "4
aveci 2 f0;:::ng
Exemple 1.2.3.1) I'espace cosimplicial  est constitué des espaces topologiques :
M= f(tinte) 20526 tjsii<jg

Les cofaces et les codégénérescences consistent respectivement a dupliquer ou oublier un élément.
Plus précisément les opérations sont dé nies de la fagon suivante :

§: NI Nl (b risty) 7! (te;oostistien s itn); pour i 2f0;:::;n 1g

(0;tg; 22 5tn); pour i = 0;
d: "t ey nty) 7 3 (ty;rostisty ooosta); pour i 2 f1;:::;ng
(ty; o5t 1) pour i =n+ 1:

2) Soit (X; ) un espace topologique pointé. L'espace cosimplicial X est constitué des espaces topolo-
giques :

X=X pour n O:

Les cofaces et les codégénérescences sont données par les formules :

§: X1 XML (g iii%n) 7! 8(X1'121;Xi;Xi+2222;Xn): pour i 2f0;:::;n 1g

(X0 0i%n); pour i = 0;
d: X1 XML (Xq;200i%n) 7! 3 (X1; 200X Xis 00 Xn); pour i 2fl;:::;ng
(X130 %ns ) pour i =n+ 1:

3) Soient (X; ) un espace topologique pointé et A un sous-espace deX contenant le point base. L'espace
cosimplicial (X ; A) est constitué des espaces topologiques :

X; A" =X" A; pour n O
Les cofaces et les codégénérescences sont données par les formules :

s (X;A"! X5 A L (X :iixn; @) 7! (X1; 00X Xz 1003 X A); pour i 2f0;:::;n 1g

g(,xl;'::;xn;a), pour i = 0;
d: (X; AM! (X AL (Xq 00X @) 7! 3 (X1 o0 3Xi Xis st Xn: @); pour i 2fl;:::;ng
(X105 Xn & @), pour i =n+ 1:
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4) Soient O une opérade multiplicative et : As! O le morphisme d'opérades associé. La famille
fO(n)g, o posséde une structure cosimpliciale dont les cofaces et les codégénérescences sont données
par les formules :

§:0Mm)! O(n 1);x7! X i+1 (o) pour i 2f0;:::;n 19

g (2) 2% pour i =0;
d:oMn)! O(Mm+1);x7! 3 X i (2); pour i 2f1;:::;ng
(2 1% pour i=n+1:

Les axiomes opéradiques induisent les relations cosimpliciales.

5) SoientO une opérade pointéeet :Act! O le morphisme de fo; cgopérades associé. Selon les nota-
tions , les familles d'espacesO. = fO¢(n)g, o et O, = fO,(N)g, o Sont des espaces cosimpliciaux. Les
cofaces et codégénérescences d@. correspondent au cas opéradique traité dans I'exemple précédent.
Pour la famille O, la structure cosimpliciale est dé nie de la facon suivante :

§:00(N)! Op(n 1);x7! X i1 (o0:0) pour i 2f0;:::;:n 1g
S (2;0 2% pour i = 0;

d:O0n)! Op(n+1);x7! 3 X i ( 2:0); pour i 2 f1;:::;ng
"X 1 (200 pour i = n+1:

Les relations opéradiques induisent les relations cosimpliciales et on dispose d'un morphisme cosim-

plicial donné par :
f1:0n)! Og(n); X7' (2:0) 1X (1.5)

Dé nition 1.2.4. Latotalisationd'un espace cosimplicial X , noté Tot(X ), estl'espace des transformations
naturellesde versX .

Exemple 1.2.5. La totalisation de X est homéomorphe a I'espace de lacets X. En e et, les deux
applications qui suivent sont inverses l'une de l'autre a cause des codégénérescences :

( In: ™1 X" )
(tista) 70 (It slta))

n
g:Tot( X)! X ; fI": "1 X"g o7'fI*:[0;1]! Xg

f: X! Tot( X) ; fl:[0;1]! Xg7!

De maniéere similaire, on peut montrer que la totalisation de (X ; A) est homéomorphe a l'espace de
lacets relatif (X ; A) associé a l'inclusion de A dans X.

1.2.2 Espaces semi-cosimpliciaux

Le probleme de la totalisation est que celle-ci n'est pas un invariant homotopique. Cela signi e que si
un morphisme cosimplicial f :X;! X, estun quasi-isomorphisme en chaque degré alors I'application
induite f : Tot(X))! Tot(X,) n'est pas nécessairement un quasi-isomorphisme. Pour remédier a cela,
on va introduire la notion d'espace semi-cosimplicial.

Dé nition 1.2.6. Lacatégorie * estlasous-catégorie de ayantles mémes objets et dontles morphismes
sont engendrés par les opérations cofaces :

d:[n]! [n+1]; aveci 2f0;:::;n+ 1g

Dé nition 1.2.7.  Un espace semi-cosimplicest dé ni comme un foncteur covariant X : * ! Top La
donnée d'un espace semi-cosimplicial X est équivalente a la donnée d'une famille d'espaces topolo-
giques fX"g, o munie d'opérations :

d:x"r x™i aveci 2f0;:::;n+ 1g
véri ant les relations semi-cosimpliciales

dd =dd * sii<j:
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La donnée d'une transformation naturelle (ou morphisme semi-cosimplicjaéntre deux espaces semi-
cosimpliciaux X, et X, est équivalente a la donnée d'une famille d'applications continues f = ff" :
X7 Xjgvériant les relations :

fn di — di fn 1.
avecn > 0 eti 2f0;:::ng

Exemple 1.2.8. 1) A partir d'un espace cosimplicial on peut construire un espace semi-cosimplicial en
oubliant les codégénérescences. Cependant, tous les espaces semi-cosimpliciaux ne proviennent pas
d'espaces cosimpliciaux. En e et, posonsX I'espace semi-cosimplicial dé ni de la facon suivante :

n_:( [0;1] sin=0;

X TR
sinon:

Un tel objet ne peut pas posséder de codégénérescence’ : | [0; 1] car la relation °d° = id oblige
l'application ° & étre surjective.

2) Comme pour lI'exemple , si O est une opérade multiplicative stricte alors la famille fO(n)g, o
possede une structure semi-cosimpliciale. De méme, si O est une opérade pointée stricte alors il
existe un morphisme semi-cosimplicial f :O¢! O,.

Dé nition 1.2.9. La semi-totalisationd'un espace semi-cosimplicial X , noté sTo{(X ), est lI'espace des

transformations naturelles entre les espaces semi-cosimpliciaux etX .

Théoreme 1.2.10. [12, Lemme 3.8] La semi-totalisation d'un espace cosimplicial est un invariant homotopique.

Remarqud.2.11 Il existe une approximation de la totalisation, appelé la totalisation homotopique hoTot
qui est un invariant homotopique. En utilisant les notations du chapitre 2, hoTotest le foncteur dérivé
associé a la totalisation. Dans [12], Dror et Dwyer montrent alors que si un espace semi-cosimplicial
provient d'un espace cosimplicial alors la semi-totalisation de ce dernier est faiblement équivalente a la

totalisation homotopique.

1.2.3 Interprétation des criteres de May pour les espaces (semi)-cosimpliciaux

McClure et Smith ont énoncé dans [32] et [33] les conditions pour que la (semi)-totalisation d'un
espace (semi)-cosimplicial soit une Cy-algébre. Pour notre étude, on va uniquement rappeler les critéres
avecd 2 f1; 2g Pour d = 2, le critere s'exprime facilement en terme d'opérades.

Théoréme 1.2.12. [32, Proposition 10.3 ] Si un espace semi-cosimplicial provient d'une opérade multiplicative
stricte alors sa semi-totalisation est ung-&gebre. De méme, si un espace cosimplicial provient d'une opérade
multiplicative alors sa totalisation (homotopique) est uneak§ébre.

Pour énoncer le critére avecd = 1, on doit introduire une structure monoidale sur la catégorie des
espaces (semi)-cosimpliciaux.

Proposition 1.2.13. [32, Proposition 2.2 ] Soient Xet X, deux espaces cosimpliciaux. L'espace cosimplicial
(X1 Xy) estdé nicomme la famille d'espaces topologiques :

a l

(X1 Xo)":= X? X3

avec larelation d'équivalence engendrée par :
(x; ) (@x; y):
La structure cosimpliciale est donnée grace aux opérations suivantes :
Sexiy)  siix 1
©(x;81My) siiojx;

\%

Si(Xy X" Xy X" (i y) 7!

(dx;y)  siijx;

VN

d:(Xs X" (X1 X))  (x;y)7!
X1 X" (X1 Xp) x:y) x: didy) sii>

Le produit dé nit une structure monoidale sur la catégorie des espaces cosimpliciaux dont l'ueisé donnée

par I'espace cosimplicial réduit a un point en chaque degré. De méme, si on ne tient pas compte des codégénérescences
alors le produit dé nit une structure monoidale sur la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux.
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Théoreme 1.2.14. [32, Théoreme 3.1 ] Si Xest un monoide unitaire dans la catégorie des espaces cosimpliciaux
muni du produit alors la totalisation (homotopique) de ¥st une g-algébre. De méme, si Xst un monoide
unitaire dans la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux muni du praaloits la semi-totalisation sTEf ) est

une E-algébre.

Remarquel.2.15 Soient X, et X, deux espaces (semi)-cosimpliciaux. Notons que X, est un monoide
dans la catégorie des espaces (semi)-cosimpliciaux muni du produit  si et seulement si il existe des
applications :
xXPox3r XU avecprq 0

véri ant les égalités :

106 &) = (@9 y): (1.6)
De méme, X, est un X,-module a gauche dans la catégorie des espaces (semi)-cosimpliciaux muni du
produit  s'il existe des applications :

2: XD xgr x5'% avecp;q 0

véri ant les mémes égalités : y
20¢; ) = (9 x; y): 1.7)

Corollaire 1.2.16. Soient O une opérade pointée (resp. une opérade pointée strictie) mbrphisme déo; cg
opérades associé. En utilisant les notatifind), le couplgO.; O,) a les propriétés suivantes :

. O¢ provient d'une opérade multiplicative (resp. strictg) sTo{O.) est une k-algebre,
. Og est un monoide unitaire pour le produit=) O, est une g-algébre,
. STofO,) est un Q-module a gauche unitaire pour le produit

Démonstration.On sait que la restriction de  a la couleur fermée induit un morphisme d'opérades
c:As! Oc(resp. ¢:As,g! OcsiO estune opérade pointée stricte). D'un autre c6té, la structure
monoidale de O, provient des opérations :

1:00(N) Oo(mM)! Oo(n+m) ; (X;y) 7! X nery:
tandis que la structure de O.-module a gauche est dé nie via les opérations :
2:0c(n) Oo(m) ! Oo(n+m); (x;y) 7! (2:0(X;Y):

Remarquons que l'unité dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit  coincide avec
l'opérade associative. Par conséquent, le monoideQ, est unitaire grace au morphisme cosimplicial issu
de la composition :

As— b, Ib,

avec f le morphisme cosimplicial ({ :5) associé a .

1.3 -Bimodule in nitésimal coloré

Dans cette section,S est un ensemble tandis que C; ; |) désigne une catégorie symétrique monoi-
dale. Notons que dans la majorité de la these on va étudier les bimodules in nitésimaux topologiques.
Par conséquent, on omettra de préciser la catégorieC s'il n'y a pas d'ambiguité. On xe aussi une
S-opérade O dans la catégorie C.

Dé nition 1.3.1. Un O-bimodule in nitésimalest la donnée d'une collection M 2 Coll(S) munie de mor-
phismes :

axiomes suivants :
B1 L'axiome de l'unité pour tout s2 S, on a les relations :
DX Fg=x, avecx 2 M(S1;::15S 1;S,S+1; 51135 S+1) €t s 2 O(s; 9),
s 1X=X, avecx 2 M(s3;:::;8;9) et s2 O(s; 9).
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B2 L'axiome d'associativité a droitpourl i netl | p,onalediagramme commutatif :
h i D
M(si;5isnisher) OS] g)is)  O(S)sls) —IM (s s 1D DS s Ser)  O(S S0 s)
i+ 1
M(Sly . 1S 11 11: ] 1’ §O J+l' . ,% S+]_, .:,S'];S'H.l)
. - \
M(siisiser) O msds) O ,ﬁoso) MG ssise) O g 0 g s)
B3 L'axiome d'associativité a gauchpaur 1 i netl | p,onalediagramme commutatif:
h id
O(Sl! . 1S’l S’]+l) O( 11 . |$ S) 11 . '£O§)) gb(slr . !S 11 11 . 1# S+ll: 15’] S‘I+1) M( . %015?)
i+ 1
M(SJ.I . 15 11 11: ’ 1’ §O J+11 . 1$ $+11 15’1;Sﬂ+l)

: - \
O risisn) O i) ME g0 TOG sisen) M s S0 s i s)

B4 L'axiome de commutativité a droitqnour 1 i<j n,onalediagramme commutatif :

h
M(Sll . 15’] S’]+l) O( 11 . 1# S) 11 . |£O SJ) ﬂM (Slr . 53 15 15 . v# S+l| . 13’] S’]+l) O(él)o §9 Sj)
i+j 1
M(Sj_, . !S 11 11 . 1% S+1!: 1@61 11 . 1% SJ+11 ::131;5'1“'1)
h
M(Sl1 . rs('l S’I+1) O( 1!' 1%051 11 . 1$ S) 4M (Sly . 1Sj la l" 1% Sj+l= . 131 S"I+1) O( 11 . 1# Sj
B5 L'axiome de l'associativité entre I'action droite etgaugb@ur 1 i netl | p,onalediagramme
commutatif :
h id
O(Sl: 1S’lrS’1+1) 11 . 1£ S) O %OSO) QM (Slr . !S 1! 1!: 1$ S+lv: 131 $1+1) o( 11- 1%0
i+ 1
M(SJ.I 15 11 11: 3 1’ §O J+11' 1% $+11: VS’I Sﬂ+l)

: - \
Ofsiitismiswa)  M(Siisis) O(h ﬂoso) 06 s M s S0 s s s)

B6 L'axiome de compatibilité entre les opérations et la structure opéradippuier 1 i< j n,onale
diagramme commutatif :

h .
O(s1; s Sen) - M(S]: 380 )) O(Sﬁ‘?::;sgo,s)ﬂf\/l(sl;::;sj 180580 S S Sher)  O(S)S 5550 S)

M(ss;:5S 1;529::;£93+1;::;801;52:::;sg;sj+1;::;sn;sn+1)
j*q 1

h i
O(st; 5% Sw) O ’s)  M(sh %SJ)—/b(Sl 'S 1800 S0 S S Ser)  M(S); Sps )
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h i i
Ot isisw) M(mss) O 580s) —IM (st 195 Sun s sn) O 50

i*p 1

M(si;:5S 1;5‘;;::;#;sﬂ;::;%é;sffo,::;529$j+1;::;&;&+1)

h i
O(s;snise1)  O(S0:580s)  M(s); 58);s) —’j idb(&; 58 15800 580 Sy S Sher)  M(SY SpiS)
Un morphisme entre deux O-bimodules in nitésimaux est la donnée d'un morphisme de collections

préservant les opérations a gauche et a droite. On notelbimod, la catégorie des O-bimodules in nitési-
maux.

Exemple 1.3.2. Soit : O; ! O, un morphisme de S-opérades dansC. Dans ce cas,0, posséde une
structure de O;-bimodule in nitésimal dont les opérations sont dé nies grace a la structure opéradique
de O, :

' O(siinissen)  Oa(s)iiiiss) ! Oa(stiii;8 1380101380 Se 101350 Sv);
xpy) 70 oxi (y)
i Ou(syiiiisisen)  Oa(s)iiiisnis) ! Oa(s1;:::38 138 110380 Siet) 15 1380; She);

Gy 7t )y

Dé nition 1.3.3. SoientM; et M, deux collections topologiques de Coll(S). On dit que M; est de type M
si on a la relation suivante entre les deux objets :

Ma(sy; i iiisSen) =5 ) Ma(sesiiiisnisnen) =5

Proposition 1.3.4. [13] La donnée d'ui\ ct-bimodule in nitésimal de typé ct est équivalente a la donnée d'un
morphisme cosimplicial. De méme, la donnée &wt.o-bimodule in nitésimal de typé\ ct est équivalente a la
donnée d'un morphisme semi-cosimplicial.

Démonstration. Soit M un A ct-bimodule in nitésimal. En utilisant les notations (1 [ :1), les familles M =
fM(N)g, o et My = TMo(N)g, o Sont des espaces cosimpliciaux dont les cofaces et codégénérescences sont
dé nies de la fagon suivantes :

$:Mc(n)! M¢(n 1) ; x7! x "o pouri2f0;::in g

8 .
% 2:c 2X pour i = 0;
d:Mc(n)! Mgn+1); x7! 3 X P pour i 2f1;:::;ng
"o X pour i =n+ 1;
S :Mg(n)! Mo(n 1) ; x7! x "1 g pouri2f0;::i;n 1g
g 2:0 2X pOUfiZO;
d:Mg(n)! Mo(n+1); x7! 3 X P pour i 2f1;:::;ng
" x ™, pouri=n+l

Les axiomes liés a la structure desA ct-bimodules in nitésimaux ainsi que la structure particuliere de
I'opérade colorée A ctimpliquent les relations cosimpliciales. Le morphisme cosimplicial entre ces deux
objets est donné via la formule :

fPrMc(n) ! Mo(n) 5 X7! 26 1X

Inversement, sionse donne f : X ! X, un morphisme cosimplicial alors on introduit la collection, de
type A ct, M 2 Coll(fo; cg de la fagon suivante :

Mc(n) = X7 pour n 0 et Mo(n) = X5 pour n O

La structure de A ct-bimodule in nitésimal est construite de la fagon suivante :
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P oe Mc(n)! Mg(n+1); x7! d(x); pouri2fl;:::;ng
2:c 1 “M(n)! M¢(n+1) ; x7! d"™(x);
2ic 2 IMc(n) ! Mc(n+1) ; x7! d(x);
P o TMo()! My(n+1); x7' d(x); pouri2fl;:::;ng
Lo, 0 Mo(n)! Mo(n+1) ; x7! d"™(x);
20 2 IMo(n) ! Mg(n+1) 5 x 7! dx);
" oie MM M(n 1) ; x7!'s$*Y(x); pouri2fl;:::;ng
"oie Mo(n)! Mo(n 1) ; x7! $*Y(x); pour i2fl;:::;ng

Comme l'opérade A ct est engendrée par les éléments .., 2.c €t 2., €S opérations ci-dessus su sent
a construire une structure de bimodule in nitésimal sous l'opérade colorée A ct. De plus, les relations
cosimpliciales impliquent les axiomes des A ct-bimodules in nitésimaux. La démonstration est similaire
pour le cas des morphismes semi-cosimpliciaux. Il su t de ne pas tenir compte des codégénérescences
dans les constructions ci-dessus.

Remarquel.3.5 Comme on peut le voir dans la démonstration de la proposition 1é partir d'un

bimodule in nitésimal sous A ct (resp. A ctsp), on peut toujours extraire un morphisme cosimplicial

(resp. semi-cosimplicial). Cependant, pour avoir I'équivalence les objets, on doit supposer que nos
collections sont de type A ct.

Si on restreint les objets de la proposition ala couleur fermée, on retrouve la proposition énoncée
par Turchin dans [48].

Proposition 1.3.6. [48, Lemme 4.2] La catégorie d&s-bimodules in nitésimaux est équivalente a la catégorie
des espaces cosimpliciaux. De méme, la catégoreslgdimodules in nitésimaux est équivalente a la catégorie
des espaces semi-cosimpliciaux.

Remarquel.3.7. Lorsque O est une opérade colorée symétrique, la notion analogue est celle de Q) -
bimodule in nitésimal. Dans ce cas, on demande une compatibilité entre la structure de bimodule
in nitésimal et I'action du groupe des permutations :

x ) 9= 9 (9 et x99 ix )=x2 Gx (P )

avec 8 8
g X 2ZM(Siiisnisea); 5 2
$X° 20(s): 5y s); et 3 ° 2 m
X0 2001158 s S0 S0); © 2

Onnote -lbimod, la catégorie des (O) -bimodules in nitésimaux, avec O une S-opérade symétrique.

1.4 -Bimodule coloré

Dans cette section,S est un ensemble tandis que C; ; |) désigne une catégorie symétrique monoi-
dale. Notons que dans la majorité de la thése on va étudier les bimodules topologiques. Par conséquent,
on omettra de préciser la catégorie C s'il n'y a pas d'ambiguité. On xe aussi deux S-opéradesP et Q
dans la catégorie C.

Dé nition 1.4.1. Un P-Q bimoduleest la donnée d'une collection M 2 Coll(S) muni de morphismes :
10 P(siiinsnyse1)  M(Shiiiish sy M(S);:ishis) b M(SE oSy, i sne):

Ces opérations, appelées respectivement structure a droite et a gauche, véri ent les axiomes suivants :

C1 L'axiome de l'unité on a les égalités suivantes :
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etl | m; alorson ale diagramme commutatif :

M (st 58 Sw1)  Q(st) Qs") Q(st) Q"™ ) M (st gl sser)  Q(sHL) Q(gm )

M(s S $1#1)

Y h [ Y‘

M (S1; ::%n; Sne1) Q(s) Qs?) Q™) ——IM(sy; 1isnishen) QS 75 1S S)
1in lin
C3 L'axiome de I'associativité & gauct® on pose s = (s;:::;8,;5) et s = (sil;j;:::;si,jjl;l;s‘j)avecl i n

etl j m,alorson alediagramme commutatif :

h i
P(sysnisen) P(SH)  P(S) M(sH)  M(™) (st st iswa) M(sH) M($™)

Y h Y‘

P(S1; 118 She 1) P() M(s?)  M(S™) ——IB(sy; 80 sne) M(S:ooia 1s)
1in lin
C4 L'axiome de compatibilitési on pose § = (s};:::;5,;s5) et s = (siij; o ;sir;{":];g'j) avecl i net

1 j m;, alorson alediagramme commutatif :

h i
P(s1; 15550 Sw1)  M(sh) M(s")  Q(st) Q"™ ) —IM(sl; ;8 sser)  Q(sH) Qg )

M(sp™ 1o iS5 Shen)
P(S1; ;S She ) M(s) Q(st) Q(s™) P(s; :50; Sne1) M(S 20 i9mm S)
1in 1in

Un morphisme entre deux P-Q bimodules est la donnée d'un morphisme de collections préservant les
opérations | et . On note Bimod.q la catégorie des P-Q bimodules. Lorsque P = Q, on désigne par
Bimod- la catégorie desP-bimodules.

Remarqud..4.2 Dansladé nitiond'un P-Q bimodule, l'opération ; peut étre remplacée par une famille
d'applications continues :

LMt s Ser) QS iinshis) b M(S5iins 0SS Sen S Shed);
avecl i n,grace aux unités de I'opérade colorée Q. Cependant, commeM ne posséde pas de points
particuliers, il n'existe pas de substitution équivalente pour I'opération  |. Par conséquent, il n'y a pas

nécessairement de lien entre les bimodules et les bimodules in nitésimaux a cause de la structure a
gauche.
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Exemple 1.4.3.1) Soit : O;! O un morphisme de S-opérades dans la catégorieC. Dans ce cas,0;
posséde une structure deO;-bimodule dont les opérations sont dé nies grace a la structure opéradique
de O, :

o Oa(stiiiiisniSier)  OulSpiiish,is1) Ox(sf;:i;shisn) 1 Oa(Siiiish i Swa);
(X; Y1005 Yn) 7! % (Yoo (yn))
Ou(St;:: 138 8w1)  Oa(Sp; i 1Sy, 81) Oa(s;iiish i s) ! Oa(S]: 12138, Snr);

2) Si :Act! M estun morphisme de A ct-bimodules alors M posséde une structure de A ct-bimodule
in nitésimal. Grace a la remarque ilsu tde dé nir les opérations a gauche :
i DACHSy IS Ser) M(SSiinshis) b M(S5iinS 108l S e S Se);
(:x) 7! (5 Cus)iinsy (s X (sadi it (1s)):
De méme, si : Act! M estun morphisme de A ct.o-bimodules alors M posséde une structure de
A ctsg-bimodule in nitésimal.

Proposition 1.4.4. [13] La donnée d'un morphisme dect-bimodules : Act! M, avec M de typéA ct, est
équivalente a la donnée d'un morphisme cosimplicialX, ! X, avec:

. X, un monoide unitaire dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit
. X, un X,-module a gauche unitaire dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit
f un morphisme de xmodule a gauche.
De méme, la donnée d'un morphismefdet.o-bimodules : Act! M, avec M de typéA ct, est équivalente a la
donnee d'un morphisme semi-cosimplicial: X ! X, avec:
.- X, un monoide unitaire dans la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux munie du produit
. X, un X,-module a gauche unitaire dans la catégorie des espaces semi-cosimpliciaux munie du produit
f un morphisme de xmodule a gauche.

Démonstration.Si  : Act! M est un morphisme de A ct-bimodules alors M est un A ct-bimodule
in nitésimal dont la structure est décrite dans I'exemple 1[4.3.D'apres la proposition 13.4, Jes familles
M. et M, sont des espaces cosimpliciaux et il existe un morphisme cosimplicial f : M. ! M, La
structure monoidale sur M. et la structure de module a gauche sur M, sont dé nies par :

1:M¢(n) Mc(m) ! M¢(n + m); ot 2:Mc¢(n) Mg(m) ! Mo(n + m);
x;y) 702X y); (x;y) 70 20X )
Les axiomes liés auxA ct-bimodules induisent les égalités ([L:6) et tandis que f est un morphisme
de M¢-modules a gauche. Comme l'unité dans la catégorie des espaces cosimpliciaux munie du produit

coincide avec l'opérade associative, le monoideM_ et le module a gauche M, sont unitaires grace aux
morphismes cosimpliciaux issus des compositions :

Act— I, et Act——IhM,— I, -

avec . l'application provenant de la restriction de & la couleur fermée.
Inversement, si on se donne un morphisme cosimplicial véri ant les conditions du théoréme alors la
collection M 2 Coll(fo; cg de type A ct dé nie par :

Mc(n) = X7 pour n 0 et Mo(n) = X5 pour n O;

est un A ct-bimodule in nitésimal dont la structure est décrite dans la preuve de la proposition 1.
D'apres la remarque [1.4.3, pour montrer que M estun A ct-bimodule, il su  tde construire les opérations
a gauche. Comme Il'opérade A ct est engendrée par les points ¢.c, 2.c €t 2.,, l€s opérations ci-dessous
su sentadénir :

2;c Mc(n) Mc(m) ! Mc(n + m); 2;0 1Mc(n) Mg(m) ! Mo(n + m);

t
x;y) 7oxoy; © x;y) 7' x vy
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Remarquons que si on applique la construction ci-dessus au morphisme cosimplicial id :u ! u , avec
u l'unité pour le produit  , alors I'objet obtenu coincide avec l'opérade A ct. Au nal, le morphisme de
A ct-bimodules :Act! M provient du morphisme de module a gauche f et de la commutativité du

diagramme suivant :

u —Ik,
id f

u —

2

Si on restreint les objets de la proposition précédente a la couleur fermée alors on obtient le corollaire
suivant :

Corollaire 1.4.5. SoitAs! M un morphisme deA s-bimodules. La totalisation (homotopique) de I'espace
cosimplicial M est une Ealgébre. De méme, 8is! M est un morphismeA s.g-bimodules alors la semi-
totalisation de I'espace semi-cosimplicial M est upalgébre.

D'apres la proposition {.4.4Jetle théoréeme[I.2.14, sion aun morphisme deA ct-bimodules :Act! M
alors la totalisation de M. est une C;-algebre. Cependant, on ne dispose d'aucune information sur la
totalisation de M,. Dans I'exemple qui suit, on étudie un cas particulier ou le morphisme de modules a
gauche implique que le couple d'espaces (Tot(M.) ; Tot(M)) est une SC;-algebre. L'objectif du chapitre
3 est de généraliser ce type de résultat en prenant la semi-totalisation.

Exemple 1.4.6. Soient (X ; ) un espace topologique pointé et A un sous-espace deX contenant le point
base. Remarquons que les espaces cosimpliciaux X et (X; A) ,issus de I'exemple , possedent
respectivement une structure de monoide unitaire et une structure de X -module a gauche unitaire
induites par la concaténation :

17oXn XM Xn+m et nxn); O X)) 7 (X X X3 xR
5 XN (X;A)M! O A (X tiniXn); (X3 1P @) 71 (Xap oot X X35 X, a);
et dontI'unité provient dans les deux cas de I'application envoyantle point 2 u"verslen-uplet( ;:::; ),

avecu l'unité dans la catégorie des espaces cosimpliciaux (voir la proposition @p Par conséquent, le
coupled'espaces cosimpliciaux( X ; (X; A) )provientd'un morphismede A ct-bimodules. Or, on sait
que le couple (Tot( X ); Tot( (X; A))) d'espaces topologiques est homéomorphe a une SC;-algébre
explicite ( X; (X; A)).

Remarque..4.7. Lorsque P et Q sont des opérades colorées symétriques, la notion analogue est celle de
(P-Q) bimodule. Dans ce cas on demande une compatibilité entre la structure de bimodule et I'action
de groupe des permutations. On note -Bimod.q la catégorie des (P-Q) -bimodules, avec P et Q deux
S-opérades symétriques. Lorsque P = Q, on désigne par -Bimod- la catégorie des -bimodules sous
l'opérade P.

1.5 Opérade colorée di érentielle graduée

Dans ce qui suit, K désigne un corps. On va s'intéresser a la méthode permettant de transformer
une opérade colorée topologique en une opérade colorée dans la catégorie desK -espaces vectoriels
di érentiels gradués. L'objectif est de comprendre les algébres sous les opérades di érentielles graduées
issues des opérades topologiquesC; et SC.

Dé nition 1.5.1. La catégorie dg-Veci est la catégorie symétrique monoidale desK -espaces vectoriels
di érentiels gradués dont les objets sont les familles deK -espaces vectorielsV = fV 0,2z, indexées par
les entiers relatifs, munies d'un morphisme linéaire de degré  1:

fdv :Vn! Vi 100z,

appelé la di érentielle et véri ant la relation d d = 0. Un morphisme f : (V;dy) ! (V% dyo) est la
donnée d'une famille d'applications linéaires ff, :V,! V9g,, vériant I'égalité :

dyo fa="1 1 dy; avecn?2 Z: (1.8)
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Le produit tensoriel entre deux K -espaces vectoriels di érentiels gradués (V ; dy) et (V°; dyo) est donné
par la famille d'espaces vectoriels :
M
vV VY,:= Vo k V§
pragen

etdontladi érentielle est dé nie via la formule :
dy vo(v VO =dy(v) VO+( MV dye(vO):

Exemple 1.5.2.1) A partir d'un objet ( V; dy) 2 dg-Veck, on dé nit 'homologie H (V; dy) (ou juste
H (V) s'il n'y a pas d'ambiguité sur ladi érentielle) comme le K -espace vectoriel di érentiel gradué
donné par le quotient :

kerdy :Vn! Vip1

Im dV V! Vi

etdontladi érentielle est nulle. Grace a la relation (1:8), un morphisme f : (V; dv) ! (V?; dyo) induit
un morphisme en homologie.

2) A partir d'un espace topologique X, on dé nitle K-espace vectoriel di érentiel gradué C3(X) , appelé
le complexe de chaines associé aX. Lorsque n 0, C3(X) est le K-espace vectoriel libre engendré
par I'ensemble des applications continues ff : " ! Xg Sin < 0 alors C3(X) = 0. Pour construire la
di érentielle, on utilise la structure semi-cosimpliciale de

X0 (
d:C3(X)! C ., (X); ff: "I Xg7' (1) nld%/"%k

i=0

Dé nition 1.5.3.  Soientf;g: (V; dv)! (VO dyo) deux morphismes de K -espaces vectoriels di érentiels
gradués. On dit que f et g sont homotopes s'il existe un morphisme hde degré 1:

00 Vn 1 00 Vn 00 Vn+1 00
foo1|[On 1 fa || On foe1 || Onea
hn 1 " n "
00 0 00 0 00 0 00
Vn 1 Vn Vn+1

véri ant la relation :
fo Ogn=dyo hy,+h,1 dy; avecn2z:

Proposition 1.5.4. [24, Proposition 2.12] Si deux morphismeggf (V; dy) ! (V?; dyo) sont homotopes alors
ils induisent la méme application en homologie.

A partir d'une collection O 2 Coll(S) dans les espaces topologiques, on peut construire une collection
dans la catégoriedg-Veck :

On va montrer que si O est une S-opérade symétrique topologique alors C3(O) etH (O) = H (C5(0)) sont
des S-opérades di érentielles graduées. Pour cela, on a besoin de la notion de shu e.
Shy,:.::p,» €St CcOnstitué des permutations 2,4+ +p, Vériant:

(pr+ +p+1)< < (pu+ +ps1); avecO i n L

La signature d'un shu e"( ) est dé nie comme la signature de la permutation associée. A partir d'un
elément 2 Sh,...,., on dé nit l'application :
S : pit +pn | Py Pn-

(tintpe +p) 70 (C@iiinit )i S (ot +p #2115 (o 4py):
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Proposition 1.5.6. Soient X et Y deux espaces topologiques. L'application d'Eilenberg et MacLane :
EM:C¥(X) CXY)! CX Y);

envoyant deux élément$ : P! Xgetfg: 9! Ygverslélémentdef (X Y)dé nipar:
X ( )
() Pa—Jle ek y
S fg

2Sh)3q
faitde C: Top! dg-Veck un foncteur monoidal symétrique.

Si O est une S-opérade symétrique topologique alors C3(0) est aussi uneS-opérade symétrique dans
la catégorie desK -espaces vectoriels gradués dont les compositions opéradiques partielles sont dé nies
grace a l'application de Eilenberg et MacLane :

Les axiomes opéradiques sont véri s car, via I'application de Eilenberg et MacLane, le foncteur C° est
monoidal symétrique. De méme, si X = fXgos est une algebre sous l'opérade colorée topologique O
alors la famille de K -espaces vectorielsfC3(X)gos est une C3(O)-algebre :

CO)(s1; s sie1)  C(Xg) C%XQ#CS(O(SL:::;SW;SM) X X&)ﬁbs(x%ﬂ):

En passant a I'homologie, on montre que H (O) est aussi une S-opérade di érentielle graduée et que
I'homologie des O-algebres sont desH (O)-algebres.

Proposition 1.5.7. [10] Une H (Cy)-algebre, ou algébre de Gerstenhaber, est la donné&easpace vectoriel
di érentiel gradué V muni d'un produit commutatif et d'un crochet de Lie de d&gré

L3 10 Vi kVm ! Viems+1;
Vi kVm ! Vinen;

véri ant la relation suivante :
[Vi; Vo vl = [va;va] va+ (1) DMy, vy val;
avec un élément particuliér2 V étant une unité pour le produit et tel qe ; 1] = 0, avec \2 V.

Dé nition 1.5.8. Le complexe de Hochschild associé & un bicomplexe X * ; d; ; dy) est dé nide lafagon

suivante : %

CHp(X © ;di;dp)i=  XP et d=di+( )Py
I 0

On note HH (X ' ; d;; dy) 'hnomologie du complexe de Hochschild. S'il n'y a pas d'ambiguité sur les
di érentielles, on désigne parHH (X ‘) I'homologie de Hochschild associée a (X & ; di; db).

Exemple 1.5.9. OndésigneparA s = C3(As) H (A s)l'opérade dans la catégorie des espaces vectoriels
di érentiels gradués. Soit O une opérade multiplicative dans la catégorie dg-Veck . Cela signi e qu'il
existe un morphisme d'opérade : Asc ! O induisant un élément particulier m = (mp) 2 O(2).
L'opérade O dispose d'une bigraduation O - provenant de la graduation de O et de l'arité de I'opérade
0. On introduit alors le bicomplexe dont les di  érentielles sont dé nies de la fagon suivante :

di:OPd1 OP 19 issue deladi érentielle de O(q);

. ) P )
dy:OPA1 OPl x 71 (1)x im
=1

R A
( D'm ix:
1

Gerstenhaber et Voronov dans [51)], puis Turchin dans la cas gradué [47] montrent que I'hnomologie de
Hochschild associée a ce bicomplexe est une algébre de Gerstenhaber. Par convention, si 2 O(n) alors
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jXj = n et X correspond a la graduation de x dans l'espace vectoriel gradué O(n). Si x et y sont deux
éléments de O alors le crochet de Lie provient de l'opération suivante :

X o W

;yl= (Dx gy ((HYFWIEWMD - (1yiy

i=1 i=1
avec i=(yj 10 1+ (xj 1yet ?: (xi 1)@ 1)+ (yi 21)X.De plus,ona[m; m]= 0 etle produit
commutatif entre deux éléments x et y provient de la formule :

X y= (m;x;y);

avec la composition opéradique totale associée aO.

Proposition 1.5.10. [51], Théoréme 3.3] Une K5C;)-algébre, ou sealgébre, est la donnée d'un couplekde
espaces vectoriels drentiels graduégVv ; VO tel que V est une algébre de Gerstenhaber%#s¢ muni d'un
produit associatif et d'une structure de module a gauche sous l'algébre commutative V :

. 0 0 o .
Y [ v/ N B VA
. 0 0 .
e Vi VO 1VO

Exemple 1.5.11. Ondésigne parActx = C3(Act) H (A ct)lafo; cgopérade dans la catégorie des espaces
vectoriels di érentiels gradués. SoitO une opérade pointée dans la catégoriedg-Veck . Cela signi e qu'il
existe un morphisme d'opérades :Actx ! O. En particulier, on dispose de deux éléments particuliers :

m. 2 O(c;c;c) et  my2 O(c 0 0):

Comme pour I'exemple les familles d'espaces vectoriels di érentiels gradués O, et O, fournissent
deux bicomplexes dont le couple d'homologies de Hochschild est une sc-algébre. Comme la restriction
de a la couleur fermée est un morphisme d'opérades . : Asc ! O I'homologie de Hochschild
associee aO; est une algébre de Gerstenhaber. Six et y sont deux éléments de O, alors le produit
associatif provient de l'opération suivante :

Xiy=X jxy:
Six 2 O¢ ety 2 O, alors la structure de module a gauche est obtenue a partir de I'opération suivante :
X ey = (Mo;X;y);

avec la composition opéradique totale issue de O. Dans le chapitre 5, on étudiera plus attentivement
cette structure lorsque O provient du complexe des chaines singulieres associé a une opérade pointée
topologique.
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Catégorie modele, espace des morphismes dérivé

Dans le chapitre précédent, on a montré que si un couple d'espaces semi-cosimpliciaux (Oc; Oy)
provient d'une opérade pointée stricte O alors les espaces topologiquessTo{O.) et sTo{O,) ont res-
pectivement le type d'homotopie d'un espace de lacets double et de lacets simple. De plus on a émis
I'hypothese que le couple d'espaces forme une algebre sous I'opérade topologique SC,. A n d'identi er
explicitement les espaces de lacets et de lacets relatifs entrant en jeu, on doit dé nir une structure de
catégorie modeéle sur les opérades colorées ainsi que les bimodules (in nitésimaux).

Ce chapitre est divisé en deux sections. La premiére section consiste a rappeler les notions sur les
catégories modeles nécessaires pour la suite de lathése et pour lacompréhension du théoréme de transfert
permettant de dé nir une structure de catégorie modeéle & partir d'une adjonction. La seconde section est
donc consacrée ala construction des di érentes adjonctions a nd'appliquer le théoreme de transfert pour
la catégorie des opérades colorée ainsi que la catégorie des bimodules (in nitésimaux). On déterminera
aussi des remplacements co brants des opérades A ct et A s en tant que bimodules (in nitésimaux)
pour calculer des espaces de morphismes dérivés. En particulier, on prouvera les équivalences faibles
suivantes :

Ibimod} ., (Act; O)' Ibimod}, (As;Oc)' sTo(O):

2.1 Introduction aux catégories modeles et au théoreme de transfert

La théorie des catégories modéles a été introduite par Quillen dans [36] a n d'axiomatiser les condi-
tions requises a une catégorie pour permettre une théorie de I'nomotopie. L'idée est de mimer la théorie
de I'homotopie classique pour les espaces topologiques. La plupart des notions abordées dans cette
section sont étudiées de maniére plus approfondie par Dwyer et Spalinski [16], Hirschhorn [25] aAinsi que
Hovey [28]. L'objectif, dans le cas présent, est d'énoncer les dé nitions ainsi que les lemmes nécessaires
pour la suite de la thése et, en particulier, le théoréme de transfert. Pour ce dernier, on se référe a l'article
[2] de Berger et Moerdijk.

2.1.1 Catégorie modele

Dé nition2.1.1. Soientf: X! Yetg:A! Bdeux morphismes dans une catégorie C. Ondit que f est
un rétractde g s'il existe un diagramme commutatif :

X i1 %\ j1 !6(

f 9 f

Yy —B—Jk
12 J2

avecjl i]_:idxetjz io = idy.

Dé nition 2.1.2. Une catégorie modekst la donnée d'une catégorie C ainsi que de trois classes de mor-
phismes stables par composition et contenant les morphismes identités. Ces trois classes sont appelées
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respectivement les équivalences faibles (—/}, les brations () et les co brations (! ). Un morphisme
qui est a la fois une équivalence faible etune bration (resp. co bration) est appelé une bration acyclique
(resp. une co bration acyclique). Les trois classes de morphismes doivent véri er les axiomes suivants :

MC1 : La catégorie C admet des colimites et des limites nies.

MC?2 : Soient f et g deux morphismes de C composables. Si deux morphismes sur trois parmi f, g et
g f sontdes équivalences faibles alors le troisieme morphisme est aussi une équivalence faible.

MC3 : Soient f et gdeux morphismes de C. Si f est un rétract de g avec g appartenant a l'une des trois
classes de morphismes alorsf appartient a la méme classe queg.

MC4 : Le diagramme (2:1) possede un relevementh si on est dans I'un des cas suivants :
. i estune co bration et p estune bration acyclique,
. i estune co bration acyclique et p estune bration.

A — b (2.1)

PIA
7/
7 h

/
B k
MC5 : Tout morphisme f peut se décomposer de deux fagons :
f = p iaveciestune co bration et pestune bration acyclique,

i p

f = p iaveciestune co bration acyclique et p estune bration.

Remarque.1.3 Notre dé nition de catégorie modéle correspond a la notion de catégorie modéle fermée
au sens de Quillen [36] a cause de I'axiome MC1. Le fait qu'une catégorie posséde des colimites et
des limites nies implique notamment I'existence d'un objet initial et d'un objet nal notés ; et
respectivement.

Exemple 2.1.4. La catégorie au-dessousX # C

Soient C une catégorie modéle etX un objet de C. La catégorie X # Ca pour objet les couples (Y ; fy) avec
Y un objet de C et fy 2 C(X; Y). Un morphisme f : (Y; fy) ! (YO; fyo) est la donnée d'un morphisme
f 2 C(Y; Y9 tel que I'on ait le diagramme commutatif :

X

VAR

La catégorie X # Chérite d'une structure de catégorie modéle de C. Unmorphisme f : (Y; fy) ! (YO; fyo)
est une équivalence faible (resp. une bration ou une co bration) si le morphisme sous-jacent f:Y ! Y°
est une équivalence faible (resp. une bration ou une co bration) dans C. Notons que (X ; idx) est I'objet
initiale de la catégorie X # C.

Exemple 2.1.5. La catégorie produit Q Cs Q

SoientSun ensemble etfCsgos une famille de catégories modéles. La catégorie produit =~ Cs posséde une
structure de catégorie modele ou ( fs)es est une équivalence faible (resp. une bration ou une co bration)
si, pour tout s 2 S, le morphisme fs est une équivalence faible (resp. une bration ou une co bration)
dans la catégorie Cs.

Dé nition 2.1.6. Si un diagramme de la forme (@ possede un relevementh alors on dit que g a la
propriété de reléevement a gauche par rapport a f et que f a la propriété de reléevement a droite par

rapport a l'application g.
A—/ (2.2)
, /
7 h

B Ik

g f
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Exemple 2.1.7. La catégorie modele de Serre sur les espaces topologiques
Dans la catégorie modéle de Serre, une application continue f : X ! Y entre deux espaces topologiques
XetYest:
. une équivalence faible si, pour tout point x 2 X, l'application f,: ,(X;x)! n(Y; f(X)) est un
isomorphisme pour n 1 etlapplication f;: o(X)! o(Y) estune bijection,

. une bration de Serre si, pour tout CW-complexe A, les diagrammes de la forme possedent
un reléevement h:

A ng—/{_k (2.3)
s g f
7 - h
A [0;1]—J¥

. une co bration si f posséde la propriété de relevement a gauche par rapport aux brations de
Serre acycliques.

Exemple 2.1.8. La catégorie modele de Hurewicz sur les espaces topologiques
Dans la catégorie modéle de Hurewicz, une application continue f : X! Y entre deux espaces topolo-
giques X et Y est:

. une équivalence faible si f est une équivalence d'homotopie,

. une bration de Hurewicz si, pour tout espace A, les diagrammes de la forme (2:4) possédent un
relévement h:

A ng—/{_k (2.4)
- d f
Ve - h
A [0;1]—F

. une co bration si f possede la propriété de relevement a gauche par rapport aux brations de
Hurewicz acycliques.

Remarque2.1.9 Les catégories modéles des exemples[(Z:7) et sont dé nies pour les espaces
topologiques en toute généralité. Cependant, Hovey montre dans [28] Théoreme 2.4.19 et Théoréme
2.4.25] que l'on peut se restreindre aux espaces de Hausdor compactement engendrés. Le lemme qui
suit énonce une propriété propre aux catégories modéles qui sera utilisée a de nombreuses reprises dans
la suite de la these.

Lemme 2.1.10. [16, Proposition 3.14] Dans une catégorie mod&lies produits brés préservent les brations et
les brations acycliques tandis que les sommes amalgamées préservent les co brations et les co brations acycliques.

2.1.2 Catégorie homotopique

Dé nition 2.1.11. Soient C une catégorie modele et X un objet de C. Un objet cylindreassocié aX est un
objet de C, noté X * |, muni de morphismes :

X XA Ik

qui factorisent le morphisme idx +idx : X X ! X. Ainsi, deux morphismes f;g: X ! Y sont dits
homotopes s'il existe un objet cylindre X~ | et un morphisme H : X~ I'! Y tel que I'on ait le diagramme

commutatif suivant :
LIk
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Notation 2.1.12 Un objet X dans une catégorie modele C est dit co brant si le morphisme ;! X est
une co bration. De méme, X est dit brant sile morphisme X!  estune bration. Un remplacement
co brant (resp. brant) de X est la donnée d'un objet de C, noté usuellement X¢ (resp. X '), équipé de
morphismes :

; —i/kc—/é( et (resp. X —IK ¢ J_—U/ )

aveci une co brationet june bration. Grace al'axiome MCS5, on sait que de tels remplacements existent.

Lemme 2.1.13. [16, Lemme 4.21] Soiei® une catégorie modele, X un objet co brant et Y un objet brant. La
relation "étre homotope" est une relation d'équivalence, notésur I'ensemble des morphisn@s ; Y).

Dé nition 2.1.14. La catégorie homotopique associée a une catégorie modeéleC, notée C", posséde les
mémes objets que C tandis que les morphismes entre deux objets X et Y, aussi appelé ensemble des
morphismes dérivé, sont dé nis par :

C'(X:Y) = C(X°; Y= p:

A partir d'un morphisme f : X ! Y, on peut lui associer un morphisme f:xer Y avecX®un
remplacement co brant de X et YT un remplacement brant de Y. A homotopie prés, le morphisme
f ne dépend pas du choix du remplacement brant et du remplacement co brant. Par conséquent, on
dispose d'un foncteur :

( c(X) =X pourtout objet X de C;

e h. / 2.
cicic c(f)=f pour tout morphisme f de C: (2:5)
Remarque2.1.15 Au nal, les axiomes liés a la structure de catégorie modéle sontsu  sants pour dé nir
une notion d'homotopie compatible avec la notion usuelle sur les espaces topologiques. En e et, sion
regarde les espaces topologiques équipés des brations de Serre, alors un objet cylindre associé a un

espace topologique X est donné par I'espace produit X [0; 1].

2.1.3 Catégorie modéle co brement engendrée

A n d'étudier 'ensemble des morphismes dérivé  C"(X; Y), on doit déterminer des remplacements
co brants et brants des objets. Méme sil'axiome MC5 des catégories modéles nous garantit I'existence
de tels remplacements, il est parfois di cile de les construire explicitement. Il existe néanmoins des
catégories ou les co brations sont engendrées par un ensemble de morphismes et sont donc plus faciles
a identi er. Notons que la dé nition de catégorie modéle co brement engendrée utilisée dans la thése
est une version simpli ée de la dé nition usuelle, ceci dans le but d'alléger les notations.

Dé nition 2.1.16. Une catégorie modele co brement engenestda donnée d'une catégorie modele C ainsi
gue de deux classes supplémentaires de morphismes :

. un ensemble |, appelé la classe des générateurs de co brations, tel qu'un morphisme f de C est
une bration acyclique si et seulementsi f posséde la propriété de reléevement a droite par rapport
aux morphismes de I,

. un ensemble J, appelé la classe des générateurs de co brations acycliques, tel qu'un morphisme f
de C est une bration si et seulement si f possede la propriété de relevement a droite par rapport
aux morphismes de J.

On notera (C; I ; J) une catégorie modéle co brement engendrée.

Notation 2.1.17 Soient X et Y deux objets dans une catégorie modele co brement engendrée (C; | ; J).
On dit que Y est obtenu a partir de X le long d'une co bration, s'il existe un morphisme A! B2 tel

gue l'on ait la somme amalgamée : .
A—B (2.6)

X — I

Grace au lemme[2.1.1D, on sait que I'application X ! Y est aussi une co bration. L'intérét des catégories
modeles co brement engendrées réside dans la caractérisation des co brations.
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Proposition 2.1.18. [25, Proposition 11.2.1] SoiC; | ; J) une catégorie modele co brement engendrée. Une
application f: X ! Y est une co bration si et seulement si elle est obtenue comme une limite de co brations de la

forme(2:6).
Exemple 2.1.19.1) Pourn2N et0 k n,le"horn" * est le sous-espace de " dé nit par :
AN . [ ir n 1y.
k= d( ):
i, k

Les espaces topologiques équipés des brations de Serre forment une catégorie co brement engendrée
ou les ensembles générateurs des co brations et des co brations acycliques sont respectivement
donnés par :

I=f@"! "jn 0Og et J=fr21 "jn 0Oet0 k ng

2) éoients un ensemble etf(Cs; Is; X)gps une famille de catégories modéles. La catégorie modéle produit

C; est aussi co brement @gendrée Ql‘ensemble générateur des co brations (resp. des co brations

acycliques) est donnée par =~ Is (resp. = k). En particulier, la catégorie Coll(S), équipée des brations
de Serre, est une catégorie modele co brement engendrée.

2.1.4 Catégorie monoidale modéle

Onadé nilanotion d'opérade colorée et de bimodule (in nitésimal) dans des catégories symétriques
monoidales. On va donc s'intéresser a la compatibilité entre la structure monoidale et la structure de

catégorie modéle. Dans ce qui suit, les catégories monoidales symétriques C; ;1) sont supposées
fermées. Cela signi e que I'endofoncteur X posséde un adjoint a droite noté ( )X :

X:c c:() (2.7)
Dé nition 2.1.20. Une catégorie monoidale modé&lst la donnée d'une catégorie monoidale (C; ;1)

fermée équipée d'une structure de catégorie modéle tel que, pour tout couple de co brations f: X! Y
etg:A! B, lemorphisme: G

X B Y A! Y B (2.8)
X A

est une co bration qui est acyclique si I'un des deux morphismes f ou g est acyclique.

Exemple 2.1.21. La catégorie des espaces topologiques équipées des brations de Serre et du produit

cartésien est une catégorie monoidale modéle. De plus, comme on travaille avec les espaces de Hausdor

compactement engendrés et que I'ensemble des morphismes entre deux espaces est muni de la topologie
compact-ouvert, I'adjonction (2 :7) induit un homéomorphisme :

Top(X; Top(Y;Z)) TopX Y;2); (2.9)

pour tout triplet d'espaces topologiques X, Y et Z. De méme, les catégoriesColl(S; Top), -lbimodk.q,

-Bimod.q ainsi que la catégorie des opérades symétriques topologiques héritent d'une structure monoi-
dale provenant de Top Les structures de catégories modeles sur ces catégories, dé nies dans la second
partie de ce chapitre, sont compatibles avec la structure monoidale. De plus, dans chacune des catégories
citées ci-dessus, I'ensemble des morphismes dérivé sera munie d'une topologie. On parlera alors d'espace
de morphismes dérivée lemme qui suit est une conséquence de l'adjonction et sera utilisé a de
nombreuses reprises dans la suite de la thése.

Lemme 2.1.22. Dans la catégorie modele Top équipée des brations de Serre)si! f Y est une co bration
alors, pour tout espace Z, I'application induite par la pré-composition avec f est une bration :

Top(Y; Z)! Top(X; Z):

37



CHAPITRE 2. CATEGORIE MODELE, ESPACE DES MORPHISMES DERIVE

2.1.5 Foncteur dérivé et paire de Quillen

Dé nition 2.1.23. Soient C une catégorie modele etF: C ! D un foncteur. Le foncteur dérivé a gauche
noté (LF; t) est I'objet terminal parmi les couples (G; s) composés d'un foncteur G: C" ! D et d'une
transformation naturelle s:G ¢! F,avec c lefoncteur (2:5).

Remarque2.1.24 On dé nit de fagon similaire le foncteur dérivé & droitéRF; t) avecRF : C" I D un
foncteurett: F! (RF) ¢ une transformation naturelle. Les foncteurs dérivés a gauche et a droite sont
uniques a isomorphisme naturel prées.

Dé nition 2.1.25. SoitF: C ! D un foncteur entre deux catégories modéles. Le foncteur dérivé total a
gaucheLF : C" I D P est dé ni comme le foncteur dérivé a gauche de la composée p F:C!D M
De méme, le foncteur dérivé total & droitBF : C" 1 D " est dé ni comme le foncteur dérivé a droite de la
composée p F:C!D M

Théoreme 2.1.26. [16, Théoreme 9.7] SoiefitetD deux catégories modéles et€ D : G une adjonction.
Si F préserve les co brations et G les brations alors les foncteurs :

LF:Cc" DM":RG
existent et forment une paire de foncteurs adjoints. De tels couples sont appelés des paires de Quillen.

Proposition 2.1.27. [16, Remarque 9.8] Soit FC D : G une adjonction entre deux catégories modéles. Les
énoncés suivants sont équivalents :

i) F préserve les brations et G préserve les co brations,
ii) Fpréserve les brations et les brations acycliques,

iii) G préserve les co brations et les co brations acycliques.

2.1.6 Le théoréme de transfert

Théoreme 2.1.28. [2, Section 2.5] Soit F C D : G une adjonction ave(C; | ; J) une catégorie modele

co brement engendrée Bt une catégorie possédant des colimites et limites nies. On dit qu'un morphisme f de
D est une équivalence faible (resp. une bration) §f)YGest une équivalence faible (resp. une bration) dans la
catégorieC. Le morphisme f est une co bration dabssi elle posséde la propriété de relevement a gauche par
rapport aux brations acycliques. Cela induit une structure de catégorie modéle co brement engendpésisur
les conditions suivantes sont satisfaites :

i) G préserve les colimites ltrantes,
ii) D possede un remplacement brant fonctoriel,

i) siD' désigne la sous-catégorie pleine constituée des objets brafsaders il existe un endofoncteur
Path( ): D! D ftelque, pourtout objet brant X, PaifX) factorise I'application diagonale :

avec i une équivalence faible et j une bration.

De plus, le couplé-; G) forme une paire de Quillen et les ensembles générateurs des co brations et des co brations
acycliques d® sont donnés par :

1°:=fF(f)jf21g et F=1r(f)jf23g

Exemple 2.1.29. On dispose d'une adjonction entre les collections topologiques et les collections topo-
logiques symétriques :
[ 1:Col(S) -Coll(S) : U; (2.10)

avec U le foncteur oubliant I'action du groupe des permutations et [ ] le foncteur envoyant une
collection M vers la collection symétrique dé nie par :
a

2 q
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Dans l'article [2], Berger et Moerdijk montrent alors qu'on peut appliquer le théoreme de transfert a I'ad-
jonction (2:10) et ainsi dé nir une structure de catégorie modéle co brement engendrée sur  -Coll(S). En
e et, la catégorie Coll(S), munie des brations de Serre, est une catégorie modele co brement engendrée.
La catégorie -Coll(S) posséde une structure monoidale dé nie par :

(M1 Mo)(st;:: S Set) i= Ma(St oo S Sne1)  M2(Str i 1i8h; Shed)s

Ainsi dé nis, U et [ ]sontdes foncteurs monoidaux et U préserve les colimites Itrantes. Par consé-
quent la catégorie -Coll(S) posséde aussi les colimites et les limites ltrantes. De plus, comme tous
les objets de Coll(S) sont brants, tous les objets de -Coll(S) sont aussi brants et l'identité fournit un
remplacement brant fonctoriel.

Il reste a véri er la condition ( iii ). A partir d'une collection symétrique M onintroduit Path(M) comme
la collection symétrique :

Si f; est un point de Path(M) alors pour tout 2 , on dé nit I'action du groupe des permutations de la
facon suivante :

fi 205 1] M(siiiiiisnsnen) s t 7Y fa(t):

La factorisation de I'application diagonale est obtenue via les morphismes suivants :
M ——IbathqM) ——M  M:

avec i le morphisme de collections symétriques envoyant un point x vers le chemin constant en x.
Grace a I'homotopie qui contracte un chemin sur son point d'origine, on sait que l'application i est une
équivalence faible. Par ailleurs, le morphisme de collections symétriques j est dé ni de la fagon suivante :

j:PathM)(sy;::::S;8n1) ! (M M)(s1; 238 Shen)s
f 70 (f0); f(2)):
Pour montrer que l'application j est une bration, il su t de véri er que, pour chaque combinaison

d'entrée, l'application | induit une bration de Serre. Or, pour une combinaison de couleurs xée,
l'application | peut s'interpréter de la fagon suivante :

jiTop [0;1]; M(s; i s S+r) P Top@0; 1]; M(Sp; 08 S+) (2.12)

Comme @' ! ! est une co bration, I'application (2] :11) est une bration d'apreés le lemme $.1.22]
De maniére similaire, Berger et Moerdijk ont montré que la catégorie -Coll(S) est aussi une catégorie
modéle co brement engendrée dont tous les objets sont brants.

2.2 Applications du théoreme de transfert aux opérades et aux bimo-
dules (in nitésimaux)

Soient P et Q deux S-opérades symétriques avec S un ensemble. L'objectif de cette section est de
dé nir une structure de catégorie modéle sur les opérades colorées symétriques ainsi que sur les P-Q
bimodules (in nitésimaux). Pour cela, remarquons que I'on dispose de foncteurs oubliantlesdi  érentes
structures :

U : -Operag ! -Coll(S) ;
U: -Bimoc.g ! -Coll(S); (2.12)
U : -lbimot.g ! -Coll(9):
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Or on sait que les catégories -Coll(S) et -Coll(S), équipées des brations de Serre, sont des catégo-
ries modeles co brement engendrées dont tous les objets sont brants. A n d'utiliser le théoreme de
transfert 2.1.28, on doit construire des adjoints & gauche aux di érents foncteurs oublis (2:19). Les trois
constructions sont similaires. Il s'agit dans un premier temps d'identi er 'ensemble d'arbres encodant

la structure recherchée puis d'indexer les sommets des arbres par des éléments de -Coll(S) adéquats.
Ce type de construction a été introduite par Vogt dans [%]] pour le cas opéradique sans couleur. On se
réfere aussi a Berger et Moerdijk [3] ainsi que Vogt [50] pour des constructions similaires.

2.2.1 Arbre planaire et opérade colorée libre

Dé nition 2.2.1. Un arbre planaire Test la donnée d'un graphe planaire ni contractile muni d'une aréte
et d'un sommet particuliers, appelés respectivement le tronc et la racinede l'arbre T et notés g et r.
Le tronc est uniquement connecté a la racine de l'arbre. De plus, un arbre planaire est équipé d'une
orientation en direction de la racine. Pour la suite, on pose les notations suivantes :

. L'ensemble des sommets et 'ensemble des arétes de I'arbreT sont notés V (T) et E(T) respectivement.
L'ensemble des arétes internes '®(T) est constitué des arétes deT reliant deux sommets. Chaque
sommet et aréte est connecté a la racine par un unique chemin composé d'arétes.

. Sieest une aréte interne alors son sommet le plus proche de la racine est nommé lesommet butandis
que son autre sommet est appelé lesommet sourcde e lls sont notés respectivementt(e) et s(e).

. Lesarétes, autres que le tronc, connectées a un seul sommet sont appelées ldsuillesde I'arbre T et sont
des feuilles de T, avecjTj le cardinal de in(T).

. Pour tout sommet v, I'ensemble des arétes ayant pour but le sommet v est ordonné par la structure
L'unique aréte ayant pour source le sommet v sera notéegy(v).

. Les sommets ne possédant pas d'aréte entrante sont appelésommets univalent&ndis que les sommets

possédant une unique aréte entrante sont appeléssommets bivalents

li=es(vq)  L=ey(vq) l5=ex(Vy) l,=€5(Vs) l5=€3(Vs)

€o(V3)=€1(V4)

eo(v4)=

Figure 2.1 — Exemple d'un S-arbre planaire.

Un S-arbre planaireavec S un ensemble, est la donnée d'un couple (T; f) avec T un arbre planaire et
f . E(T) ! S une application indexant les arétes de l'arbre T par des éléments de S. S'il n'y a pas
d'ambiguité, on omettra de préciser I'application f et on désignera aussi parg(v) I'élément de Sindexant
l'aréte g(v).

L'ensemble des S-arbres planaires permet uniquement d'encoder la structure d'opérade colorée non-
symétrique. Pour remédier a cela, on va faire agir le groupe des permutations sur les ensembles ordonnés
in(T) etin(v), avecT un S-arbre planaire et v 2 V(T).
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Dé nition 2.2.2. Un S-arbreest la donnée d'un triplet (T; f; ) avec (T; f) un S-arbre planaire et

:f1;:::;Tjg ! in(T) une bijection indexant les feuilles de I'arbre. La bijection  peut étre assimilée a un
élément du groupe des permutations jrj. Notons que si l'arbre T ne posséde pas de sommet univalent
alors, pour tout sommet v de T, l'indexation  induit une indexation sur I'ensemble in(v) :

aveceg(v) < g(v) si la plus petite indexation des feuilles au-dessus de l'aréte g(v) est inférieure a la plus
petite indexation des feuilles au-dessus de g(v). S'il n'y a pas d'ambiguité, on omettra de préciser les
applications f et .

Figure 2.2 — Exemple d'un S-arbre avec = (2416735)= (3162745)

Construction 2.2.3. Soient S un ensemble etM 2 Coll(S) une S-collection symétrique pointée. A
partirde M, on peut construire une S-opérade symétrique Fs(M) dont les points sont les couples [T ; fa,gd
avecT un S-arbre et fa,gune famille de points de M indexant les sommets de T. Plus précisément,Fs(M)
est donné par la formule suivante :

a Y

(T;f)2S-arbres  v2V(T)
fl)=s: f(e)=sn+1

La relation d'équivalence  est engendrée par les conditions suivantes :

i) Siunsommetestindexé parunpointbase 2 M(s; s)alorson alarelation suivante sur les sous-arbres :

ii) Siunsommetvestindexépara ,avec 2 j; alorson alarelation suivante sur les sous-arbres :

T | T Tl |G
~o

[T;fad i[T° fald consiste a gre er l'arbre TO sur la feuille de T indexée par i, en préservant les
indexations des sommets respectives. De plus, on dispose d'un morphisme de -Coll(S) :

i:MIF g(M);

de la corolle dont les feuilles |; sont indexées respectivement pars tandis que le tronc est indexé par Sy+1.
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Proposition 2.2.4. Le foncteurFs est I'adjoint a gauche au foncteur oubli :
Fs: -Coll(S) -Operag : U: (2.13)

Démonstration.On se donne O une S-opérade symétrique et M une collection symétrique pointée. Sup-
posons qu'il existe un morphisme de collections symeétriques pointées f : M ! 0. Ondoit montrer que ce
morphisme se prolonge de maniére unique en un morphisme de S-opérades symétriquesf : Fg(M)! O
tel que I'on ait le diagramme commutatif :

M——Ib (2.14)

On va construire l'application f~par récurrence sur le nombre de sommets desS-arbres non indexés par
un point particulier de M. Soit [T ; fa,d un pointde Fs(M). SiT possede un seul sommet alors, pour que
la commutativité du diagramme (J :14) soit véri ée, on doit avoir I'égalité :

f(IT; fad) = f(a):

Supposons que l'application f soit dé nie pour les S-arbres ayant au plus k sommets aveck > 1. Prenons
[T; fa,d un point de Fg(M) avec T ayant k+ 1 sommets non indexés par un point particulier de M. Le
point [ T; fa,d se décompose alors sous la forme [T; fa,d = [T1; fald i [T2; fad avec T une corolle et
T, un S-arbre ayant k sommets non indexés par un point particulier de M. Pour que f soit un morphisme
de S-opérades symétriques, on doit avoir I'égalité :

f([T; fad) = f([Ts; fald) i f(&): (2.15)

Les proprietés des S-opérades symeétriques impliquent que cette dé nition ne dépend pas du choix de
la décomposition et que f est dé nie de maniére unique.

Théoreme 2.2.5. La catégorie -Operad possede une structure de catégorie modéle co brement engendrée dont
tous les objets sont brants.

Démonstration.On va appliquer le théoréme de transfert avec l'adjonction (2:13). On rappelle que
la catégorie -Coll(S) , équipée des brations de Serre, est une catégorie modeéle co brement engendrée
dont tous les objets sont brants. Par conséquent, tous les objets de la catégorie -Operag sont brants
et l'identité fournit un remplacement brant fonctoriel.

Comme dans I'exemple 2.1.29, la catégorie desS-opérades symétriques posséde une structure monoi-
dale et le foncteur oubli préserve les colimites nies et la structure monoidale. Par conséquent, -Operad
possede les colimites et les limites nies.

A nde véri er la condition (iii) du théoréme de transfert, a partir d'une S-opérade symétrique O on
introduit Path(O) comme la collection symétrique :

Pour tout élément s 2 S, on dispose de l'application constante en ¢ 2 O(s; s). Par conséquent, laS
collection Path(O) est pointée. De plus, la structure opéradique de Path(O) est dé nie de la maniére

par:
fi i f2:000;1] 1 O(syiins 18) 1S S+1; it S She);
t 71 fit) ()

La factorisation de I'application diagonale est obtenue via les morphismes suivants :

0 ——Ibat(0) ——1b O
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aveci le morphisme de S-opérades symétriques envoyant un point x vers le lacet constant enx. Grace

a I'homotopie qui contracte un chemin sur son point d'origine, on sait que l'application i est une
équivalence faible. Par ailleurs, le morphisme de S-opérades symétriquesj estdé nide lafacon suivante :
j - Path(O)(sy;::: ;s Se1) ! (O O)(s1::::%i 1)

f 71 (f(0); f(2)):

Pour montrer que l'application j est une bration, il su t de véri er que, pour chagque combinaison
d'entrée, l'application j induit une bration de Serre. Or, pour une combinaison de couleurs xée,
l'application | peut s'interpréter de la fagcon suivante :

j:Top [0;1]; O(s1;::i58;8w+1) ! Top@O; 1]; O(st; i S Snet) - (2.16)
Comme @*! !estune co bration, l'application (2[ :16) est une bration d'aprés le lemme

Dé nition 2.2.6. Soient f : Al B une application continue entre deux espaces topologiques et C un
espace contenantA. L'espace des applications continuesg: C! Btel que gja = f estnoté :

Top' (C;A);B :

Lemme 2.2.7. [49, Lemme 2.2] Soient P et Q deux S-opérades symétriques topologiques. Si P est obtenu a partir
de Q le long d'une co bration :

Fs(d) —JE«(B)

M ——N

alors, pour tout morphisme de S-opérades symétriques Y, on a 'homéomorphisme :

f

-Operad (M; N); Y -Coll(S)¢ " (A;B); Y :

Remarque.2.8 La proposition le théoreme ainsi que le lemme[2.2.} ont des analogues dans le
cas desS-opérades non symétriques. Pour cela, il su t de se restreindre aux S-arbres planaires et de ne
pas tenir compte de I'axiome (ii) dans la construction . Par abus de notation, on notera parFg le
foncteur libre dans le cas non symétrique.

2.2.2 Arbre a section borné et bimodule libre

Dé nition 2.2.9. Soient P et Q deux opérades symétriques. Les arbres encodant la structure des P-Q)
bimodules sont dé nis de la fagon suivante :

. Le joint entre deux sommets v, et v, d'un S-arbre T, noté j(vi; v), est le premier sommet commun
aux chemins reliant les sommets v, et v, a laracine. Sij(vy; v2) = r alors on dit que les sommets sont
connectés a la racine. De méme, sj(vy ; v2) 2 fvy; vpgalors on dit que les sommets sont connectés. Par
exemple, sur la gure 2 :3, les sommetsv; et v, sont connectés a la racine tandis que les sommets/; et
p1 sont connectés.

. SiT est un S-arbre alors on dé nit la distance d:V(T) V(T)! N comme étant le nombre d'arétes
internes composant le chemin reliant v; et v, lorsque les deux sommets sont connectés. Dans le cas ou
les sommetsv; et v, ne sont pas connectés, on posel(vy ; Vo) = d(vy; v) + d(v2; v) avecv le joint entre
les sommetsv; et v,. Par exemple, sur la gure @on ad(vy; r)=2etd(vy; vo) = 4.

. L'ensemble des S-arbres a section bornéoté S-section, est constitué des couples T ; VP(T)), avec T
un S-arbre et VP(T) un sous-ensemble de sommets deT appelés perles De plus, on demande que
chaque chemin reliant une feuille ou sommet univalent & la racine passe par une unique perle et que
I'ensemble VP(T) véri e la relation suivante :

8v 2 V(T)nVP(T); 8p2 VP(T); j(vip)2fv;pg) d(v;p) =1

Les perles forment ainsi une section divisant l'arbre en deux parties. On désigne par VY(T) I'ensemble
des sommets au-dessus de la section et paiV9(T) ceux au-dessous de la section.
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\Z
V4

Figure 2.3 — Exemple d'un S-arbre a section borné.

Construction 2.2.10. Soient P et Q deux S-opérades symétriqgues avecS un ensemble. A partir d'une
collection symétrique M, on construitle (P-Q) bimodule Fg(M) dont les points sont les couples [T ; fa,gd
avec T un S-arbre a section borné etfa,gune famille de points indexant les sommets de l'arbre T. Les
perles de l'arbre sont indexées par des points de M tandis que les autres sommets sont indexés par des
points de Q ou de P selon si le sommet est au-dessus ou au-dessous de la section. Plus précisément,

Fg(M) est donné par :
a Y Y Y
T2S-section v2V4(T) V2VP(T) Vv2VU(T)

avec larelation d'équivalence engendrée par :

i) Siunsommet estindexé par une unité sdes opéradesP ou Q, alors on a la relation suivante :

ii) Siunsommetvestindexépara ,avec 2 j; alorson alarelation suivante sur les sous-arbres :

T | T T - [Tow
~

A n de dé nir la structure de bimodule a droite, notons qu'un point a2 Qs sf’) peut étre
interprété comme une corolle non perlée ayant n entrées indexées respectivement par les couleurss
et la sortie par la couleur sf’tandis gue le sommet est indexé par le point a. Si [T ; fa,d est un point de
Fe(M)(s%;:: ;2 sn+1) alors la composée [T ; fa,d ; aconsiste & gre er la corolle associé aasur la i-éme

feuille de T puis a contracter les arétes internes reliant deux sommets non perlés grace a la structure
opéradique de Q.

1 2 3 6 5 4 7
1 4 3 2 5 2 3
a, a;0,a
p P2 P3 P1 P2 P2
]
o, I
a
a a2
2

Figure 2.4 — lllustration de la structure de Q-bimodule & droite.

44



CHAPITRE 2. CATEGORIE MODELE, ESPACE DES MORPHISMES DERIVE

entrées de la corolle associée @ le point [ T; ; fa,d correspondant puis a contracter I'ensemble des arétes
internes reliant deux sommets non perlés en utilisant la structure opéradique de P. De plus, on dispose
d'un morphisme entre collections symétriques :

i:MI1F (M),

li sont indexées respectivement pars tandis que le tronc est indexé par Sp+1.

Proposition 2.2.11. [13] Le foncteurFg est I'adjoint & gauche au foncteur oubli :
Fg: -Coll(S -Bimoch.g : U :

Démonstration.On se donne M° un (P-Q) bimodule et M une collection symétrique. Supposons qu'il
existe un morphisme de collections symétriques f : M ! MP On doit montrer que ce morphisme se
prolonge de maniére unique en un morphisme de ( P-Q) bimodules f : Fg(M) ! MP%tel que I'on ait le
diagramme commutatif :
f
M Ifn0 (2.17)
P
i s

7

Fs(M)

On va construire I'application f par récurrence sur le nombre de sommets non perlés. Soit [T ; fa,d un
pointde Fg(M). SiT ne possede pas de sommet non perlé alorsT est obligatoirement une corolle & cause
des restrictions sur les arbres a section bornée. Pour que le diagramme [[217) soit commutatif, on doit
avoir I'égalité :

f([T; fad) = f(a):

Supposons queT posséde un unique sommet non perlé. Dans ce cas, il existe une unique aréte interne
eet il y a deux possibilités a considérer. Si s(€) est une perle alors t(e) est indexé par un €élément de P(1).
Pour que f soit un morphisme de (P-Q) bimodules, on doit avoir I'égalité :

f(T; fad) = a@ 1 f(ae):

Sit(e) est une perle alors s(€) est indexé par un élément de Q et [T; fa,d se décompose sous la forme
[T1; fad i[T2; faggd avec Ty et T, des corolles. Pour que f soit un morphisme de (P-Q) bimodules,
on doit avoir I'égalité :

f([T; fad) = f(awe) iaxe:

Supposons que I'application f soit dé nie pour les S-arbres ayant au plus k sommets non perlés avec
k> 1. Prenons [T ; fa,d un point de Fg(M) avecT ayant k+ 1 sommets non perlés. Le point [T ; fa,d se
décompose alors sous la forme [T ; fa,d = [Ty; fald i [T»; faéd avec T, une corolle dont le sommet est
indexé par un point de Q et T1 un S-arbre a section borné ayantk sommets non perlés. Si on veut que f
soit un morphisme de (P-Q) bimodules, on doit avoir I'égalité :

f([T; fad) = f([T1; fald) & (2.18)

Les propriétés des (P-Q) -bimodules impliquent que cette dé nition ne dépend pas du choix de la
décomposition et que f est dé nie de maniére unique.

Théoreme 2.2.12. [13] Soient P et Q deux S-opérades symétriques avec S un ensemble. La cat@jomeb_q
posséde une structure de catégorie modele co brement engendrée dont tous les objets sont brants.

Démonstration.La preuve est similaire a celle du théoréme . Il su tjuste de remarquer que la
catégorie -Coll(S) , équipée des brations de Serre, est une catégorie modele co brement engendrée
dont tous les objets sont brants.
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Lemme 2.2.13. [49, Lemme 2.2] Soient M et N deux (P-Qbimodules avec P et Q deux S-opérades symétriques
topologiques. Si M est obtenu a partir de N le long d'une co bration :

Fe(A) kg (B)

M——/N

f

alors, pour tout morphisme de (P-Qbimodules g N! Y, on allhoméomorphisme :
-Bimooﬁ_Q (M;N);Y -Coll(9)¢fF (A;b); Y :

Remarque2.2.14 La proposition 2.2.17}, le théoreme[2.2.12 ainsi que le lemmg 2.2.73 ont des analogues
dans le cas ouP et Q sont des S-opérades non symétriques. Pour cela, il su t de se restreindre aux
S-arbres planaires et de ne pas tenir compte de l'axiome (i) dans la construction 2.2.10. Par abus de
notation, on notera par Fg le foncteur libre dans le cas non symétrique.

Proposition 2.2.15. [13] Un remplacement co brant de l'opéradect.y en tant queA ct.o-bimodule est dé ni
par la collection 2 Coll(fo; cg de typeA ctso :

(n;0)=[0;1]" *pourn>0 et (n;0=1[0; 1]"  pourn> 0,

dont la structure de bimodule est donnée par les formules suivantes :

"2 (n;g! (n+1;0 gty )7 (st uOtsiinty ), 10
IPT n;0! (n+1;0 M (TR PAD I AT (P R 08 T P B S B ¢ B
oot (n;0)! (n+1;0 vt ity ) 7Y (tyy ity 150);

2c( 5 ) (M9 (Mol (n+m;c); (taiinte 1) @t 7 (st 4t int? L)
20( 5 ) (M9 (Mol (n+m;o) (taiiitn o) @t D70ty st 5 Lt9 it )

Démonstration. Comme A ct, est une opérade colorée engendrée par ,.c et ;.o les opérations ci-dessus
induisent une structure de A ct.g-bimodule sur la fo; cgcollection .PourN > 0,ondé nit yncommele
sous-bimodule de engendré par les espaces (n; k) sz‘;f?Ng. En d'autres termes les espaces y 1(n; ©)
et y 1(n; 0) sont les N-2 squelettes de (n; c) et (n; 0) respectivement. Par convention, g est le
A ctso-bimodule Fg(;). Remarquons alors que le bimodule y est obtenu a partirde 1 via la somme

amalgamée :
Fe(@) —/Fs(A)

N 1 N

avec A la fo; cgcollection dé nie par A(N; c) = A(N; 0) = [0; 1]N ! et I'ensemble vide pour les autres
con gurations d'entrées. Pour N > n, on al'égalit¢ n(n; k)= (n; k), aveck 2 fo; cg Par conséquent,
limy n = etdonc peut étre obtenu comme une limite de co brations (voir le lemme 2[1.18)] Le
bimodule estdonc co brant et faiblement équivalenta A ct.g car ses composantes sont contractiles.

Remarque.2.16 Comme la restriction de l'opérade A ct.o a la couleur fermée est I'opérade associative
stricte, on retrouve le résultat [49] Proposition 4.1] de Turchin disant que . est une remplacement
co brantde A s.oentant que A s.o-bimodule.

2.2.3 Arbre perlé et bimodule in nitésimal libre

Dé nition 2.2.17. L'ensemble des S-arbres perlésmoté S-perle, est constitué des couples (T ; p) avecT un
S-arbre etp 2 V(T) un sommet particulier de T, appelé la perle, satisfaisant la relation suivante :

8v2V(T)nfpg d(v; p) = 1;

avecd la distance introduite dans la dé nition 2a perle divise I'arbre en deux parties. On désignera
par VY(T) les sommets situés au-dessus de la perle et paiv9(T) ceux en dessous de la perle.
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Figure 2.5 — Exemple d'un S-arbre perlé.

Construction 2.2.18. Soit O une S-opérade symétrique avec S un ensemble. A partir d'une collection
symétrique M, on construit le (O) -bimodule in nitésimal symétrique F,(M) dont les points sont les
couples [T ; fa,d avec T un S-arbre perlé et fa,gune famille de points indexant les sommets de l'arbre T.
La perle de l'arbre est indexée par un point de M tandis que les autres sommets sont indexés par des
points de O. Plus précisément, F,(M) est donné par :

a Y

T2S-section v2V (T)nfpg
avec larelation d'équivalence engendrée par :
i) Siunsommet estindexé par une unité ¢de lI'opérade O alors on a la relation suivante :

*g ~— s

ii) Siunsommetvestindexé para ,avec 2 j; alorson alarelation suivante sur les sous-arbres :

'|'1 aewn '|'H -l;-'m e -I;‘(n)
~~
aesqg a
A n de dé nir la structure de bimodule in nitésimal a droite, notons qu'un point a2 O(sy; i sf’)

peut étre interprété comme une corolle non perlée ayant n entrées indexées respectivement par les
couleurs s et la sortie par la couleur sf’tandis que le sommet est indexé par le point a. Si [T ; fa,d est un

point de Fip(M)(s?;:::;s%; sm+1) alors la composée [T; fa,d i aconsiste a gre er la corolle associée aa
sur la i-eme feuille de T puis a contracter les arétes internes reliant deux sommets non perlés grace a la
structure opéradique de O.

1 4 1 2 3
a
2 3
P4
o] —_—
2
a
a

Figure 2.6 — lllustration de la structure de O-bimodule a droite.

1 6

On dé nit de maniére similaire la structure de  -bimodule in nitésimal a gauche sous l'opérade O,
en utilisant la structure opéradique de O. On dispose d'un morphisme entre collections symétriques :
itMIF (M),

li sont indexées par s tandis que le tronc est indexé par Sy+1.
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Proposition 2.2.19. [13] Le foncteuiF, est I'adjoint a gauche au foncteur oubli :
Fip: -Coll(S) -lbimodh : U :

Démonstration. La preuve est similaire a celle de la proposition 2.2.11] On se donneM %un (0) -bimodule
in nitésimal et M une collection symétrique. Supposons qu'il existe un morphisme de collections symé-
triques f : M ! M% Ondoit montrer que ce morphisme se prolonge de maniére unique en un morphisme
de (O) -bimodules in nitésimaux f:F,(M)! MP%tel que I'on ait le diagramme commutatif :

M —— ko (2.19)

Flb(M/)

On va construire I'application f~par récurrence sur le nombre de sommets non indexés par une unité de
l'opérade O. Soit [T ; fa,gunpointde Fg(M). SiT posséde un unique sommet alors c'est automatiquement
la perle. Pour que le diagramme (2:19) soit commutatif, on doit avoir I'égalité :

f(IT; fad) = f(a):

Supposons que T possede deux sommets. Dans ce cas, il existe une unique aréte internesetil y a
deux possibilités a considérer. Sis(€) est la perle alorst(€) est indexé par un élément de O(jt(e)j) et le point
[T, fa,d se decompose sous laforme [T1; ag] i[T2; agg] avec T, et T, deux corolles. Pour que f soit un
morphisme de (O) -bimodules in nitésimaux, on doit avoir I'égalité :

f(IT; fad) = a@ i flage):

Si t(e) est la perle alors s(€) est indexé par un élément de O et [T; fa,d se decompose sous la forme
[T1; fad i[T2; faged avec Ty et T> des corolles. Pour que f soit un morphisme de (O) -bimodules, on
doit avoir I'égalité : _

f([T: fad) = f(aw@) iase:

Supposons que l'application f soit dé nie pour les S-arbres ayant au plus k sommets, aveck > 2.
Prenons [T ; fa,d un point de F,(M) avecT ayant k+ 1 sommets. Le point [T ; fa,d se décompose alors
sous laforme [T; fad = [T1; fald [T.; fadd avec T, une corolle dont le sommet est indexé par un point
de O et T; un S-arbre perlé ayant k sommets. Si on veut que f soit un morphisme de (O) -bimodules
in nitésimaux, on doit avoir I'égalité :

f([T; fad) = f([T1; fad) & (2.20)

Les propriétés des (O) -bimodules in nitésimaux impliquent que cette dé nition ne dépend pas du
choix de la décomposition et que f est dé nie de maniére unique.

Théoréme 2.2.20. [13] Soit O une S-opérade symétrique avec S un ensemble. La catégbimrod, posseéde
une structure de catégorie modéle co brement engendrée dont tous les objets sont brants.

Démonstration.La preuve est similaire a celle du théoréme . Il su t juste de remarquer que la
catégorie -Coll(S) , équipée des brations de Serre, est une catégorie modele co brement engendrée
dont tous les objets sont brants.

Lemme 2.2.21. [49, Lemme 2.2] Soient M et N deux (Obimodules in nitésimaux avec O une S-opérade
symétrique topologique. Si M est obtenu a partir de N le long d'une co bration :

Fio(A) —2Jk (B)

M——IN

F

alors, pour tout morphisme de (Gpimodules in nitésimaux g N ! Y, on a 'homéomorphisme :

-lbimod, (M; N); Y -Col(9) " (A;b);Y :
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Remarque2.2.22 La proposition £.2.19] le théoréeme[2.2.2) ainsi que le lemmg 2.2.21 ont des analogues
dans le cas ouO est une S-opérade non symétrique. Pour cela, il su t de se restreindre aux S-arbres
planaires et de ne pas tenir compte de I'axiome (ii) dans la construction . Par abus de notation, on
notera par F, le foncteur libre dans le cas non symétrique.

Proposition 2.2.23. [13] Un remplacement co brant de I'opéradect, en tant quéA ct.o-bimodule in nitésimal,
est donné par la collection de typest :

#in;9= ™ pourn 0O et din;0= "' [0;1] pourn 1

dont la structure de bimodule in nitésimal sous l'opérailet. o est dé nie via les formules suivantes :

foe o Aol din+109 ;M tn) 7! (ty t ot tn);
P o Ao An+1;0 ;M th1) t 7! (ty t ot th 1)
"o dn;o! din+1;0 ; (ta th1) t 7! (ty th1 1) t;
2e 2 K9l Hin+1;9 5 @ tn) O 4 to);
2e 1 K9 Hin+19 5 @ tn) 7 (ta tn 1)
2:0 2 : A(n; 0! 4(n"' 1;0 ; (ta th) t 71 (0 tg th1)
201 Qm;o! An+1;0 ; (t tn) 7! (ty ty) L
A(1;0) A(2:0) A(35c)

(1:1:1)

A(1;0) A(2;0) LA(3;0)
Figure 2.7 — lllustration de la structure de bimodule in nitésimal de & .
Démonstration. Comme l'opérade A ct.o est engendrée par ,.c et ;.o les opérations ci-dessus induisent
bien une structure de A ct.g-bimodule in nitésimal sur la collection d . On dé nit ensuite 4,\, comme
étant le sous-bimodule in nitésimal de & engendré par les espacesﬂ4 (n; c)q;‘zo et fd (n; o)d;':l, avec

N 0. Par convention, & ; désigne le bimodule in nitésimal F(;). Remarquons dans un premier
temps que fl ; est obtenu a partir de # . vialasomme amalgamée :

Fin(@) —Fp(A)

d,—K,
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avecA(0;c) = Oetl'ensemble vide pour les autres con gurations d'entrées. Pour traiter le cas général,
xons N > 0 et posonsB, C les deux collections de type A ct dé nies par :

BIN;og= N1 fog CN:9= N1 [0;1]; CN;cq= N

et I'ensemble vide pour les autres con gurations d'entrées. Notons alors que  \ est obtenu a partir de
f \ 1 via une succession de sommes amalgamées :

Fin(@) —F,(B) et Fin(@) —F 5(C)

gy, — — /4,

L'application d'attachement @3 ! 4N 1 provient de la restriction au bord de l'inclusion :
ic N1 (N0 (toiintn ) 7! (bt 1) f Og

tandis que l'application d'attachement @ ! provient du faitque (N ; 0) est homéomorphe au bord
de l'espace N ! [0; 1]. Comme les applications @! Bet@ ! C sontdes co brations génératrices
dans la catégorie modéle des collections topologiques, elles induisent donc des co brations génératrices
dans la catégorie des bimodules in nitésimaux. Ainsi, 4,\, 1! g N €st une co bration dans Ibimody ct,,-
Pour N n,onales égalitésﬂN(n; C = 4(n; 0 etﬂN(n; 0 = 4(n; 0). Par conséquent,limy dy =

et est co brant en tant que bimodule in nitésimal sous A ct.o. En n, I'équivalence faible entre & et
A ct,o provient du fait que les espaces non-vides composant la collection & sont contractiles.

Remarque?.2.24 Comme la restriction de I'opérade A ct & la couleur fermée est I'opérade associative,
on retrouve le résultat [49] Proposition 3.2] de Turchin disant que l'espace semi-cosimplicial & =

est un remplacement co brant de A sen tant que A s.g-bimodule in nitésimal. Pour tout espace semi-
cosimplicial X , on a donc I'équivalence faible :

Ibimod}, (As; X )" Ibimodhs,( ;X )=sTo(X ):

Ainsi, Turchin [49,/Théoreme 7.2] et indépendamment Dwyer-Hess [14,) Théoréme 1.1] ont pu démontré
le théoréme suivant :

Théoréeme 2.2.25. Si M est un bimodule pointé avec(@) ' , alors on a I'équivalence faible :
sTo(M)'  Bimody, (AS.o; M):
Si O est une opérade pointée avdd)O |, alors on I'équivalence faible :
Bimod,  (As.0;O)' Operad(As.o; O):

Gréace a I'étude du remplacement co brant &, on peut montrer que la structure "trop rigide" de
I'opérade A ctimplique que l'espace Ibimod/l Ct>0(A ct; M) est homotopiquement déterminé par sa partie
fermée. Plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.26. [13] Soient : Act! M un morphisme d&\ ct.o-bimodules in nitésimaux efM; M) le
couple d'espaces semi-cosimpliciaux associé. On a I'équivalence faible :

Ibimod} ., (Act; M) STo(M,):

Démonstration. D'aprées ce qui précede, on sait quel4 est un remplacement co brant de A cten tant que
A ct.o-bimodule in nitésimal tandis que est un remplacement co brant de I'opérade A sen tant que
A s.o-bimodule in nitésimal. On a donc les équivalences faibles :

Ibimod} . (Act; M)’ Ibimodh e, (K ; M) et Ibimod} ¢ (A's; Mc)' Ibimodhs,( ; Mec):
On peut voir Ibimodhs,,( ; M¢) comme un sous-espace delbimodm>0(f4 ; M) via l'inclusion :

i 1bimodhs,( ;M) !  Ibimody e, (& ; M);
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envoyant un morphisme f=ff": "l M(n; g, o vers l'application g dé nie par :
Cgue: 1 MEnio ) T Rt )
Onio: "1 [0;1]Y M(n; 0 ; (tiiiith1) Ftg 7! aof 1ty ity 1)

On va montrer que l'inclusion i induit un rétract par déformation. Pour cela, on dé nit 'homotopie :
H : Ibimodh e (K ; M) [0;1]!  Ibimodh ey, (8 ; M);

envoyant un point ( g; u) vers le morphisme de bimodules in nitésimaux :

(H(g;U)n;c: "1 M(n;o ;o (tynte) 70 Onse(ta; fistn);
H(g; Wnio: "1 [0;1]Y M(n;0 ; (ti;:::sth 1) Ftg7 gnol((t;:iostn) (Ut+1 u)):

L'homotopie H est bien dé nie et on dispose de I'égalité H(g; 1)= g. De plus,ona:

H(G; On:o( (t; 55t 1) F 1) = Onio((tsiiistn 1) F10) = Oniol 2:0 1 (tasiiistn 1))
= 2:c 100 1:c(ts it 1) = 1(Qn;o( (te; 1135t 1) f 1Q):
Par conséquentH(g; 0) est dans l'image de l'inclusion i. Il nous reste donc a véri er que pour toute

application f 2 Ibimochs,,( ; M¢)onalégalité H(i(f); u) = i(f), avecu 2 [0; 1] :

HG(F); Wnool(ty;ii55th 1) Ftg) = i(Fno((tasiiistn 1) fut+1 ug)
= (200 1fn 1)ty iii5tn 1)
= i(Fnio((tas::55tn 1) T tO):
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Structure des totalisations d'une opérade pointée

Dans le premier chapitre on a montré qu'on pouvait extraire un couple d'espaces topologiques a
partir d'une fo; cgopérade pointée. Le premier espace est issu de I'opérade multiplicative provenant de
la restriction & la couleur fermée. Cet espace a déja été étudié par McClure et Smith [33, 32], Dwyer et
Hess [14] ainsi que Turchin [49]. On sait notamment l'identi er a un espace de lacets double explicite.
En ce qui concerne le second espace, il provient d'un bimodule sous I'opérade A s, et on sait seulement
l'identi er a un espace de lacets simple.

L'objectif de ce chapitre est d'utiliser l'interaction entre ces deux espaces pour reconnaitre une algébre
sous l'opérade SC,. Dans un premier temps, on va montrer que si le couple d'espaces provient d'un
morphisme de A ct.o-bimodule alors on peut l'identi er & une algébre sous SC;. Les sections 3 et 4
consisteront a montrer le résultat principal avec deux approches di érentes. La premiéere approche
est similaire & la méthode utilisée pour la démonstration du théoreme J.1.2]de la section 1 et peut se
généraliser pour des opérades colorées autres que des opérades pointées. La seconde preuve, basée sur
les travaux de Turchin, est plus rapide et élégante mais a I'inconvénient de ne pas pouvoir se généraliser.

3.1 SC;-algébre extraite d'un morphisme de A ct.qo-bimodules

Soit : Act! M un morphisme de A ct.o-bimodules et (M¢; M) le couple d'espaces semi-
cosimpliciaux associé (voir la proposition {.4.4). Par construction, M. provient d'un morphisme de
A s.o-bimodule .:As! Mcinduitparlarestrictionde alacouleur fermée. Onadonc d'apres[2.2.2%

sTo(M¢)'  Bimod} ¢ (A s-0; Mo):

L'espace semi-cosimplicial M, posséde seulement une structure de module & gauche sousM. et sa semi-
totalisation n'a pas nécessairement le type d’homotopie d'un espace de lacets. On va néanmoins montrer
que sToiM,) est faiblement équivalent a la bre homotopique :

hofib Bimod, . (Act.o; M) ! Bimod,, (Aso;Mo) ; (3.1)

au-dessus de .. On commence par donner un modéle de la bre homotopique (3/I)]en utilisant les
remplacements co brants introduits dans le chapitre précédent.

Dé nition 3.1.1. Soit :Act! M un morphisme de A ct.o-bimodules. Un lacet relatif a valeurs dans le
A ct.o-bimodule M, est la donnée d'une famille d'applications continues :

Onic: (n;0 [051] ! M(n; c); pour n>0;
Ono: (n;o flg ! M(n; 0); pour n> 0,
véri ant des relations liées a la structure de bimodule sous l'opérade A cto:
On;cX ' 2:c5t) = 0n (X5 1) T2 pour x2 (n 1:0etl i n 1
Onic 2. (5 Y)it = 20 G D)5 Gniielyst)  pour x2 (I;ety2 (n 150
On:o(X ' 2:c; 1) = On 1:0%; 1) ' o2ic pour x2 (n 1;0etl i n 2
On:o(X " ! 2:001) = 0On1.0(X;1) " ! 2:0 pour x2 (n 1;o0);

Onio 2:0(X5Y); 1 2:0 O:c(X; 1); 00 150(y; 1) pour x2 (I;0)ety2 (n 10
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ainsi que la condition au bord :
On:c(X; 0)= (n:c) pourx2 (n;c).
Ce modele pour les espaces de lacets relatif est noté  Bimodhs,,( ¢; Mc); Bimodycr,( ; M) .

Théoréeme 3.1.2. [13] Si M est unA ct.o-bimodule pointé alors on a I'équivalence faible :
sTo(Mo) ' Bimod}, (As-0; Mc); Bimod, ,, (Acto; M) :

Démonstration. C'est une conséquence des propositiond 3.1.4 & 3.1]5.

Notation 3.1.3 Soit : Act! M un morphisme de A ct.o-bimodules. La collection M 2 Coll(fo; cg,
construite a partir de M, est dé nie par :

M@M;0)= (ne pour n 0, M (n;0=M(n;0 pourn>D0,

et I'ensemble vide pour les autres con gurations d'entrées. La collection M posséde une structure de
A ct.o-bimodule provenantde M. Par abus de notation on notera toujours par : Act! M [application
correspondante.

Proposition 3.1.4. [13] Soit :Act! M un morphisme dé ct.o-bimodules. La semi-totalisation sTwk,) est
faiblement équivalente a I'espace Biﬁ]cqg(A Ctso; M ).

Démonstration. Dans le chapitre 2 on a vu que I'espace semi-cosimplicial ~ est un remplacement co -
brant de I'opérade A sdans la catégorie desA s.g-bimodules in nitésimaux. Cela nous a permis d'iden-
tier sToi{M,) a l'espace des morphismes dérivéeslbimod,l oo (ASi My).

La premiére étape de la démonstration consiste a trouver un remplacement co brant alternatif de
A's, noté 7, tel que I'on dispose d'une application continue :

: Bimodhco,( ;M) ! 1bimodhs (" ; My):
On rappelle qu'un point g 2 Bimody¢.,( ; M ) estla donnée d'une famille d'applications continues :

On:c: (n;o! M(n;0; x7' (n.c); pourn>0;
Oho: (;0! M (n;o0); pour n > 0;

satisfaisant les relations liées a la structure de bimodule sous A ct.g :

COnoX T 2.0 = Oh 1) 2 pour x2 (n 1;0eti, n 1
COnoX " 20 = Gn10(¥) " o2 pour x2 (n 1;o0);
COno 200G Y) = 200X G oY) = 20 (1:0)5 On1io(y) spour x2 (I;0)ety2 (n 1 0):

On introduit la relation d'équivalence sur [0; 1]" engendrée par :

..... 0evvt 0 - =)=
(toiite)  (thionty) o 9 i2fliingtelque =0 pour j > i
Montrons que la séquence ~ := £7(n) = [0; 1]"=g, o est un remplacement co brant de I'opérade

A sen tant que A s.o-bimodule in nitésimal. On commence par dé nir une structure de A s.g-bimodule
in nitésimal sur " en utilisant la structure A ct.g-bimodule de

i) oo T T(n+ 1) [t sta)] 7 [ty st Ot ity)]l; pour 1 i ;g
i) 201 2 T T(n+1) [ty sta)] 70 [(t it 0);
i)y 2 2 T T(n+1) ;o [(tysta)] 7Yt

Remarquons que cette structure satisfait les axiomes des bimodules in nitésimaux sous A s.g grace au
passage au quotient. Le contre-exemple ci-dessous montre que les relations ne sont pas véri ées pour le
A ct.p-bimodule

N
N
—_
—~~
—
=
-
=}
N
—_
|
—
—~
=
—
=
—
=]
Nl
—_
=
N
N
N
—_
—~
—
=
—
=}
N
—_
|
—_
—~
[E=N
—
=
—
=}
~
—_

1 2 2 1 1 2

1
—
—~
o
P
—
[u
-
=]
—
—_
I
—
—
[N
P
—
=
—
=
—
—_
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En n, toute application g2 Bimodh¢.,( ; M ) passe au quotient et induit une famille d'applications
§:="fGn1: "(N)! M (n+1;0gq opréservant la structure de A s.g-bimodule in nitésimal. Ene et, si
on se donne deux points dans la méme classe d'équivalence, €1;:::;tn) (t(l); :::;t9), alors il existe un
entier i tel que t; = t°= 1 ett; = t‘j’ pour j > i. Oron ales égalités suivantes :

On+1;0(tyii55tn) = Onersoltes iiosti 4 Ltisg; o0 tn) SO0 250 (tyiiiti ) (tiensiiistn)
= 250 Gireltniiniti 1) On isoltieniiiiitn) = Gnenso(td; it

On dispose donc d'une application continue :
: Bimodhco( ;M) ! 1bimodhs, (" ; Mo); (3.2)

envoyant un élément g vers §.

Co brant: On va montrer que ~ peut étre obtenu comme une succession de co brations dans la caté-
gorie des bimodules in nitésimaux sous l'opérade A s.q. Pour cela, on introduit ", le sous-bimodule
in nitésimal de  ~ engendré par la famille d'espaces f~ (i)d.,. Par convention, on désignera par ~ ; le
bimodule in nitésimal F,(; ). Dans un premier temps, remarquons que le bord de " (n) est déterminé par

“(n 1) etlastructure de bimodule in nitésimal. Ene et I'application quotient [0 ; 1]"! "(n) préserve
le bord. Or un pointde @0; 1]" est de la forme :
(te; oot 40tieg; ontn) ou (oot o Ltieg;ioitn).

Dans le premier cas, la classe d'équivalence d'un tel point provientde “(n 1) via les axiomes () et (ii).
Dans le second cas, la classe d'équivalence provient de”(n 1) via lI'axiome (iii) et les identi cations
suivantes :

[(t st Lt isty)] = [(il """ 1 te1;iiitn)] = 2 [(il """ 1 tieq;:0tn)]

Par conséquent, ™, est obtenu a partir de ”n 1 comme la somme amalgamee :

Fin(@) —Fn(A) (3.3)

~ (/.fn

q

avec A la collection donnée par A(n) = [0; 1]" et I'ensemble vide dans les autres cas. L'application
d'attachement § provient de la propriété universelle du bimodule in nitésimal libre appliquée a la
restriction de l'application quotient q:[0; 1]"! [0; 1]"= au bord @0; 1]". Comme l'inclusion @ ! A

est une co bration, le morphisme de bimodules in nitésimaux ~, ;! ", est une co bration dans la
catégorie Ibimodh s, .
Lorsque n i, on al'égalité ~,(i) = ~(i). Par conséquentlim,”, = " est obtenu par une succession

de co brations dans la catégorie des bimodules in nitésimaux. C'est donc un objet co brant.

Contractile : On commence par montrer que ~,(m) est un CW-complexe par récurrence sur l'entier
n. On rappelle que la séquenceA, utilisée dans la somme amalgamée [3.3), est dé nie parA(n) = [0; 1]
et I'ensemble vide ailleurs. Par conséquent un point du bimodule in nitésimal libre  F,(A) est la donnée
d'un couple (t; x) avecx 2 A(n) ett un fcgarbre perlé satisfaisant les trois conditions suivantes :

t a m feuilles; .8v2Vv(M)nfpgijvi> 1, . jpj=n: (3.4)

Posonstrf le nombre de fcgarbres perlés satisfaisant les relations [34)). Par construction , I'espace ™ o(m)
est I'union disjointe de tr% points. C'est donc un CW-complexe.

Supposons gue les espaces composant la séquencé, ; soient des CW-complexes, avecn > 0. On
veut démontrer que la ségquence ", est composée deCW-complexes. Sim n 1, alors “,(m) = ", 1(m)
est un CW-complexe. La somme amalgamée implique que ",(m) = "(n) est un CW-complexe.
Enn, pour n> m, l'espace ~n(m) est obtenu a partir du CW-complexe ™, 1(m) en attachanttr? cellules
de dimension n et en respectant la structure de bimodule in nitésimal sous A s.. C'est donc bien un
CW-complexe.
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Par conséquent, I'application quotient ¢ : [0; 1]" ! "(n) est une application continue entre CW-

avect;, 1pour j> i,esthoméomorphe al'espace contractile [0; 1] 1, l'application gestune équivalence
faible [44, Théoreme principal]. L'espace ~(n) est donc contractile.

Or l'espace Ibimod; s>0(A s; M) ne dépend pas du choix du remplacement co brantde A's, a équiva-
lence faible prés. Comme ~ et  sont tous deux des remplacements co brants de l'opérade A sdans la
catégorie des bimodules in nitésimaux, on a I'équivalence faible :

sTo(Mo) := Ibimodhs,(  ; Mo) " Ibimodys,, (™ ; Mo):

La seconde étape de la preuve consiste a montrer que l'application ( est une équivalence faible.
Pour cela on introduit deux tours de brations dont les composantes, Ay et By, sont dé nies comme les
sous-espaces :

¥l ¥+l Yk .
Ak Top (i;09:;M(;0 Top (i;0;M (i;0 et By Top “(i); Mg ;
i=1 i=1 i=0

| {z }

réduit a un point

avecA le sous-espace des applications satisfaisant les axiomes des bimodules soul ct. et B, satisfaisant
les axiomes des bimodules in nitésimaux sous A ct.o. En d'autres termes, les espacesAy et By sont,
respectivement, les espaceBimodh ct,,( k+1; M ) etlbimodys (" k; Mo), avec .1 le sousA ct.o-bimodule
introduit dans la preuve de la proposition 2[2.5.]La projection :

Yl . Yk .
Top “(i); M, ! Top “(i); My,
i=1 i=1

induit une application By.1! By qui peut étre obtenue comme le produit bré :

Br1 —fTop ~(k+ 1); Mk+1

B —/Top @ (k+ 1) ; MK+1

D'aprés le lemme , I'application verticale a droite du diagramme est une bration. Comme le
produit bré préserve les brations, l'application  By.; ! By est une bration. De maniére analogue on
peut démontrer que l'application Ay ! Ay, induite par la projection, est aussi une bration. Le produit
bré permettant d'exprimer Ay, a partir de Ay est le suivant :

Ay —ITop (k+2;0; M (k+2;0 Top (k+2;0); M (k+2;0)

Ac—op @ (k+2;09: M (k+2;09 Top@ (k+2;0; M (k+2;0)

Finalement on obtient deux tours de brations :

AOQ_Q_Alo_O_ D_O_AKQ_Q_AK+10_Q_

BOD_O_Blo_O_ O_O_BkQ_O_Bk+1Q_O_
calculant les espacesBimody qt,,( k+1; M ) etlbimodss,("«; Mo) respectivement. De plus, I'application
induit, par restriction, un morphisme entre les deux tours :

AOQ-Q—Alo-Q— D_O_AkQ_O_Ak+10_O_

e e ]

B0 _pB, 00 00 g 00 pg,,00

avec = limg ¢ = holim¢ . Par conséquent, pour démontrer que est une équivalence faible il su t
de démontrer par récurrence que chacune des applications  est une équivalence faible.
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Les applications et ; coincident avec l'identité. Ce sont donc des équivalences faibles. Supposons
gue 1 soit une équivalence. On se donnegun pointde Ay ;. PosonsF, la bre au-dessus de getFgla
bre au-dessus de ¢ 1(g). On obtient le diagramme suivant :

Ax 1Q-Q—AKQ-Q—FA

k1

Bklo_O_BkD_O_FB

k ]

Comme les applications horizontales a gauche du diagramme sont des brations, l'application ¢ est
une equivalence faible si et seulement si 4 est une equivalence faible. Or d'apres les lemmes|2.2.13 et
ainsi que le diagramme [34)), on connait une description des bres Fp etFg:

Fa Togto [0 1]%; @0; 1] ; M(k+1;0) ;

Fg Topkx@a [0;1]%; @0; 1% ; M(k+1;0) :
On a donc le diagramme commutatif :

Fa —froppere [0; 1]%; @0; 1]¢ ; M(k+ 1; 0)

g Hid

Fe —/fop @4 [0;1]%; @; 1* s M(k+ 1:0)
Par conséquent  est une équivalence faible.

Proposition 3.1.5. [13] Soit :Act! M unmorphisme dé ct.o-bimodules. L'espace Binﬂ)Cq)O(A Cto; M)
est faiblement équivalent a I'espace des lacets relatifs :

Bimod., (As-0; Mc); Bimod, , (Acto; M) :

Démonstration.On rappelle que  est un modéle co brant de A ct.o en tant que A ct.o-bimodule et
gue sa restriction a la couleur fermée, notée ., est un remplacement co brant de As.g en tant que
A s.o-bimodule. Gréace a la structure particuliere du bimodule M , on dispose d'une l'inclusion :

i © Bimodyce,( ;M) ! Bimodhs,( ¢; Mc); Bimodhce,,( ; M) ;
. - Gt (N0 [0;1]0 M(n;0 5 D7 (o)
" Gho: (M0 flg! M(n; 0 (X5 1) 7! Gnso(X):

Comme dans la preuve précédente, on va montrer que l'inclusion i est une équivalence faible en compa-
rant deux tours de brations. Dans la démonstration de la proposition 3.[1.4 dn a déja construit une tour
de brations fAggcalculant I'espace Bimodh¢,,( ; M ). La seconde tour de brations est donnée par les
sous-espaces :

Y1 ¥+l

Cy Top (i;0 [0;1]; M(i;0 Top (i;0); M(i; 0

i=1 i=1
satisfaisant les relations de la dé nition L'application Cy.y ! Cy, induite par la projection, peut
étre obtenue comme le produit bré :

Ci1 —fop (k+2;0) [0;1];M(k+2;c) Top (k+2;0);M(k+2;0) (3.5)

Ci—Iop @ (k+2;0 [0;1]);:MKk+2;¢0) Top@ (k+2;0);M(k+2:0)

avec @ (k+2;0 [0;1])= (k+2;0) fOg[ @ (k+2;0 [0;1]

D'apres le lemme[2.1.22, I'application verticale a droite du diagramme (3.5) est une bration. Comme
le produit bré préserve les bration, I'application  Cy1 ! Cy estaussiune bration. L'inclusion i induit
un morphisme entre les deux tours :
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AOQ-O—AlQO— DD—AKQD—A.MOD—

io i1 i i1

CyQ __c,00 - Q0 00 g, 00

A n de démontrer que l'inclusion i est une équivalence faible, on va prouver par récurrence que
chacune des applications iy est une équivalence faible. Lorsque k = 0, un point dans Cj est la donnée
d'un couple (01.c; 01.0) tandis que les points dans l'image de ip sont les couples véri ant la condition
supplémentaire :

Ouc: (1:9 [0:1]0 M@;0; (D)7 (150
Comme g;.¢( ; 0)= ( 1.c) pour tout point dans Cy, l'inclusion ig induit un rétract par déformation :
H: Co [0;1] ! 0;
HW) el s =0g1c 5t ta);
H(Y)1:0( 3 1)= 9r:0 5 1)
Supposons maintenant que i 1 soit une équivalence faible, aveck > 0. On dé nit Fa la bre au-dessus
de gainsi que F¢ la bre au-dessus de iy 1(g), avecgun pointde Ay 1. On obtient le diagramme suivant :

y= (gl;c; gl;o);tl 7!

Ak 1Q-Q—AkQ-O—FA

i 1 ik Ig

Cx l'O'O_Ck'O'Q_FC

Comme les applications horizontales a gauche sontdes brations, l'inclusion iy est une équivalence faible
si et seulement si l'application ig, induite sur les bres, est une équivalence faible. Or un point dans Fc
est un couple (Ok+1:¢; Ok+1:0) Satisfaisant les relations de la dé nition En particulier, I'application
Ok+1:c envoie toutes les faces de (k+ 1;c) [0; 1] vers le point base ( 1) a lI'exception de la face
(k+1;c) f 1g Notons aussiqu'il n'y a aucune interaction entre les applications gk+1:c €t Gk+1 :o-
D'un autre coté, les points dans I'image de 'application ig sont les couples (Qk+1:c; Ok+1:0) VEri antla
condition supplémentaire :

Oe1;ct (K+1:0 [0;1]1 M(k+1;0; ;) ! (weaso):
A n de voir que l'inclusion  ig induit un rétract par déformation, on introduit 'nomotopie :
H: (+1;¢ [0;1] 1[0;1]!' (k+1;0 [O;1];

décrite dans [24] et que I'on peut illustrer de la maniere suivante :

H( ; 0) H( ; t) H( ;1)
-\‘\ \\

O(k+1 ;5 ¢)

— )

[0;1]

Figure 3.1 — Représentation de I'homotopie H.
En d'autres termes, les points dans I'image de iy coincident avec les couples véri ant :
Or1:c(X5 1) = Geaic H (X51);1 5 pour x2 (k+1;c0)ett2[0;1].
Finalement le rétract par déformation est donné par :
Haz : Fc [0;1] ! c;

71 Ho(Wke1:c(X3 1) = Greric H (X5 1)ty 5 pour (x;t)2(  I)(k+1;0);

= (Geic) Geto); t
Y= (Gosies Getiol i o Ha(W ko1 o0 1) = Gon (X L) pour x2 (k+1;0):

L'espace Bimodhs ( ¢; M¢); Bimody( ; M) estdonc faiblement équivalent & Bimoa( ; M ).
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Théoreme 3.1.6. [13] Soient : Act! M un morphisme deA ct.o-bimodules e{M¢; M,) la paire d'es-
paces semi-cosimpliciaux correspondant. Le couple d'espaces topol(sjigifkk.) ; STo(M,)) est faiblement
équivalent a un&C-algébre explicite :

Bimod,, (AS.o;Mc); (Bimodi, (AS.o; Mc); Bimod, . (Acto; M)) :

Démonstration. Les équivalences faibles proviennent des théoremeg 2.2.25 gt 3.1]2.

3.2 Larésolution de Boardman-Vogt pour les opérades.

Pour démontrer le résultat principal des section 3 et 4, on a besoin d'un remplacement co brant de
A ct.o en tant qu'opérade colorée. Pour cela, on va utiliser une construction introduite par Boardman et
Vogt dans [5], appelée la Boardman-Vogt résolution, permettant d'obtenir un remplacement co brant
d'une opérade symétrique colorée a condition que celle-ci soit -co brante (i.e. co brante en tant que
collection symétrique).

Construction 3.2.1. Apartird'une S-opérade symétrique O, on construitla S-opérade symétrique BV (O)
dont les points sont les classes triplets [T ; fteg; fa,d avec T un S-arbre et fa,gune famille de points de
O indexant les sommets de l'arbre T. Enn, ftegest une famille de réels dans lintervalle | = [0; 1]
paramétrant les arétes internes de l'arbre T. En d'autres termes, BV (O) est un quotient de I'espace
topologique :

pologiq a v v ,

Oer(v); 22 :8i(v); &(V)) [0; 1]
T2S arbresv2V(T) 2 EnY(T)
La relation d'équivalence est engendrée par les conditions suivantes :
i) Siunsommetestindexé par une unité 2 O(s; s) alors on a la relation suivante sur les sous-arbres::

It [l [T

iii) Si une aréte interne est paramétrée par 0 alors on peut la contracter en utilisant la structure
opéradique de O :

opéradique[T; fteg; fa,d [T?; ft%y; fald consiste agre erl'arbre T%surlai-€me feuille de T en conservant
les indexations respectives puis en paramétrant la nouvelle aréte interne par 1.
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On rappelle que I'opérade libre Fs(O) engendrée par O est I'ensemble des couples [T ; fa,d avec T un
S-arbre et fa,gune famille de points de O indexant les sommets de I'arbre T (voir la construction .
On dispose donc d'un morphisme :

:Fs(O)!BV (0); [T;fad 7! [T; flg; fad;

paramétrant toutes les arétes internes par 1. Par construction, I'application  est un morphisme d'opé-
rades colorées symétriques. De méme, on considére I'application :

1BV (0)! O; [T; fteg; fad 7! [T; fOcg; fad;

qui évalue les paramétres indexant les arétes internes a 0. On identi e l'arbre obtenu & une corolle
indexée par un point de O. Grace a la condition (iii), I'application  est aussi un morphisme d'opérades
colorées symétriques.

Théoreme 3.2.2. [0, Proposition 4.5] Soit O une S-opérade symétrique. Si O esb brante et bien pointée
alors les applications : Fg(O) ! BV (O) et : BV (O)! O sontrespectivement une co bration et une
équivalence faible dans la catégorie mode&bperad. Par conséquenBV (O) est un remplacement co brant de
O en tant qu'opérade colorée symétrique.

Remarqu@d.2.3 Dans le cas non symétrique, ilsu tde regarder I'ensemble des S-arbres sans l'indexation
des feuilles par le groupe des permutations et de supprimer la condition ( i) de la relation d'équivalence.
On a pris le parti de présenter la construction générale de la Boardman-Vogt résolution car on aura
besoin de cette version dans le chapitre 6.

Exemple 3.2.4. 1) L'opérade A s, est co brante et bien pointée. Comme le montre Salvatore dans [39],
la Boardman-Vogt résolution coincide avec la subdivision cubique de l'opérade de Stashe D.

2) L'opérade A ct.q estbien pointée et co brante entant que collection. On désigne par WA saBoardman-
Vogt résolution. Comme la restriction a la couleur fermée de I'opérade colorée A ct.g estl'opérade A s,
la restriction de I'opérade colorée WA ala couleur fermée estl'opérade de Stashe . De méme,WA (n; 0
est homéomorphe, en tant qu'espace, au polytope D(n). Plus précisément, la structure particuliére de
A ct.o implique que les points de WA (n; 0) sont indexés par desfo; cgarbres T an feuilles véri ant :

f@v)=c ) f(a(v)) = c8i 2f1;:::;:jvig N
fl@)=0 ) J vi>0;f(gy(v))=oetf(a(v)=c8i2fl v 1g
En d'autres termes, uniqguement les arétes composant le chemin reliant la derniére feuille a la racine

sont indexées par la couleur ouverte. L'opérade WA a été introduite dans [26] a n de reconnaitre les
A, -espaces ainsi que lesA; -morphismes.

8v2V(T) : (3.6)

3.3 SC,-algébre extraite d'un morphisme de O-bimodules

Soit f : Al X une application entre espaces topologiques pointés. On rappelle que la bre homoto-
pigue hofil(f) ainsi que l'espace de lacets X sont équivalents aux produits brés ( I) et (I1) respective-
ment :

Top[O; 1]; X Top[O; 1]; X
(ew;ew) ) (evo;ew) (1
A fé( X — Ik x

On dé nit I'espace de lacets relatif d'ordre2, noté ?(X ; A), comme l'espace de lacets associé a I'espace
topologique hofil(f). Comme les colimites nies commutent entre elles, on aurait pu dé nir 2(X; A)
comme la bre homotopique associée a I'application continue  f: Al X.

Soit :Act! O unmorphisme d'opérades colorées. Comme on I'a vu dans le chapitre 1, a partir du
morphisme  on peut extraire une opérade multiplicative ainsi qu'un morphisme de A s.o-bimodules :

cAs! Oc ;5 a 7' (n)
0c! O ;5 XT! (2:0 1X
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Inversement, si on se donne : As! O un morphisme d'opéradeset :O! M un morphisme de
O-bimodules alors on peut construire une fo; cgopérade pointée dé nie par :

(n;¢g=0(M); pourn 0O ; (n;0=M(n 1), pourn>Q0; (3.7)

et I'ensemble vide pour les autres con gurations d'entrées. La structure opéradique est donnée par :

i: (n;0 (m;g! (+m 1;0;: 97X iy, via la structure opéradique de O;
i (n;0 (m;c)! (n+m 1;0;X; )7 x 'vy; via la structure de O-bimodule a droite,
n: (n;0 (m; 0! (n+m 1;0;X;y) 7" (2)(X;y);vialastructure de O-bimodule a gauche.

Les axiomes liés a la structure opéradique sont véri és a I'exception de I'axiome de I'unité. Pour pallier
ce probleme, on va supposer que notre couple d'applications ( ; ) véri e I'hypothese suivante :

(2) (0);x = (2)x; (o) =x pour x2 (m;o): (3.8)
( (i) = (i)
L'opérade colorée est équipée d'un morphisme : :Act! ; ( f;c) _ (i 1)
i;o) — i .
La composée :As! M induit une structure de A s.g-bimodule sur M. SiM(0) est contractile alors

on sait identi er la semi-totalisation de M a un espace de lacets simple explicite :
sTo(M)'  Bimod,, (As.o; M):

Comme M ne posséde pas nécessairement de structure opéradique, sa semi-totalisation n'a pas néces-
sairement le type d'homotopie d'un espace de lacets double. On va néanmoins montrer que lI'espace
Bimod;Sm(A S.0; M) est faiblement équivalent a la bre homotopique :

hofib Operad, (Acto; )! Operad(As.o;O) ; (3.9)

au-dessus de , provenant de la restriction a la couleur fermée. On commence par donner un modéle
de la bre homotopique (3.9)|en utilisant le remplacement co brant de A ct.o introduit dans la section
précédente.

Dé nition 3.3.1. On dé nit Operad(D ; O); Opera¢o,og(WA ;) l'espace des applications :

On.c:WA (n;0 [0;1]! (n; ©); pour n>0;

On:o: WA (n;0 flg! (n;o0); pour n> 0;
véri ant les relations liées a la structure opéradique :
cOneX P YD) = Oene(Xit) i Onne(yst); pour x2WA (I+15¢c; y2WA (n I;0etl i I+
cOnoX i Y5 1) = 0k10(X5 1) i Onorie(ys 1) pour x2WA (I+1;0; y2WA (n I;0etl i |+ 1
< Onso(X 141 Y5 1) = gie1;0(X5 1) 141 Ono15o(y; 1)pour Xx2WA (I+1;0 ety2WA (n |;0);

ainsi que la condition au bord :
- On:c(X;0)= (n;c) pour x2WA (n; o).
Théoréeme 3.3.2. [13] Soient : As! Ounmorphismed'opéradesetO! M unmorphisme de O-bimodules
véri ant la relation. L'espace Bingo(A S-0; M) est faiblement équivalent a I'espace de lacets relatif :
Operad(A s.o; O); Operadl, (A cto; ) :
Démonstration. C'est une conséquence des propositiong 3.3.14 €t 3.3]5.

Notation 3.3.3 Soient : As.,g ! O un morphisme d'opérades, : O ! M un morphisme de O-
bimodules véri ant I'nypothese (3@ et l'opérade pointée associée. La collection 2 Coli(fo; g,
construite a partir de , est donnée par :

(n; 9= (n;) pour n 0, (n;9= (n;0 pourn>0

et I'ensemble vide dans les autres cas. La séquence posséde une structure defo; cgopérade pointée
provenant de . Par abus de notation on notera par :Act! I'application correspondante.
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Proposition 3.3.4. [13] Soient : As! O un morphisme d'opérades et: O ! M un morphisme de
O-bimodules véri ant la relatior(3:8). On a alors I'équivalence faible :

Bimod} , (As-0; M)' Operad,. (Acto; ):

Démonstration.La démonstration est trés similaire a celle du théoreme B.1.4. Cependant, a cause de
subtilités liées aux choix des remplacements co brants, on redonne les détails de la preuve. Dans le

chapitre 2, on a montré que . est un remplacement co brant de A s.o dans la catégorie des bimodules
SOUS A s.¢. Cela nous a permis d'identi er Bimod/l s}O(A S0; M) al'espaceBimodys,,( ¢; M).

La premiére étape de la démonstration consiste a construire un remplacement co brant alternatif de
A s.q, noté D, tel que I'on ait une application continue :

: Operagy: (WA ; )! Bimodhs,(D; M):

On rappelle qu'un point g2 OperadWA ; ) estladonnée d'une famille d'applications continues :
Onic: WA (n;9!  (njc); x7!' (n); pourn>G0;
On:o: WA (n; 0! (n; o) pour n > 0O

satisfaisant en particulier la relation :

On;oX i Y) = Gi+1:0(%) i On 1Y) = Gi+1;0(X) 0 Cnoiso)s (3.10)
avecx2WA (I+1;0,y2WA (n |;ceti2fl;:::;lg
A n de dé nir une relation d'équivalence sur WA (n; 0) on introduit une relation d'ordre partielle
sur les arétes internes d'un fo; cg-arbre planaire T. Sig, ete, sont deux arétes internes deT alors g < & S'il
existe un chemin reliant une feuille a la racine passant par les deux arétes et sid(s(e;);r) < d(s(e);r) avec
d la distance introduite dans la dé nition 2030ns ensuite larelation d'équivalence sur WA (n; 0
engendrée par :

. te=le; 82 EM(T) indexée par la couleur o;
et
te=le si@y <etelque tg =1g = letf(a)=c

[T;fted [T;fled ,

"W A/ 0o

Il s'agit de montrer que la collection D := fB(n) = WA (n+ 1; 0= g, o, avec par convention D(0) = ;,
est un remplacement co brant de A s.q en tant que bimodule. On commence par dé nir une structure
de A s.o-bimodule sur D en utilisant la structure opéradique de WA

) b, i D(n)! Bn+1) c [T fted 7V [T fted i 2.¢c ,pourl i n,

i) o( ; ):DBMm) Dm)! Dn+m); [Tyg;fted; [Ta;fled 7! [Te; fted ne1 [T2; fled.

avec p.cla corolle a nfeuilles dont toutes les arétes sont indexées par la couleurcet ,.,la corolle dont
uniguement la derniére feuille et le tronc sont indexés par la couleur o. Ces opérations induisent une
structure de bimodule uniguement dans l'espace quotient.

Notons que toute application g 2 Operagy, (WA ; ) passe au quotient et induit un morphisme
§:=fg, : D(N)! M(n)gso préservant la structure de bimodule sous A s.o. Ene et, sionsedonne [T ; ftd
et [T; fled deux points distincts dans la méme classe d'équivalence, alors il existe une aréte interne e
indexée parla couleur cet paramétrée parte, = lg, = 1. Par conséquent, on ales décompositions suivantes :

[T; fted = [Ty1; ft2d i [T2; ft2d et [T; fled = [T1; fl}d i [T2; fl2d;

avec T, le sous-arbre de T ayant pour tronc l'aréte e. Supposons que [Tq; ftid = [Ty; flld. Grace a la
relation (B.10), on a les égalités suivantes :

On+1:0([T; fted)

omool[Tas Fed) 1 a2 50D
grujiol{T1 fted) i Gima;ol(T2: 12)
On+1;0([T; fled)

Si[Ty; ftld et [Ty ; flid sont di érents alors ils doivent étre dans la méme classe d'équivalence. Dans ce
cas on réitére la démarche précédente sachant que ce processus est ni car on a un nombre ni d'arétes
internes. On dispose donc d'une application continue :

:Operagy: (WA ; )! Bimodhs,(D; M) (3.12)

envoyant g sur §.
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Co brant : PosonsD, le sous A s.g-bimodule engendré par ng‘:l avecn > 0. Par convention on note
Do le bimodule Bas,(; ). On doit commencer par montrer que le bord de D(n) est déterminé par BD(n 1)
via la structure de bimodule. Remarquons que I'application quotient WA (n+1;0) ! D(n) préserve le
bord et qu'un pointdans @VA (n+ 1; 0) al'une des formes suivantes :

. [T fted tel que il existe e 2 Ef”‘(T) avecty = letf(e) =0
. [T; fted tel que il existe e 2 EM(T) avecty = L et f(e) = C

Dans le premier cas, le point [T ; fted peut se décomposer sous la forme [Ty; ftid jr,; [T2; ft2d avec T,
le sous-arbre de T ayant pour tronc l'aréte interne e;. Par conséquent, ce point provient des fD(1)g<, via
I'axiome (ii). Dans le second cas, T ; fted posséde une décomposition similaire [ Ty ; ftid  [T»; ft2d avec
i < jT4j. L'axiome (i) et la relation d'équivalence induisent les égalités suivantes :

[T:fted = [To; ftad i [T2: ft2d [Toifted] @ rd = [T ft39 0 jmjd ' 2
Pourunentier n xé, on peuten conclure que D, estobtenu apartirde D, ; comme lasomme amalgamée :

Fe(@) —Fs(A) (3.12)
ﬁ |
Dn 1—/bn

avecA la séquence donnée parA(n) = WA (n+1; o) etlI'ensemble vide dans les autres cas. L'application
d'attachement ¢ provient de la restriction de I'application quotient q: WA (n+1;0!WA (n+1;0)=
au bord @VA (n+ 1; 0) et de la propriété universelle du bimodule libre décrite dans le chapitre 2. De
plus, si n i alors on a I'égalité D,(i) = D(i) et lim,D, = D. Comme l'application @ ! A est une
co bration, D peut étre obtenu par une succession de co brations. Finalement D est co brant dans la
catégorie des bimodules sous I'opérade A s.g.

Contractile : Comme dans la preuve du Théoréme , on peut montrer que B(n) est un CW-complexe
et que le quotient g: WA (n+ 1;0)! D(n) est une application continue entre des CW-complexes com-
pacts. Comme la bre de g au-dessus d'un point est homéomorphe a un produit de polytopes qui est
contractile, I'application g est une équivalence d'homotopie [44] Théoréme principal]. Par conséquent
D(n) est contractile pour n > 0.

Comme D est un remplacement co brant de A s.( en tant que bimodule, on a I'équivalence faible :
Bimod,, (AS.o; M)' Bimodhs,(D; M):

La seconde étape de la preuve consiste & montrer que l'application (§:11)) est une équivalence faible.
Pour cela on va introduire deux tours de brations construites a partir des sous-espaces :

¥1 ¥ Ve oo
A} TopWA (i;0; (i;0 TopWA (i;0; (i;0 et B Top D(i); M(i)
i=1 i=1 i=1

| {z }

réduit & un point

ou AE est le sous-espace des applications satisfaisant les axiomes opéradiques EBE véri ant les axiomes
desA s.p-bimodules, aveck > 0. En d'autres termes,A(k’ et BE sont respectivement les espaces topologiques
Operago: (WA k:1; ) €tBimodys(Dk; M), avecWA .1 la sous-opérade engendrée parfWA (i; ) :"11
etfWA (i; o)gkjll. Comme dans la premiéere section, les projections induisent deux tours de brations :
A(l)Q_O_A(Z)Q_Q_ D_O_A(k)Q_O_Aglo_O_
+

0 00 0 00 00 000 RpO 00
Bl BZ Bk Bk+1
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convergeant respectivement versOperago: (WA ; ) etBimodhs (D ; M). De plus, I'application  induit
un morphisme entre les deux tours de brations :

Ao pgon oo apoD a0 00

1 2 k k+1

BY0O BJ00 00 g0O0 B0 00

avec = limg ¢ = holimg . Pour démontrer que est une équivalence faible, il su tdonc de montrer
par récurrence que chacune des applications | est une équivalence faible. Tout d'abord, remarquons que
les espacesWA (1;c) et WA (1;0) sont réduits a un point qui correspondent aux unités de |'opérade.
Les deux facteurs

TopWA (1;0; (1;0 et TopWA (1;0; (1;0

sont réduits a un point a cause des relations opéradiques et peuvent donc étre ignorés.

L'application ; coincide avec l'identité. C'est donc une équivalence faible. Supposons que  ; soit
une équivalence et xons g un point de AE ,- PosonsFao la bre au-dessus de g et Fgola bre au-dessus
de « 1(g). On obtient le diagramme suivant :

AE 1-0-0—AE-0-0—FA0

k 1

BE 1'0'0—BEQO—FBO

k 9

Comme les applications horizontales a gauche du diagramme sont des brations, I'application estune
équivalence faible si et seulement si ¢ est une équivalence faible. Or d'apres les lemmes[2.2.7 e[ 2.2.13
ainsi que le diagramme (B:12), on connait une description des bres Fao et Feo':

Fao Topie WA (k+1;0); @GVA (k+1;0 ;M(K) ;
Fio Topk: @ a WA (k+1;0; @VA (k+1;0 ;M(K):

On a donc le diagramme commutatif :

Fa —fropperec WA (k+1;0); @QVA (k+1:0) ; M(K)

i

Fe —/fropx@«a WA (k+1;0); @GVA (k+1;0) ; M(K

g

Par conséquent, I'application  est une équivalence faible.

Proposition 3.3.5. [13] Soient : As! O un morphisme d'opérades et: O ! M un morphisme de O-
bimodules véri ant la relatior@). L'espace Oper?bdog(A ct.o; ) estfaiblement équivalent al'espace de lacets
relatif :

Operad(A s.o; O); Operad}, (A cCto; ) :
Démonstration.La preuve de cette démonstration est similaire & la preuve de la proposition On

commence par identi er Operatﬂo_og(A ct.o; ) aunsous-espace du modele de I'espace de lacets relatif,
décrit dans la dé nition 3[3.1,]via l'inclusion :

i © Operagy, (WA ; ) ! OperadD ; O) ; Operagy: (WA ; ) ;
L UG WA 0 9 1 69T (o)
g ' Gho: WA (n;0 flg! (n;0 ; (X;1)7! gn:oX):

Pour démontrer que l'inclusion i est une équivalence faible, on va introduire deux tours de brations.
Dans la preuve de la proposition on a déja introduit la tour de brations nggpermettant de calculer
I'espace Opera(ﬂ‘o, Og(A ct.o; ). Laseconde tour est constituées des sous-espaces :

¥l ¥l

CE TopWA (i;¢) [0;1]; (i;0 TopWA (i;0; (i;0
i=1 i=1
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satisfaisant les relations de la dé nition Les projections induisent une tour de brations convergeant
vers I'espace de lacets relatif. De plus, l'inclusion i induit un morphisme entre les deux tours de brations:

AJOO— 00— 80— pDOR A}, 00—

i1 i2 i i1

CgQQ_CgQ_O_ D-Q—CEQ-Q—C8+1QQ—

A n de prouver que i est une équivalence faible, il nous su t de montrer par récurrence que chacune
des applications iy est une équivalence faible. Tout d'abord, remarquons que les espacesWA (1;c) et
WA (1; o) sont réduits a un point qui coincident avec les unités de I'opérade. Par conséquent, les deux
facteurs

TopWA (1;¢) [0;1]; (1;0 et TopWA (1;0; (1;0

sont réduits a un point & cause des relations opéradiques et peuvent donc étre ignorés.

Lorsque k = 1, un point dans Cg est la donnée d'un couple (gz.c; 92:0) Véri ant les relations de la
dé nition 3.3.1.|En particulier, on a I'égalité gz.¢(x; 0)= ( 1,c). Par ailleurs, les points dans l'image de i,
sont les couples véri ant la condition supplémentaire :

O2.c: WA (2;0 [0;1]! X(2;0); (x;0) 7! (2:0):

L'inclusion i; est un rétract par déformation :

H : C? [0;1] ! ?g;
H(Y)2:c( 2:c51) = G2:c 2:c5t(1 ta) 5

H(Y)2:0( 2:0; 1)= 92:0( 2:0; 1)
Supposons queik 1 soit une équivalence faible, aveck > 1, et xons gun point de A‘k’ ,- On désignera

par Fao la bre au-dessus de g ainsi que Feo la bre au-dessus de ik 1(g). On obtient le diagramme
commutatif suivant :

Y= (92:ic; Qo) ta 7!

AE 1 Q-O—AEQ-O— Fao
ig

i1 i

C), 90— 000 Fo
Comme les applications horizontales a gauche sontdes brations, I'inclusion ix est une équivalence faible
si et seulement si 'application induite sur les bres iy est une équivalence faible. Or un point dans Fco
est la donnée d'un couple (gk+1:c; Ok+1:0) Satisfaisant les relations de la dé nition En patrticulier,
l'application gy+1:.c doit envoyer toutes les faces de WA (k+ 1;c) [0; 1] vers le point base ( k+1:¢) @
I'exception de la face WA (k+ 1;¢) f 1g

D'un autre coté, un point dans I'image de |'application iy sont les couples (@k+1:¢c; Ok+1:0) VEri ant la
condition supplémentaire :

Or1c WA (k+ 150 [0;1]1  (k+1;0; X)) 7' (kerso)

Pour démontrer que iq est un rétract par déformation, on considére un relévement H°du diagramme :

@WA (k+1;c) [01] [0;1]F WA (k+1;¢ [0;1] ngJ%(k+1;c) [0; 1]

—

WA (k+1;¢) [0;1] [O0;1]

L'application horizontale est dé nie comme étant l'inclusion sur le facteur ( WA (k+1;¢) [0;1]) f Og
et envoyant un point (( x; t1); t2) 2 @WA (k+1;¢) [01]) [0;1]vers (x; (1 to)t1). Le relevement HO
existe car l'application verticale est une co bration acyclique tandis que I'espace WA (k+ 1;c¢) [0; 1]
est brant. On peut représenter 'homotopie H®viala gure suivante :
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H'( ;0) H'( 5 1) H( ;1)
- — —
| = —
5 — —

0.1

Figure 3.3 — lllustration de I'nomotopie HC

En d'autres termes, les points dans 'image de ig4 coincident avec les couples véri ant la relation :
Okr1:c(X; 1) = Qe HO (X5 1)1 = (we1:0); pour x2WA (k+1;0ett2][0; 1].

Finalement le rétract par déformation est donné par :

Hy :Feo [0; 1] ! gco;

3 Ho(Vke1:c(X; 1) = Oker:c H (X;t);t1 ; pour x2WA (k;c)ett2]0; 1];

= ol Oke1i)ty T
Y= (Getici Gorio) i 2 Ho(Y)ke1:0(X; 1) = Ge1:0(X; 1); pour x 2 WA (k+1;0):

LespaceOperagy: ( WA ; ) estfaiblement équivalenta  OperadD ; O); Operagy, (WA ; ).

Théoréme 3.3.6. [13] Soient :As! Ounmorphismed'opéradesetO! M unmorphisme de O-bimodules
véri ant la relation . Si les espace (@), O(0) et O(1) sont contractiles alors le couple d'espaces topologiques
(sTofO); sTo(M)) est faiblement équivalent a une algébre s8@s explicite :

?Operad(As.o; O); 2 Operad(A s.o; O); Operad,. (A Cto; )

Démonstration. Les équivalences faibles proviennent des théoremeg 2.2.25 6t 3.3|2.

3.4 SC,-algébre extraite d'une opérade pointée

Soient : Act! O un morphisme d'opérades colorées et (O¢; Oo) le couple d'espaces semi-
cosimpliciaux associés. D'apres I'exemple [1.4.3, l'application  est aussi un morphisme de A ct.o-
bimodules. Le résultat de la section @ a rme que si O(0; c) est contractile alors le couple d'espaces
topologiques (sTo{Og) ; sTo(O,)) est faiblement équivalent a une SCj-algebre :

Bimod}, (Asw0;Oc); Bimody, (Asso; Oc); Bimod, . (A ct.o; O)

Sion suppose que lI'espaceO(1; ¢) est contractile alors on sait identi er Bimod; S>O(A S-0; O¢) @ un espace
de lacets explicite Operad(A s.q; Oc) grace aux travaux de Dwyer-Hess [14] et Turchin [49]. On va
montrer qu'il est possible d'adapter la démonstration de Turchin a n d'étendre ce résultat au cas coloré
en remplacant I'opérade associative par I'opérade A ct.o.

Proposition 3.4.1. [13] Soit :Act! O unmorphisme déo; cgopérades avec(D; c) et O(1; o) deux espaces
contractiles. L'espace Binfpgm(A ct.o; O) estfaiblement équivalent al'espace de Iacélpera(}fo, Og(A Ctsg; O).

Démonstration.On va montrer comment adapter la preuve du théoreme Selon les notations de
Turchin [49], BD est un remplacement co brant de A s.q, en tant que bimodule, muni d'une application

continue :
c: Operag:D; Oy ! Bimods,(BD; Oc)' Bimod,ls>0(A S0, Oc);

envoyant un lacet f vers le morphisme de bimodules é En utilisant des tours de brations, Turchin a
démontré que l'application . est une équivalence faible a condition que I'espace O(1) soit contractile.
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L'application . est obtenue grace a la construction de BD comme un recollement de polytopes
indexés par des fcgarbres planaires an feuilles. Plus précisément, si T est un fcgarbre planaire alors on
dé nit BD(T) comme le produit des deux espaces :

oM=< D

v2V(T)
n(T) = fity@ovm ity 2 [0; 1] etty, ty, Sivi<veg [0; 1V,

ol v; < v, s'il existe un chemin reliant une feuille a la racine passant par les deux sommets avec
d(vy; r) < d(vz; r). On notera un point de BD(T) sous la forme fx, ; tygavecfx,g 2 p(T) etfty,g 2 N(T).
Ainsi, pour tout lacet f 2 OperadD ; O.) et pour tout fcgarbre planaire T a n feuilles, on dé nit par
itération l'application :

f

Tt BD(T) ! O(n; o)

fxy; tvg 7! JrJ(Xr ) T c(fxl tl@ ..... m;c(ijrj; tm@ :

avecT,; le sous-arbre deT ayant pour tronc la i-eme entrée de la racine. On dispose d'un ordre partiel sur

I'ensemble desfcgarbres donné par Ty < T, si T, peut étre obtenu a partir de T, en contractant des arétes

internes. On notera T, I'ensemble partiellement ordonné constitué des arbres a n feuilles. L'espace BD

est construit comme la colimite : [

BD(n) = BD(T):
T2T,

Par constructg)n la structure opéradique de D induit une structure de A s.qo-bimodule sur BD et I'appli-

f
cation . = est un morphisme de bimodules.

T,
T2T,
Comme on dispose des homéomorphismes WA (n;c) WA (n;0 D(n), un remplacement co -
brant de A ct.¢ en tant que bimodule est donné par la collection :

BDio;(N; ©) = BDso;(N; 0) = BD(N) pour n>0;

et 'ensemble vide pour les autres con gurations d'entrées. De la méme maniére que dans le cas non-
coloré, on peut construire une application :

Operagy; (WA ; O)! BIiMoth ct,,(BDso;cg; O) Bimod,lctw(A Ctso; O);

envoyant un lacet f versle couple ( ¢; o). Pourdécrire I'application , on abesoin d'une décomposition
de BD+o.; (N ; 0) en polytopes indexée par des fo; cgarbres planaires véri ant la condition (3@.

PosonsT 2I'ensemble partiellement ordonné constitué des fo; cgarbres planaires an feuilles véri ant
la condition (@) avecT; < T, si Ty peut étre obtenu a partir de T, en contractant des arétes internes.
Pour T 2 T %, on dé nit 'espace BDyo:(T) comme le produit des deux espaces :

p(T) = e WA n; e(V) ;
v2V(T)

n(T) = ffty@ovm ity 2 [0; 1] etty, ty, Sivy<vog [0; 1JV(T:
Ainsi, pour tout lacet f 2 Operagy. (WA ; O) et pour tout élément T 2 T 9, on dé nit I'application :

;;0: BDfo;oT) ! O(n; o);

it 70 figoles t)  p (X tig;:::; | SN (R L O(ij”'; tig ;
I
Au nal, le couple d'applications ( é; j,), avec ; =] ;,o, forme un morphisme de bimodules colorés.

En utilisant les mémes arguments que Turchin, on peut montrer que  est une équivalence faible a
condition que les espacesO(1; ¢) et O(1; o) soient contractiles.

Remarque3.4.2 Dans [37], Robertson a démontré une version plus générale de la proposition en
étendant le résultat pour des opérades colorées autres queA ct. Pour cela, elle utilise une méthode moins
combinatoire basée sur les travaux de Dwyer-Hess [14].
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Théoreme 3.4.3. [13] Soit : Act! O un morphisme d'opérades colorées avée;© ' O(1;¢) '
et O(1;0 ' . Si (O¢; Oy désigne le couple d'espaces semi-cosimpliciaux correspondaalogs la paire
(sTol(Oc) ; sTo(Oy)) est faiblement équivalent a u&,-algébre explicite :

20Operad(A s.o; Oo); 2 Operad(As.o; Oc); Operatﬂo;og(A Ctso; O)

Démonstration. D'aprés le théoréme[2.2.25 sTo{O.) est faiblement équivalent a I'espace de lacets double
20perad(A s.o; Oc). Pour démontrer la seconde équivalence faible, remarquons que l'on a le dia-
gramme commutatif suivant :

Operagy; (WA ; O) ——/Bimoth ct,,( ; O)
(P2) Py
OperadD ; O;) ——/Bimodhs.,( ¢; Oc)
avecp; et py les applications issues de la restriction a la couleur ctandis que et .sontles équivalences
faibles introduites dans la preuve de la proposition Comme les bres homotopiques commutent
avec les limites homotopigues nies, on a la succession d'équivalences faibles :
Bimodvs,,( ¢; Oc); Bimodye,( ;0) ' hofibBimodyc,( ; O) P Bimodys,,( ¢; Oc) ;
' hofib Operagy, (WA ; O) 1™ OperadD: O) :
' hofib Operagy, (WA ; O) I OperadD ; O) ;
' 2 OperadD ; Oc) ; Operagy: (WA ; O) ;
' 2 Operad(A s-o; O¢); Operaq),og(A Ctso; O) :
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Application a I'espace des entrelacs

Dans une série d'articles [41,[42] 48], Sinha a démontré que I'espace des longs nceuds danR" modulo
les immersions, noté L ; ., dispose d'un remplacement cosimplicial & condition que la dimension de
I'espace d'arrivée soit strictement supérieure a 3. Ce remplacement cosimplicial provient d'une opérade
multiplicative, appelée I'opérade de Kontsevich, qui fut initialement introduite dans le but d'avoir une
résolution co brante de l'opérade des petits cubes. Grace a cela, on sait identi er I'espace L., & un
espace de lacets double explicite.

Par la suite, Munson et Voli€ ont démontré dans [35] que I'espace des longs entrelacs modulo
les immersions, noté L ., posséde aussi une résolution cosimpliciale pouvant s'exprimer comme un
"décalage" de l'opérade de Kontsevich. L'objet ainsi obtenu ne posséde pas de structure opéradique.
Cependant, Dwyer et Hess ont montré dans [L5] qu'il est muni d'une structure de bimodule sous
l'opérade associative. Par conséquent,L y., a le type d'homotopie d'un espace de lacets & condition que
n> 3.

Dans ce chapitre, on rappelle la construction de l'opérade de Kontsevich et ses liens avec les espaces
de noeuds et d'entrelacs. Ensuite on montrera que le couple (L 1.5 ; L k.n) est faiblement équivalent a une
SC,-algebre explicite. On verra que ce résultat découle du fait qu'on peut construire une SC,-algebre a
partir d'une opérade symétrique multiplicative.

4.1 Espace des longs nceuds et opérade de Kontsevich

L'espace des longs nceuds Emhk(R ; R"), est constitué des plongements coincidant avec le plongement
standard, x 7! (x;0;:::;0),endehorsd'uncompact. Lorsquen 3, Budney montre dans [8] que cetespace
est une Cy-algébre et donne une interprétation de l'opération commutative & homotopie prés. Le produit
provient de la concaténation de deux nceuds tandis que la commutativité & homotopie pres s'interprete
comme le fait de "glisser" un nceud dans l'autre.

CN__ O

> o/

Figure 4.1 — lllustration de la commutativité du produit de deux nceuds de tré e.
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A partir d'un espace topologique pointé ( X ; ), on peut construire un espace cosimplicial X = fX" =
X "g o dont les cofaces et les codégénérescences sont dé nies de la fagon suivante :

SoXME XML (X iiniXn) 7! 8 (X150 X Xis2 153 Xn)  pour i 20; 5 1g
% (5X25:10:%n) pour i = 0;
d:X"t XML (XqpiiiiXn) 7! 3 (X1 700X X500 Xn) pour i 2f1;:::;ng
(X1;:00%n; ) pourl—n+1.

Si on désigne le pole sud s comme point base de la sphére S" ! alors Sinha montre dans [43] qu'un
remplacement cosimplicial de Emky(R ; R") est donné par le produit de (S" 1) avec I'espace cosimplicial
associé a l'opérade multiplicative de Kontsevich. L'objet cosimplicial ainsi obtenu ne provient pas d'une
opérade multiplicative & cause du facteur (S" 1) . Pour remédier a ce probléme, notons que (S" 1)
est une résolution cosimpliciale de I'espace des longues immersions, noté Imm¢(R ; R"), constitué des
immersions coincidant avec le plongement standard en dehors d'un compact. On va étudier la bre
homotopique :

n = hofib Emh(R;R")! Imm(R;R") : (4.1)

En prenant la bre homotopique, on élimine les informations provenant de I'espace tangent dans
Emk(R ; RM). Ces informations correspondent exactement au facteur (8" 1) . Sinha obtient ainsi le résul-
tat suivant :

Théoréme 4.1.1. [42, Corollaire 1.2] Lorsque r 3, la totalisation homotopique de I'espace cosimplicial associé
a l'opérade de Kontsevich est faiblement équivalént. A

Il est possible de dé nir les opérades réduites comme un foncteur covariant partant d'une catégorie
d'arbres a valeurs dans une catégorie symétrique monoidale. Dans [42], Sinha a pu ainsi donner une
version plus combinatoire de l'opérade de Kontsevich dans le cas non symétrique en passant par
l'opérade "choose-two". Dans cette section, on rappelle la construction de Sinha et on introduit I'action
du groupe des permutations sur l'opérade de Kontsevich. On commence par introduire la catégorie
d'arbres qui va encoder la structure des opérades réduites.

Dé nition 4.1.2. On introduit la catégorie  dont les objets sont les arbres planaires sans sommet
univalent. On dispose d'un morphisme fr.7o entre les arbres planaires T et T? si TY peut étre obtenu

a partir de T en contractant un ensemble d'arétes autres que le tronc. On notera , la sous-catégorie
constituée des arbres planaires an feuilles. Cette sous-catégorie posséde un objet terminal, noté |, donné

par la n-corolle. Par convention et ; sontconstitués d'un seul objet.

< \

Figure 4.2 — Exemples de morphismes dans 4.

Dé nition 4.1.3.  Une opérade réduite dans une catégorie symétrique monoidale (C; ;1) estladonnée
d'un foncteur covariant O: ! C vériantles conditions suivantes :
(1) O(T) = O( ). (2 0(1)=0(0o=1,
v2V(T)

(3) si une aréte g autre que le tronc, est l'unique aréte entrante d'un sommet VO alors I'application

issue de la contraction de e notée O(fiy) est l'identité sur le facteur 0O( ,) tensorisé avec
Vv, V

l'isomorphisme | via la décomposition (1),
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(4) siSestun sous-arbre deT et fs.o, fr.70 SONt deux morphismes contractant les mémes arétes alors
O(fr;10) = O(fs;) id;

Remarqué.1.4 Les dé nitions 1.1.10]et sont équivalentes. En e et, a partir d'un foncteur covariant

O: ! C ,ondénitla collection fO(n) := O( n)g o d'objets de C. Ainsi dé nie, la collection est

pointée par l'unique élémentde O( 1) = |I. Les morphismes de la catégorie induisent les compositions
opéradiques. La condition (4) garantit les axiomes opéradiques tandis que la condition (2) implique que

I'opérade est réduite. La condition (3) est équivalente a I'axiome de l'unité.

Exemple 4.1.5. L'opérade associative
Soit(C; ;1) une catégorie monoidale. Le foncteur correspondant a I'opérade associative, notéAs: !
C, est dé ni de la fagon suivante :

AS( n) = et AS(fT;TO) =id:

Notation4.1.6 La catégorie des ensembles nis est notéeFSetsSiSest un objet deFFSetsalors S, = Stf +g
est I'ensemble obtenu a partir de S en ajoutant un point base. On désignera par Ci(S) I'ensemble des
k-uplets distincts formés a partir de S:

C(S:=f(s)2S js, ssii, g

Dé nition 4.1.7. Soit T un arbre planaire. Le sommet joint entre les feuilles indexées par i et | est le
premier sommet commun aux chemins reliant les deux feuilles & la racine. On dé nit I'application qui
associe a un couple de feuilles (; j) le couple d'entiers (J,(i); J,(j)) avecv le joint entre i et j tandis que
J (i) est la numérotation de l'aréte entrante de v connectée a la feuillei issue de la structure planaire de
l'arbre.

@) 7 (2); 134)
;3 7 (1;3)
(2;5) 7! 1;3)
3;4) 7 1;2)
BG;7 7 1;2
4,7 7 (1;2)

Figure 4.3 — lllustration de I'application.

Dé nition 4.1.8. L'opérade "choose-two"

Soit T un arbre planaire. L'opérade "choose-two" est dé nie comme le foncteur : ! FSet8Pvériant:
W .
(M= Co(f1;::1;5jvig+
v2V(T)
(
(T! o) Co(fl;:::5jTjg+ ! Co(f1;::1;5jvig+ (5 1) (L) fl’(J))’

+ 7 +:

v2V(T)

Si X est un espace topologique alors on peut lui associer le foncteur X : FSet§?! Topenvoyant un
ensemble ni Svers l'espace topologique XS constitué des familles fxsgos de points de X indexés par S.
Sif:S ! S estun morphisme d'ensembles nis, alors on a:

XTiXZ 1 XS fxeGes, 7! f XrgOes,:

A partir de I'espace topologique X, on construit I'opérade topologique Op(X) comme le foncteur cova-
riant :

IEseter = rop (4.2)
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Sinha construit 'opérade de Kontsevich comme une sous-opérade de Op(S" 1), pour n 2. L'opérade
de Kontsevich est initialement obtenue comme une compacti cation de I'espace de con gurations :

E(R" = f(x) 2 (R jxi, xjsii, jo;

ou la relation d'équivalence est engendrée par les translations et les dilations. La compacti cation est
dé nie grace a l'application :

G BRY L (e
(%) o XN
i X

comme l'adhérence de l'image de l'application . Pour décrire la structure opéradique de K, on va
utiliser l'opérade "choose-two". Pour cela, on a besoin d'une caractérisation des points de K (k) comme
sous-espace de & 1)K,

Dé nition 4.1.9. i) Une k-chainedans un ensemble S est la donnée d'une collection de couples de la
forme

i) Un point (uij) 2 (8" 1K) est dit "three dependentsi pour tout 3-lacet L il existe des scalairesa; 0,
non tous nuls, tel que : X

a-jui,- =0
(2L
iii) Si S est un ensemble ordonné de cardinal 4 alors on peut associer a chaque 3-chaine stricteC, une
permutation (C) encodant I'ordre d'apparition des éléments.
Ex:SiS= f1;2;3;4get C = f23,31; 14galors (C) = (2314).

On dé nit le complémentaire d'une 3-chaine stricte  C comme I'unique 3-chaine stricte C (a inversement
pres) issue des paires d'indices non-utilisées dansC.
(

i — fo o, C =11224,43g
Ex: SiC = 23,31, 14galors C = 3442 21g

0 10 1
X _ Y Y
( 1) ©) ujj 1V uj wg = 0;
H)rie |

C2C3(9) ;j)2c
avec C3(S) I'ensemble des 3-chaines strictes modulo les inverses.
v) Un point (uij) 2 (S" 1)K est dit antisymétriquesi uj = uj pour i < j.
Proposition 4.1.10. [42, Théoréme 4.4 ,(K) est le sous-espace & 1)K constitué des points antisymé-
triques, three dependent et four consistent.

Sinha démontre dans [42] que les points antisymétriques, three dependent et four consistent sont
préservés par la structure opéradique de (S )%(K) issue de la composée [(4.2). DoncK , est une sous-
opérade de (S" 1)) multiplicative et le morphisme d'opérade  : As! K , envoie  vers le point
(uij) 2 Kn(K) dé nipar u; = spour i< j. De plus, le groupe des permutations  agit naturellement sur
les points (u;;) 2 Kn(k). Ene et,pour 2 ,ondénit u delafagon suite :

(u )i =uqg

Comme la permutation d'une 3-chaine (stricte) est toujours une 3-chaine (stricte), u  estantisymétrique,
three dependent et four consistent. De plus, cette action est compatible avec la composition opéradique.
D'ou la proposition suivante :
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Proposition 4.1.11. L'opérade de Kontsevidd, est une opérade symétrique réduite multiplicative dont la
structure opéradique provient de I'opérade "choose-two".

4.2 SC,-algeébre obtenue a partir d'une opérade symétrique

On va démontrer dans cette section que I'on peut extraire un couple d'espaces faiblement équivalent
a une SC,-algébre explicite a partir d'une opérade topologique symétrique multiplicative. On utilisera
pour cela la dé nition des opérades symétriques O. Cela revient a se donner une collection
symétrique pointée fO(n)gmunie de compositions opéradiques.

Dé nition 4.2.1.  Soit O une opérade symétrique. Pour k> 0, ondé nit  (O) comme la collection :
k(O)(N)=0(k n); pourn O

Lorsque k > 1, ((O) n'est pas nécessairement une opérade. En eet, si I'on suppose que (O)
posséde une telle structure alors I'espace ((O)(1) = O(k) doit étre un monoide topologique associatif et
donc avoir le type d'homotopie d'un espace de lacets. Cependant, dans le cas particulier de l'opérade

de Kontsevich, Sinha a montré dans [41] que I'espaceK (k) est faiblement équivalent a €(R"). Or, on
sait que ce dernier n'a pas le type d’homotopie d'un espace de lacets grace au calcul d'homologie des
espaces de con gurations [9].

On va néanmoins montrer que (O) posséde une structure de O-bimodule. En utilisant la structure
opéradique de O, la structure de bimodule a droite sous l'opérade O est donnée par :

kO)(n) O(m) ! kKO)(n+m 1)
x;y) 70 (X g nY) itk 2nY) iY);

On peutinterpréter un pointde O(n) comme une opération a n parameétres tandis qu'un pointde  ,(O)(n)
s'interprete comme une opération avec k blocs de n parametres. Ainsi, la structure (:3) consiste a gre er
le point y sur la i-eme entrée de chacun desk blocs.

(4.3)

Dé nition 4.2.2. On xe les entiers naturels k;ny;:::;nm. Unentier p2 f1;:::;k(ng +  + ny)gs'écrit de
maniére unique sous laforme p=1;ny + lona+ + Iy + g, avecl; 2 f0;::: kg véri ant :

. sili, Oalorsl; = kpour j<i,

. sili, kalorsl; = 0pour j>i,

. siS=maXijl; = kgalorsq ng1.
Via cette écriture, on dé nit la permutation  (K;n1;:::Nm) 2 kny+ +n,y Parlaformule :

p7! lg(ni+ +np)+ni+  +n51+0
( .
_ 1 si tous les |; sont nuls;
avec s= . L
minfijl; , Og sinon:

Par exemple, lorsque m = 2, on dispose dek blocs de n; éléments suivis de k blocs de n;, éléments. La
permutation (k;n1;ny) va intercaler les blocs comme le montre la gure (@.

Bloc 1-n4| ee e | Bloc k-n,| | Bloc 1-n,| ee e | Bloc k-n,

&0(k;n1,nz)

Bloc 1-n4| [ BloCc 1-n,| eee eee | Bloc k-n,| | Bloc k-n,

Figure 4.4 — lllustration de la permutation  (k; n1; ny).

En utilisant la symétrique de I'opérade O, on dé nit la structure de bimodule a gauche de  ((O) via la
formule suivante :

1:0(m)  «(O)(n) K(O)(m) ! kO)ni+  + np);

G YL it Ym) 7! Gy inym) (kngiinng): (4.4)
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Proposition 4.2.3. Soit O une opérade symétrique. Les opérat{dd) et (4:4) font de (O) un O-bimodule.

Démonstration.L'axiome de l'unité C1 est véri & grace a la structure opéradique de O et au fait que
(1;n) 2 , correspond & la permutation triviale. De plus, I'axiome de l'associativité a droite C2 est
Véri é grace aux axiomes opéradiques. L'axiome C3 provient d'une propriété de compatibilité entre la
structure opéradique et la structure de groupe des composantes de
.l 1..... p p H
(knp+ +niiinng+ 4+ nip) (id

p?

A S B

on répete k fois le bloc

Au nal, la séquence ((O) possede une structure de O-bimodule mais ce n'est pas su sant pour
construire une SC-algébre a partir du couple (O; ¢(O)). On va maintenant supposer que I'opérade O
est multiplicative. Cela signi e qu'il existe un morphisme d'opérades non symétriques 1:As! O.
Grace a cette application, on dispose du morphisme :

2:0! k(O) ; X7V 1(W)0::5x): (4.5)

Par construction, l'application , préserve uniqguement la structure de O-bimodule a droite. On ne peut
donc pas utiliser le théoréme avec le couple de morphismes ( 1; ). On anéanmoins la proposition
suivante :

Proposition 4.2.4. Soient O une opérade symétriqgue multiplicative et: As! O le morphisme d'opérades
associé. Si, désigne l'applicatioifd:5) alors la composée :

2 1:As!  (O);
est un morphisme d& s-bimodules.

Démonstration. Comme la collection (O) est un O-bimodule, elle posséde aussi une structure de bimo-
dule sous l'opérade A svia le morphisme d'opérades 1. Comme l'application ; préserve la structure
de bimodule a droite, la composée , 1 est un morphisme de A s-bimodule a droite. Il reste donc a
véri er la commutativité du diagramme :

Agm) A sn) A sim)—Asm)  (O)(n) (O)(Nm)

As(n+  +npy) IOy +  +npy)

Or, on a les égalités suivantes :

1
=~
3
>
=
S
3
N—r
=~
=]
=
=]

3
N—r

S ﬂm) :

1
N
3
—~
>
=

D'ou le résultat.

D'aprés les résultats de Dwyer-Hess [14] et Turchin [49], on sait que le bimodule ((O) posséde une
structure semi-cosimpliciale et que sa semi-totalisation est faiblement équivalente a un espace de lacets
explicite. A partir du couple ( O; ((O)), on construit I'opérade colorée  dé nie par:

(n;c)=0(n); pourn 0 ; (n;0= (O)(n 1); pour n> 0; (4.6)
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et I'ensemble vide pour les autres con gurations d'entrées. La structure opéradique de est similaire a
la construction de I'opérade (B:7). Tous les axiomes sont véri és y compris I'axiome de I'unité. Ene et,
l'unité de (1; 0) = O(0) est obtenue comme l'image de ¢ via l'application ;.Six2 (n;0)alorsona
les égalités :

X n 1(0)= 1(2X; 1(0) = (kn;0) 1(2)X; 1(0)=x (4.7)
De plus, on dispose d'un morphisme d'opérades :
Act! .( (i:= a(i) pour i O

' (i;0= 2 (i 1); pouri>0:
En appliquant le théoréme B.4.3, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 4.2.5. Soient O une opérade symétrique multiplicative ef'opérade colorée assoo@). Si les
espaces () et O(1) sont contractiles alors le coup(seTo{O); sTof{ (O))) est faiblement équivalent a une
SC,-algebre explicite :

?Operad(As.0; 0) ; 2 Operad(As.o; O); Operad,. (Acto; )

4.3 FEtude de I'espace des longs entrelacs

L'espace des longs entrelacs & > 1 brins, noté Emh(t R ; R"), est constitué des plongements dont
la restriction a la i-eme composante coincide avec le plongementx 7! (x;i 1;0;:::;0) en dehors d'un
compact. Contrairement a I'espace des longs nceuds, l'espace des longs entrelacs & brins possede
uniguement une structure d'algebre sous l'opérade C;. On dispose donc d'une opération associative a
homotopie prés qui peut s'interpréter comme la concaténation de deux longs entrelacs a k brins.

/ A\ \(?S/
o Xﬁﬁ_

Figure 4.5 — Exemple de la concaténation de deux longs entrelacs a 3 brins.

Comme on peut le voir sur la gure 4[ -5, il semble di cile de permuter les deux entrelacs a cause de
I'enchevétrement des brins. Il existe néanmoins un cas de gure ou la concaténation est commutative a
homotopie prés. On introduit le morphisme d'algébres associatives a homotopie preés :

&
Emh(R; R™ ! Emh( R;R"); (4.8)
i=1

qui consiste a prendre k répliques du méme long nceud. L'application (4 :8), ainsi dé nie, est centrale a
homotopie prés. Cela signi e que la concaténation de deux entrelacs commute a homotopie pres si l'un
d'eux provient d'un long nceud. Cela suggére que le couple formé par les longs noeuds et entrelacs est
une SCy-algébre.

¢ @‘_\
:/\r:&)\—/‘:
4 CP
N —iy— N\ —
> I e

Figure 4.6 — lllustration de la commutativité avec le nceud de tré e.
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Munson et \Voli¢ ont remarqué dans [35] que I'étude des longs entrelacs a k brins consistait a itérer k
fois les constructions introduites par Sinha dans [41, 42, 43]. L'analogue des espaces cosimpliciaux, dans
le cas des entrelacs & brins, est la notion d'espace k-cosimplicial.

Dé nition4.3.1. Onnote ( )¥le produit kfois itéré de la catégorie . Un espace k-cosimpliciest la donnée
d'un foncteur covariantde ()X vers les espaces topologiques. S'il n'y a pas d'ambiguité sur I'entier k, on

notera X un espacek-cosimplicial. C'est donc la donnée d'une famille d'espaces :

xIPl avec! '] = (pad::2lpd) 2 (%

munie d'applications, appelées cofaces et codégénérescences, notées :

(id;:::'d] """ sid) - X@dEpd) o X (et alEdpd)  pour j 210 kgeti 20,1 + 1g
(

o HE - T siid) o X@Pdited) o ) @Pdde Epd) pour j2f1;iiickgeti20;iiip 19

véri ant des relations semblables aux relations cosimpliciales.

Exemple 4.3.2. SiX estun espace cosimplicial alorsX désigne I'espacek-cosimplicial :
XPr=xr P avec'[p] = (Ipa:iiilpd) 2 ()

. . ! . .. < . . o
En patrticulier, est I'espacek-cosimplicial obtenu a partir des simplexes. Inversement, si X est un
espacek-cosimplicial alors on introduit I'espace cosimplicial diagonal :

Diag(X )" := X(=D:  pour n 0
Les cofaces et les codégénérescences sont dé nies de la fagon suivante :
d :Diag(X )"! Diag(X )™ : xT7! x (di::::d)(x); pour i 2f0;:::: n+1g
s :Diag(X )"! Diag(X "1 : x7! X (s:::::8)(x); pour i2f0;:::; 1g

I
Dé nition 4.3.3. LaI k-totalisgtion d'un espace k-cosimplicial, noté Tot,(X ), estI'espace des transforma-
tions naturelles de =~ vers X . On notera hoTof le foncteur dérivé associé a lak-totalisation.

Proposition 4.3.4. [52, Proposition 8.1] Soit' X un espace k-cosimplicial. L'application diagonalé ( )X
induit une équivalence faible :

sTo(Diag(X ))' hoTok(X ):

Dé nition 4.3.5. Soient O une opérade symétrique multiplicatiye et :As! O le morphisme d'opé-
rades associé. A partir de O, on dé nit I'espace k-cosimplicial O,

O =0+ +pd; avec'lp] = (Ipuli::5ilpd) 2 ( )
Les cofaces et codégénérescences sont données par les formules :

L0, (idizisiid) tO(p+ +p)! O+ + (B D+ +po);

X7V X p +pj 1+i+l (o)

O, (idyoiisd s Sid):O(r+  +pd! O(pr+ +(p+1L)+ +p;
8 . .
g( (2) 2x) [pa+t +pja] sii=0;
X7 X pi+ +pj o+ ( 2) Sii 2f1,pjg

( (2 1x) [+ +p] sii=p+1L
avec [i] la permutation dé nie par :
8 .
% sij=1;
§ i 1 sil<j i
j sii<j

[i1()) =
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Munson et V0|if|3 ont montré que la k-totalisation homotopique de I'espace k-cosimplicial provenant

|
du produit de ( Kp), et (S" 1) est faiblement équivalent & I'espace des longs entrelacs. D'aprés ce qui
précede, on a les équivalences faibles :

(} ] | | 1
Emk( R;R")' hoTok (Kn), ("% ' sTotDiag((Kn), ("1 ):
i=1

Comme dans le cas des longs nceuds, I'espace cosimpliciaDiag((K n')2 s 1I) ) ne peut pas provenir
|

d'une opérade multiplicative ou d'un bimodule pointé & cause du facteur ( S" ) . On va donc regarder
I'espace des entrelacs & brins modulo les longues immersions :

& &
Lk.n:=hofib Emh( R;R"™! Imm( R;R"):
i=1 i=1
En prenant la bre homotopique, on élimine le facteur ( S" l|) . On obtient ainsi le résultat suivant :
Théoréme 4.3.6. [35, Théoréme 5.17] Lorsque>n3, L ., est faiblement équivalent & sTotag((K n‘)2 ).

Par ailleurs, K, est une opérade symétrique multiplicative. D'apres la proposition 4.2.4, le bimodule
k(K ) est pointé et possede donc une structure cosimpliciale. La proposition qui suit permet d'identi er
la semi-totalisation de (K ,) a I'espace des entrelacd. k..

Théoréme 4.3.7. Sin> 3alors le coupléL ; . ; L k.) est faiblement équivalent & us€,-algébre explicite :
?Operad(As.o; Kn) ; 2 Operad(As.o; Kn); Operad, (Acto; ) ;

avec l'opérade pointée obtenue a partir du coyillg; «(Kp)) via la construction 4.6.

Démonstration.Comme K, est une opérade symétrique multipli'cative, k(Kn) posséde une structure
cosimpliciale. Remarquons alors que les objets (K ) et Diag((K ), ) sontisomorphes en tant qu'espaces
cosimpliciaux. En e et, on a les égalités suivantes :

et les structures cosimpliciales coincident. Il su t d'appliquer le théoréme 4.2.5 au couple (K, ; «(Kn))
pour obtenir le résultat.
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Suites spectrales associées a une opérade pointée

A tout espace semi-cosimplicial X , on peut associer un espace vectoriel di érentiel gradué en
prenant I'hnomologie singuliére de la semi-totalisation sTo{(X ). On peut aussi lui associer I'hnomologie
de Hochschild du bicomplexe fC3(X9)gyq o (voir la dé nition 1.5.8) que I'on notera HH (X ). Dans [7],
Bous eld explicite un morphisme entre ces deux objets :

"tH(sTo(X ))! HH (X); (5.2)

et énonce les conditions pour que ' soit un isomorphisme. Si I'espace semi-cosimplicial provient d'une
opérade multiplicative alors sTof(X ) est faiblement équivalent & une C,-algebre. Par conséquent, I'ho-
mologie singuliere possede une structure de Gerstenhaber décrite explicitement par Sakai dans [38].
Sous les méme conditions, Gerstenhaber et Voronov montrent dans [19] que I'homologie de Hochschild
possede aussi une structure de Gerstenhaber explicite. De plus, I'application (5:1) est un morphisme
d'algébres de Gerstenhaber.

La suite spectrale de Bous eld permet de calculer 'homologie singuliere de la semi-totalisation
sTof(X ). Sil'espace semi-cosimplicial provient d'une opérade multiplicative alors la suite spectrale pos-
sede une structure de Gerstenhaber. Par conséquent, si la suite spectrale converge, on peut se demander
si elle calcule I'homologie singuliere en tant qu'algébre de Gerstenhaber. Comme l'explique Salvatore
dans [40], il est important de comprendre le morphisme (5 :1) car la page E? de la suite spectrale de
Bous eld correspond & I'homologie de Hochschild.

Dans ce chapitre, on va étendre ces résultats au cas coloré. A partir d'un couple d'espaces semi-
cosimpliciaux (X ; X,), on dispose des couples d'espaces vectoriels di érentiels gradués :

(H (sTo(X,)) ; H (sTot(X,))) et (HH (X¢) 5 HH (X,)); (5.2)

correspondant respectivement aux homologie singuliéres et aux homologies de Hochschild. On montrera
que si le couple d'espaces semi-cosimpliciaux provient d'une opérade pointée alors les deux couples
d'homologies (5:2) possédent une structure de sg-algebre explicite et que I'application de Bous eld in-
duit un morphisme de sg-algébres. On termine ce chapitre par I'étude des suites spectrales de Bous eld.
On énonce notamment un critére permettant de faire le lien entre le couple d’homologies singuliéres issu
d'une opérade symétrique multiplicative topologique et la page E? des suites spectrales de Bous eld.

5.1 Structure de sc-algebre sur le couple d'homologies singulieres

Soient O une fo; cgopérade et : Act! O un morphisme de fo; cgopérades. On désignera par
(O¢; Oy) le couple d'espaces semi-cosimpliciaux associé a l'application (voir I'exemple 1.2.3). D'aprés
le théoréme 3.4.3, le couple d'espacesgTo{O.) ; sTo{O,)) est faiblement équivalent a une SC-algebre.
Par conséquent, le couple d'espaces vectoriels gradués :

(H (sTo{(O)) ; H (sTo{Oy)));

est une sg-algébre. L'objectif de cette section est de construire explicitement cette structure. Comme
sTo{O.) ale type d'homotopie d'un espace de lacets double, H (sTo{O.)) est une algébre de Gerstenhaber
composée d'un crochetde Lie[ ; ]dedegré 1 et d'un produit commutatif de degré 0 :
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[ 5 1:H(STO(Or) Ho(STOO)) ! Hprgra(STOOO)):
tHp(STO(OR)  He(STO(OR) ! Hpeq(STO(O):

D'un autre coté, I'espace sTo{(O,) a le type d'homotopie d'un espace de lacets simple, ce qui induit
un produit associatif i de degré 0 en homologie. En n, le morphisme cosimplicial O, ! O,
fournit, en homologie, une structure de module a gauche e de degré 0 sous l'algébre commutative
(H (sTo{(Oy)); ):

i “Hp(STol(Op)) Hy(sTo(Og)) ! Hpig(sTO(Oy));
e Hp(sTo(O) Hy(sTo(Ogp)) ! Hprg(sTol(Oy)):

Notons que le crochet[ ; ]a déja été construit par Sakai [38]. Cependant, comme on utilise pleinement
cette construction dans la suite du chapitre et a n de faciliter la compréhension, on prend le parti de
rappeler les détails de la construction.

5.1.1 Construction du crochet de degré 1

A n de simpli er les dé nitions, on va modi er Iégérement les notations usuelles que I'on retrouve
dans le reste de la thése. Dans ce qui suit on a les conventions suivantes :

Sti=[ 1;1% 1 1g et "=ft t)2[ LNt tsii<ijg

Les opérations cofaces de  sont maintenant données par les formules :

g( Lty iintn); sii=0;
d: ni Lty :it,) 7! §(t1;:::;ti;ti;:::;tn); sii2fl;:::;ng
©o(t it 1), sii=n+1

A homéomorphisme prés, ces notations coincident avec les notations usuelles. Le crochet de degré 1 est
obtenu en prenant I'homologie de I'application continue :

1:St sTo(Og) 2! sTo(Oy):

Soient f;, f, deux éléments de sTo{O) et un pointde [ 1; 1]. On commence par dé nir I'application
1( ; f1; 2)° comme un recollement de polytopes de dimension 1 :
(

(G ff)° %1 009 7! f72 1) 1fX() si O

fl2 +1) (), si O
Lacontinuité en = O etle passage au quotientf 1 1gsont bien dé nis grace a la structure opéradique
de O¢. An de comprendre le probléeme de continuité et le rdle de la structure opéradique de O, on

va donner les détails des preuves de la construction de 1( ; fi; ) : 11 O(1;0). lly adeuxcas a
considérer :

. Si 16 60alorsondénit 1 ; fi; RO = £27° "(u) e i ©(up) avec:

8(1;1); Si t<; g[(2t+1;1+2); I; Si t<;
(lo;i)) =5 (0;1) si 6t<l+; et (Uw)=3I[2 +1);2¢ ) 1L si 6t<i+;
(0;0; si 1+ 6t; Tl@a+2; 2t 1) si 1+ 6t

. Si06 6 lalorsondénit (( ; fy; f)(t) = f22+j° j1(vl) io+1 f1h jO(Vg) avec :

g (1;1; si  t< 1 g [(t+1:2 1); ]; si t< 1
(Joi J1) =5 (0; 1) si 16t<; et (vi;v2)=3[2 1:@t )+ si 16t<;
© (0;0) si 6 t; "2 12t 1); Si 6 t:

Lemme 5.1.1. L'application 1( ; fi; f)! est bien dé nie.
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Démonstration. L'application 1( ; f;; f)! est construite comme un recollement de polytopes de dimen-
sion 2, comme lillustre la gure 5 :1. On va utiliser la structure opéradique de O pour montrer que

I'application est bien continue.

Figure 5.1 — lllustration du recollement des polytopes.

. Lacontinuité lorsque 1< < O:

sit=: f22t+1;2t+1) » f)() sit=1+ : f22 +1;2 +1) 1 f)()
f2(2t+1) 1 2.0 2 () f2(2 +1) 1 2.0 1)
fi2t+1) 1 (2:c 2 X)) fi2 +1) 1(2:c 1)
fi2t+1) 1 f3( 1) fl2 +1) 1 £

. Lacontinuité lorsque 0 < < 1:

sit= 1: f22 1;2 1) 5 %) sit= 122 1;2 1) 4 ()
f22 1) 1 2.0 2 ) 22 1) 1 2.0 1 f)
12 1) 1(2:c 2 f2)) 22 1) 1(2:c 1))
2 1) 1t} 1) f72 1) 1 Q)

. Lacontinuité au voisinagede =0:

Crraerin o600 t 0 O i@+ 00 t o

(05 fai )= O @ 1t o (OB 1t
_( 3 1) 1 fi2a+1); t O

= (0% fy; f)
f201;20 1) 4 ) t O ! Lz

. Le passage au quotient 1 1:

(16 i)t _( fi( 1) 1 ff2+1; t O _( 2:c(fy2+ 1) 7)) t O
BT 22t 1) )t 0 ao(f); N 1t o
( 2 : o[ ): :
_ @+ o0t 0 (1 s Bt

(1) 1 fi2t 1,  t o
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L'application 1( ; fy; f2)" : ™! O(n; c) est construite comme un recollement de polytopes de
dimension n + 1 en utilisant la structure opéradique de O.. Comme dans le casn = 1, on divise la

construction en deux parties :

.Si 1 0 alors on dé nit :
TQER AR L CRERER I A (T QIR SVEEER ) I Al (TG SHERER )
( io = minfijti+y g ur( steiintn) = R+ L2t + 1,1+ 2; 26,40 102ty 1),
avec . . et
ip = minfijtiy; 1+ ¢ uz( storiintn) = Rtiger 20 12, 20 1)
. Si0 1 alors on dé nit :
1( fl! fz) (tly e n) — fn+Jl JO+1(V ( 1tl ..... n)) 041 le IO(VZ( ..... n))
( jo = minf jjtj 1g t( vi( styiinte) = @+ L2t + L2 12,41 L in2t, 1),
avec e
ji = minfjjtja o} Vo( s tgiintn) = (2jesr 2 + 15002, 2 + 1)

1) alors on poseig = n (resp jo = n).
; Ty f2)"g o est un morphisme semi-cosimplicial.

Démonstration.La preuve, du fait que les applications 1( ; fy; f2)" soient bien dé nies, est similaire au
casn = 1. On va uniquement véri er les axiomes liés a la structure semi-cosimpliciale :

1( 5 f )™ d=d (s )

A cause de la symétrie associée a la construction des applications, on peut se restreindre au cas ou

Par convention, si 8i; tj < (resp.8j; t; <
Lemme 5.1.2. La famille d'application$ 1(

pour i 2f0;:::;n+ 1g

0 1. Pour jg et j; associés afy;:::;tn) 2 ", onales égalités suivantes :
. Lorsquei=0:
15 s )Mt te) = BT Lttt Wf“ Pva( taiiiitn)
— 2c f2n+11 lo+1(vl( tl;""n)) 02 fn JO(VZ( tli""n))
= g2 BNVt te)) jen £ (v )
= doC a( ; fos F2)"(tasiiistn)):
. Lorsquei=n+1:
15 A ) = B Rt )i 1) e B PV i)
= i 1By vy tl;::"n)) ez T (vl i)
= 2 1 BVt t)) e £ (V2 st t))
- dn+1( (5 f Bt
. LorsqueO<i jo:
(5 R ) = BT P ,0+2f'1 °(vz( toit))

f2n+j1 0 vty

= f2"+J1 J'o+1(vl( ) et f11 IO(VZ( it 2ic
= d'( 1 ;5 fu; B)(tyiit))
. Lorsque jo<i j1:
1 fus Bty t)) = f2n+J1 jo+1(v( i) e f1 ]o+l(V2( ottt n)?
= fn+j1 jo+1(v( tyoot n)) o1 f]l ]O(Vz( tyooot n)) o 2:c
= Tt t) e £ Pt ) 1 2
= d'( 1 ;5 f; B) (e ioit))
. Lorsque ji<i<n+1:
1 s YA ) = BT Ot ) e £ (vl i)
= f2"+j1 It 5t) e e 250 0+1f (vz( it int)
= I It ) e £ POt ) e
= d( 1 fr R)"tyist)):
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En utilisant ce générateur ainsi que le morphisme de Eilenberg-MacLane (voir la proposition 1.5.6)
et comme H(S') = Z, l'application ; induit une opération de degré 1 en homologie :

[ 5 1:Hp(sTo(Og)) Hg(sTo(Oc))! Hpige1(STO(OL)): (5.3)
Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :
g: P! sTo(O) et g2: 91 sTo(Oy);

alors [0 ; go] est dé nie comme une somme d'applications :

x )
loigl:= () Per—re a1 sTo(0;) 2 —/kTo(0)

id 01
2Shypg

Comme l'espace C»(2) est faiblement équivalent au cercle St, I'application (5 :3) est le crochet recherché.

5.1.2 Construction du produit commutatif

L'application ; fournit aussi, en homologie, une opération de degré 0 qui correspond au produit
commutatif. Pour la suite du chapitre, on donne une construction de ce produit. On commence par
dé nir I'application continue :

2:STofO;) sTol(O;)! sTo(Oy):
Soient f; et f, deux éléments de sTo{Og). On dé nit alors :

ofy; )" ! O(n; o)

avect; 0 < t4,. L'application est construite comme un recollement de polytopes de dimension n en
utilisant la structure A s.p-bimodule de O¢, comme lillustre la gure 5 :2 dans le casn = 2.

Figure 5.2 — lllustration du recollement de polytope pour n = 2.

Comme on al'égalité (fy; fo) = 1(0; f; f), 'application , est bien dé nie. En prenant I'homologie
singuliere de cette application, on obtient une opération de degré O :

:Hp(STo(Oc)) Hg(sTo(Oc)) ! Hpiq(STO(Oy)): (5.4)
Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :
gr: P! sTo(Oy) et g: 9! sTo(O);

alors g1 g est dé nie comme une somme d'applications :
X ( )
n = () P a_—JTo(0) sTo(O) —ETo(O,)
Zsrb:q
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Proposition 5.1.3. Les opérationh:3) et (5:4) font de H(sTo{O.)) une algebre de Gerstenhaber.
Démonstration.La preuve du fait que I'application (5 :3) est bien le crochet de Lie recherché est faite par
Sakai dans [38]. Pour la suite, on a besoin de la démonstration de la commutativité du produit (5 :4).
Dans un premier temps, on montre que I'application  ; est associative a homotopie prés. Soientfy, f, et
f3 des points de I'espacesTo{O¢). On commence par décrire l'application :

o( 2( 5 ); ):sTo(Og) 3!  sTo(Oy): (5.5)
Le morphisme semi-cosimplicial 2( 2(fy; f2); f3)": "! O(n; c) envoie un élément (ty;:::;t,) vers:

3ic fi(Atg+ 35100545+ 3) ; fzj(4ti+1+ 1o 4t + 1) f] ! J'(2ti+,<+1 10002t 1) ;

avect; 1=2<ti41 tisj 0< tij+1. D'un autre coté, on al'application :

2( 5 2( 3 )):sTo(Og) *!  sTo(Oc): (5.6)

Le morphisme semi-cosimplicial (f1; 2(fz; f3))": ™! O(n; c) envoie un élément (ty;:::;t,) vers:

avecty O0<tpy tpig 172 < tpeger. On dispose d'une homotopie H : [0;1]! dé nie par :

HY: ™ o052 " (taiinita); u 70 (900t

8
avee %(1 u)ti+u(ti2 Y st oo

2t 1 :
1 u)tﬁ% si 0<t 1=2

(@ uwt+uy 1) si 1=2<

L'homotopie est bien dé nie et, pour u 2 [0; 1] xé, H estun morphisme semi-cosimplicial. Au nal,
I'application qui suit dé nit une homotopie entre (5 :5) et (56) :

Hy: sTo(Oc) 2 [0;1] ! sTo{(Oy);
(fi; f2; f3); u 70 Hy(fy; fa; f3; u);

avec
Contrairement & l'associativité qui dépendait uniquement de la structure A s.g-bimodule sur O, la

commutativité a homotopie prés de l'application  , est due a la structure opéradique de O.. En e et,
remarquons que I'on a les égalités suivantes :

10; f1; ) = o(f1; ) et 115 fr ) = o(f2; fo):
Par conséquent, 'homotopie entre ,(f1; f;) et (f2; f1) est donnée par la formule :

H: sTo(Og) 2 [0;1] ! sTo(O);
(fr; f2); t 7! 1(t; fi; f):

Remarqué.1.4 Pour dé nir I'application  , et dans la démonstration de I'associativité de l'application
(5:4), on a uniquement utilisé la structure de bimodule sous I'opérade associative de Oc. Par conséquent,
si X estun espace semi-cosimplicial provenant d'un bimodule pointé alors H (sTof(X )) est une algébre
associative dont I'opération est donnée par 'nomologie de I'application  ».
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5.1.3 Construction du produit associatif

La structure d'algebre associative sur H (sTo{O,)) se construit de maniére similaire au produit com-
mutatif de H (sTo{Oc)). On commence par dé nir une application continue :

3:8Tof(Oy) sTof(Oy)! sTolOy):
Soient f; et f, deux éléments de sTo{O,). On dé nit alors :
a(fys )M M O(n+1;0);
(tinte) 70 fla+ L2y +1) 0 £ Qe L2ty 1)

avect; 0 < t,;. L'application est construite comme un recollement de polytopes de dimension n en
utilisant la structure opéradique de O. Comme dans le cas précédent, I'application 3 est bien dé nie et
induit le produit associatif recherché en homologie :

i Hp(sTo(Op)) Hg(sTo(Og)) ! Hprg(sTo(Oy)): (5.7)
Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :
gr: P! sTo(Oy) et g: 91 sTo(Oy);

alors g1 | gz est dé nie comme une somme d'applications :
X ( )
O i 2= () P 54 e a W 5To(O,)  sTo(O,) —/ATo(O,)
3
Zsf});q

5.1.4 Construction du module a gauche

La structure de module & gauche sur H (sTo{O,)) se construit de maniére similaire au produit
commutatif de H (sTo{Oc)). On commence par dé nir une application continue :

4:8To(O;) sTofOg)! sTo(Oy):
Soient f; un point de sTo{O,) et f, un point de sTo{O,). On dé nit alors :
a(fy; )P0 Mo Oo(n+1;o0);
(ty;:::5t,) 7! 20 B+ L2y + 1) 112 52ty 1)
avect; 0 < t,,. L'application est construite comme un recollement de polytopes de dimension n en

utilisant I'action de l'opérade Oc sur le bimodule O,. Comme dans le cas précédent, I'application 4 est
bien dé nie et induit la structure de module recherchée en homologie :

e Hp(sTofOc)) Hy(STo(Og))! Hpeg(sTo(Oy)): (5.8)
Plus explicitement, si on se donne deux morphismes :
gr: P! sTo{(Oy) et g2: 91 sTo(Oy);

alors g1 « gy est dé nie comme une somme d'applications :
X ( )
01 e Q2= () P 34/ P WéTol(Oc) sTo(0o) —/6To(O,)
25ty )
Proposition 5.1.5. Les opérationés:3), (5:4), (5:7) et (5:8) induisent une structure de sealgebre sur le couple :
(H (sTo(Oy)) ; H (sTol(Oy))):

Démonstration.On sait déja que les opérations (52) et (54) induisent une structure de Gerstenhaber
sur H (sTo{Oc)). De plus, les véri cations de l'associativité de I'opération (5 :7) et I'axiome de module a
gauche pour I'opération (5 :8) sont identiques a la premiére partie de la preuve de la proposition 5 :1:2.

Remarqué.1.6 Pour dé nir l'application 4, on a uniquement besoin de la structure bimodule pointé de

O. Par conséquent, si un couple d'espaces semi-cosimpliciaux K ; X,) provient d'un bimodule pointé

alors le théoréme 3.1.6 a rme que le couple (H (sTo(X.)) ; H (sTo{X,))) est une sg-algébre dont le

produit associatif et la structure de module & gauche proviennent de I'homologie des application  , et
4 respectivement.
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5.2 Structure de sg-algebre sur le couple d'homologies de Hochschild

D'aprés la dé nition 1.5.8, I'homologie de Hochschild associée a un espace semi-cosimplicial X est
obtenue a partir du bicomplexe fC3(X9)gq 0. On dispose de deux di érentielles :

X ( )
@CXX)! C Xy 5 froPL X9 T (1) pldl—//r’%kq

i=0

w1 ( )
DCX L CYXY) ;o fr o PLoXA T ( 1) pT/qu/kq”
i=0
On introduit ainsi le complexe de Hochschild :
Y
Co(X )= c;+,(x') et d=@*+( 1)'; avecp2Z:

I 0

Dé nition 5.2.1. Soit X un espace semi-cosimplicial. On note HH (X ) I'homologie du complexe de
chaines (C (X ); d).

Soient O une fo; cgopérade et : Act! O un morphisme de fo; cgopérades. On désignera par
(Oc¢; Oy) le couple d'espaces semi-cosimpliciaux associé al'application (voirl'exemple 1.2.3). Comme O¢
provient d'une opérade multiplicative, Gerstenhaber et Voronov ont démontré dans [19] que I'homologie
de Hochschild HH (O.) possede une structure de Gerstenhaber explicite. De méme, on va montrer que
le couple (HH (O¢) ; HH (Oy)) posséde une structure de sg-algébre explicite.

5.2.1 Construction du crochet de degré 1
En utilisant la structure opéradique de O, on construit une opération de degré 1 :
[+ 1:HHp(O) HHuOc) ! HHpigra(Oc): (5.9)

Si on se donne deux morphismes :

Y Y
g =fg s P O0i9goe2  CL(0) et gi=fg:r T O(;9ge2  C(00);
I 0 10
alors [g, ; g,] est dé ni sur le facteur C;+q+,+1(o'c) via la formule :
0 8 9
X X X1 o3 2

() (' et e ot 0f—Jb4s

r+s=l  2Shyrenqrs i=1 s gt o
+( 1)(p+1)(q+1) "() ( 1)"08 pto+l+1 S | aqrr+l p+s — b2+1 os ‘ b|C ;E
2Shyra1;pes i=1 ' %29 !

avec" = (s 1) 1+r(g+g)et"®=(s 1) 1 +r(p+9).

5.2.2 Construction du produit commutatif
En utilisant la structure de bimodule sous l'opérade associative de O, on construit I'opération :
"HHp(O) HHG(OQ) !  HHpig(Oo): (5.10)

Si on se donne deux morphismes :
Y Y
g =fd: 'l O@;9go2 C,(0) et gy=fdy: 1 O(;9go2 C5,(Op;
I 0 ()
alors g, g, estde nisurle facteur C;+q+|(0'c) via la formule :
X X ( )
"y et — e ws_____Jor os——JbL
S 2:e( 5 )

9 9%
r+s=1  2Shyr;qes

86



CHAPITRE 5. SUITES SPECTRALES ASSOCIEES A UNE OPERADE POINTEE

5.2.3 Construction du produit associatif

En utilisant la structure de bimodule sous I'opérade associative de O,, on construit I'opération :
i HHp(Oo) HHy(Og) ! HHpig(Oy): (5.11)

Si on se donne deux morphismes :
Y Y

g =fd: P O(+1;09,2 c;,(o{)) et g,=fg,: 1 O(l+1;0g,2 c;+|(o:,);
I 0 I 0

alors g, i g, estde nisur le facteur C;+q+|(0'o) via la formule :

X X ( )
"() prot /] ptr q+s /br 0Os /bl
S gr gs [0} [0} r+1 o
r+s=l 2Shprgrs G

5.2.4 Construction du module a gauche

En utilisant I'action du bimodule O¢ sur O, on construit I'opération :
Sion se donne deux morphismes :
Y Y
g:=fgy: P 0(i9go2 G (0) et gy=fdy: ™1 O(+1;0902  C, Qo)
o 10

alors g, e g, estdé nisur le facteur C;qH(O'O) via la formule :

X X ( )
"() prarl ] ptr #s_____ bt os— /b
S g 9 ¢ 0 2:0( 5 ) 0
r+s=1 2Shyr;qes
Proposition 5.2.2. Les opération$5:9), (5:10), (5:11) et (5:12) induisent une structure de sealgebre sur le
couple :
(HH (Oc) ; HH (Oo)):

Démonstration. La preuve est similaire a celle de Gerstenhaber et Voronov dans le cas classique [19] ainsi
que la preuve de Turchin [47] dans le cas gradué. La démonstration est basée sur les propriétés dushu e
et sur la structure particuliere de I'opérade A ct.

5.3 Le morphisme de Bous eld

Dans un premier temps, on redonne la dé nition du morphisme de Bous eld. Soit X unespace semi-
cosimplicial. Comme on travaille avec des espaces de Hausdor compactement engendrés, la donnée
dunélément g : P! sTo(X )2 Cy(sTo{(X )) estéquivalente a la donnée d'une famille dapplications :

fg: P 't X'gg
véri ant les relations : _ _
d d=g* (d d); pour i 2 f0;:::;l + 1g (5.13)
Ainsi, pour p 0, on construit I'application :
Y
piCHSTOX ) ! Cp(X )= CS, (X))

10
envoyant g vers une somme d'applications dé nie sur le facteur C;H(X') via la formule :

(
X u( ) p+l /l p | /é(l
S |

28ty ¢

On prolonge l'application ' , aux entiers p négatifs en posant :

C3(sTo(X )) = 0 et ' ,:0710:
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Lemme 5.3.1. [7] La famille d'applications' gz est un morphisme de complexes de chaines.
Démonstration. On doit montrer la commutativité des diagrammes :
Cp(sTolX )) 92— C7, ,(sTo(X ))

P p

Cp(X ) 00— Cpia(X )
Lorsque p< 1, on ala commutativité par construction. Supposons que p 1l et xons g un point de
C'S)+1(STO(X )). On commence par regarder la composée' , d:
Rl ( )
dg) = (1 Pt —JhTo(x) ;
=0
)i o ( )
= (1 P a—Jle1 o Jka
o d id gl q0

Par conséquent, la composée(, d)(g ) est dé nie sur le facteur C;I(X') par :

X K1 ( )
() 1)i p+l /l p I /| p+1 I Ik
2Shy i=0 S d id ¢

D'un autre coté, la composée (d ' p+1)(g ) est dé nie sur le facteur C;H(X') par la formule :

X x+ )
"() ( l)i p+l /] p+i+1 /] p+1 | /kl
i |
2Shpi1; i=0 ? S g
X X ( )
p+2 -. i -+ | p+1 I 1 Jhe! 1 Al
+( 1) () (1 i K
2Shy1: 1 i=0

Le premier facteur provient de C;+|+1(X') viala di érentielle @andis que le second facteur provient de

C;H(XI Hvialadi érentielle .Comme g préserve la structure semi-cosimpliciale vis-a-vis du second
facteur (voir relation (5 :13)), on peut réécrire I'expression précédente :

X CCER )
"() (1) pl— e Jlprr 1K
28ty i=0 ¢ > ¢
X X ( )
+ (1P "() (1 p+| /l p+1 1 /I p+1 [ Ik
2Shry 1 i=0 S d d 9

Par fonctorialité on cherche a montrer I'égalité suivante :

X gxl+1 ( )
..( ) ( 1)i ptl .4/ ptl+1 /[ p+1 I
2Shyer i=0 d S
X ) ( )
- ||( ) ( 1)I p+| _// p |_// p+l |
. S d id
23|”b;| i=0
X X ( )
+( 1)p+1 () ( 1)i ptl [ p+1 | 14/ p+1 |
2Shpi1s 1 i=0 S v d
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Cette égalité est due au fait que l'application d'Eilenberg-MacLane est un morphisme de complexes
de chaines. Il su t d'appliquer la commutativit¢ du diagramme qui suit a I'élément id _, id, 2

C,( " G )

d
C( ™ c(h Co(Ph C () —c., (™) C(h (5.14)
EM EM
d
G Pt oo G P D

Dé nition5.3.2. Le morphisme de Bous eld est dé ni comme I'homologie du morphisme de complexes
de chainesf' g:

" IHp(sTof(X )) ! HHp(X ):

Soient O une fo; cgopérade et : Act! O un morphisme de fo; cgopérades. On désignera par
(O¢; Op) le couple d'espaces semi-cosimpliciaux associé a I'application . Le morphisme de Bous eld
induit une application :

(H (sTo(Oy)) ; H (sTo(Op))) ! (HH (Oc) ; HH (Oo)): (5.15)

D'aprés les sections précédentes, on sait que les deux couples d'’homologies possédent une structure de
sG-algébre explicite. Pour démontrer que I'application (5 :15) préserve cette structure, on va utiliser la
théorie des modéles acycliques.

5.3.1 Lathéorie des modeles acycliques

Dé nition 5.3.3.  SoientR un anneau, C une catégorie etM un sous-ensemble d'objets deC. Un foncteur
F:C! R-mod est dit libre pour le modéle M si et seulement si il existe un sous-ensembleM ® M et
un élément ey 2 FM, pour tout M 2 M ©, tel que I'ensemble :

EngC) = f(Fey 2FCjM 2M % a2 C(M ; C)g
forme une base deFCpour C 2 C. En d'autres termes, le foncteur F peut se factoriser de la fagon suivante :

C —F/hmed

Enk| ! %Struction libre

Sets

On dira qu'un foncteur F : C ! Ch(R) est libre pour le modéle M si, pour tout entier naturel p, la
projection sur le p-iéme R-module F, : C! R-mod est libre pour un modele M, M

Théoreme 5.3.4. [63, Théoreme 2.1] Soie6tune petite catégori®d) un sous-ensemble de I'ensemble des objets
deCetEG:C! Ch(R)deux foncteurs nuls en degré négatif. Si les conditions suivantes sont véri ées :

. Festlibre pour le modéeM ,
. Gestacyclique eM (i.e. H(GM)=08i>0etM2 M),
. 1l existe une transformation naturelle : HoF ! HgG,

alors il existe une transformation naturelle, unique a homotopie prég,! G induisant sur le premier groupe
d'homologie.

Corollaire 5.3.5. [53, Corollaire 2.3] Sous les conditions du théoréme 5.3.4, deux transformations naturelles entre
les foncteurs F et G, induisant la méme transformation naturelteHoF ! HyG, sont homotopes en tant que
complexes de chaines.
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Application 5.3.6. La subdivisionshu e

Soit X un espace topologique. On dé nit la subdivision shu e sur le n-ieme complexe de chaines
singuliére, notée S,(X) : C3(X) ! C3(X), envoyantun élément g: "! X vers la somme d'applications
donnée par la formule :

X X ( )
"() "—lp - /I n - I -
PHEN  2Shyq S
pg O
tr 1;:inty L;t9+ 1+l
avec s: P ar P (tgint) (ot 7 > .

La famille d'applications fS,(X)gforme un morphisme de complexes de chaines. En e et, remarquons
que le diagramme (5:14), appliqué a I'eléement id, id , 2 Csp( P)  C( 9, nous donne les égalités
suivantes :

x x x )
(d S$i))9) = "0y e ek
PrGEN 2Sh,q  i=0 g
2 ( )
X X xXp
= "() (1 ni—Je1r a__Jvp q%/h#é(
ptg=n  2Sh, 154 i=0 s d id ’
3
X X ( )
+( 1)t "() (1) nls;/p S — q%/nfb( z
, e =0 d d
= E "() (1 nri—der a__Jp qs_//n_/b(
PN 2Sy 1,4 i=0 S ¢ i ’
3
X Xd ( )
+( 1Pt "() (1 ni—Jp ar____Jlp qs_//nggé( %
s id d
2SMpq1 =l
X X w o ( )
= "() (1) nl_/S [ p 1 — /In1____Jn - Ik
p+tg=n 1 2Shyq i=0 d

(Sh 2(X) d)(9):

On va utiliser le corollaire 5 :3:5 a n de prouver que les deux morphismes de chaines, provenant de
l'identité et de la subdivision shu e, sont homotopes. Pour cela, remarquons que ces deux morphismes
peuvent étre vus comme des transformations naturelles entre les foncteurs F = G = C°: Top! Ch(K).
Posons :

M=f Pjp2Ng Mp=fPg et g=id 2Cy P):

Ainsi, pour tout espace topologique X, I'ensemble fCj(a)e, j a 2 Cj(X)gest une base deCj(X) par
dé nition des chaines singulieres. De plus, C3( P) est acyclique car les simplexes sont contractiles. En n,
comme la subdivision shu e d'un point est le point lui-méme, S (X) induit la transformation naturelle
id : Ho(X) ! Ho(X). Par conséquent, il existe une homotopie de chainesft,(X)g, o :

0 0 0 0
C .(X) C(X) Chii(X)

th th
s, 1(N id s«xw id
(( ((

0 0 0 0
C .(X) C(X) Chii(X)

id

She1(X)

fonctorielle en la variable X et véri ant la relation :

id S(X)=d ta(X) + th 2(X) d
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5.3.2 Préservation de la structure de sc-algébre

Sakai [38] a démontré que le morphisme de Bous eld préserve le crochet de degré 1. Dans cette
sous-section, on va montrer qu'il en est de méme pour les autres opérations. Comme les preuves sont
similaires, on va uniqguement traiter le cas du produit commutatif. On doit prouver que, pour tous entiers
naturels p et g, le diagramme suivant est commutatif :

Hp(STO(Og)  Ho(sTO(Oc)) —Hp:q(sTo(O))
I p ' q ' p+q
HHp(Oc) HH(O) ——HH .4(00)

Cela revient a construire une homotopie fh,g, o au niveau des complexes de chaines :

00 - Co(sTolOc)) Cy(sTo(Oy)) 20— - Co(sTo(Oc)) Cy(sTo(Oy)) 20—
preEn prEn+l

n n+1
++

0aQ Cn(Oc) 22 Cn+1(Oc) 92

n

n+l
1 2

avec ] et J correspondant respectivement aux composees’ .., ( ) et( ) ("p " gauniveau
des chaines singuliéres. Plus explicitement, si on se xe deux morphismes :

O1: P STO(Oc) et 02 41 STO(OC);

I L | )
alors les applications | et 7 sont de nies sur le facteur c;q“(oc) par les formules :

X ( )
o @) = () e e bl

Zsha:q;l z '

X X ( )
o1 @) = "() P Sg/ Pt 4 Sﬁbg Oﬁﬁblc

res=l 2Shyqiris v o

X X ( )

= (D N T L G p— N u— |
S id id s dNoig) ¢

r+s=1 2Shy.q;r:s

avec g(gl; R)X;Y;2) = 2A0uX); gy)(@ets: " S1  ™Sintroduite dans l'application 5.3.6. On
peut donc exprimer  a l'aide de la subdivision shu e. On va ainsi pouvoir utiliser 'homotopie ft,g, o,
issue de l'application 5.3.6, pour construire I'homotopie fhng, o.

Remarquons que, sur le facteurC3, (Oy), les applications et  correspondent a limage de I'élément

idy idq id2C3( P) C3( 9 CX Y via les composées verticales & gauche du diagramme suivant :

L L
00— C P C 9 cyHao— C P CH cyHoo— (5.16)
atbt+c=n+l atbtc=n+l+1
id|| id id S( ") id|| id id S( ")
tgﬂ( I) *%
L L
00— C P CH cyHao— C P C CyHoo—
atbtc=n+l atbtc=n+l+1
EM EM
QQ—CﬁH( p q I) 00 Cﬁ+|+1( p q |)O_Q—
C, (o) Cia( A01: )
a0 Crs1+|(OIC) a0 Cf]+|+l(olf) Q0
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avect? une opération dé nie a partir de 'nomotopie  ft,gentre les morphismes de chaines provenant de
l'identité et de la subdivision shu e (voir I'application 5.3.6) :

th( ')2a+ IS G B QR h ! C P 9D ch

bt+c= atbtc=n+l+1

x oy z 70 (1PWx oy ty( N2
Par construction, on a les égalités suivantes :
(d ,(H+t0, () dx y 2
d (( PWx y ty( Y@ +t2, (Ddx) y z+( X dly) z+( PVx y d@)

n+l 1
( W)y tg( Y@+ Dx dy) tg( D@ +x y  ditg( 1))
(W MAx) y (Y@ F (DY X dlY) g Y@+ x Y ty( )(d@)
Xy ditg( Y@ +x y  tg( )d@)
id id id Si(Y(x y 2:
On a donc la relation :

id id id S )=d t2,(H+t2, () o (5.17)
On va utiliser la fonctorialité du diagramme (5 :16) ainsi que la relation ci-dessus a n de montrer que la
famille d'applications :

nh i o]
ho(gr @)= Cpu( Ao @) EM t2,( ") (idy idg idy) | o 2 Cn+1(Oo);
forme une homotopie entre les morphismes de chaines ; et ;. Pour cela, on doit véri er la relation :
1 5=d hy+hy g d

Or la commutativité du diagramme (5 :16) et du diagramme ci-dessous

0, ('Y EM Cs, (o)
C P G W Co('HTE ey c( ) o' H—Mdes (poa 1TSS (oL
) ) P . X . . P . X P . . X X P . .
id id (1yC,(d) id id  ( 1)C¥d) (1ce,(d id d) ( 1ce,,(d)

C(P) C( D (=" c( 9 c(H)—7—. (P 9 N, 0D

o, (" n Cs,( 3(gr:gp)) N
impliquent les égalités r?uivantes sur le facteur CﬁH(O'C) i:
i
+( D" CL( o) EM 2, ("1 (idy idg id 1)
h i
Cal Xo:g)) EM d t2+|(h') (idp idq idy) .
i
+(1"CL (Ao g)) EM 2, () (dp idg d(idi 1)):
De méme, en utilisant des diagrammes similaires a (5:16), on obtient les égalités :

hy d (g2 G)=hy1(dag @2)+( 1Phy 1(0r dg)

e , i
= (yCc,(%dm;g) EM €, () (dy1 idg id)

i=0

d hy (01 92)

hXd i
F(1P (1C,( Ya:dg) EM 0, () (idy idg1 id)
i=0
h i
= C, (%o 9) EM d :]gﬂ L0 (d(idp 1) idg idh)

i
+(PCL( o) EM 10, () (idy didg 1) id):

92



CHAPITRE 5. SUITES SPECTRALES ASSOCIEES A UNE OPERADE POINTEE

Par exemple, le diagramme associé au premier facteur est le suivant :

0 I
s p1 s q J It”*'l(}s p1 s( q s N _EM ks p1 q |
C.(PD) GYH &) o1 P G CLi() s, ( )P( e ( O an)

Plge @) id id (e @) id id Polyes d id i \**s |
(1 () id i (Ve ,(d) id i ( vice,d id id) £ (00)
Co( Nar92)
AP Y C(H—TE (P 9 C -

1+1
tr|+l 1( I) P *

PR S QLD

n
Au nal, grace a larelation (5 :17) on obtient ;

h i h i

d hhthy1 d(g &) = hCﬁ+|+1( %91 %)) El\/li hd 0, N+t ')i d (idp, idg id)
= C,.(No:@) EM id id id So') (idy idg id)
= 1 J(n o)

On a donc démontré que le morphisme de Bous eld préserve le produit commutatif. Pour le produit
associatif et la structure de module a gauche, il su t de remplacer l'application , dans ce qui précede
par les applications 3 et 4respectivement. On a donc le résultat suivant :

Théoréme 5.3.7. Le morphisme de Bous eld induit un morphisme dgalgebres :
(H (sTo(O)) ; H (sTol(Oy))) ! (HH (Oc) ; HH (Oo));

préservant les structures introduites dans les sections 5.1 et 5.2.

5.3.3 Llisomorphisme de Bous eld

Contrairement a I'homologie de Hochschild, I'homologie singuliére associée a la semi-totalisation est
dé nie uniquement en degré positif. Par conséquent, le morphisme de Bous eld n'est pas nécessairement
unisomorphisme. Cependant, dans I'article [7], Bous eld démontre que I'application p Hp(sTot(X ))!
HH (X ) estun isomorphisme des quep 0, avecX un espace semi-cosimplicial.

5.4 Suites spectrales de Bous eld et applications aux longs entrelacs

Dans ce qui précede, les opérades considérées sont par défaut non symétriques. On précisera la
symétrie s'il y a une ambiguité. Dans l'article [7], Bous eld introduit une suite spectrale calculant
I'hnomologie singuliére de la totalisation homotopique d'un espace cosimplicial. Grace a la remarque
1.2.11, on sait que cette suite spectrale permet aussi de calculer I'hnomologie singuliére de la semi-
totalisation de I'espace semi-cosimplicial associé :

Théoréme 5.4.1. [7] Soit X un espace cosimplicial. Il existe une suite spectrale du second cadrant calculant
I'homologie singuliére de sT ). Sa page Eest dé nie par :

LU .
Elvmi=  kes) Hm(X"); (5.18)
i=0
et la di érentielle est donnée par la restriction de I'application suivante :

X1
( 1) Hm(d) t Him(X") 1 Hin(X"*2): (519
i=0

Alternativement, on obtient la méme suite spectrale a partir de la pdgenBprenant En;m = Hp(X") et
I'application(5:19) comme diérentielle (sans tenir compte de la restriction a l'intersection des noyaux des codégé-
nérescences).
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Théoréme 5.4.2. [29, Proposition 3.4] On dit qu'un espace cosimplicialeét bon & la page'Bi la suite spectrale
de Bous eld(5:18) associée a Xsatisfait les conditions suivantes :

i) E',., = Opourm n,
ii) pour tout entier i, il existe un nombre ni de n tel que“-h:_n+i , 0.

Si un espace cosimplicial Xest bon & la page'Ralors la suite spectrale de Bous eld associée &ofiverge
fortement vers HsTof(X )).

Théoréeme 5.4.3. [42, Théoreme 7.2] Pour n 4, I'espace cosimplicial associé a I'opérade multiplicative de
KontsevichK , est bon & la page'EEn particulier, la suite spectrale associéK @ converge fortement vers
H(Li.n), pourn 4.

Notons qu'il existe une seconde suite spectrale calculant I'espaceH (L 1.n) appelée la suite spectrale
de Vassiliev qui consiste a étudier le complémentaire d'un noeud. Turchin, Lambrechts et Volic ont
montré dans [29] que la page E* de la suite spectrale de Vassiliev coincide avec la pageE? de la suite
spectrale de Bous eld associée aK,, pour n 4. Cependant, pour n = 3, on ne sait pas si les suites
spectrales convergent fortement et certains résultats laissent a penser que ces deux suites spectrales ne
convergent pas vers le méme objet. Dans le méme article, les trois auteurs démontrent aussi que la suite
spectrale de Bous eld associée aK,, dégénére a la pageE? pour n 4. Par la suite, Moriya dans [34] et
indépendamment Tsopméné dans [46] ont étendu ce résultat pour n = 3.

Théoréeme 5.4.4. [34, 46] Pour n 3, la suite spectrale de Bous eld a cadents rationnels associéeka,
dégéneére ala pagé.E

Dans le chapitre précédent, on a vu que K, est une opérade symétriqgue multiplicative. On a mon-
tré que le K,-bimodule (K ,) est équipé d'un morphisme de A sbimodules : As! k(Ky). Par
conséquent, (Kn) posséde une structure cosimpliciale. Cependant, malgré le fait que K, soit bon a la
page E*, on n'a aucune information sur la convergence forte de la suite spectrale de Bous eld associée a

k(Kn). Néanmoins, Tsopméné réussit dans [45] a obtenir des résultats sur la dégénérescence de la suite
spectrale :

Théoréme 5.4.5. [45, Théoréme 1.4] Pour n 6, la suite spectrale de Bous eld a caéents rationnels associée
a (K,) dégénére ala pagé.E

Dé nition 5.4.6. Soit X un espace topologique. On note HH2(X ) 'hnomologie de Hochschild (voir la
dé nition 1.5.8) associée au bicomplexe dé ni par :

XP 9= Hp(X9);
et dont les di érentielles sont données par les formules :

Xl-l
di = 0 H(XY ! Hp o(XY) et dp=( 1P T Hyd) : Hp(XY ! Hp(X®):
i=0
Grace a la seconde description de la suite spectrale de Bous eld du théoréme 5.4.1, on peut identi er

la page E? de la suite spectrale de Bous eld & I'nomologie de Hochschild HH?(X ). SiX provient d'une
opérade multiplicative alors HH (X ) et HH?(X ) sont toutes deux des algébres de Gerstenhaber. De
plus, dans le cas particulier X = Kgetd 3, Moriya [34] etindépendamment Tsopméné [46] ont montré
que HH (X ) et HH?(X ) sont isomorphes en tant qu'algébre de Gerstenhaber. On va s'intéresser au cas
ou un couple d'espaces semi-cosimpliciaux provient d'une opérade pointée.

Dé nition 5.4.7. Soit P une S-opérade (symétrique) dans la catégorie dg-Vect , avecSun ensemble. Une
S-opérade (symétrique) topologique O est dite P-formelle s'il existe un zig-zag d'équivalences faibles
dans la catégorie desS-opérades (symétriques) di érentielles graduées :

P P P P

CS(0) 20— ‘ ——JI o0 ‘ ——H (o)

Notons que dans cette catégorie, un morphisme est une équivalence faible s'ilinduit un quasi-isomorphisme
en chaque degré.
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Proposition 5.4.8. Si O est une opérade symétrique multiplicativiA s¢ ]-formelle alors ldo; cgopérade non
symétrique , obtenue a partir du coupl®; ((O)) via la construction(4:6), estA cty -formelle.

Démonstration.Comme O est [A s¢]-formelle, on dispose d'un zig-zag d'équivalences faibles dans la
catégorie des opérades symétriques di érentielles graduées :

Ax]— Ax]— =— [Ax]=— [Ax]

CS(0) 20~ A, : /I oa_ Am B (0)

avecA; des opérades symétriques multiplicatives. En oubliant I'action du groupe des permutations, on
obtient un zig-zag de d'équivalences faibles dans la catégorie des opérades non symétriques di éren-
tielles graduées :

Asxk —— A A s« A ¢ (5.20)

CS(0) Q0 A, ——1 00 A I{ (0)

La construction de la section 4.2 peut s'adapter dans le contexte d'opérades symétriques di érentielles
graduées. Pour tout entier i 2 f1:::;mg ((A;) est un A;-bimodule équipé d'un morphisme de A s-
bimodules ;:As¢ ! k(Ai). De plus, on a les égalités ((C3(0)) = C3( «(O)) et «(H (O)) =H ( «(O)).
Le diagramme (5:20) induit le diagramme dans la catégorie des A s -bimodules di  érentiels gradués :

A ¢ A s A ¢ A ¢

C( «(0) 22— (A) — 00— (A,)——H ( «(O))

dont les morphismes horizontaux au bas du diagramme sont des équivalences faibles. Grace a la fonc-
torialité de la construction (4 :6), on dispose d'un zig-zag d'équivalences faibles dans la catégorie des
fo; cgopérades non symétriques di érentielles graduées :

A cik A ctk A cik A cik

c()wo— ,—J oo JH()

avec |l'opérade colorée obtenue a partirdu couple (A;; «(Aj)) viala construction (4 :6). Par conséquent,
estA ctx -formelle.

Corollaire 5.4.9. Soit O est une opérade symétrique multiplicative. Si O ek s¢]-formelle alors on a un
isomorphisme de s@lgébres :

(HH (0); HH ( «(0))) (HH*O); HH?( «(0)))

D'aprés Kontsevich et Tamarkin, on sait que I'opérade de Kontsevich est formelle en tant qu'opérade
symétrique (i.e. qu'il existe un zig-zag d'équivalence faible entre C3(K4) et H (K4) dans la catégorie des
opérades symétriques di érentielles graduées) siK = R. De plus Moriya etindépendamment Tsopméné
ont montré que l'opérade de Kontsevich est A s¢-formelle. Cependant rien ne garantit que Kg4 soit

[A s¢]-formelle.
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Dans ce qui précéde, on s'est intéressé a I'étude des opérades pointées car cela nous a permis d'avoir
des résultats surles couples d'espaces semi-cosimpliciaux. On a pu ainsi montrer que lapaire (L 1.n; L k:n)
était faiblement équivalente a une SC,-algebre. Cependant il est souvent di cile d'identi er un espace
topologique a un espace semi-cosimplicial. Dans de nombreux cas les relations semi-cosimpliciales sont
véri ées uniquement a homotopie prés. Par exemple on ng dispose pas de remplacements cosimpliciaux
pour les espaces de plongementsEmRY; R") et Emi{ ,RY; R") lorsque la dimension de la variété
source est strictement supérieure a 1. Il est néanmoins possible de les identi er & des espaces de bimodules
in nitésimaux sous l'opérade Cgy. C'est pourquoi il est nécessaire de généraliser les résultats du chapitre
3 an d'étudier ces cas de gure.

6.1 La Boardman-Vogt résolution pour les ( P-Q) bimodules

On a introduit dans le chapitre 2 la notion de bimodule libre engendré par une  -collection. Cela
nous a permis de dé nir une structure de catégorie modéle sur  -Bimod.q ou P et Q sont deux opérades
colorées symétriques. La particularité de cette structure modeéle est que tous ses objets sont brants
et que l'on dispose d'un ensemble générateur de co brations. On va montrer dans cette section que
la catégorie d'arbres introduite pour construire le bimodule libre va nous permettre de construire de
maniere fonctorielle des remplacements co brants. On se xe pour la suite P et Q deux S-opérades
symétriques ainsi qu'un ( P-Q) bimodule M. On commence par introduire I'ensemble des arbres qui va
encoder la structure.

Dé nition 6.1.1. On note , I'ensemble constituée des couples (T ; VP(T)) avec T un S-arbre ayant n
feuilles et VP(T) un sous-ensemble des sommets de I'arbre appelées perles. On demande que chaque
chemin reliant une feuille ou un sommet univalent (i.e sans entrée) a la racine passe par une unique
perle. Les perles forment ainsi une section divisant I'arbre en deux parties. Un élémentde , est appelé
un arbre a sectianOn désigne par VY(T) I'ensemble des sommets au-dessus de la section et pav9(T)
ceux situés au-dessous de la section.

Figure 6.1 — lllustration d'un arbre & section.
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Construction 6.1.2. A partir d'un ( P-Q) bimodule M on peut construire le (P-Q) bimodule B(M) dont
les points sont les classes triplets [T ; ft,g; fa,d avec T un S-arbre a section etfa,gune famille de points
indexant les sommets de l'arbre. Les perles sont alors indexées par des points du bimodule M tandis que
les sommets au-dessus de la section sont indexés par des points deQ et ceux au-dessous de la section
sontindexés par des points de P. En n ft,gest une famille de réels dans l'intervalle | = [0; 1] paramétrant
uniquement les sommets non perlés. Si une aréteeau-dessus de la section connecte deux sommets non
perlés alors on demande quetgg tyo. Dans le cas oleest au-dessous de la section, on agg  tye. ON
construit B(M) comme un quotient du sous-espace :

a Y h i Y Y h i

Plew(v); 5 8v(v); (V) | M(ew(V); ::8y(V); &(V)) Q&r(v): 58v(v): &(v)) |

n V2V4(T) V2VP(T) V2Vu(T)

obtenu a partir des restrictions sur les familles ft,g La relation d'équivalence est engendrée par les
conditions suivantes :
i) Si estune unité de P ou Q alors on a la relation suivante sur les sous-arbres :

ii) Siunsommetvestindexépara ,avec 2 jny, alors on a la relation suivante :

iii) Sideux sommets consécutifs sont paramétrés par le méme réelt 2 [0; 1] alors on peut contracter
l'aréte interne les reliant via la structure opéradique. Le sommet issu de la contraction est ensuite
paramétré par t.

Figure 6.2 — Exemples de la relation ii).

iv) Si un sommet au-dessus de la section est paramétré par 0O alors on peut contracter sa sortie.
Inversement, si un sommet au-dessous de la section est paramétré par O alors on peut contracter
simultanément toutes ses entrées via la structure de bimodule a gauche.

Figure 6.3 — Exemples de la relation (v).

A n de dé nir la structure de bimodule a droite, notons qu'un point a2 Q(s;::: ;sq;sfl’) peut étre
interprété comme une corolle non perlé ayant n entrées indexées respectivement par les couleurss et la
sortie par la couleur s?tandis gue le sommet est indexé par le point a. Si [T; ft,g; fa,d est un point de
B(M)(&;::: ;sﬂ;sﬂﬂ) alors la composée [T ; ftyg; fa,d i aconsiste a gre er la corolle sur la i-eme feuille
de T et a paramétrer le nouveau sommet non perlé par le réel 1.
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la corolle associée ab le point de B(M) correspondant. Le nouveau sommet non perlé issu de la corolle
est ensuite paramétré par 1.

Figure 6.4 — lllustration de la structure de bimodule a gauche.

On rappelle que le (P-Q) bimodule libre Fg(M) engendré par M est I'ensemble des couples [T'; fa,d
avec T un S-arbre a section borné etfa,gune famille de points indexant les sommets de I'arbre (voir la
dé nition 2.2.9). L'ensemble des S-arbres a section bornés an feuilles peut étre interprété comme un
sous-ensemble de |, constituée des éléments n'ayant pas deux sommets non perlés consécutifs. On
dispose donc d'un morphisme :

:Fs(M)!B (M); [T;fad 7! [T; flg; fad; (6.1)

paramétrant tous les sommets non perlés par 1. Grace ala condition (jii ), I'application  est un morphisme
de (P-Q) bimodules. On considéere aussi l'application :

:B(MM)! M ; [T;ftyg fad 7! [T; fO,g; fad; (6.2)

qui xe les parametres des sommets non perlés a 0. On identi e I'arbre obtenu a une corolle indexée par
un point de M. Les conditions (iii) et (iv) impliquent que I'application est un morphisme de (P-Q)
bimodules.

Théoréme 6.1.3. Soient P, Q deux S-opérades symétriques bien pointéesbrantes et M un (P-Q) bimodule.
Si M est co brant en tant que -collection alors les applications: Fg(M) ! B (M) et :B(M)! M sont
respectivement une co bration et une equivalence faible dans la catégorie mdigted.q. Par consequent
B(M) est un remplacement co brant de M en tant que (P-@jmodule.

Démonstration.La preuve de ce théoréme est similaire a celle de Berger et Moerdijk dans le cas opé-
radique. L'étape clef de la démonstration est d'exprimer B(M) a l'aide d'une séquence de co brations
acycliques dans la catégorie des -collections :

B(M); !B (M),! !B (M)1!B (M)! (6.3)

avec B(M)k(n) la restriction aux S-arbres a section an feuilles ayant au plus k sommets. Sik = 1 alors le
sommet est automatiqguement une perle et B(M); coincide avecM. Pour la preuve on va reprendre les
notations de Berger et Moerdijk dans [3].

Pour T un S-arbre a section, on note H(T) l'espace des paramétrisations possibles des sommets non
perlés de T par desréels de l'intervalle [0 ; 1] respectant les restrictions décrites dans la construction 6.1.2.
Sil désigne le nombre de sommets non perlés de I'arbre T alors H(T) est un polytope inclus dans [0 ; 1]'
issu d'un recollement de simplexes. Par exemple, si T est un arbre composé uniqguement de sommets a
une entrée alorsH(T) = IV'Mi  V/Mj,

Soit D un sous-ensemble des sommets non-perlés deT. On dé nit Hp(T) comme le sous-espace de
H(T) dont les sommets e2 D au-dessus de la section véri ent I'égalité t. = to si eposséde un successeur
€ non perlé, ou I'égalité te = O si le successeur dee est une perle. Dans le cas ol le sommete 2 D est
au-dessous de la section alors on a soit I'égalitéte = te, avece® un antécédent non perlé de g soit I'égalité
te = O si tous les sommets antécédents deesont des perles. Par construction l'inclusion :

H (T)= [ Ho(T)! H(T) (6.4)
D,
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est une co bration acyclique. En e et, a cause des restrictions sur les paramétrisations issues de la
construction 6.1.2, I'arbre T induit un ensemble de parameétres maximaux indexé par un sous-ensemble
V0 des sommets non-perlés. Un sommetv non perlé est un élément de VO si c'est la racine de T ou si
aucune des arétes entrantes dev est une aréte interne. Par construction, Hp (T) est une face du polytope
H(T) et le sous-espaceH (T) est constitué de toutes les faces du polytope excepté celles de laforme, = 1
avecv 2 VO, L'application 6.4 est donc une co bration. Pour montrer que la co bration est acyclique, on
vérie que H (T) est contractile via 'hnomotopie :

h:H (T) [0;1]! H (T); (ftyg; u) 7! fut,g (6.5)

faisant tendre les paramétres vers 0.

De méme, posons M(T) l'espace des indexations des sommets deT par des familles fa,gvéri ant
les restrictions décrites dans la construction 6.1.2. SiB est un sous-ensemble de sommets non perlés
possédant une seule entrée de la méme couleur que sa sortie alors on dé nit M(T) comme le sous-
espace deM(T) dont les sommets v 2 B sont indexés par une unité de P ou Q selon si on est au-dessous
ou au-dessus de la section. Le groupe des automorphismes deT, noté Aut(T), agit sur les espacesM(T),
Mg(T)etlinclusion M (T)! M(T) préserve cette action. Comme lesS-opéradesP et Q sont bien pointées
et que tous nos objets sont -co brants, l'application :

[
M M= MgM! M) (6.6)
B, ;

est une Aut(T)-co bration. Notons ( H M) (T) la somme amalgamée :

[
(H (T) M(T) (H(M) M (T): (6.7)
H (M MM

D'apreés la propriété (2 :8) des catégories monoidales modeéles, l'application H M) (T)! H(T) M(),
induite par les co brations (6.4) et (6.6), est une Aut(T)-co bration acyclique. Par conséquent B(M)y(n)
peut étre obtenu a partir de B(M)i 1(n) via la somme amalgamée :

a a
H M) (T I o — (H(T)  M(T) [ n] (6.8)

(172 Aut(T) (172 Aut(T)

B(M)k 1(n) /B(M)k(n)

ou . estle sous-ensemble de |, constitué des arbres ayant au plus k sommets. L'application verticale
a gauche du diagramme (6.8) provient des deux isomorphismes M (T) ! M(T=B) etHp(T) ! H(T-D)
avec T=B le S-arbre a section obtenu en supprimant les sommets B et T=D le S-arbre a section obtenu
en contractant la sortie ou une partie des entrées des sommets dansD selon si on est au-dessus ou
au-dessous de la section. Comme les co brations sont stables par les sommes amalgamées, I'application
B(M)k 1(n) ' B (M)k(n) estune p-co bration acyclique. Ainsi (6.3) est une séquence de -co brations
acycliques.

L'une des conséquences est que l'applicationB(M); ! B (M) est une équivalence faible. Comme la
composéeB(M); !B (M)! M avec coincide avec l'identité, 'axiome MC2 des catégories modeles im-
plique que estune équivalence faible entantque -collection etdonc aussientantque (P-Q) bimodule.

A n de démontrer que l'application est une co bration dans la catégorie des (P-Q) bimodules,
on va introduire un ra  nement de la séquence de -co brations acycliques (6.3). Si T est un S-arbre
a section etD un sous-ensemble de sommets non perlés, alors on dé nit H(T) comme le sous-espace
de H(T) cgntenant Hp(T) dont les sommets e 2 D peuvent aussi étre paramétrés par 1. Par conséquent
H*(T) = p, . H5(T) est constitué de I'ensemble des faces du polytope H(T). On dispose donc d'une
succession de co brations H (T) ! H*(T) ! H(T) non-acycliques. En e et, contrairement a H (T),
I'espace H* (T) n'est pas nécessairement contractile. Posonsl M) (T) la somme amalgamée :

[
(H*(T) M) (HM M (TM): (6.9)
H*M M (M)
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On a une succession deAut(T)-co brations (H M) (T)! (H M)*(T)! H(T) M(T) non-acycliques
ainsi qu'une factorisation du diagramme (6.8) :

a

a a
—// + /
2 n;k(H M) (T)Aut(T)I[ ol o n:k(H M)*(T) Aut(T)l[ n]—’m2 n;k(H(T) M(T))Aut(T)l[ N

B(M)k 1(n) Bm); ,(n) /B(M)«(n)

avec B(M), ,(n) obtenu comme la somme amalgamée de la partie gauche du diagramme. Comme les
co brations sont préservées par les sommes amalgamées, on peut écrireB(M) comme la colimite de la
séquence de -co brations suivante :

B(M) !B (M)I!B (M)! !B  (Mi1!B (M), !B (M)! (6.10)

Maintenant on se donne :Y ! X une bration acyclique dans la catégorie des ( P-Q) bimodules
ainsi que le diagramme commutatif ( I) :

Fs(M) —¥ B(M)o —I&

HEEEE
B(M) —k BM) —k

On veut montrer que le diagramme de gauche admet d'un relévement dans la catégorie des ( P-Q)
bimodules. Grace a la propriété universelle du bimodule libre, un morphisme de ( P-Q) bimodules

:Fg(M) ! Y estéquivalent a la donnée d'un morphisme de -collections : M = B(M)y! Y. Pour
avoir I'existence du relevement du diagramme ( 1), il su t donc de montrer qu'il existe un relévement
du diagramme (11) dans la catégorie des -collections qui préserve la structure de (P-Q) bimodule.

Notons que B(M)x ne posséde pas de structure de P-Q) bimodule car les opérations ne préservent

pas le nombre de sommets. On dit que le morphisme de -collections f, : B(M)c! Y estun morphisme
de (P-Q)k bimodules si pour tout point x 2 B(M) s'écrivant sous la forme :

X=Yo (Y1:iiiyn) ou X=20 iz, (6.11)

fik(¥) = fillyo) (f(yzs:::;fk(yn)) ou f(X) = fi(zo0) i fu(z1): (6.12)

Intuitivement fi n'est pas un morphisme de (P-Q) bimodules mais sa limite lorsque ktend vers I'in ni
I'est. On va construire par récurrence une famille f  : B(M)x! Ygou  est un morphisme de (P-Q)x
bimodule prolongeant | ; et relevant le diagramme (I1). Posons o= :B(M)g! Y. Supposons que
I'on dispose d'un morphisme de ( P-Q)x ; bimodules ¢ 1 : B(M)x 1! Y prolongeant . Remarquons
que les points de B(M), qui sont de la forme (6.11) sont ceux indexés par un arbre ayant un sommet
paramétré par 1. Il existe donc un unique morphisme de ( P-Q)x bimodules ; 1t B(M); .} Ytelque
les égalités (6.12) soient véri ées. Ondénit : B(M)x! Y en prenant un reléevement quelconque du
diagramme suivant :

K1
BM); , —k (6.13)
B(M) —X
Comme B(M); 1 ' B (M) est une -co bration et Y ! X estune -bration acyclique, on a

I'existence d'un reléevement . Au nal l'application est une co bration dans la catégorie des (P-Q)
bimodules.

La structure de catégorie modele sur les bimodules a été construite a partir du foncteur libre Fg(M).
Par conséquent, siM est -co brant alors Fg(M) est co brant en tant que ( P-Q) bimodule. Finalement
B(M) est co brant en tant que ( P-Q) bimodule via la composée ;! F g(M)!B (M).
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Remarque6.1.4 La Boardman-Vogt résolution dé nit un endofoncteur dans la catégorie des ( P-Q)
bimodules. Il est important de noter qu'on a aussi la fonctorialité au niveau des opérades P et Q. Plus
précisément, si on se donne deux morphismes de S-opérades symétriques f, : P1! Poetfy: Q1! Q2
ainsi qu'un morphisme f entre un (P;-Q;) bimodule M, et un (P,-Q;) bimodule M, vériant la
commutativité des diagrammes suivants :

P, Ml MK —IM, My Q——/M,

f, £ f f f fq f

P, M} Mk — /M, Mz Q—M,

alors f induit un morphisme f: B(M;) ! B (M;) avec B(M,) et B(M,) la Boardman-Vogt résolution
dans la catégorie des P;-Q;) bimodules et (P,-Q2) bimodules respectivement. Notons aussi que cette
construction peut s'adapter dans le cas non symétrique ainsi que pour les bimodules in nitésimaux.

6.2 Delooping relatif associé a un morphisme d'opérades colorées

On a vu dans les chapitres précédents qu'un morphisme d'opérades : O ! Q0 est aussi un
morphisme de bimodules sous l'opérade O. Dans le cas ouO est I'opérade non symétrique As, il a été
démontré par Dwyer-Hess [14] et indépendamment par Turchin [49] que I'espace de morphismes dérivé
Bimod; J[(As; 09 est faiblement équivalent & un espace de lacets explicite  Operad(A s; 9. Par la suite,
Robertson a étendu ce résultat dans [37] pour une opérade colorée symétrique O quelconque.

Théoréme 6.2.1. [37, Théoréme A] Si : O ! Q°est un morphisme de S-opérades symétriques alors on a
I'équivalence faible :

-Bimod}(0; 09 -Operad(0; 09 :

Dans cette section on va démontrer que les théoremes 3.3.6 et 3.4.3 admettent aussi une généralisation
pour des opérades autres queA ct. Plus précisément, on veut montrer que si on se donne un morphisme
d'opérades symétriques ; : O; ! O, ainsi qu'un morphisme de O,-bimodules ,: O, ! M alorsle
couple d'espaces topologiques ( —Bimod(‘jl(Ol; 02); -Bimodg)l(Ol; M)) est faiblement équivalent & une
SC;-algebre explicite.

Dé nition 6.2.2. Soit O une fo; cgopérade symétrique. On note O, I'opérade symétrique provenant de

la restriction de O a la couleur c et O, I'opérade symétrique stricte obtenue a partir de la restriction a la
couleur o: (

O¢(n)=0(c;:::;¢cc) pourn 0O et Op(n) = O :,::;0; o ggﬂi 2: é

Inversement, soient P une opérade symétrique stricte et Q une opérade symétrique. On désignera par
P Qlafo; cgopérade symétrique dé nie par :

P Q(c:::;c0)=Q(n) pourn O ; P Q(o:::;0000=P(n) pourn 1
et I'ensemble vide pour les autres con gurations. Ainsi, la donnée d'un morphisme de fo; cgopérades

symétriques f : P Q! O est équivalente a la donnée de deux morphismes d'opérades symétriques
fo:Q! Ocetfy:P! O,
Dé nition 6.2.3. Soient P une opérade symétrique stricte et Q une opérade symétrique. Posons

Op[P; Q]:= (P Q)# -Operag;qy
la catégorie desfo; cgopérades symétriques au-dessous deP Q. Un objet est la donnée d'un couple
(O; o) avec O une fo; cgopérade symétrique et o : P Q! O un morphisme de fo; cgopérades
symétriques. Un morphisme f : (O; o)! (O° o) estun morphisme de fo; cgopérades symétriques
f: 0! OO%véri ant la commutativité du diagramme suivant :

P Q
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A partir d'un objet ( O; o) 2 Op[P; Q], on dé nit le ( P-Q) bimodule R(O; o) avec R(O; o)(n) =
O(c;:::;c0 pour n 0. On obtient ainsi un foncteur :

R:Op[P; Q]! -Bimodb.q: (6.14)

Onomettrade préciser ¢ lorsqu'iln'y apasd'ambiguité surlastructure dubimodule R(O; o). L'objectif
de la construction qui suit est de dé nir un adjoint & gauche au foncteur R.

Construction 6.2.4. Soient P une opérade symétrique stricte, Q une opérade symétrique et M un (P-Q)
bimodule. A partirde M, on construit une fo; cgopérade symétrique L (M; P; Q) de la facon suivante :

L (M;P;Q)(c;:::;c,0)=Q(n) pourn 0 et L (M;P;Q)(c;:::;¢c,00 = M(n) pour n 0.

Pour décrire les autres con gurations de couleurs L (M;P; Q)(I¢; lo;0), avecjlg Oetjloj 1, onintroduit
I'ensemble (I lo) constitué desfo; cgarbres ayant le tronc indexé par oet dont les feuilles indexées par
I'ensemble I sont de couleurs c tandis que les feuilles indexées par |, sont de couleurs o. De plus les
éléments de (I lo) sont des arbres a deux niveaux (i.e chaque chemin reliant une feuille ou sommet a
la racine passe par au plus deux sommets) véri ant les conditions suivantes :

. les arétes entrantes des sommets autres que la racine sont indexés pac,
. les arétes entrantes de la racine sont indexées par la couleuro,
. laracine posséde au moins une feuille entrante.

L'espacelL (M;P;Q) est obtenu en indexant la racine par un point de P tandis que les autres sommets
sont indexés par des points du bimodule M. Autrement dit, on a:

a Y

2
L (M;P;Q)(Ic; 1;0) = EP(JTJ')

[TI;T2 (lcilo) v, r

3
M (jvi) %

La relation d'équivalence  est engendrée par I'axiome de compatibilité avec I'action du groupe sy-
métrique qui correspond a la condition ( ii) de la construction 6.1.2. On interprétera un point a 2
L (M;P;Q)(c;:::;c,c) comme une corolle dont le sommet est indexé par a et les feuilles par la cou-
leur ctandis que le tronc est de couleur c. De méme, on interprétera un point a2 L (M;P;Q)(c;:::;c;0)
comme une corolle dont le sommet est indexé par aet les feuilles par la couleur ctandis que le tronc est
de couleur o. On note [T ; fa,d un pointde L (M;P;Q).

Figure 6.5 — Exemples d'un pointdans L (M; P; Q)(f1; 3; 4;5;6q; f2g; o) et L (M; P; Q)(; ; f1g; 0).

La composition d'un point [ T; fad 2 L (M;P;Q)(l¢;lo;0) avec un point a 2 Q sur une entrée fermée
consiste a gre er la corolle associée aasur l'arbre T puis a contracter la nouvelle aréte interne en utilisant
la structure de Q-bimodule a droite de M.

Figure 6.6 — Exemple de composition opéradique patrtielle.
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Lacompositiond'unpoint[ T; fa,d 2 L (M;P;Q)(I¢; lo; 0) avecunautre point[ T?; fald 2 L (M; P; Q)(1%13,0)
consiste a gre er l'arbre T%sur T en conservant les indexations respectives puis a contracter la nouvelle
aréte interne provenant du tronc de T en utilisant la structure opéradique de PsijlJ 1. Sitoutes les
arétes entrantes de la nouvelle racine sont des arétes internes alors on les contracte simultanément via
la structure de P-bimodule & gauche de M.

Figure 6.7 — Exemple de composition opéradique partielle.
Ainsi dé nie, L (M;P;Q) est unefo; cgopérade symétrique que I'on désignera par L (M) lorsqu'il n'y a
pas d'ambiguité sur les opérades P et Q. On dispose d'un morphisme de fo; cgopérades symétriques :
miP QL (M;PQ)

induit par l'identit¢ Q!L (M;P;Q). = Q ainsi que le morphisme d'opérades strictes P! L (M;P;Q)o
envoyant un point sur la corolle associée. Par conséquent L (M;P;Q); wm) est un objet de la catégorie
Op[P; QI.

En ce qui concerne la fonctorialité, remarquons que si f, : P! P% f;: Q!  QPsont deux morphismes
d'opérades symétriques et f,, : M | MPest une application entre un (P-Q) bimodule M et un (P°-Q9
bimodule M9 véri ant la commutativité des diagrammes suivants :

P(n)  M(my) M(ma) ——M(mi+ my) M) Qm)—M@n+m 1) (6.15)
fo fn fm fm fm fq fm

PY)  M%(my) M(my) ——MOmy +  my) M) QYm) —Mon+m 1)

alors on a un morphisme de fo; cgopérades symétriques :

8
fILM:P,Q) ! L (M%P%QY): (@) sia 2P
( _ ?) (_ ) _QO) avec 6\9:§ fm(a) sia 2M;
En particulier, on dispose d'un foncteur :
L( ;P;Q): -Bimod.g! Op[P;Q]: (6.16)

Proposition 6.2.5. Le couple de foncteu(k ; R) forme une adjonction.

Déemonstration.On se donne (O; o) 2 Op[P; Q] et f : M I R (O) un morphisme de (P-Q) bimodules.
On doit montrer qu'il existe un unique morphisme de fo; cgopérades symetriques f : L (M;P;Q)! O
prolongeant I'application f et vériant I'égalité f y = . Cela signi e que si l'application f existe
alors elle doit respecter les conditions suivantes :
i) f:L(M;P;Q)(n)=Q(n)! Oc(n) doit coincider avec I'application o : Q(n)! Oc(n),
i) la restriction de fiL (M;P;Q)o(n) ! Oy(n) aP(n) doit coincider avec o : P(n) ! Ogy(n),
i) f:L(M;P;Q)c::::c0 = M(n)! R (O)(n) doit coincider avec I'application f.
On va construire I'application f sur les facteurs L (M; P; Q)(I; Io; 0) par récurrence sur le nombre de
sommets des arbresT 2 (I¢;1o). On se donne [T ; fa,d un pointde L (M;P;Q)(I¢;10;0). SiT posséde un

seul sommet alorsjl;j = 0 ou jl,j = O car toutes les arétes adjacentes (i.e ayant le méme sommet d'arrivée)
ont la méme couleur. Dans ces cas, l'application est déja dé nie a cause des restrictions (i) et(iii ).
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Supposons que l'application f soit dé nie pour les arbres possédant au plus k sommets aveck 2.
Prenons [T ; fa,d un point de L (M;P;Q)(I¢;lo;0) avec T ayant k + 1 sommets. Par construction, [T ; fa,d
s'écrit sous la forme [T1; fagnted i [T2; &] avec T, une corolle ayant toutes ses entrées indexées par
la couleur ctandis que son sommet est indexé par un point ag 2 M. Si on veut que f soit un morphisme
de fo; cgopérades symétriques alors on doit avoir I'égalité :

f [T;fad = f [Ti;fagnid i f(ao);

avecT; un arbre ayant ksommets. Les propriétés des opérades impliquent que cette dé nition ne dépend
pas du choix de la décomposition et que f est dé nie de maniére unique.

Onavudans le second chapitre que la catégorie -Bimod.q est enrichie dans les espaces topologiques
et qu'elle est munie d'une structure de catégorie modeéle co brement engendrée (voir le théoréme 2.2.12).
Comme Op[P; Q] est dé nie comme la catégorie (P Q) # -Operad,., elle est aussi enrichie dans
les espaces topologiques et posséde une structure de catégorie modele co brement engendrée (voir
I'exemple 2.1.4). La proposition qui suit montre que l'adjonction ( L ; R) se comporte bien vis-a-vis des
structures homotopiques.

Proposition 6.2.6. Le couple de foncteu(s ; R) forme une paire de Quillen.

Démonstration.Pour démontrer que le couple (L ; R) est une paire de Quillen, on va véri er que le
foncteur R préserve les brations ainsi que les brations acycliques. Soit f : (O; o) ! (0% o0) une
bration dans la catégorie Op[P; Q]. Cela signi e que l'application sous-jacente f : O ! O°est une
bration dans la catégorie des fo; cgopérades symétriques. On rappelle que la structure de catégorie
modéle sur les opérades a été construite a partir d'une adjonction :

Fiog: -Collfo; 0  -Operagy;eg: U ;

avec U le foncteur oubli et Fyo, o 'Opérade libre. Ainsi, f est une bration si et seulement si U (f) est
une bration degré par degré. En particulier, pour n 0, I'application fy : R(O)(n) = O(c;:::;c0) !
R(09(n) = O%c;:::;c 0 est une bration dans Top De méme, la structure de catégorie modéle sur les
bimodules a été dé nie a partir d'une adjonction :

Fg: -Coll -Bimoch.g : U;

avec Fg le (P-Q) bimodule libre. Ainsi, un morphisme dans  -Bimod.g est une bration si c'est une
bration degré par degré dans Top Par conséquentR(f) = fy est une bration. Un raisonnement
similaire permet de démontrer que R préserve les brations acycliques.

Corollaire 6.2.7. Soient P et Q deux opérades symétriqueso brantes et bien pointées ave@P= ;. Soit O
un objet de la catégorie @1; Q]. Si R(O) est -co brant alorsL (BR(O); P; Q) est un remplacement co brant
delL (R(O); P; Q) dans la catégorie QP ; Q] et on a I'équivalence faible :

-Bimod} , R(0); R(O%) ' Op[P; QI" L (R(0);P;Q); 0° : (6.17)

Démonstration.D'apres le théoréme 6.1.3,BR(O) est un remplacement co brant de R(O) en tant que
(P-Q) bimodule. Comme le foncteur L est I'adjoint a gauche d'une paire de Quillen, il préserve les
co brations ainsi que les objets co brants. Par conséquent L (BR(O); P; Q) est co brant dans la catégorie
Op[P; Q].

Unpoint[ T; fa,d 2 L (BR(O); P; Q)(l¢; lo; 0) estladonnéed'unarbre T 2 (I lo) dont certains sommets
sont indexés par des arbres a section. On dispose donc de I'homotopie faisant tendre les paramétres des
sommets non perlés vers 0. Par conséquent, le morphisme de P-Q) bimodules : BR(O) ! R (O),
évaluant I'ensemble des paramétres a zero, induit une équivalence faible entre fo; cgopérades :

L(BR(O);P;Q) 'L (R(O);P;Q):

Au nal, L (BR(O);P;Q) est un remplacement co brant de L (R(O);P;Q) dans Op[P; Q]. Comme tous
les objets sont brants dans les catégories que I'on considére, on a les équivalences faibles :

-BimOCE_Q(R(O):R(OO)) ' -Bimodo(BR(O) ; R(QY);
Op[P; QI"(L (R(O);P;Q); 0% ' Op[P; QJ(L (BR(O);P;Q); 0O:
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L'équivalence faible (6.17) provient donc de I'adjonction ( L ; R) qui induit un homéomorphisme :

-Bimocb.g BR(0O); R(0%)  Op[P; Q] L(BR(O);P;Q); O° :
Théoréme 6.2.8. Soit : O ! 0O°%un morphisme dans la catégorie [Bp Q] avec P et Q deux opérades
co brantes et bien pointées. B{(O) est -co brant et bien pointé anrs-Bimod;_Q(R(O) ; R(OY)) est faiblement
équivalent a lI'espace de lacets relatif :

Operad(Q; O7) ; Op[P; ;1"(L (R(0);P;Q) ; 0% : (6.18)

Démonstration.C'est une conséquence du corollaire 6.2.7 ainsi que des propositions 6.2.12, 6.2.14 et
6.2.15.

La catégorie Op[P; ;] est un cas particulier de la dé nition 6.2.3. Les objets sont les couples (O; f,)
avec O une fo; cgopérade symétrique et f, : P! Oy, un morphisme d'opérades symeétriques strictes.
Par conséquent tout objet de Op[P; Q] peut étre vu comme un objet de la catégorie Op[P; ;] en ou-
bliant I'application sur la partie fermée. Ainsi L (R(O); P; Q) et L (BR(0); P; Q) sont tous deux des objets
de Op[P; ;]. Cependant L (BR(O);P; Q) n'est pas nécessairement co brant dans cette catégorie carQ
n'est pas nécessairement co brant en tant qu'opérade. On commence donc par modi er Iégerement la
construction 6.1.2 a n de dé nir un remplacement co brantde L (R(O); P; Q) dans Op[P; ;].

Construction 6.2.9. A partird'un ( P-Q) bimodule M on peut construire le (P-BV (Q)) bimodule B. (M)
dont les points sont les triplets [ T; ftyg; fa,d avec T un arbre a section et fa,gune famille de points
indexant les sommets de I'arbre de la méme maniére que dans la construction 6.1.2. La famille ft,gest
un ensemble de réels dans l'intervalle | = [0; 1] paramétrant les sommets non perlés au-dessous de
la section ainsi que les arétes internes au-dessus de la section. Si une aréte au-dessous de la section
connecte deux sommets non perlés alors on a l'inégalité tgg  tyq. Ainsi B. (M) est un quotient du
sous-espace : a Y h i Y Y h |

PGv)) | M (jvj) Q@v) |

n V2V4(T) V2VP(T) V2VYU(T)

obtenu & partir des restrictions sur les familles ft,g La relation d'équivalence est engendrée par les
axiomes (i), (iii :b) et (iv:b) de la construction 6.1.2 ainsi que les axiomes suivants :

i9 Si et 4sontles unités de P et Q respectivement alors on a les relations suivantes :

v) Si une aréte interne au-dessus de la section est paramétrée par 0 alors on peut la contracter en
utilisant la structure opéradique de Q ou la structure de Q-bimodule a droite de M.

Figure 6.8 — Exemples de la relation ().

La structure de (P-BV (Q)) bimodule est dé nie de maniére similaire a la construction 6.1.2.

Lemme 6.2.10. Soit M un (P-Q) bimodule avec P, Q deux opérades symétriques brantes bien pointées
et A0) = ;. Si le bimodule M est -co brant alorsB. (M) est un remplacement co brant de M en tant que
(P-BV (Q)) bimodule.

Démonstration. Tout d'abord, notons que M posséde une structure de (P-BV (Q)) bimodule grace au
morphisme d'opérades symétriques : BV (Q) ! Q. Le reste de la démonstration est similaire a la
preuve du théoréme 6.1.3.
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Notation6.2.11 Soit O un objet de la catégorie Op[P; Q]. On note
BV . (0) :=L(B;(R(Q)); P; BV (Q)):

Proposition 6.2.12. Soit O un objet de OfP; Q] avec P et Q deux opéradesco brantes et bien pointées. Si
R(O) est -co brant alorsBV . (O) est un remplacement co brant de(R(O); P; Q) dans la catégorie QB'; ; ].

Démonstration. Sous les conditions de la proposition, le lemme 6.2.10 implique que B.(R(O)) est un
remplacement co brant de R(O) en tant que (P-BV (Q)) bimodule. Comme le foncteur L préserve les
co brations, BV .(O) est co brant dans la catégorie Op[P; BV (Q)]. Par conséquentBV . (O) est aussi
co brant dans la catégorie Op[O,; ;] via la succession de co brations :

P:! P BV (Q!BV .(O)

Unpointde BV . (O)estconstituéd'unarbrede dontles sommets sontindexés par des points deBV (Q),
B. (R(O)) ou P adéquats. Par conséquent, I'application BV . (O) ! L (R(O);P;Q), évaluant I'ensemble
des paramétres a zéro, est une équivalence faible dont I'homotopie consiste a faire tendre les parametres
vers zéro.

Par construction, le morphisme d'opérades BV (Q) ! BV .(O). = BV (Q) provient de l'identité. On
dispose donc d'une application continue :

h:Op[P;;] BV .(0); 0° ! -Operad BV (Q); 02 : (6.19)
Ainsi, un modéele pour l'espace de lacets relatif (6.18) est obtenu comme la bre homotopique de I'ap-
plication h au-dessus de la composée (oo)c :BV (Q) ! 02 Plus précisément on a la dé nition
suivante :

Dé nition 6.2.13. Un point de la bre homotopique (6.19) au-dessus de la composée ( oo)c est la
donnée d'applications continues :

f(n;c) :BV(Q)n) [0;1] ! 0%c;:::;c0); pour n O;
f(lcilo; 0 : BV ;(O)Icils0) f1g ! Oclo0);  pour jlg Oetjlgj O;

véri ant des relations liées a la structure opéradique :

fln+m 1:0(x iy;t)=f(n;ox;t) i f(m;c)(y;t); pour x2BV (O)(n); et y2BV (Oc)(m),

FU%13% o)(x iy; 1) = f(lcilo; O(x; 1) if(1313; 0)(y; 1) pour x 2 BV . (O)(I¢;lo; 0)ety 2 BV ; (O)(1%13; 0),

f(12219% o) (x y; 1)= f(lg;lo; 0)(Xx; 1) i f(1%; ; O)(y; 1); pour x 2 BV . (O)(Ic;lo; 0 ety 2 BV . (0)(1%; ; o).
Ainsi que des restrictions liées au point base :

f(n; 9x;0)=( o0 (x); pour x2BV (Q)(n).

Pour démontrer le théoréme 6.2.8 on va employer une méthode similaire a celles du chapitre 3. On
va utiliser I'espace Op[P; BV (Q)I(BV . (0); 0% comme intermédiaire entre I'espace de lacets relatif et
Op[P; Q]"(L (R(0); P;Q); 09. Notons que la commutativité du diagramme :

P BV (Q)

X/ W o0 )
o

BV . (0)

implique que Op[P; BV (Q)I(BV . (0); QY est le sous-espace deOp[P; ;](BV . (O); 0% constitué des
applications f véri ant la relation :

fX)=(o09) (X)) 8x2BV (Q): (6.20)
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Proposition 6.2.14. Sous les conditions du théoréme 6.2.8, I'espad® OBV (Q)]( BV . (O); O°) est homéo-
morphe a OfP; QJ(L (BR(O); P;Q); O°).

Démonstration. Notons que cette proposition est une version explicite des constructions introduites par
Fresse dans [18, Chapitre 7]. D'aprés le corollaire 6.2.7, pour démontrer le résultat il su t de construire
un homéomorphisme :

-Bimodhgy () B:(R(O)); R(O%) !  -Bimod.q BR(O); R(OY

On commence par dé nir une application ensembliste i : BR(O) ! B .(R(O)) envoyant un point

[T; ftyg; fad vers un élément [T; ftOg; fa,d. L'arbre a section, lindexation des sommets ainsi que la
paramétrisation des sommets non perlés au-dessous de la section restent inchangés. Se est une aréte
interne au-dessus de la section alors elle sera paramétrée par le réetS 2 [0; 1] dé ni par :

o_ (e tse)Htg 1) Sitye <1
te= 1 si tt(e) =1L (621)

Pour la construction on considéere que, par défaut, une perle est paramétrée par 0. L'application i, ainsi
dé nie, ne dépend pas du choix du représentant. Cependant elle n'est pas continue. En e et, si e est
une aréte interne au-dessus de la section reliant deux sommets non perlés alors le paramétretd n'est pas
dé nilorsque ty tend vers 1.

Figure 6.9 — lllustration de I'application i:BR(O)!B .(R(O)).
A n de pallier ce probléme, on introduit une relation d'équivalence sur  B.(R(O)). Soit la relation
engendrée parx  x°si et seulement si il existe y 2 B. (R(0)) et [T ; ftg; fa,d; [T; ft%; fad 2 BV (Q) tel
que :
x=y i[T; ftg; fad et =y i [T;ft%; fad:
On note B.(R(O))= (n) I'espace quotient B.(R(O))(n)= . La structure de (P-BV (Q)) bimodule sur
B. (R(O)) induit une structure de ( P-Q) bimodule surla -collection B. (R(O))= :
i ©B;(R(O)=(n) Q!B ;(RO)=(n+m 1)
x;) 7! X i,
: P(n) B ;(R(O))=(m) B (RO)=(mn) !B ;(RO)=(m+ +mp);
(X5 y1:::55Yn) 7! (X Y1500 Yn):
Les axiomes liés a la structure des P-Q) bimodules sont véri és uniquement grace a la relation
d'équivalence. La structure de BV (Q)-bimodule & droite de O° provient du morphisme de bimodules
BV (Q)! Q. Par cons~équent, toute application f 2 Bimod-gy (q)(B: (R(O)); R(0%) passe au quotient
et induit un morphisme f 2 Bimod-(B: (R(O))= ; R(0%). Grace a la propriété universelle du quotient,
on obtient un homéomorphisme :

1 -Bimodbsy ()(B; (R(0)); R(Q%) ! -Bimodh.o(B; (R(0))= ; R(QY):

Soiteune aréte interne au-dessus de la section reliant deux sommets non perlés. Sk vaut 1 alors tous les
paramétres t2 sont identi és dans I'espace quotient rendant I'application i:BR(0O)!B . (R(O))= conti-
nue. Par construction, I'application i est un homéomorphisme et préserve la structure (P-Q) bimodule.
On dispose d'un second homéomorphisme provenant de la pré-composition par i :

2 -Bimodo(B: (R(0))= ; R(0Y) ! -Bimodb.o(BR(0) ; R(09):

Au nal on dé nit 'homéomorphisme comme la composée , 1.
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Proposition 6.2.15. Sous les conditions du théoréme 6.2.8, I'espa¢B OBV (Q)]( BV . (O); O°) est faiblement
équivalent a I'espace de lacets relatif :

-Operad BV (Q); O%) ; Op[P;;](BV .(O); O° :

Démonstration. Rappelons queOp[P; BV (Q)](BV . (0); O°) estle sous-espace d®Op[P; ;](BV . (O) ; Q%
constitué des applications dont la restriction a I'opérade BV (Q) coincide avec la composée (o0)c . On

peut donc voir Op[P; BV (Q)](BV . (0); 0% comme un sous-espace de la bre homotopique (6.19) via

l'inclusion :

: Op[P; BV (Q)I(BV ;(0); 0% ! -Operad BV (Q); OF) ; Op[P;;1(BV ;(0); O°%) ;

RIGHCICH (o) ()  pour x2BV (Q)(n);
f(lglo; 0(X; 1) f(le; lo; 0)(X) pour x 2 BV . (O)(Ig; lo; 0):

On va démontrer que est une équivalence faible. Pour cela on va introduire deux tours de brations
associées a des ltrations de BV . (O) permettant d'avoir un contréle sur le nombre de sommets indexés
par des points de I'opérade symétrique Q.

On commence par rappeler gu'un élément de BV . (O)(I¢; lo; 0) est la donnée d'un arbre T 2 (lg; o)
dont les sommets autres que la racine sont indexés par des arbres a section de (voir la dé nition 6.1.1).
Untel élémentestnoté [T; f ,d.Si  (l¢; lo) désigne I'ensemble des éléments [T; f g, avecT 2 (I lo),
alors BV . (O)(I¢; lo; 0) peut s'écrire comme le quotient du sous-espace :

a Y B h iy Y h i3
X(le;lo; 0) PGri) E PGvi) | R(O)(vi) Q(vi) l%

[T:f vd2 (leilo) v2V(T)nfrg vave( ) V2VP( ) V2VH( )

f 7!

obtenu a partir des restrictions de la construction 6.2.9 sur les points de l'intervalle |. La relation d'équi-
valence est engendrée par les axiomes des constructions 6.2.4 et 6.2.9. On dispose donc d'une projection
gue I'on note de la fagon suivante :

1 X(lilo;0) 1BV (O)(Ic; o O):

De méme, un point de BV . (O)(l¢;; ; ©) = BV (Q)(jl¢j) peut étre interprété comme la corolle de  dont
les arétes sont de couleurc et le sommet est indexé par un fcgarbre. Posons ¢ I'ensemble des éléments
[T;f ,ddontlasomme des sommets au-dessus des sections des arbres , vaut k. On désigne par
I'ensemble des éléments de ; aveci k.

Figure 6.10 — lllustration d'un élémentde .

Un élément [T;f g 2 ( posséde une aréteredondantesi I'un des arbres  a une aréte interne e
au-dessus de la section tel que le sous-arbre de , ayant pour tronc edispose de k sommets. On notera

*, I'ensemble constitué des éléments de ¢ ainsi que des éléments de .1 n‘ayant aucune aréte
redondante. Si X i et X*, désignent respectivement la restriction de X aux ensembles (et *,, alors
on dé nitles fo; cgcollections symétriques :

BV.(O) = (X et BV (0, = (X))
Notons que ces deux collections ne possédent pas de structure opéradique car la composition ne préserve

pas nécessairement le nombre de sommets au-dessus des sections. Cependant, cela fournit une Itration
de I'opérade colorée symétrique BV . (O) en tant que collection grace a la succession d'inclusions
+ .

K k+1 -
BV .(0) o—/ —IBV ;(0) «—BV . (0)*, —/BV . (0) .1 — (6.22)
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On construit ensuite les composantes des deux tours permettant de calculer Op[P; BV (Q)](BV . (0); O°)
ainsi que I'espace de lacets relatif :

. A TopBV.(O);0° ; .A*  TopBV (0),;0° ;
Y Y

. B Top BV . (0) «(lcilo; 0 f 1g; O%lg;lo; 0) Top BV . (0) «(le;; ;9 [0;1]; O%g;; ;0 ;
|c;|o IC
Y Y

. BY Top BV ;(O)*,(Icilo; 0) f 1g; Ol¢;lo; 0) Top BV ;(0)*,(Ic;; ; © [0;1]; O¢;; 50 ;

le;lo le

avecB ( etB*, les sous-espaces des applications véri ant les conditions de la dé nition 6.2.13 tandis que
A (et A", sontles sous-espaces véri ant les conditions de la dé nition 6.2.13 ainsi que la relation (6.20).
La ltration (6 :22) induit deux séquences :

AOQ_O_A+OQ_Q_A10_Q_ 00 A kQ_O_A+kQ_0_A ep 00—

+ +
0 0 1 k M k1

BOQO_B+OQ_O_31QO_ Q-Q—BkQ-Q—B+kQ-Q—Bk+1Q-Q—

avec ket ; les applications induites par l'inclusion

Dans un premier temps, il faut démontrer que les deux séquences forment des tours de brations.
Les constructions qui suivent sont semblables & celles introduites dans la preuve du théoréme 6.1.3. An
d'alléger les notations, on ne tient pas compte de I'action du groupe des permutations. On commence
par montrer que l'application A*I< I A estune bration. Pour cela, posons @(+k le sous-espace dexX™*
constitué des points véri ant I'une des conditions suivantes :

k

i) soit un sommet bivalent est indexé par l'unité de Q,
ii) soit l'une des arétes des arbresf ,gest paramétrée par 0.

Comme l'opérade Q est bien pointée, linclusion @*, ! X* est une co bration (acyclique) et on a la
somme amalgameée suivante qui est une réécriture du passage au quotient :

@(+k ;kJrk

BV . (0) «—/BV . (0)",

ou l'application verticale & gauche du diagramme consiste a contracter les arétes paramétrées par 0
et oublier les sommets indexés par l'unité de lI'opérade Q. Comme la somme amalgamée préserve les
co brations, I'application BV . (O) ! BV ,(O)", est aussi une co bration. On introduit maintenant la
collection @X+k comme le sous-collection de X*k, contenant @(*k, constituée des points véri ant l'une
des conditions suivantes :

i) soit un sommet bivalent est indexé par l'unité de Q,
ii) soitl'une des arétes des arbresf ,gest paramétrée par O ou 1.

Les applications @, ! @X*k I X* sontdes co brations (non acycliques) et on introduit le diagramme

commutatif suivant :
+ / + [ +
@ k @X k 6( k

BV . (0) \—/@V ; (0)*, —/BV ;(0)*,

avec @V ; (0)*, obtenu comme la somme amalgamée de la partie gauche du diagramme. Comme les
sommes amalgamées préservent les co brations, les applications horizontales en bas du diagramme
sont aussi des co brations. De plus, @V ; (O)*, contient les points de BV ; (O)*, s'écrivant sous la forme
X iy. Par conséquent, comme la partie fermée est déterminée par la relation (620), on a le produit bré :

110



CHAPITRE 6. DELOOPING RELATIF D'ORDRE SUPERIEUR

Y
At — Top BV (0)*,(lcilei 0); O%lcilei )

Ie;lo

Y
A «—II" Top @V . (0)* (Ie:16:0); O%lci lo: 0)

leilo

D'aprés le lemme 2.1.22, on sait que l'application verticale & droite du diagramme est une bration.
Comme le produit bré préserve les brations, I'application ~ A* ! A  estaussiune bration.

De la méme maniére, on démontre que A .1 ! A*k ainsi que les applications composants la tour
associée a l'espace de lacets relatif sont des brations. Pour démontrer que l'application  est une
équivalence faible, il su t de montrer par récurrence que chacune des applications , et , est une
équivalence faible. Par construction l'application o coincide avec l'identité qui est une équivalence
faible. Supposons que  est une équivalence faible. On va démontrer que | et .1 sont des équivalences
faibles. On commence par se donnerf un pointde A . On notera Fa la bre au-dessus de f et Fgla bre
au-dessus de ((f). On a le diagramme suivant :

A kQ_O_A+kQ_O_|:A

+ ~
k K f

B kQ_O_|3+k£)_0_|:E,}

Comme les applications horizontales a gauche du diagramme sontdes brations, 'application [ estune
équivalence faible si et seulement si 'application entre les bres ¢ l'est aussi. Or un point de Fg est la
donnée d'une famille d'applications continues :

f(n;o :BV.(O) (ci:iico [0;1] ! 0%c:::;c0);
f(le;lo; 00 @ BV ;(O)+k(|c;|o; o flg ! Oo(lc;lo; 0);

avec f(n; ©)(x;0) = ( o0)c  (X) et dont la restriction & BV . (O) g coincide avec k(f~). En particulier, la
restriction de f(n; c) aBV .(O)  coincide avec ( o0)c . Par ailleurs, l'image de Fa est constituée des
familles d'applications vériant  f(n; ¢)(x;t) = ( o0)c (X) pour t 2 [0; 1]. Comme il n'y a pas d'aréte
redondante, on peut dé nir I'homotopie :
H: Fg [O, l] ! gB
(0 3 H[f;t9(n; o(x; t) = f(n; o)(x; tt9 pour x 2 BV ; (0)* (G:::;cc) ett 2 [0; 1];
it 7!
( B H[f;t9(l¢; lo; 0)(x; 1) = f(lc; lo; 0)(x; 1) pour x 2 BV ;(O)“k(lc; lo; O):

Par conséquenti, est une équivalence faible.
Pour montrer que i1 est une équivalence faible, on se donne f° un point de A*,. On notera Fg la
bre au dessus de fPetFJ la bre au dessus de (f°). On a le diagramme suivant :

A+kQ_Q_A k+1Q_Q_|:(AJ

+

k 0

k+1

B 1 Q0 Fg

+ 00
Bk

Comme les applications horizontales a gauche du diagramme sont des brations, I'application  ; est
une équivalence faible si et seulement si I'application entre les bres 7 I'est aussi. Or un point de Fg est
la donnée d'une famille d'applications continues :

f(n;c) BV .(O) wa(c::i:;c0) [0;1] ! 0%c:::;c0);
f(lelo; 0 : BV . (O) willelo; 0) f 1g L 0% lo; 0
dont la restriction a BV . (O)*, coincide avec ;'(fNO). En particulier on a f(n; c)(x;t) = ( o0)c  (X) pour

t 2 [0; 1]. Par conséquent, I'application  est l'identité et | est une équivalence faible.
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Théoréme 6.2.16. Soient P et Q deux opéradesco brantes et bien pointées, ave@pP=;,et :O! 0O%un
morphisme dans la catégorie [Bp Q]. SIR(O) est -co brant alors le couple d'espaces topologiques

-Bimod}(Q; 09 ;  -Bimod; ,(R(0); R(0Y)
est faiblement équivalent a us€, -algébre explicite :
-Operad(Q; Og) ;  -Operad(Q; O¢) ; Op[P; ;1"(L (R(0);P;Q) ; O°)

Démonstration. Pour le premier facteur, I'équivalence faible est due au théoreme 6.2.1 de Robertson tandis
gue pour le second facteur, I'équivalence faible provient du corollaire 6.2.7 et du théoréme 6.2.8.

Corollaire 6.2.17. Soit : O ! 0O°un morphisme ddo; cgopérades symétriques aveg(@ = ;. Si O est
-co brant et bien pointé alors le couple d'espaces topologiques

-Bimod}, (Oc; 09 ; -Bimod , (R(O); R(QY)
est faiblement équivalent a us&;-algebre explicite :
-Operad(O.; 09 ; -Operad(O¢; 0O2) ; Op[O,; ; "(L (R(O); On; Oc) ; O°)
Démonstration. Provient du faitque : O! OP%est un morphisme dans la catégorie Op[O,; O.

Notation 6.2.18 SiO est une opérade symétrique alors on désignera par O>° 'opérade stricte obtenue a
partir de O. Ainsi O posséde une structure de (0>°-O) bimodule. Plus généralement, la donnée d'un
-bimodule sous I'opérade O est équivalente a la donnée d'un (0”°-0) bimodule.

Corollaire 6.2.19. Soient ; : O; ! O, un morphisme d'opérades et : O, ! M un morphismes de &
bimodules. Si @est -co brant et bien pointé alors le couple d'espaces topologiques

-Bimod}, (O1; 0z) ; -Bimod}, (O1; M)
est faiblement équivalent a us&;-algebre explicite :
-Operad(Oy; Oz) ; -Operad(01; Oz) ; Op[O7°; ;]"(L (01;07%01) ; L(M;03%02))

Démonstration. On dispose d'un morphisme d'opérades ;:0O;! O, ainsi que d'un morphisme f, =

2 1:0:! M, avec O; vu comme un -bimodule sous l'opérade O; et M un -bimodule sous
l'opérade O, véri ant la commutativité des diagrammes (6.15). On a donc un morphisme de fo; cg
opérades symétriques :

f:L(04;07%0:)!L (M;0;%0):

Ainsi f est un morphisme dans la catégorie Op[OIO; 0O;]. Pour obtenir le résultat du corollaire, il su  t
d'appliquer le théoreme 6.2.16 a l'application f en remarquant que L (R(L (Ol;OIO;Ol));Oio;Ol) =
L (01;020; 0O,) car RL = id par construction.

Remarqués.2.20 Tous les théorémes et corollaires ci-dessus possedent des équivalents lorsque les opé-
rades P et Q ne sont pas symétriques. Pour cela, il su t de ne pas tenir compte de I'action du groupe
des permutations dans les di érentes constructions.

6.3 Geénéralisation grace a la conjecture de Dwyer-Hess

Dans cette section on va montrer qu'il est possible d'utiliser le théoréme 6.2.16 a n d'identi er des
algebres sous I'opérade topologique SCgy:1 a partir d'un morphisme de fo; cgopérades. Pour cela on
doit admettre une conjecture de Dwyer-Hess introduite dans [17]. Dans ce qui sulit, I'opérade C4 est vue
comme |'opérade non symétriqgue U (Cy) via I'adjonction (1 :3).

Conjecture 6.3.1. [17] Soit M un Cy4-bimodule avec 0)'  etM(1)' .Si :Cy! M estun morphisme de
Cgy-bimodules alors on a I'équivalence faible :

Ibimod} (Cq; M) ' “Bimod?, (Cq; M):
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Notons que Dwyer et Hess ont énoncé des résultats préliminaires pour la démonstration de cette
conjecture dans l'article [17]. De plus, Boavida et Weiss ont démontré la conjecture dans [6] dans le
contexte des espaces de plongements. Une application directe de la conjecture 6.3.1 et du théoréme 6.2.1
est l'identi cation de Cy.1-algébres a partir de morphismes d'opérades.

Théoréme 6.3.2. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. SIC4 ! O est un morphisme d'opérades, avec
O(0)" etO(1)' ,alorsonaléquivalence faible :

Ibimodf, (Cq; 0)'  “*Operad(Cq; O):
Notation6.3.3 L'analogue de lI'opérade Cg4, dans le cas coloré, sera l&0; cgopérade symétrique :
CCy = L (Ca; C;°; Ca):
Théoréeme 6.3.4. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. Si CCy ! O est un morphisme dans la
catégorie Obf:;o; Cql,avec @; c)' O(c; )" etO(;0"' O(c;0' ,alorslecouple d'espaces topologiques
Ibimod?, (Cq; Oc) ; Ibimod} (Cq; R(O)) ;

est faiblement équivalent a une algébre s8Qg.; explicite :

*1operad(Cq; Oc) ;  *' Operad(Cq; Oc) ; Op[C;%; ;]"(CCq; O)

Démonstration.C'est une conséquence du théoréme 6.2.16 et de la conjecture 6.3.1.

Corollaire 6.3.5. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. SoigntCy ! O un morphisme d'opérades et
2: 0! M un morphisme de O-bimodules. Si@ ' O(1)' etM(0)' M(1)' alors le couple d'espaces
topologiques

Ibimod} (Cq; O) ; Ibimod}, (Cq; M) ;

est faiblement équivalent a us€ 4. 1-algébre explicite :
“IOperad(Cq; 0) ;  ** Operad(Ca; O); Op[C;%;;]"(CCy; L(M; 07 0))

Démonstration.C'est une conséquence du théoréme 6.2.19 et de la conjecture 6.3.1.

6.4 Application a I'espace des longs nceuds en dimension supérieure

Dans [42], Sinha a réussi & exprimer I'espace des longs noeudsL 1., comme un espace de lacets
double car il disposait d'un remplacement semi-cosimplicial provenant de I'opérade de Kontsevich
(voir le chapitre 4). Dans le contexte des espaces de longs nceuds en dimension supérieure dé nis par la
bre homotopique :

L{., = hofib Emp(R?; R") I Imm(R?; R") ;
on ne possede pas de remplacement semi-cosimplicial. Cependant, Arone et Turchin ont développé

dans [1] une méthode, basée sur le calcul de plongements de Weiss [52], a n d'identi er des espaces de
plongements a des bimodules in nitésimaux sous I'opérade des petits cubes.

6.4.1 Rappel sur le calcul de plongements.

On xe M une variété lisse de dimension d. On désigne par O(M) I'ensemble partiellement ordonné
des ouverts de M. Pour k2 N, on note Oy (M) le sous-ensemble deO(M) constitué des éléments homéo-
morphes & une union disjointe d'au plus k boules ouvertes de RY. A partir d'un foncteur contravariant
F:OM)! Top Weiss a introduit le foncteur TyF: O(M)! Topvialaformule :

TF = holi F(V):
kF(U) 321&1(U) V)
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Le foncteur TyF est appelé le k-ieme polynéme de Taylassocié aF. Ce dernier a l'avantage d'étre plus
simple a étudier que le foncteur d'origine. La restriction de Oy a O ; induit une transformation naturelle
TF! Ty (F. On obtient ainsi une tour, appelée tour de Taylor permettant d'interpoler le foncteur F.

F\
ToF é T,FOO  T,F DD—«rgFDD—

Dans certains cas favorables, la limite homotopique de la tour de Taylor, notée T; F, est un foncteur
équivalent au foncteur initial F (i.e 8U 2 O(M) onaT; F(U) ' F(U)). On dit alors que la tour de Taylor
associée au foncteurF converge.

Les tours de Taylor ont été utilisées dans I'étude des espaces de plongements par Goodwillie [20, 21,
22] et Weiss [562, 23]. L'idée est d'interpréter I'espace Em(M ; N) comme un foncteur contravariant :

Emi ;N):OM)! Top

avecN une variété lisse de dimension n. De méme, on peut étudier I'espace des immersions Imm(M ; N)
ainsi que I'espace des longs plongements dé nis par la bre homotopique :

EmbM;N) := hofib EmiM ; N) ! Imm(M; N) :

Théoréme 6.4.1. [52] Soient M et N deux variétés lisses de dimension d et n respectivement. 8i n2 > 0
alors les tours de Taylor associées aux foncteurs ci-dessous convergent :

Emb( ; N); Imm( ; N) et E_mk( ;N):OM) !  Top

Dans le cas particulier ou I'on étudie les espaces de plongements et d'immersions a support compact,
on doit modi er Iégerement la dé nition de la tour de Taylor. Si M est le complémentaire d'un compact
de RY alors on dé nit &(M) comme I'ensemble des ouverts de M s'écrivant sous la forme V [ W avecW

le complémentaire d'un disque fermé, V 2 O(M) etV \ W = ;. On note ©,(M) le sous-ensemble de®(M)
constitué des ouverts V[ W avecV 2 Ox(M).
A partir d'un foncteur F:©®&(M)! Top on dé nitle k-iéme polyndme de Taylor T,F: &(M)! Top
via la formule :
TF(U) .= holim F(V):
V28,(U)

Théoréme 6.4.2. [52] Soit M le complémentaire d'un compact@é. Sin d 2> 0alors les tours de Taylor
associées aux foncteurs :

Emh( ;R": Immg( ;R") et Emh( ;R":&M)! Top

convergent. En particulier, la tour de Taylor associée a l'espace des longs nceuds de dimension supérieure converge.

6.4.2 Lien entre la tour de Taylor et les bimodules.

Un isomorphisme standard de RY est la composée d'une translation et d'une dilatation. Soient
A = [ osAsl'union disjointe d'ouverts de RYindexée par un ensemble Set M un sous-espace deRY. Une
application f : A! M est appeléeplongement standarsli f est un plongement tel que, pour tout s2 S la
composée fia, : As! M | RYestégale a l'inclusion dans RY suivie d'un isomorphisme standard. On
note sEmKA ; M) I'espace des plongements standards.

Dé nition 6.4.3.  SoitM un ouvert de RY. La -collection SEml{ ; M) est donnée par :
SEmi{ ; M)(k) = sEmigk C 9; M);

avec CY le cube unité de RY. SiM = CY alors la -collection sEml{ ; CY) coincide avec 'opérade Cy. De
maniére générale,sEmlf ; M) posséde une structure de Cy4-bimodule a droite :

i SEmi{ ; M)(n) Cq4m)! sEmlf ;M)(n+m 1)

induit par la pré-composition avec le plongement standard provenant de C.
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Théoréme 6.4.4. [1, Théoréme 5.10] Soit M un ouvert &, avec &k n. On a les équivalences faibles :
T, EmHM ; R")* Rmod (SEmi ;M);C,) et T, Emk(R?;R")" Ibimod} (Cq;: Cp):
Si M est le complémentaire d'un compactRi®alors on a I'équivalence faible :
T; Emi(M; R")' Rmod. (SEmK{ ; M); Cy):
Corollaire 6.4.5. Admettons que la conjecture 6.3.1 soit vraie. Sid 2> 0 alors on a I'équivalence faible :
Lg.," Ibimod! (C4; Cn)'  “'Operad(Cy; Cy):

Démonstration. C'est une conséquence de la conjecture 6.3.1 ainsi que des théorémes 6.4.2 et 6.4.4.

6.4.3 Application a lI'espace des (k)-immersions relatives.

L'espace des K)- |mmer5|0nsnotelmm(k)(Rd; RM), est le sous-espace des immersiond 2 Imm¢(RY; R")
tel que pour tout sous-ensemble K RY de cardinal k, la restriction fix est non-constante. En particu-
lier, lorsque k = 2, on retrouve l'espace des plongements classiqueEmk(RY; R"). Les ()-immersions
dé nissentune famille d'espaces intermédiaires entre I'espace de plongements et I'espace d'immersions::

Em(RY; R") —AmmPR; R ——  — mmP(RY; R") ——  — S mm(RY; R")
L'espace des k)-immersions relatives est dé ni comme la bre homotopique :
IMm¥RI: R") = hofib IMMPR?; R I Immg(RY; R") :

Contrairement aux espaces de plongements, on ne sait pas sila tour de Taylor associée auxk)-immersions
converge. Dobrinskaya et Turchin ont néanmoins réussi a identi er la limite de la tour de Taylor a un
espace de morphismes de bimodules in nitésimaux sous I'opérade Cgq. Pour cela, on abesoin d'introduire
I'espace des )-petits cubes.

Figure 6.11 — Exemple d'un point d(?k)lmm(‘l)(Rl R3). ©
Dé nition 6.4.6. Le Cy-bimodule des (k)-petits cubes, notéC”, est la donnée de la -collection fC, (g

dont la n-ieme composante est I'espace des familles de petlts cubesfcdl, (voir la dé nition 1.1.19)
véri ant la condition suivante : \

8(ir; 11130k 2 CK: Int(Im(c;,)) = ;: (6.23)
1k
La structure de bimodule a droite est dé nie de la fagon suivante :

cWn) cgm) ! ¢ P+m 1)

g C?O: Cj sii<j;
(fadly; fegly) 70 f QY ! § =6 ¢, sii j<i+m
C?O G m+1 Sij i+ m;

tandis que la structure de bimodule a gauche est donnée par la formule suivante :

:Can) € ¥my ¢ Y¥my) 1 c Ym+  +my);
(fQ¢1,f&in§35"fC%dn1) 7! fcodnﬁ +mn’
avec
c?=q+1 djff}m m StMut o Fm+ljompt Mg
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Figure 6.12 — lllustration de la structure de C,-bimodule a droite de C(ZS).

Théoréme 6.4.7. [11, Théoréme 11.2] Sin d alors on a TImmP(R?; R") * Ibimod&d(cd; c¥)y.

A cause de la condition (6:23), le bimodule des (k)-petits cubes ne posséde pas de structure opéradique.
On dispose néanmoins de la composition :

Ca—Ib, —IEY:
1 2 n:
avec 1 un morphisme d'opérades et ; le morphisme de C-bimodules issu de l'inclusion. En utilisant

le corollaire 6.3.5 avec le couple de morphismes ( 1; ») et grace au corollaire 6.4.5 et au théoreme 6.4.7,
on obtient I'énoncé suivant :

Théoréme 6.4.8. Admettons que la conjecture 6.3.1 soitvraie. Sth 2 > Oalors le couple d'espaces topologiques
Ly ;T Imm¥P(R?; R") est faiblement équivalent & uSE . 1-algébre explicite :

*1operad(Cq; Cn); *! Operad(Cy; Cn); Op[Cq; ;]"(CCq: L(C¥: Ch;Ch))
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Résumeé

L'objectif de ce travail est I'étude de l'opérade Swiss-Chees8Cy qui est une version relative de
I'opérade des petits cubes C4. On montre que les théoremes classiques dans le cadre des opérades non
colorées admettent des analogues dans le cas relatif. Il est ainsi possible d'extraire d'une opérade pointée
O (i.e. un opérade colorée sous o(SC;)) un couple d'espaces semi-cosimpliciaux (O ; Oo) dont les semi-
totalisations sont faiblement équivalentes a une SC,-algébre explicite. En particulier, on prouve que le
couple (L 1:n; L m:n), composé de l'espace des longs nceuds et de I'espace des longs entrelacs & brins,
est faiblement équivalent a une SCy-algébre explicite.

Dans un second temps, on s'intéresse aux couples d'homologies singuliéres et d'homologies de
Hochschild associés a une paire d'espaces semi-cosimpliciaux provenant d'une opérade pointée. Dans
ce contexte, les couples H (sTo{O)); H (sTof(Oy))) et (HH (Oc); HH (Op)) possédent tous deux une
structure de H (SCy)-algébre explicite. On montre alors que le morphisme de Bous eld entre ces deux
couples préserve les structures deH (SC;)-algébres. Celanous permet de mieux appréhender le couple de
suites spectrales de Bous eld calculant (H (sTo{O)); H (sTo{Oy))). En particulier, on énonce un critére
permettant de faire le lien entre le couple d’homologies singuliéres issu d'une opérade symétrique
multiplicative topologique et la page E? des suites spectrales de Bous eld.

La derniére étape de notre étude consiste a généraliser les précédents résultats. Pour cela, on se base
sur une conjecture de Dwyer et Hess qui vise & identi er une Cgy.1-algeébre & partir d'un morphisme
d'opérades Cy! O. En admettant ce résultat, on introduit une opérade colorée CCy telle que I'on peut
extraire une SCy,1-algébre a partir d'un morphisme d'opérades colorées CCy ! O. On montre ainsi
que le couple d'espaces (9. ; T Imm®(RY; RM)), composé de I'espace des longs nceuds en dimension
d et de I'approximation polyriomiale des ( k)-immersions, est faiblement équivalent a une SCy.,-algébre
explicite.

Abstract

The aim of thiswork is to study the Swiss-Cheessperad, denoted by SCy, which is a relative version of
the little cubes operad Cq4. We show that the classical theorems in the context of uncolored operads can be
generalized to the relative case. From a pointed operad O (i.e. a two colored operad under ((SC,)), we
build two semi-cosimplicial spaces ( Oc; O,) such that the pair of semi-totalizations is weakly equivalent
to an explicit SC,-algebra. In particular, we prove that the pair ( L 1.n; L m:n), composed of the space of
long knots and the space of long links, is weakly equivalent to an explicit SC,-algebra.

We study two homology theories, namely singular and Hochschild homology, of a pair of semi-
cosimplicial spaces arising from a pointed operad. In this context, ( H (sTo{O¢)); H (sTo{O,))) and
(HH (O¢); HH (Oy)) are equipped with an explicit H (SC,)-algebra structure. We show that the map
introduced by Bous eld between these two pairs is a morphism of H (SCy)-algebras. This result helps
us to understand the pair of spectral sequences computing (H (sTo{O¢)) ; H (sTo{Oy))). In particular we
give some conditions on a multiplicative symmetric operad so that the E? pages of the Bous eld spectral
sequences are weakly equivalenttoH (sTo{O.)) and H (sTof{O,)) asH (SCy)-algebras.

Finally we generalize our previous results, relying on a conjecture by Dwyer and Hess. We de ne a
colored operad CCy and obtain an SCy.1-algebra from an operad morphism CCy! O. Asaconsequence,
we prove that the couple of topological spaces (L . ; T1 Imm®(RY; RM)), where L 4., is the space of long

knots from R9to R™and where T; Imm®(RY:; R")is the polynomial approximation of the (K)-immersions,
is weakly equivalent to an explicit SCgy.1-algebra.
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