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Développement asymptotique des sommes harmoniques

Résumé. En abordant les nombres spéciaux comme les sommes harmoniques ou les po-
lyz&tas sous leur aspect combinatoire, nous introduisons d’abord la définition d’un produit
entre mots, dit produit de quasi-mélange g-déformé, une généralisation des produits de
mélange et de quasi-mélange, ce qui nous permet de construire des structures completes
d’algebre de Hopf en dualité. En méme temps, nous construisons des bases en dualité,
contenant des bases de transcendance associées aux mots de Lyndon, et des formules ex-
plicites sur lesquelles les sommes harmoniques, les polyzétas ou les polylogarithmes sont
indexés et représentés par la factorisation de la série génératrice noncommutative diago-
nale. De cette facon, nous déterminons des développements asymptotiques des sommes
harmoniques, indexées par ces bases, grace a leur série génératrice et a la formule d’Eu-
ler Maclaurin. Nous €établissons également une équation de liaison sur les polyzétas, qui
apparaissent comme les parties finies des développements asymptotiques des sommes
harmoniques et des polylogarithmes, reliant entre elles deux structures algébriques. En
identifiant les coordonnées locales de cette équation, nous trouvons des relations polyno-
miales homogenes, en poids, entre les polyzétas. Pour accompagner cette étude théorique,
nous proposons des algorithmes et un package en Maple afin de calculer des bases, la
structure des polyzétas et des développements asymptotiques des sommes harmoniques.

Asymptotic expansion of harmonic sums

Abstract. Approaching special numbers as harmonic sums or polyzetas (multiple zeta
values) in the spirit of combinatorics, we first focus on the study of algebraic structures
on words by introducing the definition of a product on words, called g-stuffle product, a
common generalisation of shuffle and quasi-shuffle products, which allows us to comple-
tely construct Hopf algebras in duality. Simutaneously, we establish recurrent formulas in
order to compute bases in duality, containing transcendence bases tied to Lyndon words
on which harmonic sums, the polyzetas and polylogarithms are indexed. We use them to
represent the factorization of a diagonal noncommutative generating series. In this res-
pect, we determine asymptotic expansions of harmonic sums thanks to their generating
series and to Euler Maclaurin formula. We also establish a bridge equation of polyzetas,
which appear as fini parts in asymptotic expansions of harmonic sums and of polyloga-
rithms, linking two algebraic structures. Through identification of local coordinates of this
equation, we can deduce homogenous, in weight, polynomial relations among polyzetas
indexed on the bases. We also give algorithms and a package in Maple which, in practice,
allowed us to find results and examples within this thesis.
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Introduction

Le N-ieéme nombre harmonique généralisé Hy(/N') d’exposant k est la somme

1 1 1 N1
Hk(N)_1+?+3_k+ m:;ﬂ

qui est d’abord apparue dans les recherches de Leonhard Euler (1734) pour accélérer le
calcul de limites de séries lentement convergentes, et plus tard (indépendamment) par
Colin Maclaurin pour calculer des valeurs approchées d’intégrales. Ils ont déterminé les
développements asymptotiques !

N 1

1 1
H,(N) = ~log N (e0)
1( ) nz:ln 0og S Z +Op+1 Np)7

N Bnk+1 n-1 1 (oo)
ESNORS) ﬁ(m) +T

n=1T n=k-1

Hy.(NV)

ou v est la constante d’Euler-Mascheroni et les B,, désignent les nombres de Bernoulli.
Pour tout £ > 1, cette suite converge vers la valeur en £ de fonction zéta de Riemann

Jim Hy (V) = (k)

qui est la partie finie de son développement asymptotique. Il est maintenant classique
que les Hy (V) sont les sommes harmoniques sur un indice et que ces quantités peuvent
se généraliser comme suit. Pour toute composition d’entiers positifs s = (sy,...,s,), la
somme harmonique (multi-indice), Hs( V'), est définie par

1
H,(N) = —
N2n1;>m-21 nll c g
Ces sommes sont encore convergentes, quand /V tend vers I’infini, lorsque s; > 1 et leurs
limites sont appelées polyzétas [Car02] (“Multiple Zeta Values” en anglais [Zag94]) et
désignés par ((s),

((s)= Y ———= lim Hy(N). 0.1)

Sr
ny>..>ne>1 nl <Ny N—oo

1. o) désigne petit o a I'infini.
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La recherche des relations entre ces nombres ou également la détermination de leurs déve-
loppements asymptotiques sont des problémes que mathématiciens et physiciens peuvent
(et doivent) poursuivre. En effet, les polylogarithmes et les polyzétas interviennent, de
plus en plus aujourd’hui en combinatoire analytique [Reu93 ; Min07b ; Min98], en théo-
rie quantique des champs [Dri89; Dri90; Le+96] et en théorie des nombres [Zag94].
Pour établir des identités non triviales entre ces fonctions, on pouvait compter sur les ap-
proches basées sur le calcul en haute performance sur les super calculateurs proposées
par les physiciens comme D. Broadhurst menées avec 1’équipe de treés grande compé-
tence et capacité au Centre for Experimental and Constructive Mathematics a Vancouver
par J. Borwein (approche qui donne uniquement des quasi-certitudes) [Bor+97] et celles
basées sur le calcul par les intégrales de contour proposées par P. Flajolet et B. Salvy a
(approche exacte mais exigeant des choix convenables des noyaux d’intégration et don-
nant des relations entre les polyzétas une par une) [Fla+98]. Notre approche préconisée
sur ces objets est tres différente et originale par rapport aux approches précédemment
citées car elle cherche tout d’abord expliciter les structures algébriques (de Cauchy et
de Hadamard) des polylogarithmes qui sont isomorphes aux algebres de mélange et de
quasi-mélange, pour spécialiser ensuite ces fonctions a des valeurs spéciales pour obte-
nir la double structure mélange des polyzétas [Iha+06]. Elle est aussi puissamment effi-
cace car elle se base sur les séries génératrices non commutatives de ces sommes et les
bases algébriques en dualité en algebres de Hopf combinatoires pour obtenir des algo-
rithmes performants et insolites établissant des équations fonctionnelles [G92], calculant
la monodromie [Min+00b], développant les comportements asymptotiques des polyloga-
rithmes [Min+99]. De méme, il est proposé une méthode pour extraire des contre-termes
des sommes et des intégrales divergentes [Minl3a; Min13b]. De 14, il est établit que la
renormalisation des polyzétas divergentes peut €tre obtenue d’une part, par la prise des
termes constants des développements asymptotiques dans diverses échelles de comparai-
son, et d’autre part, par ’action du groupe de Galois différentiel des polylogarithmes sur
ces développements asymptotiques [Min+00b ; Min+99]. Cette méme action permet éga-
lement de caractériser le groupe des éléments renormalisant des séries de Chen le long
des chemins d’intégration pris dans le plan complexe, doublement fendu aux singularités
des polylogarithmes. Par ailleurs, en écrivant la somme harmonique sous la forme

1 1 1
D I e
N>ni>..>ny>1 nil e nVSJ ni>..>ne>1 nil e nf“r ni>..>ny>N nil s 'nf“r ’
on peut voir que le polyzéta est la partie finie de H,(/V') dans son développement asymp-
totique sur I’échelle { N=*log’ (N)}; jew. De plus, les séries génératrices ordinaires, en la
variable z, des sommes harmoniques sont encore un objet de recherche tres intéressant
[Min96 ; Min+00b ; Min+99] : elles donnent les fonctions polylogarithmes? (au facteur

2. Les fonctions polylogarithmes définies dans le disque unité ouvert du plan complexe pour tous
multi-indices des entiers positifs, s = (s1,...,s,), par Lig(z) := Z ——>

|z] < 1.
ni>...>ne>1 nil et
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le pres) [Min96 ; Min+00c]. C’est-a-dire que, pour chaque composition s, on a

N Zm ~ Liy(2)
Z HS(N)Z - T Z - :

S1 S
N>0 ni>...>ne>1 nl N 1-2

0.2)

En ce qui concerne leurs relations, les polylogarithmes, sommes harmoniques et po-
lyzétas sont toujours les objets de plusieurs travaux de recherche en théorie des nombres
et ils apparaissent dans de nombreux problemes d’analyse combinatoire. La méthode que
nous utilisons dans cette these est essentiellement combinatoire. Elle utilise les repré-
sentations par factorisation des séries génératrices de ces nombres indexées grace a une
structure algébrique construite a partir des mots [Cos+05a; Min+00c]. La factorisation
de Mélancon-Reutenauer-Schiitzenberger (dit factorisation MRS) a été introduite dans
les articles [Sch59 ; Reu93]. Elle joue un role central dans la renormalisation des asso-
ciateurs [Rac00 ; Minl3a; Minl13b]. On factorise des séries formelles en variables non-
commutatives [Ber+88] dont les coefficients forment des polyndmes (indexés par des
multi-indices d’entiers positifs) des fonctions zé€ta de Riemann [Le+96 ; Zag94]. Ces co-
efficients vérifient des relations quadratiques [Car(02] obtenues grace aux mots de Lyndon
[Ber+85 ; Che+58 ; Lot83; Rad79]. De cette fagcon, on a obtenu des relations entre po-
lylogarithmes et, par conséquent, leur structure et leurs développements asymptotiques
[Min+99]. Suivant ces représentations, on peut déduire des développements asympto-
tiques des sommes harmoniques [Cos08].

D’autre part, on obtient une équation que nous appellerons ici “équation du pont”3
parce qu’elle est un point de passage entre les groupes de Hausdorff du shuffle et du
stuffle. Cette équation permet de relier les algebres de Cauchy et de Hadamard des fonc-
tions polynomiales qui est principalement une conséquence de 1’isomorphisme entre
les structures algébriques de mélange et de quasi-mélange [Min03; Min04; Min96;
Min+00c ; Min+00b ; Cos08]. Ces deux structures admettent les mots de Lyndon comme
base de transcendance pure [Rad79].

Pour mieux comprendre ces mécanismes dans notre recherche, nous diviserons la
theése en trois parties correspondant aux trois chapitres :

1. Tout d’abord, nous nous concentrerons sur 1’étude des structures algébriques sur
les mots. Ceci nous permet de produire un systeme de coordonnées locales [Minl3a;
Min13b] pour le groupe de Lie (de dimension infinie) des séries de type groupe grace a la
factorisation de la série diagonale en un produit infini indexé par les mémes indices que
les bases de transcendance * (i.e. les mots de Lyndon). Ceci se fait griace a la factorisation

3. Dans [Eca85], Jean Ecalle a introduit également une équation du pont permettant d’effectuer une
dérivation étrangere sur les monome résurgents. Cette dérivation agit comme un opérateur différentiel or-
dinaire. L’équation est appelée ainsi car elle jette un pont entre le calcul différentiel ordinaire et le calcul
différentiel étranger.

4. Pour une algebre générale (commutative ou non), on appellera base de transcendance une base
ordonnée B = {b; } ;s telle que { B*} () soit une base linéaire de 1’algébre en question, voir [Kan14]
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MRS.

Nous compléterons notre recherche [Buil2; Bui+13a; Bui+15b; Bui+l5a;
Bui+16a; Bui+13b; Bui+15c¢; Bui+16b] sur les structures algébriques construites avec
des mots par des notions utiles effectivement dans 1’étude des nombres spéciaux et leurs
développements asymptotiques, comme les bases de transcendance (pures) sur lesquelles
ces nombres sont indexés. Dans le chapitre 1, en considérant I’alphabet Y = {yj }ren.,
muni de I’ordre lexicographique y; > y» > ..., nous allons introduire un produit, dit que
quasi-mélange g-déformé, désigné par w ,, ou ¢ appartient a une extension du corps des
nombres rationnels () (une Q-algebre). La définition du produit est présentée par récursion
[Buil2 ; Bui+13a], pour tous yx,, Yk, € Y et u,v € Y*,

uwglys = lyrwu=u,

Yk U = qYpo U = yk1(u"+"qyk2v)+yk2(yk1u"+"qv)+qyk1+k2(u“+"qv)'

Ce produit est vraiment une extension du produit de mélange [Ree58] obtenu quand ¢
est égal a 0, le produit de quasi-mélange [Mal+95] (“stuffle product” en anglais) obtenu
quand q est égal a 1 ou le produit minus-shuffle [Cos+09] obtenu quand ¢ est égal a —1.
Dans ce contexte, en considérant K = Q[¢], extension du corps des nombres rationnels,
nous avons une structure d’algebre (K (Y'), w,, Ay~ ). Nous considérons également la loi
duale, désignée par A, , définie par

Aw,: K(Y) — K({Y)oK(Y)

w o— > (w]uw)ue.
u,veY *

Cette loi peut également étre déterminée comme morphisme du produit de concaténation
(et de concaténation double), défini sur les lettres par

Aw, (i) =y ®lys + 1y+ @Y +q > Yk, ®UYry, YyreY.
k1+k2:k

De plus, avec le produit de concaténation et son dual, nous obtenons deux structures
d’algebre de Hopf de quasi-mélange
(K(Y), wq, ly+, Acone, €,5F) = (K(Y), conc, Ly«, Ay, €,5;),

ou, les antipodes § v et S7°"° peuvent étre calculées, pour tous les mots Yy, . . . Yx,,, par
(voir propositions 1.6, 1.42, et, por la définition de J, 1.37)

Sy Ukn) = D™ Y T Wk - Ykt )
JeCm

S Wry - Yhm) = > (DM

0eJ ™ (Ykpyy Uk )
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Par ailleurs, nous allons encore construire des formules pour les bases en dualité.
D’abord, nous construisons une base pour le module des éléments primitifs, désigné par
Prim(K(Y')), qui sont des polyndémes P € K(Y'), solutions de I’équation

Ay (P)=P®ly«+1y«®P.

Dans ce contexte, nous proposons une paire d’opérateurs adjoints>, 7 et 77, définis par

()
m(w): = ) Y (wlwr g w ) wy L wy,
k>1 W, WEEY
. (=D
m(w): = Z - Z (w|wy ... w)wy g W

En particulier,

(!
Trl(yk) = yk+z—. Z Yk - - - Yk
22 U kytetkisk
T (Yk) = Yk
Il est facile de déterminer les mots wy, . . . , wy qui interviennent dans la formule de 7} (w).
Pour 71, nous proposons une formule comme suit : pour tout w = Yy, ...y, € Y* et

kelN,,

7T1(yn1 ynm) = Z k X
k>1
k m
53 sig(ns) - m
q2:1 ]:1 ynll e ynlm “e ynk’l “ee ynk,m7

ny.+...+ng . =n;,
L kj ="

J=1,..., m, n,L'j >0

et, en particulier, pour w = yy,

ko (_nq)i-1
m(yk) = z;( Q) Z Yky -+ - Yk, -

G ki+.. +ki=k

On remarque que le morphisme entre les algebres ¢ : (Q(Y),conc,1ly+) —
(Q(Y'), cone, 1y+) vérifiant ¢(yx) = 71 (yx) est un automorphisme de Q(Y). On a alors
[Min13b] que ¢ réalise un isomorphisme de la bialgebre (Q(Y), conc, 1y, Ay, €) dans la
bialgebre (Q(Y'), conc, 1y+, A, €). Cest-a-dire qu’il vérifie le diagramme commutatif

5. Ils sont adjoints dans le sens, pour tous les mots u, v € Y, {m1 (u) | v) = (u | 77 (v)).
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suivant :

De plus, pour tout w € Y*, 71 (w) est un polyndme primitif (voir proposition 1.13) ce qui
nous permet de définir la famille {II; };cz,,y par

1y« pour w = Ly«
I0; := {71 (yw) pour w =y
[Hl17Hl2] pour le 'CanVa St(l) = (lla l2)

Cette famille forme une base graduée (par le poids®) de Prim(K(Y')) ce qui est aussi
une algebre de Lie dans K(Y'). De plus, elle peut étre prolongée a la famille dont les
indices sont partout dans Y'*, c¢’est-a-dire, pour tout mot w = [{' . .. l;’“ dans Y'*,

_ 7% i
I, = ' ... I,

D’apres le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt, la famille {II,,},y+ est une base de I’al-
gebre enveloppante de 1’algebre de Lie Prim(K(Y')) qui est, d’apres le théoréme de
Cartier-Quillen-Milnor-Moore 7, isomorphe a I’espace K (Y'). En méme temps, la famille
duale, désignée par {3, } ey +, i.€. qui vérifie

(3, | L) =0yp, VYu,veY™,

est encore une base de K(Y'). Nous trouvons une formule de récurrence

Yy = Yk . poury €Y,
q”
Eysl...ysk = Z yslzll...ln + Z | Z ys'1+...+sgzl1...ln7 pour ys, ... Ysy, € ‘Cynya
(o 22 U (a);
[ESPY [EIPps . .
> _Ehqu---“ﬂqzzkm pour w =17 ... [}*, avec
v lelk' ’ l1>...>lkeﬁan,
ou (#)1,(%x)y satisfont les conditions (ys,,l1,...,0), (ysfl, e Ysty by ) €

N (Ysy s -+ Ys,, ) ce qui va étre détaillé dans la proposition 1.23.
Remarquons que, dans le cas g = 0, cette formule est exactement la formule (1.11) mon-
trée par Mélangon et Reutenauer [Mel+89]. Ces deux bases, {I1,, ey, { Zw fuwey+, sont

6. C’est-a-dire la somme des indices des lettres.

7. Le théoréme de Cartier-Quillen-Milnor-Moore affirme que, pour le corps K caractéristique zéro,
une K -algebre de Hopf graduée, connecté et cocommutative est isomorphe a 1’algebre enveloppante de
I’algebre de Lie des ses éléments primitifs.
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respectivement 1'images des applications ¢ et ¢—1. De plus, nous avons encore la fac-
torisation MRS [Reu93; Sch65] et 'algebre (K(Y), w ,,1y+) admet la sous-famille
{21 }iecyny comme base de transcendance. Cette base donne un systeéme des coordonnées
locales représenté sur la base {II;};cz,ny pour les éléments dans le groupe de Hausdorff
i.e. le groupe des séries de type groupe. C’est-a-dire, pour tout .5,

N

S= Z (S X)Ly = H exp({S | X)IL).

weY* leLynY

Pour terminer le chapitre 1, nous proposons un algorithme pour représenter un poly-
ndme sur ces bases.

2. Dans le chapitre 2, nous allons appliquer la factorisation MRS pour les représen-
tations de séries génératrices des sommes harmoniques et des polylogarithmes. Ceci nous
conduit a établir des relations algébriques associées les mots de Lyndon des polyloga-
rithmes et des sommes harmoniques. Apres de brefs rappels sur les somme harmonique
et les notions voisines en relation avec les séries génératrices, nous allons mettre de la
structure sur les polylogarithmes (dans la section 2.3.2.). Ces structures vont étre déduites
des structures des sommes harmoniques, établies dans la section 2.4.

D’une part, nous utilisons la série génératrice des fonctions polylogarithmes, pour
déduire les coefficients des sommes harmoniques. En considérant la série régularisée des
polylogarithmes en z = 1, Minh et al. [Min+00b ; Min+99] ont établi 1’identité

N
L(2) = o[L(1 - 2)]Zy, = el®o~Dle(1-2) I elis (D)o (P)gmrlog s 7 (0.3)

leLynX\X

Grace a la proposition 2.7, par calcul, C. Costermans, J.-Y. Enjalbert et Hoang Ngoc Minh,
ont établi [Cos+05a] une formule de représentation des développements asymptotiques
des polylogarithmes. Nous donnons ici cette formule en faisant apparaitre explicitement
le terme contant. L’algorithme de calcul des coefficients a été implémentée sous Maple
[Cos08].

Théoreme 0.1 ([Cos+05al). Pour chaque w € X*, il existe a,;, by ; € Z, tels que
|w] w|-1

, k| , 4
Liy(2) =) awjlog’(1-2)+(Z, | w)+; buijlog’ (1-2)(1-2)"+ oM ((1-2)F).

j=1 j=0

<

Nous allons préciser cette formule dans des cas ou les indices sont des mots et es-
sayer de trouver des représentations pour les coefficients dans la formule. Nous allons
désigner par AECY)(f(2)) le développement asymptotique de f(z) en z, sur I’échelle
{(1-2)ilog’ (1 - 2)}; jew. D’abord, nous analysons les fonctions de (1 - z) :
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i) Pour w =z, j e IN,,

Liy(1-2) = log’(1-2) 21!—2)

ii) Pour® |w|,, =n>1,
k w—l ) )
Li,(1-2)=) Z bw7i7j(1—z)llog3(1—z)+0(1)((1—z)k), Vk > n.
i=n j=0

iii) En le cas particulier w = xlglxlx’g?, ki, ke € N,

_1)k2-i . _
bwij = j!§k113k22+1-f (klij—?j J)v 0<j<hy
v 07 j > I{ZQ.

Ensuite, grace a I’identité (0.3), nous trouvons :
1) Pour tout w € X*,

Lig, (1-2) = Z (PuPo|Pu)C(Sy) Ligs,) (2)-

uv=w

i1) En particulier, pour tous les mots de Lyndon, [ € Lyn X,

Lig,(1-2) = Ligs)(2) + Y (P, Pu|P)C(S) Lies, ) (2) + C(Sh).

l1lg=l
Iy,lgeLynX
Soient (ugn))lgigwl, (Uj{n))lgngnfl deux familles en ordre croissant des mots de
poids n sur I’alphabet Y, nous avons

2n1

Lizv<n>(1 —Z) = Z <7Tx(2 (n))|S )

i=1

(), Vne1,1<i,j<2

D’autre part, nous utilisons la formule d’Euler-Maclaurin dans les développements
asymptotiques des sommes harmoniques sur la base de transcendance {%; }jez,,y . Grace a
cette formule et I’algorithme de Taylor, Costermans et al. [Cos08 ; Cos+05b] ont proposé
un algorithme pour déterminer les développements asymptotiques des sommes harmo-
niques dans 1’échelle de fonctions { N=“log? (N)}; jax que :

Proposition 0.2. Pour tout w € Y* et pour tout M > 0, il existe des coefficients o, By, ; et
C' appartenant a la Q[v]-algébre engendrée par Z tels que

|w| |w]-1
Hy,(N) = Zozjlog (N) +Cy +Z Zﬁmlog (N)+0M+1(N1M)

8. |wlg, désigne le nombre de lettres 2 dans w.
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Par exemple

“log(N)-1-7 ;log(N) + 57+

Hyp (N) = ¢(3)+ N N?
(-5 gos0) 47 3).

Nous proposons aussi une facon de déterminer les développements asymptotiques des
sommes harmoniques indexées par la base {%; }iepyny :

i) Pourtout/ e LynY

N _
o () - (ﬁ)% T
. el i": Hy, ., (k-1)
L L R
otl, dans (), la somme est pris sur tous {ky,...,k;} c {1,... k}ettousl; >...>(;

tels que (yskl, s Ysy ol ;) € N(ysy, - -, ys, ) (voir proposition 2.18).
ii) Pour chaque mot sous la forme w = I} ... [i*,
Hy, (N)™... Hy, (N)ix

Hz, (N) = RN

De plus, grace a ces formules, nous proposons également un algorithme (voir Algorithme
2) pour évaluer les développements asymptotiques. Par exemple :

les résultats suivants sont calculés par notre programme en Maple.

AE(M)(szl(N)) - 1n(N)+7+1/2N’1—1/12N72+EON74+0§00)(N74)
AE®)(Hy, (N)) = -N1+1/2N2-1/6 N7 +0f™ (N1) + (s,
AECI(H, (V) = 112 (1H(N)+7)2+1/21n(]]\<7)+1/27
v1
N —1/121n(N)—1/12’V+1/8_1/24N—3
N2
1 1 - (%) (n7-
+ (Eoln( )+EO7+@)N4+05 (N4)
AE®)(Hy, (N)) = -1/2N241/2N3 - 1/4N"1+ 0 (N71) + (n,
1+In(N)+~ -1/2-1/2y-1/2In(N
AE(Hy, () = 1/26s, + (V) +v -1 /72/ (N)
21 N N
7 o (c0)
+ (1—8+1/6ln(N)+1/67) _ﬁN +o5™ (N1
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—In(N)-~v+1/2(s,

AE@)(Hg, | (N)) = (n(N)+7)Gs, + .
1/21n(N)+1/27—1/2—1/12C22
N2
-1/6 In(N)-1/6 1/3 1 0o B
[61n( ])V3 [67+1/ +(_1/S+EOCEQ)N_4+Oé )(N 4)

3. Dans le chapitre 3, nous faisons une étude de la structure des polyzétas associés
aux parties finies des sommes harmoniques. Notre méthode consiste a utiliser des repré-
sentations de la série génératrice des polyzétas convergents. En identifiant les coordonnés
locales [Minl3a; Minl3b], nous trouvons des relations polynomiales entre polyzétas et
tous les polyzétas sont représentés en termes de polyzétas irréductibles.

Nous commencons ce chapitre par un bref rappel des définitions élémentaires des
exponentielles de Lie, des structures algébriques des polyzétas et la représentation de leur
série génératrice grace a la factorisation MRS. En codant toutes les compositions d’entiers
positifs s = (s1,...,s,) par les mots y,, ...y, engendrés par I’alphabet Y = {yi}r>1
[Min+00a ; Min+00c], les sommes harmoniques vérifient le produit de quasi-mélange et,
en plus, elles définissent I’isomorphisme suivant [Cos+05b ; Min03 ; Min13a]

H: (Q(Y), w) — (Q{Hy}wey+,.)
u > Hy, = {H,(N)}nso.

Nous allons maintenir les notations {I1,, } ey, { 2w }wey+ dans le cas g = 1 (la premiere
famille est une base de Poincaré-Birkhoff-Witt, engendrée par une base (combinatoire) de
I’algébre de Lie des éléments primitifs de la bigebre (Q(Y'), conc, 1y«, Ay, €), et la se-
conde, sa base duale qui contient une base de transcendance de 1’algebre de quasi-mélange
(Q(Y'), w1, 1y+)). Nous introduisons une formule de factorisation a la fin du chapitre 1,
qui permet d’exprimer la série génératrice non-commutative des sommes harmoniques
comme suit :

N N
H= ) Hyw= [] exp(HgIL)=e"n¥ []  exp(HyIL).
weY'™* leLynY leLynY~{y1}

En développant cette série dans I’échelle de comparaison { N="HJ, (N)}; jen, on trouve la
partie finie de son développement asymptotique

N

L s 1= H exp(C(2)I) (0.4)
leLynY\{y1}

qui est une série de type groupe pour A ., ¢’est-a-dire que son terme constant est égal
aletque’ Au(Zw) = Zw®Zw. De plus, pour tout mot w € X*, on désigne par

9. ® désigne le produit tensoriel complété, en fait tel que k(Y )®k((Y)) = k{(Y* ® Y*)).



TABLE DES MATIERES 21

7w la partie constante associée a H,, dans son développement asymptotique sur I’échelle
{N-tlog? (N)}; jew, on définit [Cos+09 ; Min13a; Min13b ; Min+00a ; Min+00c]

Zy = Z Vo W. (0.5)

weY'*

Suivant la factorisation MRS dans 1’algebre de Hopf de quasi-mélange, on peut voir que
Zy,=exp(yh)Zw - (0.6)

Nous considérons également 1’alphabet X = {x(,z;}, muni de I’ordre total z, <
x1. Avec le produit de mélange, ¢ = 0, { Py, }wex+, {Sw Jwex+ désignent respectivement
la base de Poincaré-Birkhoff-Witt et la base duale. En codant toutes les compositions
s=(s1,...,$,) par les mots xél_lxl .. .xf{’lxl [Min+00a ; Min+00c], on a aussi que les
polylogarithmes vérifient le produit de mélange et on a également la factorisation de la

série génératrice non-commutative des polylogarithmes '°

N N
L= > Li,w= [] exp(Lig, P)=¢"" J] exp(Lig, P)e" ™.
weX* leLynX leLynX\X

En éliminant les éléments divergents des polylogarithmes et des sommes harmoniques
dans leurs séries génératrices, on obtient un théoreme a la Abel, d’apres la formule a la
Newton-Girard !' [Min07a]

i \E
lim exp (—y1 log ! )TFyL(Z) = lim exp ZHyk(N)( ) H(N) =ny Z,, (0.7)
z—1 1-=z2 N—oo k1 k
ou [Cos+09 ; Minl13a; Min13b; Min+00a ; Min+00c]
N
Zy, = H exp(C(S)P) (0.8)

leLynX\X

qui est une série de type groupe pour A, ¢’est-a-dire que son terme constant est égal a 1
etZSuJ(ZZu) = 2?uﬂ§£?m.

En prenant les parties finies dans le seconde limite de (0.7), on déduit une équation
reliant entre elles les parties finies des {Li, fuex+ €t {Hy Juwey+ dans les échelles {(1 -
z)tlog’ (2) }ijew et { Nt log’ (N)}; jew respectivement '2

ok
Zy = B(y1)my Zu, avec B(y1) = exp (’Yyl = Tu ( :Zl) ) : 0.9)
k>2

Cette équation, dite “du pont” relie entre elles les deux structures algébriques du produit

k
10. Ici, on utilise la convention que Li, (2) = logk#.
Sr—1

11. 7y désigne une application qui envoie tout mot J:Sl’lxl ... Ty xp verslemot yg, ... Ys,..
12. Cette formule fournit les contre-termes éliminant la divergence de {Hw}weyly* , en oo, et celle de

{Liy }wex=,en 1.
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FIGURE 1 — Illustration de I’équation du pont.

mélange et de quasi-mélange (voir FIGURE 1). D’apres (0.6) et (0.9), on a [Minl3a;
Min13b; Cos+09]
Z|_+_, = B’(yl)ﬂ'yzm, (010)

ol B'(y;) = e B(y1), qui se réduit sous la forme d’une série génératrice en y; comme
suit [Bui+15b]

)

[m/2] |
Bl =1+ DB o 5=y g T (et
i-1 b ks

m>2 ki, k;>2 kl .. 7

ol |m/2] est le plus grand entier inférieur ou égal a m/2. Ensuite, en suivant la dualité
des bases, nous détaillons I’expression (0.10) sur la méme base puis identifions les coor-
données locales [Minl3a; Minl3b] et nous trouvons des formules explicites exprimant
des relations entre polyzétas '3

C(B)1 (S, pour v =1 ... lff, ly, ..., ly € LynY,

i l.dg! :C(WXZU)’ ll >.:. >lk2} Z.l,...,l.kE]N,
(S .C(S,)* pourw =11 ... L} 1y,... [y e LynX,
lill...ik! : —C(ﬂ'ysu), Iy > ... > g, iq,... 1, € IN.

13. Nous utilisons la méme notation ((P) au lieu de {,;,(P) ou (s (P) lorsque P ne contient que des
mots convergents, i.e. les mots de o X *z1 ou Y*\y; Y ™.
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A partir de ces relations, nous proposons également deux algorithmes (voir la sous-section
3.3.3.) qui permettent de réduire les représentations des polyzétas a des représentations
en termes d’éléments irréductibles indexés par les bases {%; }iezyny et {S)}iegynx. Grice
a ces algorithmes, nous avons implémenté un programme en Maple [Bui+15b] qui donne
les résultats suivants :

(o L] (%) [ (@ | (Srx)
3 Ya2Y1 %g(Eys) .T()SC% C(S$(2)$1)
Ya %C(EW)Q x%xl %C(SJCOJM)Q
4 Y3y %C(Em)z x%x% %C(SJCOM)Q
yQy% %C(EW)Q l‘OZE% %C(SJCOJM)Q
Yaln _C(Ey?,)g(zyz) + gC(Eys) x%x% _C(Sx(%xl)C(Sﬂﬁom) + QC(Sméml)
Y3Y2 3C(Ey3)g(zy2) - 5C(Ey5) xgxlxoxl _%C(Sxf;xl) + C(ngxl)g(sxoxl)
i) y3y% %C(Eys) x%x? _C(ngxl)C(Sﬂﬁom) + 2C(5$3$1)
Y3y %C(Eya)C(Eyz) - %C(Eys) ToT1T0T] %C(Smém1)
y2y% ig(zys)g(zyz) + %C(Eys) xOlel C(Smﬁm)
Ys 3_85<(2y2)3 .TglCl 3_85<(S$0$1)3
Ysy1 %C(Ew)g - %C(Eys)Q 376155% %C(Sxoxl)g - %C(Sm%ml )2
YalY2 <(2y3)2 - %C(EyQ)B SL’%JJllColCl %C(S:onl):S
y4y% %C(Eyz)g - %C(Eys)Q 37355% %C(Sxoxl)g - C(S:vg:cl)Q
6 Ys3YaY1 3C(Ey3)2 - %C(Eyz)?’ 55337155055% %C(Sxoxl)?’

Ysyrye | —35C(8y,)3 + 5C(8y,)% || adrtzory | —555C (Saor )® + %C(ngm)Q
y3y% %C(Ew)g x%lel %C(Sxoxl)g - %C(Smgm )2
y%y% %C(Eyz)g - ig(EQS)Q SCo.TllCQZC:f %C(Sxoxl)g - C(S:vg:cl)Q
3/2yi1 %C(Ew)?’ + %C(Eys)z xox? 3_85<(Smom1)3

Tableau 1 : Expression des polyzétas en fonction polynomiale des polyzétas irréductibles jusqu’au poids 6.

Ces résultats vérifient ' encore la conjecture des dimensions de Zagier. Les tableaux
similaires pour {C () }iezynx~x ont été obtenus jusqu’au poids 10 [Min+00a], 12 [Big00]
et 16 [War99]. Par ailleurs, on peut voir encore une relation zig-zag entre les moules des
polyzétas, grace a Ecalle [Eca03], i.e. la série génératrice commutative des polyzétas sym-
boliques (Boutet de Monvel [Mon(04] et Racinet [Esp+03] ont aussi donné des relations
équivalentes pour les séries génératrices noncommutatives des polyzétas symboliques,
voir aussi [Car02]) qui produit les relations linéaires grace a la relation de régularisation
double-shuffle [Bro+10 ; HofOO0 ; Kan+08].

Ces relations polynomiales déduisent les éléments irréductibles (en un sens qui sera

14. a) jusqu’au poids 12 par ordinateur Core(TM)i5-4210U CPU @ 1.70GHz et b) au sens ou il n’existe
pas - observable par machine - de chaine de réécritures de poids inférieur a 12 qui permette de trouver
d’autres relations.
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précisé plus bas) jusqu’au poids 12,

n | i, | Polyzétas irréductibles Polyzétas irréductibles
sur la base {¥i} ey (01 | Surlabase {S;}epynx\x
2 |1 1¢(5,) ¢ (Sagz1)
3 1 <(Ey3) <(Sm(2)ml)
4 10
) 1 C(Eys) C(Sazﬁm)
6 |0
7 1 C(Elﬁ) <(Smgml)
8 |1 [C(E,,0) C(Szpa2agat)
9 1 C(Eyg) <(Smgml)
10 1| C(XBy7) C(Szpa2a0at)
1112 | ((5y,), ((E,,0) C(Sz102,)s C(Sepa2aga?anet)
12 | 2 C(Ey§y§)7 C(Zye,y?) C(Sxoxla:oa:?)a C(Sx%azlxoxT)

Tableau 2 : Liste des polyzétas irréductibles jusqu’au poids 12.
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L’ objectif de ce chapitre est de construire des structures completes d’algebre de Hopf
(commutatives ou non-commutatives) sur les polyndmes qui sont des combinaisons li-
néaires de mots. Apres avoir rappelé les concepts fondamentaux et les constructions sur
un alphabet, nous allons introduire un nouveau produit !, dit quasi-mélange g-déformé,
qui est une généralisation, dans notre étude des algebres de Hopf sur les mots [Buil2;
Bui+13a; Bui+13b; Bui+15c], du shuffle [Ree58], du stuffle [Mel+89] et du minus-
stuffle [Cos+09] quand ¢ est respectivement égal a 0,1 et —1. Avec le produit de conca-
ténation, nous construisons completement des algebres de Hopf en dualité. De plus, en
se basant respectivement sur le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt et sur la factorisa-
tion de Mélangon-Reutenauer-Schiitzenberger (MRS)[Mel+89 ; Sch65], nous allons aussi

1. Les g-déformations connues sont celles de Hoffman [Hof0O0] qui utilise un bicaractere et celui de
Rosso [Ros95] qui déforme la structure tensorielle et est génériquement non-commutatif.
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construire des bases multihomogenes en dualité. Des formules explicites sur les bases se-
ront également fournies avec un algorithme pour représenter les polyndmes sur ces bases.
Ces constructions sont utiles effectivement dans la représentation des polyzétas et des
sommes harmoniques détaillée dans les prochains chapitres.

1.1. Combinatoire des mots

1.1.1. Mot, polynome, série

Soit A = {a; };c; un ensemble quelconque (fini ou infini), que nous appellerons alpha-
bet, et dont les éléments seront appelés lettres. Un mot est une suite finie, w = a;, ... a;,,
de lettres, y compris le mot vide, noté 14+, ce mot ne contenant aucune lettre. Avec le
produit de concaténation 2, I’ensemble des mots sur A, qui sera noté A*, est un monoide 3.
Chaque lettre est un mot de longueur 1, et chaque mot w = a;, ... a;, est en fait le produit
des ses lettres. Ici, k est la longueur du mot w. Elle est notée |w|. Le mot u est dit facteur
de w si w = vuwv’ pour certains v, v’ € A*. De plus, si v (resp. v’) est le mot vide, alors u
est dit facteur gauche ou préfixe (resp. droit ou suffixe) de w. Un facteur v de w est dit
propre si u # w, et non-trivial siu # 1 4.

Désormais, nous utilisons /& un anneau commutatif (avec unit€). Un polyndme non-
commutatif est une combinaison linéaire de mots a coefficients dans K. Si P est un poly-
ndme, on peut écrire

P=> (P|lw)w,
weA*

ou (P | w) désigne le coefficient de w dans P ; tous ces coefficients sont nuls sauf un
nombre fini d’entre eux. L’ensemble de ces polynomes est noté K (A). En d’autre termes,
K(A) est la K-algebre du monoide A*. De plus, on définit une série formelle non com-
mutative sur A a coefficients dans K comme une application S de A* dans K. L’ensemble
des séries sur A a coefficients dans K est noté K ((A)). Une famille { f; }.c; de séries est dite
sommable [Reu93] si et seulement si pour chaque w € A*, ’ensemble {i € [ | f;(w) # 0}
est fini. Dans ce cas, on définit Y, ; f; comme la série S telle que (S | w) = ¥;c; fi(w).
Pour une série S donnée, il est facile de voir que la famille {(.S | w)w },e4+ est sommable
(ici w signifie la fonction caractéristique de {w}) et que sa somme est S. Pour cette raison,
on peut écrire ((S | w) désignant le coefficient de w dans S),

S= > (S|w)w. (1.1)

weA*

2. Le produit de concaténation de u,v € A* est le mot uwv.
3. C’est, en fait, le monoide libre de base A
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1.1.2. Algebre de produit mélange

On sait bien que I’ensemble des mots A* est le (un) monoide libre (muni du produit
de concaténation et avec le mot vide, désigné par 1 4., comme élément neutre). Si A est
muni d’un ordre lexicographique (total), les mots de Lyndon forment un systeéme de repré-
sentants des classes circulaires de mots primitifs 4, et sont donc en bijection avec les mots
circulaires ou colliers primitifs. Avec cette notion, Chen, Fox et Lyndon [Che+58 ; Lot83]
ont montré que tout mot est produit, de maniere unique, d’une suite décroissante de mots
de Lyndon et la factorisation en mots de Lyndon décroissants est appelée la factorisation
de Lyndon du mot. Pour chaque degré n (qui sera défini parfois par la longueur, parfois
par la somme des indices des lettres dans le mot), le nombre de mots de Lyndon de degré
n est exactement la dimension de la composante homogene de degré n de 1’algebre de
Lie libre. L’ensemble des mots de Lyndon, désigné par LynA, est en bijection avec une
base de I’algebre de Lie libre L(A), engendrée par A sur un certain anneau commutatif &
[Reu93 ; Duc+89 ; Sch65]. Plus précisément, il existe une base { P }jez,n4 de cette algebre
qui peut &tre définie par?

[ sile A,
b = . (1.2)
PllPlQ - PlQPlQ S1 St(l) = (l17l2)7

ou st(l) désigne la factorisation standard du mot de Lyndon | € LynA\A, c’est-a-dire
l1,l5 € LynA tels que | = 15 et [, est le plus long facteur droit (de Lyndon) de /.

De plus, I’espace vectoriel ¢, désigné par K(A), des combinaisons linéaires de mots
sur /{ forme une algebre associative avec unité (ici 1 4+ ). Plus précisément, en le désignant
par conc, le produit de concaténation sera étendu en un morphisme (linéaire)

conc: K(A)® K(A) — K(A) (1.3)

UV > Uv.

De plus, on détermine un coproduit (adjoint ou dual de la loi précédente), désigné par
A one> qui le dual du produit de concaténation, ¢’est-a-dire

(Aconc(w) |lu®v) =(w |uwv), Yu,v,weA". (1.4)
Autrement dit, il est déterminé, pour tout mot w, par

Acone(w) = Z UR. (1.5)

u,veA*
uv=w

4. Un mot est primitif s’il n’est pas puissance entieére d’un autre mot.

5. Le produit de deux polyndmes P, Q est défini par PQ = > (P |u)(Q |v)uv.
u,VEA*

6. Le module, si K est une anneau commutatif.
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D’autre part, K (A) est également muni d’un produit de mélange (“shuffle product”
en anglais), qu'on désigne par LI et qui est défini récursivement, pour tous a,b € A,
u,v € A*, par

ul g = 1gs Wu=uetau by =a(ullbv) +b(au LW v). (1.6)

On désigne encore par LU son extension linéaire K (A) ® K(A) dans K (A). De maniere
similaire, son dual est un coproduit déterminé par

Ay K(A) — K(A)® K(A) (1.7)
w — Y (wluwv)uew.
u,vEA*

Au total, cela fait deux structures d’algebres de Hopf en dualité séparante (i.e. non dégé-
nérée) [Reu93]

Ho = (K(A), cone, 14+, Ay €) et HY = (K(A), 1,1, Apone, €), (1.8)
ou, € est la counité prenant le terme constant des polyndmes, c’est-a-dire

e(P) = (P | 14.). (1.9)

De plus, on peut étendre la famille {F,}cz,n4 en une base de I’espace vectorielle
K(A) aT’aide du théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt [Reu93]. Tout mot, w, grice au
théoréme de Chen-Fox-Lyndon, peut se décomposer en suite décroissante de mots de Lyn-
don w = lil ... lfj. Des cet instant, en définissant P, = Pff ... PIZ:’ on obtient une famille
{ P, }wea+ qui forme une base de K(A), dit ici “base de Poincaré-Birkhoff-Witt”. De plus,
on montre que cette base est triangulaire supérieure et homogene en longueur. Par consé-
quent (I’alphabet X sera supposé fini sinon on pourra travailler par multi-homogénéité),
la famille duale, désignée par { .Sy, }ea~, i.€. qui Vérifie

(Pu|Sy) =0up, VYu,veA (1.10)

est encore une base, triangulaire inférieure et homogene en longueur, de I’espace K(A).
De plus, elle peut étre déterminée par [Reu93]

w siw e A,
_JaS siw =au e LynA
S,y = { @Ou Ny i Yy * (1.11)
Sy, twwS, o pour w = I3t ..U 1F, avec
i1l g ly >...> 1 € LynY.
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1.2. Algebre de quasi mélange ¢-déformée

Nous allons maintenant faire une extension du produit de mélange et construire des
structures algébriques de Hopf. Nous considérons I’alphabet YV := {y; | k£ > 1} muni de
I’ordre total 7

Y1>Ya>.... (1.12)

Considérons aussi un parametre ¢ dans un certain anneau qui contient le corps des
nombres rationnels (une (Q—algebre). Nous définissons un produit de quasi mélange g-
déformé, noté par w4, par récursion suivante.

Définition 1.1. Pour tous vy, yr, € Y et u,v e Y*,

Uuwglys = ly«wu=u, (1.13)
Y U qYp, U = ykl(u"t’qyk‘zv) +yk2(yk1u“+"qv) +qyk1+k2(u“+"qv)' (1.14)
Exemple 1.1. i) Dans le cas particulier oit ¢ = 0, le produit de mélange (“shuffle

product” en anglais) :

Yoy1 W ysy1y2 = Yo (Y1 W ysy1y2) + Y3 (yay1 LW 1Y)
= Yol YsY1Ya + 2Y2sYs Yo + YaYsyrYoys + 2Ysyayi Yo
+ Ysyay1als + Ysyryaiyz + 2Ysi sy
On peut voir ce produit comme indexé a la somme des chemins (pas droit-montant)

de A a B dans la grille
B

A ys Y2 U1

Par exemple,

n

le chemin donne y3y2y1Y2y1 ;
Yo

*—

A y3 Y2 Y1

7. >, <0U >z, <ler désignent I’ordre lexicographique de 1’alphabet.
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T

Y2
[ —
A ys Y2 U1

le chemin donne y3y3y? ; etc.

ii) Dans le cas particulier ou ¢ = 1, le produit de quasi-mélange “stuffle product” en
anglais) :

Yoy1 w ysy1ye = Yo (Y1 w ysyry2) + ys(Yoyn wy1y2) + ys (Y1 w y1y2)
=Y2y1Ysthys + 2y2y3y%y2 + Y2Y3y1Yay1 + Y2yYsy1ys + yzy3y§
+ YaYat1 Y2 + 2YsY2liY2 + YsY2y1Y2y + YsyaiaYs + Yy
+ YsY1Y2i1 Y2 + 2YsY1YaY + YsY1yays + YsY1yays + Y31 Ye
+ Y3Yay1 + Y3Y3 + 2UsYiYa + YsYryalr + YsyrYs + Ysys-

On peut voir ce produit comme indexé a la somme des chemins (pas droit-montant-
diagonal) dans la grille (le pas diagonal correspond a la lettre indexée par somme
des indices des cellules-projections)

o
Y1
Y2
[
A ys Y2 W
Par exemple,
Y1
le chemin donne y5y2y? ;
Y2
A ys Y2 W
hn
le chemin donne y3y,ys ; etc.
Y2

A ys Yo U1
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iii) Par exemple,

Yoy1 @ ysyr1yz = Y2 (1w qysy1y2) + ys(Yays w gy1y2) + qys (Y1 @ gy192)
= YoY1YsY1Ya + 2Y2ysYTYa + YalsY1Yals + qY2YstrYs + qY2YsYs
+ qU2Yat1 Y2 + 2YsY2i Yo + YsYay1 Yoyt + qYsy2y1Ys + qYsys
+ YY1 Y2Y1 Y + 2Ys1Ys Y + QUsY1YaYs + QYsY1Yay + qy§y1y2
+ qU3YRY + CCY3Ys + 2qYsYT Y2 + qUstayays + ¢ Ysiys + ¢ Ysys-

Ici, si on définit une application par
0 Y xY — QY (1.15)
(Yiy;) > QWisy-

Alors, le produit quasi-mélange g-déformé€ rentre dans le cadre du w, par la propriété
ci-dessous.

Théoreme 1.1 ([Bui+13b]). Soit @ définie par

p:YxY — QY (1.16)
(yiayj) — Z&ﬁjyk .
k>1

Nous rappelons qu’on définit le produit de quasi-mélange p-déformé, noté « ,, par Pour
tous Yy, , Yr, €Y et u,v e Y*,

uwlys = lyrw,u=u,
Y U oYU = Yiy (u"utpykzv) + ka(yklu“t’S@U) + qyk‘1+k2(u“+"qv)'
Alors la loi w, est associative (resp. commutative) si et seulement si [’extension linéaire

v: QY ® QY — QY lest aussi.

Pour faciliter le cadre de calcul ensuite, nous désignons K ’anneau des polyndmes
en ¢ a coefficients dans @, i.e. K = Q[¢]. En appliquant le théoréme précédent, nous avons
immédiatement que le produit de quasi-mélange g-déformé est associatif et commutatif.
Par conséquent, nous avons la structure ci-dessous.

Corollaire 1.2. (K(Y'), w, 1y+) est une algébre commutative, associative avec unité.

De la méme maniere que précédemment, nous construisons un morphisme (linéaire)

wy K(Y)® K(Y) — K(Y) (1.17)

UR V> Ul gV,
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et sa (co-)loi duale, désignée par A 111, donne un coproduit

A, K(Y)— K(Y)® K(Y) (1.18)

w— Y (wluwv)uduv
u,veY*

qui vérifie la propriété ci-dessous.

Proposition 1.3. A, peut étre déterminé comme un morphisme de K-AAU®

K({Y) - K(Y)® K(Y) (1.19)
qui vaut sur les générateurs
Aw, (i) =y ®lys + 1y« @y +q > Yp, O Yr,, YypeY. (1.20)
k1+k2:k

Démonstration. Soit 01, I’application définie sur les lettres par

01(yk) =k ® 1y« + 1y« @y + ¢ Z Yki ® Ykyy, VYR €Y.
k1+k2:k

et prolongée (en A;), a tout K(Y'), par une propriété universelle (en A;) a tout K(Y')
comme suit
Y —2% 5 K(Y)® K(Y)

mtl / (1.21)

On remarque tout de suite que A; est graduée par poids.
Elle admet donc une loi duale

pa, s K(Y)® K(Y) > K(Y)

*

(qui est la restriction de la transposée (K(Y) ® K(Y)) - (K(Y)) ) et qui, pour trois

mots u, v, w € Y* satisfait a°
(pa,(u®v) |w)=(u®v| A (w))®? (1.22)
La restriction de pua, a8 K(Y') ® K(Y') se calcule donc, sur la base des mots comme suit

pa,(u@v) = > (ua,(uev) [wyw= ) (ueuv|A(w))**w. (1.23)

weyY'* weyY'*

8. Algebre associative avec unité.
9. (u®v | Ar(w))®? désigne le coefficient du terme u ® v dans Aq (w).
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Les sommes étant a support fini du fait que A; est graduée par poids, pa, définit en fait
une loi d’algebre sur K(Y'). Cette loi vérifie

pa,(u®lys) = Y (ue 1y« | Ay(w))®w=u (1.24)

weY*
cette derniere égalité est évidente pour u = 1y« et se montre ensuite par récurrence sur
la longueur de u. On procéde de méme pour montrer que pa,(ly+ ® v) = v. En ce qui
concerne la récursion on a, pour y;,y; € Y et u,v € Y*

> (yueyu | Ay(w))®w

weyY*

= (yuoyjv|ly-® 1y«)®% + Z (yiu® y;v | Ar(w))®* w

weyY*

= 0+ > (yuoyv|A(yw))®, ysun
ypeY,wieY*

o, (yiw ® y;v)

= Z (yiu @ y;v | (yr ® 1y« + 1y« @ yp,

YreY, w1€Y*

+ q Z Yy ® Uiy ) A1 (w01))®% yrw
k1+k2:k

= Y (yueyv]| (ye® 1y«)Ar(w))® yrwy

YreY, w1€Y*

+ Y, (ueyv| (ly ®yp) Ay (w:))® yrw;

YreY, w1€Y*

+ Z (yuo yv| (g Z Yy ® Yy ) A1 (w1))®* yrwy
yreY,wieY* k1+ko=k

Al(w1)>®2 Yiwr
+ (yiuev| Ay(w))® yjwr + glu®v | Ay (w))® yisjwr
= yitta, (U ® y;v) +yjpa, (Y ® v) + qYivjpia, (U V)

= (u®y,v

Finalement, p1a, vérifie la méme initialisation et la méme récursion que w4, ces lois sont
donc égales. Il s’ensuit que A, = A. O

Exemple 1.2.

At,._,q(yl) =1 ® 1y« +1y= ® Y1,
A, (Y2) =y2® Ly« + 1y« @ Yo + qy1 ® Y1,
Al_-l-_lq(yfi) =ys® Ly« + 1y Q@us + (Y1 @ Y2 + Y2 ® y1).

Proposition 1.4. (K(Y'), A, ,€) est une coalgébre avec coiinité.

Démonstration. Grace ala proposition 1.3, ona A ., est un homomorphisme de structure
de concaténation, c’est-a-dire A, (uv) = A, (v)Aw,(v) pour tous u,v € Y* . Par
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multiplicativité, on peut juste montrer ces deux assertions (coassociativité et coiinité) sur
les lettres. D’abord, nous démontrons la propriété de coassociativité. Pour chaque lettre
Yx» nous avons 1°

(Amq®id)ALﬂq(yk):(id®Amq)Awq(yk). (1.25)
En effet

k1+k2:k

+q Z Yy ® Yk, ® ly+ + 1y« @ 1y« @ Y

k1+k2:k
+q Y, (ykl @lys +1y+ ®Up, +q¢ D, Ypy, ® ykl,z) ® Yk,
k1+ka=k k1,1+k1,2=k1

:yk®1y*®1y*+1y* ®yk®1y*+1y*®1y* ® Y

+q Y. Yk ® Yk, ® Ly + Y, ® Ly @ Ypy + Lyx @ Y, ® Yy
k1+k2:k

+@ > (Y ® Yk ® Yky) -
k1+k2+k3:k

De maniere similaire, nous avons aussi

((dOAL )AL, (Ur) =y ® Ly« @ Ly« + 1y« @ 4 ® Ly« + 1y« @ Ly« @y

+q Z (Yry ® Yny ® Ly+ + gy ® lys @ Yy + 1y+ @ Uiy ® Yiy)
k1+k2:k

+ q2 Z (ykl ® Yk, ® yks) :
k1+k2+k3:k

Les morphismes (A, ®id) o A, et (id® A, ) o A, (voir 1.25) coincident sur les
lettres, ils sont donc égaux partout.

Par ailleurs, pour chaque lettre vy,

(idoe)o A, (yp) = ([d@)(Yp ® Ly« + Ly« @ Ye +q D, Yk, ® Yky)
k1+k2:k
=Yk
— (c®id)o A, (1.

Les morphismes (id ® €) o A, , (¢ ® id) o A, et id coincident sur les lettres, ils sont
donc égaux partout.
Ce qui permet de prouver la proposition. U

10. 4d désignant Iidentité dans K(Y').
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De plus, avec I’application linéaire ¢, déterminée par (1.9), on a

Proposition 1.5. B:* = (K(Y'), w g, ly«, Acone, €) est une bigébre.

Démonstration. 11 est facile de voir que A, transporte les unités, il faut montrer main-
tenant que A, est un morphisme pour le produit de w , dire :

Aconco g = (‘-"'—'q® ‘-"'—'q) 0Ty30 (Aconc®Aconc) (126)
K(Y)® K(Y)——" K(Y) Beone _ (V) @ K(Y)
Aconc®Aconcl T“t’q@“t’q
K(Y)o K(Y)® K(Y) 8 K(Y) ———————~ K(Y) o K(Y) ® K(Y) & K{Y)

Soient les mots w, vy, Uz, V92 € Y*, 0n a
b b b

(Aconc o ‘-"’—’q(ul ® Ul) | Uo @ U2> = (Aconc(ul ‘-"’—’qvl) | Uo @ U2>
(ug w vy | conc(ua ® v2)) = (U ® vy | (A, o conc)(uz ® v2))
= (( g ® '—"'—’q) O Ta3 © (Aconc ® Aconc)(ul ® Ul) | Uy ®U2> (127)

Ceci montre que
Aconc O g = ( L g ® w q) ©T23© (Aconc ® Aconc)
c’est a dire la propriété annoncée. U

En désignant par (w) le poids de w (défini par la somme des indices des lettres
apparues dans w), d’apres la proposition 1.5, nous voyons que le produit w , et le co-
produit A, sont gradués en poids, autrement dit ils envoient un certain élément sur une
combinaison linéaire homogene de méme poids que 1’original, c’est-a-dire

i) Pour tous mots u,v € Y*, si w € supp(u = v) ona (w) = (u) + (v);
ii) Pour tout mot w € Y*, si u ® v € supp(Aconc(w)) ona (u) + (v) = (w).

Par ailleurs, dans toute bigebre (B, i, 15, A, ) IN-graduée et connexe (pas nécessai-
rement cocommutative) !!, on peut effectuer un calcul analytique !> pour la convolution de
la maniere suivante [Bui+15c]. Avec e = 1z 0 ¢ qui est I’élément neutre de la convolution,
en écrivant /dg = [ = e + I*, on a les deux projecteurs de la décomposition

B=B,o (DB,) (1.28)

n>1

11. B =@, Br, tous les éléments (i, 15, A, ) sont gradués et, de plus, By = K.13
12. au voisinage de 1
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et, pour toute série T'(1 + z) = 3,50 an 2", on peut calculer 7'(]) par

T(I)=age+ Y a, (I*)*" (1.29)

n>1

(en effet, pour tout b € B, la somme Y., a, (I7)*"™(b) est finie). Ce calcul est compatible
avec la convolution car pour tous S, 7 € K[[1+ z]], on a

S(I) = T(I) = ST(I)

Ceci permet déja de calculer I’antipode avec la série (1 + X)~! =¥ .4(-1)" X" et sera

repris un peu plus loin avec la série log(1+ X) =¥,5; (_17):171 X,
Pour I’existence de I’antipode, on a

S=I"l=(e+ ") = Y (1) (I*)" (1.30)

n>0

Et, dans tous les cas 13, on a
e=S*I=Sx(e+[")=5S+5=I" (1.31)

Soit

S=e-Sx["=e-po(S®I*)o A (1.32)
Remarque(s). On peut noter que cette formule donne un algorithme (récursif) pour calcu-
ler I’antipode lorsque A, est nilpotent[Haz08] 4. Dans d’autres cas, ce calcul peut don-

ner I’antipode quand méme, par exemple quand 1’algebre de Hopf contient un élément du
type groupe g # 1, on obtient S(g)g = 1 et, avec la formule symétrique ¢S(g) = 1 d’ou

S(g)=g7"

Par conséquent, en désignant par *; le produit de convolution dans Hom(B;*,B;* ),
l.e.,ona

([+)*1n — L_Hgfl ° ([+)®n o Anfl (133)

concy

et la bigebre B est une algebre de Hopf
,Ht-uq = (K<Y>7 “"—’qalY*aAconmEvqu)v (134)
dont I’antipode, &4, est déterminée par la formule

S*a(w) = 3 (=1)F(I*) ¥ (w). (1.35)

k>0

13. Que A, soit localement nilpotent ou non.
14. Méme en I’absence de graduation.
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Remarquons que cette série est sommable car /* est x;-(localement) nilpotent sur la bi-
gébre B+, C’est-a-dire, pour chaque w € Y*, il existe n > 1 tel que (I*)***(w) = 0 pour
tout £ > n.

De plus, I’antipode S« peut étre déterminée par la formule de récurrence [Ehr96 ;
Sch87] : S¥4(1) =1, et pour tout w tel que (w) > 1,

S4(w) = — 1 (81 ® I*) A one (W), (1.36)

Nous allons préciser cette formule en une formule explicite dans notre cadre. D’abord,
pour chaque entier positif m, nous dirons que J = (i1, ...,1,) est une composition de m
Siiy +...+1, =m (avec 1, € IN,;). Cette composition agit sur les mots de longueur m et
plus précisément définit une application Y* — Y™, Soit w = yy, . . . Yk, , on définit

J(w) = qminyk1+...+kil yk¢1+1+...+ki2 L ykin_l+1+...+km- (1~37)

En désignant par C,,, I’ensemble des compositions de m nous pouvons représenter 1’ anti-
pode comme ci-dessous.

Proposition 1.6. Pour tout w =y, ... yx, €Y*, 'antipode S*'1 est déterminée par

SHa(w) = (=)™ 3 T Wk - Yrr)- (1.38)
JeCp

Exemple 1.3. Soit w = ysy5y4, alors

Ji =(1,1,1) — Ji(yaysy2) = Yaysy2,
Jo =(2,1)  — Jo(yaysy2) = qyoy2,
Js = (172) - Js(y4y5y2) = qYy4yr,
Jy =(3) — Ju(Yay5y2) = ¢*y11.
Par suite
S (yaysya) = (=1)* Y J(Yaysyz)
JeCs

= ~(J1(yaysy2) + J2(yaysy2) + J3(yaysye) + Ja(yaysy2))
= —ysysy2 — ¢(Yoya + Yayr) — Cy11.

Démonstration. (Proposition 1.6) Pour le mot w = yg, ...yx, , en étendant la formule
(1.36),0ona

m-1
SHa(w) == 3" S (Yry -+ Yy) @ g (Yhyer - Yhon)- (1.39)
=0

On peut trouver facilement le résultat par récurrence [Buil2 ; Bui+13a]. U
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De la méme maniere, nous construisons une structure d’algeébre de Hopf [Buil2;
Bui+13a]
Hu, = (K(Y), conc, 1y, A, €,57), (1.40)

dont I’antipode S¢°"¢ est déterminée par la formule

Sgo(w) = Y (-1)F(IT) " (w), (1.41)

k>0

oll x, désigne le produit de convolution de la bigebre (K(Y'), conc, ly«, A, €), ou par
la formule de récurrence

S7(w) = —cone(S @ IM) Ay, (w). (1.42)
Nous en déduisons une formule explicite pour S{°*¢ comme suite.

Proposition 1.7. Pour chaque mot w,

Sere(wy= Y (-1,

veJ-1(w)

0T = g W = gy e Jw) = | supp(J() =
w pour un certain J € Cj,}.

1.3. Bases en dualité dans K (Y)

Nous avons bien deux structures d’algebre de Hopf en dualité (non-dégénérée), H .,
et 1, . Dans cette section, nous allons construire des bases pour ces structures grace au
théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt et a la dualité, ce qui permettra d’écrire explicitement
la factorisation MRS [Mel+89 ; Sch65].

1.3.1. Propriétés des séries primitives

En étendant, par continuité le morphisme A.,, de K(Y) a K(Y) (avec valeurs
dans K((Y* ® Y*))), nous rappelons que, une série S est primitive '3 si et seulement si
Au._,q(S) = S@ly* + ]_y*é)s.

Lemme 1.8 (Friedrichs criterium). Soir S une série dans € K(Y)). Alors,

1. (avec (S| 1y+) =0) S est primitive si et seulement si, pour tous les mots non vides
u,veY* (S|uw,v)=0.

15. ® désigne



1.3. Bases en dualité dans K(Y) 39

2. (avec (S| 1y«) = 1) S est du type groupe !, i.e. Ay, S = S®S, si et seulement si,
pour tous u,v € Y*, (S| uw v) = (S| u)(S|v).

Démonstration. Les résultats s’obtiennent facilement en utilisant les formules suivantes

Aqu=S®1y*+1y*®S—<S| 1y*>1y*®1y*+ Z <S|UL+_IqU>U®U,

u,veY

Aw,S= Y (Sluwgpuev et S®S= > (Slu)S|vjuduv.

u,veY’* u,veY*

Lemme 1.9. Soit S € K((Y')) telle que (S | 1y+) = 1. Alors S est de type groupe si et
seulement si log S est primitive.

Démonstration. Grice aux applications A, et T~ T®ly« et T — 1y+®T qui
sont des homomorphismes continus, log S est primitive, car, en vertu du lemme 1.8, si
A, (logS) = log S®1y+ + 1y«®log S, et en raison du fait que log S®1y+, 1y+®log S
commutent, on a
Aw,S = A, (exp(logs))

= exp(Aw,(logS)) =exp(log S ® 1y« + 1y« ® log S)

= exp(log S ® 1y+) exp(ly- ® log S)

= (exp(logS) ® 1y+)(1ly« ® exp(log S))

= S®5S.
Cela, avec le fait que (S| 1y+) = 1, signifie que S est de type groupe. O
Proposition 1.10. Soient Si,...,S, des séries formelles sans terme constant et

Py, ..., Py, des éléments primitifs (pour A, ) dans K(Y'). Alors,
i) pourn>m,

(Sywg... w Sy |Pi...Pn)=0; (1.43)
iit) pourn =m,
<Sll_+_lq I_-l-_qun|P1Pn>: Z <SI|PU(1)><STL|PO'(7L)>7 (144)
oeS,,
iii) pourn <m, soit P :={p1,...,pm} un alphabet de cardinal m " et y le morphisme

de (K(P),conc,1p«) dans (K(Y'), conc, 1y+) qui envoie chaque lettre py € P sur
le polynéme Py € K(Y'). Alors

(S1wg...w Sy|Pr...Py) = > (St | p(wy)) . (Sp | u(wy)).

W yeeesy wpePt
p1---Pmesupp(wyW...Wwp )

(1.45)

16. “Group-like” en anglais.
17. i.e. toutes les lettres sont distinctes
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Démonstration. D’une part

(Sywrg... w Sy |P...P)=(S1®...05, | AL D(P...P))
=(S10...08, [ AL (u(pr - pm)))-

D’autre part, parce que les Py, (k =1,...,m) sont primitifs, on a

Au-_rq o= (/~L®,u) OAconc,P

sur les générateurs P donc sur tout K (P). Donc, on a aussi
A(” 1) op=pu®mo A

En posant w = py ... p,, (donc |w| = m) et en appliquant la formule générale (pour u € P+)

Al (u) = 3 u[ll]®...eu[l,]
Ii+..+I,=[1...m]
ona
Agg;cl)P(w) = > W Q... w,
’ W, wnpePt
p1---pmesupp(wyW....Wwny )
d’ou
(Spwig... wy S|P Py)=(S1®...05, | AL (upr...pm)))
=($1®...88, | u®"o Agjw(pl e Dm)
=(51®...95, | > p(w) ® ... ® pu(wy,))
W, wnpePt

p1---Pmesupp(wqW...WWwy)

(St pwr)) .. Sy | p(wn))

]

W ..., wpePt
p1---Pmesupp(wy ... Wwp)

(1.46)

compte tenu du fait que les S; sont sans terme constant.

i) Pour n > m, dans tout terme de la somme, il existe au moins un élément p(w;) = 0
pour certain 1 < j < n, cela donne que la somme est nulle.

i1) Pour n = m, les seules possibilités se produisent pour |w;| = 1 (des lettres donc), toutes
les lettres devant étre distinctes, le shuffle est égal a

Z Po1) - - - Po(n)

oeSy,

d’otl1 1a formule (1.44).
i11) Pour n < m, c’est la formule (1.45). O
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1.3.2. Base(s) du module (libre) des éléments primitifs et de I’algebre
enveloppante

Nous allons considérer I’algebre associative (avec unité)
A=K(Y)®K(Y)=K({Y*®Y™"). (1.47)

C’est I’algebre large '® du monoide M := Y*®Y*, ¢’est-a-dire I’algebre des séries doubles
déja rencontrée au paragraphe précédent. On munit ce module du ¢-stuffie a gauche de ®
et du produit de concaténation a droite, comme suit

ST= Y (Slur®@v (T | uz®vs) (ugwqus) ® 10

u1,v1,u2,V2€Y*

(on vérifie que la famille contenue dans cette somme, homogene en poids, est bien
sommable ). Soient { P, }c;, {Q; }ic; deux familles de polyndmes dans K(Y') telles que
T =%, P; ® Q; est sommable sans terme constant dans K (M ). Alors, le logarithme de
1+ T et I’exponentielle de T dans A vérifient :

expT : Z —
k>0 !

-Z > (Pywg.owgP) @ (Qh ... Q). (1.48)

k>0 '217 ikl

)kl

log(1y+ ® 1y« +T) i = Y ~—— (= ~T*
k>1 k
( 1 k-1
k>1 01 yeenip €l

Nous allons maintenant appliquer ceci a la série diagonale

Dy:= Y wow=1y«®1ly-+ Y wouw, (1.50)

weyY* weY t

18. En anglais “total algebra”.

19. De manire similaire a ce qui a été vu précédemment, une famille de séries {.9; };cr, dans K (M)
est dite sommable si et seulement si, pour tout v ® v dans M, I’ensemble {i € I | (S; | u® v) = 0} est fini.
On peut calculer la limite par la formule S = Y ;.7 Si = X ugvers (Dier (Si |[u®@v)) u @ v.
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ce qui donne

k-1 k
logDy = Z(_l) (Z w®w)

Cela nous permet définir un opérateur comme suit.

Définition 1.2. Pour chaque mot non vide w, 71 (w) est défini par

—1)k-1
m(w): = Z( ]3 Yo (wlwpwg. . wwp)ws .. wg. (1.51)
k>1 w1 ,...,WEEY F
Nous avons alors I’expression
logDy = Y wem(w). (1.52)
weY*

Remarque(s). On remarquera que, suivant la théorie exposée plus haut (1.29), on a

1
m =log.(I) =) ~—— ()i (I+)*" (1.53)
n>1 n
Lemme 1.11. pour tous w =y, ...y, €Y*, ke IN,, ona

1
T Wny - Yn) = D, (G

k>1

M=
MS

>, sig(ni,) —m
Yniy - Ynag - Yng, -« - Yngy s

1l
—

<.

1l
—_

ny.+...tng  =n,
11 kj 3

J=1,..., m, nijz()

(1.54)
ou on convient de 1y, = 1 et sig désigne I’opérateur de signe, c’est-a-dire

1 siz>0,
sig(z) =40 siz=0, (1.55)
-1 six<0.



1.3. Bases en dualité dans K(Y) 43

En particulier,

m(Ye) = Ykt Z

Yky - - Yk,
>2 G ki+..+ki=k

q 7
= Yk~ 5 Z Yk Yk t g Z Yk YkoYkg = - - -
ki1+ko=k ki1+ko+kz=k
k-1
o L q}g k (1.56)

Exemple 1.4.

q
7T1(y1) =, 7T1(y2) =Y2 - 53/%7

q 7
m1(y3) = ys - 5(91?/2 +1YaY1) + gyi’,

4

2
q q q
m1(Ys) = ya— 5(91?/3 + y% +YsY1) + g(y%?b + U1Y2y1 + ?/29%) - Y

4
71 (Y2v1) = Y2y1 — %[(11/1)(3/21) +q(y11) (1) + q(yiy) (1) + (21) (1y1) ]

+ %[Q(yll)(yll)(lyl) +q(y11)(1y1) (w1 1) + q(1y1) (1 1) (y11)]

1 1

= 5?/291 - 591?/2-

Par contre, en appliquant I’opérateur logarithme sur la série diagonale, on a

>y

k>1 w1,...,WEEY

osDy = 3

(u]wy ... wp)wywy,... tquk;)®u
ueyY'*

1)1
mi(w): = Z( ) Y (wlwr . wp)wy g e qwy. (1.57)
En particulier,
T (yk) = vk, yreY. (1.58)

Nous avons alors I’expression

logDy = > 71 (w) ® w. (1.59)

weY+
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Exemple 1.5.

() = vy, 7w (y2) =1
. 1 1 q
™ (9192) = 5.@1?/2 - 592?/1 - 5?/3-

Observons que, grice a la construction ci-dessus, 7; et m; donnent une paire d’ad-
joints, ¢’est-a-dire (m1(u) | v) = (u | 7 (v)) pour tous mots u,v € Y*.

Lemme 1.12. Pour chaque mot non vide w, nous avons les expressions

1
wo = Zy >, (wlwiwg . owgwg) m(w). . om(wy), (1.60)

k>1 ™V wy,...,wpeYt

1
- Yo Y (e m ) e, w ). (16])

En particulier,

i—1
yk=2q—, Z T (Yky ) -+ 1Yk, ), (1.62)
i1 U kyrhi=k
=771 (Yr)- (1.63)

Exemple 1.6.
Yy = 7T1(y1),
y2 = m1(y2) + %m(yl)Q,

Y3 =m(ys) + % (m(y1)mi(y2) + m1(y2)mi(y1)) + %2!771(?/1)37

Ya=m1(ya) + % (m1(y1)mi (ys) + 71(y2)” + m1(ys)mi (1))

+ 3_2; (m1(y1)°m (y2) + w1 (y)m (y2)m (1) +m(y2)m(1)?) + Z—Tm(yl)A‘.

Démonstration. (Lemme 1.12) En développant la série diagonale, on a

exp(log Z w e w)

weY'*

Dy

= exp( >, w®7r1(w)) (d’apres (1.52))

weyt
1 k
- éﬁ(w;www))

— 1Y*®1Y*+Z% Z (w1|_+_|q...wqwk)®(71(w1)---ﬁl(wk‘))

k>1 ™V wy,...wpeYt
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weY t ueY t

PEN Z wewW = Z u®(2% Z (U|U}1L+_lq...tquk>7rl(wl)...7'l'1(wk)).

k>1 W, WEEY

En identifiant la derniere égalité, nous avons

Vu)e}”,u)zzl

X Z (w]wywy. .. wowg)m(w)... T (wg)
k>1

wl,...,wkEYJr

En d’autre termes, nous avons aussi

k
1 N
Dy = ZE( >, wf(w)@w) (d’apres (1.59))
k>0 weY'+
1 * *
- 1Y*®1y*+ZH Yoo (mf(wr) g wgm () ® (wr ... wy)
kZl w17...,wkeY+
1
< Y wew = Z(ZE > (u|w1...wk)7rf(w1)u-4q...L-uqﬂf(wk))@)u.

weY * ueY* \k>1 "V wiy,...,wpeY

En identifiant les deux cOtés, nous avons
1
YweY*  w = ZE Yo Aw|wy . owp) T (wy) w g e (wy),
kZl wl,...,wkeYJr

ce qui acheve cette démonstration. U

Les polyndmes m; (w),w € Y* (m(1y+) = 0) satisfont la propriété suivante.

Proposition 1.13. Pour chaque mot w, le polynéme m(w) est primitif.

Démonstration. Soit, a nouveau A = K(Y* ® Y*)) que 1’on peut considérer
comme I’algebre (K((Y))){(Y)), 'anneau (commutatif) des coefficients étant ici R =
(K{(Y)), w4, 1y+), ces coefficients seront notés entre crochets.

L’isomorphisme étant donné par

S S [ (Suev)u]v.

veY* wueY™*

On remarque qu’alors, la série diagonale s’écrit D = Y, .y« [w] w. En étendant par conti-
nuité A, a R{(Y)) (avec valeurs dans R{{(Y* ® Y *))) on remarque que la série diagonale
est de type groupe. En effet, toutes les familles étant sommables, on a

Aw (D) = A, () [wlw)= ) [w]Aw, (w)

weyY * weyY *
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Y, O [wiw|uww)ueg v

weY* u,veY*

= > (Z[w](w|uuﬂqv))u®5¢v

u,veY* weY*

= > [uwpluegv

- (% i) on (3] 1)
- DegD <

et (D | lysgy+) = 1g. Onadonc L = log(D) = ¥ ey~ [w]m (w) qui est primitive. C’est-
a-dire

D [w]lAw, (mi(w))

weY *

Lerl+1®pL

Y [wlm(w)®r1+10r Y. [w]m(w)

= wz;ﬂ[w](m(w) ®rl+1 ®Rw7T1(w))-

En identifiant les coefficients de [w], ce qui est possible avec I’opérateur 6, : [u] — (u |
w) (6, € Endg(R)), on a bien que, pour tout mot w € Y'*,

Ay (m(w)) =m(w) ®rl+1®r m(w).

O

Désignons par Prim(K(Y)) I’ensemble des éléments primitifs, c’est un K-sous-
module libre de K(Y'), pour lequel nous allons construire une base.

Définition 1.4. Soit {1, },cy~ la famille de polyndmes définie par 2

1y« Siw = Ly«

™1 (Yr) Siw = Yk
[I1,,,10,,]  sileLynY,st(l) = (I1,1s),

0 I0F pourw =0 L I > o> I, Dy, I € LynY.

w T

20. Une couple des mots de Lyndon (I1,12) est appelé factorisation standard du mot de Lyndon [ si
l = l1ly et Iy est le plus long facteur droit propre de ! qui soit de Lyndon. Alors, nous désignons par
St(l) = (ll,lg).
Grace au théoréme de Chen—Fox—Lyndon [Che+58 ; Lot83], tout le mot w peut étre récrit comme un produit
décroissant des mots de Lyndon w = llf e lfj.
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Exemple 1.7.

q
Hyl = Y Hy2 =Y2 - 53/%7
Hy2y1 = [Hy2 ) Hyl] = Y21 — Y1Y2,
Hy3y1y2 = [Hyav HylyQ] = [Hy3>Hy1Hy2]
2

q q q q
= YsUiYa — ~UsYs — QUaYiYa + YoYUl — Y1YsYa + ~Y1Y3YT + ~YiYs

2 P 4 P 2
- %ﬁmﬁ—mmm+g£ﬁ+wmm+gﬁmw—gﬁm+%%w,

Wiy = %mmm—mﬁm—gmﬁmm—mmmm+mwmm+%ﬁﬁm
-gﬁmmm—mmmm+gmmmﬁ+mﬁm+mmmm
-gmﬁﬁ—wmwm+gmwﬁw-

Pour la preuve du lemme suivant (lemme 1.15), on va utiliser le fait que 1’ordre
lexicographique par poids < est compatible avec la structure de monoide ([Bou+03], pa-
ragraphe 1 ex. 1). Il est bien connu que I’ordre lexicographique sur un monoide libre Z*
(Z étant un alphabet totalement ordonné) n’est pas compatible avec la structure de mo-
noide (dés que |Z| > 2) mais que I’ordre lexicographique par longueur I’est. Nous verrons
que I’ ordre lexicographique par poids est une image réciproque de celui-ci.

Lemme 1.14. Soient E, E5 des ensembles, ¢ : F/y —> FE», une injection. On suppose que
E5 est totalement ordonné par <s. Alors, I'image réciproque de cet ordre par ¢ définie
par

T <1y <= ¢(x) <2 ¢(y) (1.64)

est un ordre total.

Si, de plus, E; est muni d’une structure de monoide pour laquelle ¢ est un morphisme et
que <o est compatible avec la structure de monoide de FE», alors <y est compatible avec
la structure de monoide de F.

II est facile de voir que 1’ordre lexicographique par poids <., y est I’'image réci-
plex,

proque par mx de 1’ordre lexicographique par longueur, <., x. Nous sommes alors en

position de démontrer le lemme suivant.

Lemme 1.15. Pour chaque mot de Lyndon [, le polynome 11; est homogéne (en poids) et
triangulaire supérieur. Plus précisément

I, =1+ Z W, (1.65)
w>1

(w)=(1)

ou >=>, désigne l’ordre lexicographique (ou bien ’ordre lexicographique par poids).
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Démonstration. Nous allons démontrer ce lemme par récurrence sur la longueur de . Le
résultat est immédiat, par (1.56), si |I| = 1.
Supposons acquis pour les [ de longueur &, ou 1 < k <n, que

I, =1+ Z W,
“")pleacl
(w)=(1)
ol >p, désigne ’ordre lexicographique par poids. Alors, pour || = n + 1 et st(l) =
(I1,12), en utilisant I’hypothése de récurrence, nous obtenons (pour faciliter la lecture
nous noterons < au lieu de <p;;)

I, =4 + Z au et I, =l + Z Byv.

u>lq v>lg

(w)=(1) (v)=(l2)

Par conséquent, comme < est compatible avec la structure de monoide de Y *, nous avons

11, [Hll ) le] = Hhle - Hl27Hl1
l1ly + Z Buliv + Z o uly + Z Qy Byuv

v>lg u>ly u>ly,v>lg

(v)=(l2) (w)=(l1) (w)=(11),(v)=(I2)

- Il - Z aylou — Z Byvly — Z By, vu

u>lq v>lo u>ly,v>ly

(w)=(11) (0)=(l2) (0)=(12) (w)=(1y)
I+ ) cow, (parl=0ly<Dbl).

w>l

(w)=(1)

ou les ¢, sont obtenus a partir des «,, et des (3,.
Enfin, puisque les II; sont homogenes par poids, nous avons

I, =1+ Z AW,
w>1

(w)=(1)

Corollaire 1.16. La famille {I1,,},cy~ est triangulaire supérieure, plus précisément

+
VweY™, Il,=w+ Z Q.
u>w

(u)=(w)

Démonstration. Cela résulte directement de la structure de monoide de Y* ordonné par
I’ordre lexicographique par poids et du lemme 1.15. U

Remarque(s). Quand on consideére 1’ensemble des polyndomes K(Y) comme un K-
module, il est libre et admet 1’ensemble des mots Y* comme base. Par ailleurs, 1’en-
semble des mots de Lyndon, désigné par LynY’, indexe une base de 1’algebre de Lie libre
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construite sur Y, L({Y") (que nous n’utiliserons pas ici).

Enfin, I’algebre de Lie des éléments primitifs Prim(K(Y')) (qui est différente de L(Y"))
va admettre la famille {II;};c;,,y comme base linéaire. C’est ce que nous verrons plus
bas (prop. 1.18).

Proposition 1.17. La famille {I1,,},cy+ est homogéne en poids et est une base de 1’al-
geébre associative libre K(Y').

Démonstration. D’abord, grace a la propriété de triangularité supérieure, il est facile de
voir que la famille (IL, )y~ est linéairement indépendante. Comme elle est homogene en
poids, que K (Y') est gradué en dimension finie par le poids et qu’elle a pour cardinal, par
poids, le nombre de mots de ce poids donné, elle est génératrice de chaque composante
homogene et, partant, de K(Y)?!. O

Proposition 1.18. Le module des éléments primitifs, Prim(K(Y')), admet la famille
{IL; }1ecyny comme base.
Le résultat est une conséquence directe du lemme suivant.

Lemme 1.19. (L’anneau des coefficients est de caractéristique zéro **) Soit g une algebre
de Lie et B = (b;) ey une famille libre totalement ordonnée de g. On suppose que la famille
de Poincaré-Birkhoff-Witt déduite de B, (B®) ) est une base de U(g).

Alors B est une base de g.

Démonstration. Soit g € Prim(U(g)), comme g € U(g), on peut écrire

g= Z cq B¢

aecIN(D)

et donc (A étant le coproduit canonique de U(g))

DY (Q)BO”Q@BO‘?

leg+gel=A(g)

aeIN(D) alt+az=a a1
ag +a
= Z Ca1+a2( ' Q)Boq@BaQ'

Cl{l,Cl{QGIN(I) O{l

La famille (Bal ® Ba2) o étant libre 23, I’équation précédente montre que tous
Cl{l,Cl{QE]N

les coefficients (¢, )jqz2 sont nuls. Comme €(g) = 0 (g est primitif), on voit que g se
décompose sur (B*)q-1 = B. O

21. Nous allons préciser les décompositions associées par un algorithme dans la derniere sous-section
de ce chapitre

22. Ceci veut dire que n — n.1x est injective. Ce lemme cesse d’étre vrai en caractéristique p comme
le montre I’exemple, avec K = Z/pZ, de g = Prim(K|[z]) et B = {x}.

23. C’est une base de U(g) ® U(g).
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Remarque(s). i) La démonstration précédente montre que, si 1’on connait un algo-
rithme pour décomposer les éléments selon (B®) ), On connait un algorithme
pour décomposer les éléments primitifs selon 5.

ii) Grace au théoreme de Chen—Fox—Lyndon, chaque mot peut étre récrit comme un
produit décroissant des mots de Lyndon. Par cette raison, la famille {Iy fwey+ =
{1 ... H;’;}lh,..’lkeﬂyny,ih,..’ikelN est une base de Poincaré-Birkhoff-Witt de K(Y).

1.3.3. Construction d’une formule pour la base duale

Nous construisons ici une formule pour une base de I’algebre (K (Y'), conc, 1y+) qui
est une des algebres en dualité. De fagon logique, nous devrions avoir également une base
de I’autre algebre. Cette sous-section va indiquer une maniere de construire une formule
pour cette base duale.

Soit {3, }wey+ la famille de polyndmes 2* définie par 23
(S0 TL) = 81 (1.66)
Grace a la dualité et au corollaire 1.16, nous avons,
Proposition 1.20. La famille (¥, ) ey« est triangulaire inférieure, i.e.

VweYt, S,zwt Y e (1.67)

(v)=(w)

Démonstration. En posant M, la représentation matricielle (matrice des coefficients) de
I1,, sur les mots w, ou les w sont de poids n, on a que *(M,!) est la représentation
matricielle de Y.,, avec w de poids n. Cette derniere est triangulaire inférieure. U

Exemple 1.8. n = 2 : La liste des mots de poids 2 est {y2,y?},
1

My, = y2- 5091,
Hyf = y%.
Par conséquent, nous avons la matrice
Y2 yi Y2 Yt
L, (1 -1/2g o1y - e 1 0
M?‘Hy2(o 1) = =g {1 1)
1 1

24. En général, les formes linéaires coordonnées d’une base sont des séries, mais, ici, la graduation par
poids induit une décomposition orthogonale en sous espaces de dimension finie.

1 siu=v

25. 0y, désigne la fonction delta de Kronecker, c’est-a-dire d,, ,, = { ) .
0 siu+wv
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c’est-a-dire,

Eyz = Y2,
q
Eyf = §y% + y% :

n = 3 : En suivant la liste des mots de poids 3 qui est {ys, y2y1, Y142,y }, nous
établissons également la matrice

Ys Yoy Wive Y3

I1,, 1 -1/2¢ -1/2q¢ 1/3¢>
M,,[0 1 -1 0
M = Hyly2 0 0 1 _1/2q
My \0 0 0 1
Depuis lors
ys vy iy Y
Y3 1 0 0 0
_ Yyour | 1/2q 1 0 0
tev-1y -
M) = Sy | ¢ 1 1 0
Yy2 \1/6¢> 1/2¢ 1/2¢ 1

Par conséquent, nous obtenons les valeurs des {3, } (,)-3 comme suit :

Yys = ys,
Syarn = 1/2qys + 1y,
YY1y = qys+yay1 +Y1Ye
Sy? o= 1/66%ys +1/2qyays +1/2qy1y2 + v -

n = 4 : En suivant la liste des mots de poids 4 qui est
{ya, ysy1, Y3, Y243, Y193, Y1241, Y3y, Y1 } nous établissons également la matrice

Ys  Ysh Y3 vyl Yys niveyr YR yt

II,, 1 -1/2¢ -1/2¢ 1/3¢> -1/2¢ 1/3¢*> 1/3¢*> -1/4¢?
My, |0 1 0 -1/2¢ -1 0 q/2 0
I,; 0 0 1 -1/2¢ 0 0 -1/2¢ 1/4¢?
v~ g |00 0 1 0o -2 1 0
t T, o o 0 0 1 —q/2 -1/2¢ 1/3¢ |
My | 00 0 0 0 1 -1 0
Mg, |0 0 0 0 0 0 1 -1/2
IT, 4 0 0 0 0 0 0 0 1
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ensuite,
Yooyt Y3 YNi o WMiYs Yivebi YiYe )
2y 1 0 0 0 0 0 0 0
S | 12¢ 1 o 0 0 0 0 0
Eyg 1/2q 0 1 0 0 0 0 0
(MY = X2 1/6¢> 1/2¢ 1/2q 1 0 0 0 0
Sy g 1 o 0 1 0 0 0
Yo | 1/2¢%  3/2¢q q 2 1/2q 1 0 0
X2y, 1/2 ¢? q q 1 q 1 1 0
" 1/24¢® 1/6¢> 1/4¢*> 1/2q 1/64¢*> 1/2¢ 1/2q¢ 1

Par conséquent, nous obtenons les valeurs des {Zw}(w):4 comme suit :

XYs = Ya,
Systh = 1/2qys + ysur
Sy; o= 1/2qus+ys
Sy = 1/6¢%ya+1/2qysyr +1/2qy5 + yaut
Yyys = QUatYsyL+yiys,
Yyiyeyr = 1/2612?/4 +3/2qysy: + qy% + 292?/% +1/2qy1y3 + y1yay1
S = 126%Ya+ qusyr + qus + Y2yt + quiys + Yiveys + yiYe
Yyt = 1/24¢°ys + 1/6¢°ysy1 + 1/4q%y3 +1/2qy2y7 + 1/64°y1ys + 1/2qy19211
+ 1/2quty2 + yi -

Nous allons maintenant établir une formule explicite pour cette base afin de 1’ utiliser
dans calculs pratiques. Nous dirons que :

e une suite de mots de Lyndon S = (I1,...,l,),n > 1 est une suite standard ssi pour
chaque 4, [; est une lettre ou [; = (I/,1/), et I > l;11,...,1! = 1,,. De cette fagon, une

1771

suite décroissante est aussi une suite standard.

e une montée de la suite standard S est un indice ¢ tel que [; < [;,; et, de plus, si
liv1 = livo, ..., liy1 > [, la montée est dite montée légale .

Pour chaque montée 1égale, nous définissons

)\Z(S) :(llu"'7li717lili+17li+27"'7ln) ) (168)
,01‘(5) :(lla---7li—17li+1>li>li+27---aln) . (1.69)
Nous écrivons S = T si T = X\;(S) ou T = p;(S); et S = T pour la cloture transitive

de =. Un arbre différentiel, désigné par T (S), de la suite standard S est construit par :
si S est une suite décroissante, 7 (5) est réduit a un neeud (lui-méme) ; sinon, 7(S) est
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un arbre marqué S a la racine, la branche gauche étant le sous-arbre 7 (S’) et la branche
droite étant le sous-arbre 7 (S"), ou S" = \;(S), S” = p;(.S) pour une montée i de S.

Par ailleurs, pour chaque suite standard S = (1, ...,l,), nous définissons II(.S) par
I, ...10;,. 11 convient de noter que si (l1,...,l,) n’est pas décroissante, le polyndme
I, ... II;, est différent du polynéme II;, ; . On a toutefois, pour I1(S), la propriété sui-
vante.

Lemme 1.21. Pour chaque suite standard S, I1(S) est la somme des I1(T"), out les T sont
les feuilles de I’arbre différentiel T (S).

Démonstration. Comme 11(S) = II;, ... II;, , le lemme est une conséquence des défini-
tions de \; et de p; grace a la remarque suivante :

HliHl = [Hli7 Hli+1] + HlHlHli = Hlil + Hli+1Hli :

i+1 i+1

Exemple 1.9. Soit S = (y4, Y2, y1), nous avons

H(?/4>f92>yl) = Hy4H H = H Hyzyl + H H H
Hy4y2yl + Hy2y1H + H H + H H H

Yay1
IT + 1Ly, 11y, + 11 +Hy2H +Hy1H

Yay2y1 Y2y1 Yay1y2

Yay1 Yay2 + H?JIH?JQHZJ4 .

On peut aussi trouver ce résultat en prenant les feuilles de I’arbre suivant (FIGURE 1.1).

(y47 ?/27 yl
(y47 y2y1 (y4, Y, 92)
(yay211) (yay1,91)  (Yay1,v2) (Y1, Y4,92)

v X VX

(yayny2) (Y2, yav1) (Y1 yay2) (Y1, Y2,Y4)

FIGURE 1.1 — L’arbre différentiel T (4, y2,y1)-

Remarque(s). Suivant la définition d’'une montée 1égale, pour construire ’arbre d’une
suite standard, on commence de gauche a droite de la suite.
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Inversement, soit S = (Iy,...,l,), nous allons appeler descente un indice i de S tel
que l17 - 7li71 € Y, ll z ...z ll,lz > li+1 et définir

pit(S) = (L, by by oy 1) (1.70)

On dit qu’un indice ¢ est une marque ssily,...,l;_1 € Y,l; € Y*\Y. A ce moment-1a, nous
définissons

MUY = Ty i, U1 Ty ) (1.71)

o, st(l;) = (I1,1). De plus, en écrivant S < T'si T = p71(S) ou T = \;1(S);et S =T

7
pour la cloture transitive de <. Un arbre différentiel inverse, désigné par T-1(5), est

construit par sa racine, toujours marquée S, le sous-arbre 7-1(.S”) a gauche et le sous-
arbre 7-1(S") a droite, out S’ = p;1(S) pour certaine descente i et S” = A\;1(S) pour
certaine marque 7.

Exemple 1.10. Soit S = (y5y1y4y2), I’arbre différentiel inverse, 7-1(.5), est :

(Ysy1Y4Y2)
\A‘f
(Y5Y1, Yal2)

\A‘Il
(Y5, Y1, Yay2)
2N
(Y5, YaY2, Y1) (Y5, Y1, Y1, Y2)
le 057
(Y5, Y4, 92,91) (Y5, Yar Y1, Y2)
-1
/)3/

(y5uy4uy27y1)

FIGURE 1.2 — L’arbre différentiel inverse 7~ (y5y1y4y2).

Remarque(s). i) Dans un arbre différentiel, chaque nceud a toujours deux branches
parce que pour chaque montée 1égale i de la suite standard S, on a toujours \;(S) et
pi(.5). Cependant un nceud d’un arbre différentiel inverse ne se produit pas toujours
en méme temps que la descente et la marque.
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ii) A partir d’un nceud de mot de Lyndon (ys, . ..ys, ), on a toujours la branche droite
jusqu’au nceud des lettres (s, , ..., Ys, )

iii) Siona S = T, on n’a pas nécessairement 7' < S. Par exemple po(y1,9s,y2) =

(y1,y2,y4), Cest-a-dire (y1,ys,%2) = (Y1,v2,v4), pendant que (y1,y2,y1) <
(Y2, y1,y4) et (y1,y2, Y1) < (Y1,Y2,Y4) -

Lemme 1.22. Soit y,, ...ys, un mot de Lyndon. Alors, tous les nceuds de son arbre diffé-
rentiel inverse forment une suite (ys,u,ly,...,1l,), onn € N,u € Y* et il existe un nceud
(Ysys b1y oy lm), me IN.

Démonstration. Remarquons d’abord que pour chaque mot de Lyndon [ € LynY \ Y de
factorisation standard st(l) = (I1,l5), on a l; < l5; et que la lettre y,, est I'une des plus

petites lettres dans le support, {ys,, ..., ys, }, du mot original, on peut déduire de cela que
toutes ses racines forment une suite (ys,u,l1,...,[,). Ensuite, d’aprés la remarque ci-
dessus, on peut conclure que (ys,,!1,...,l,) est une racine de I’arbre différentiel inverse
T(Ysr - Ys,): [

Pour chaque mot de Lyndon y;, ... ys,, nous définissons I’ensemble

N(y817"'7y3k) = {(y8’17"'7ysg7llv"'7ln)|(ysl"'ysk)::(y3'17"'7y827l17"'7ln)7
S1yeeoysie{st, oy Setli = =1, € LynY } . (1.72)

Grace aux concepts précédents, nous démontrons le résultat suivant.
Proposition 1.23. La base {¥,, } ey~ est calculée par la formule de récurrence :
i) pour le mot vide w = 1y, 2, = 1y,
ii) pour chaque lettre y, € Y, ¥, =7} (y) ,
iii) pour chaque mot de Lyndon ys, . ..ys, ,

Eysl...yslC = Z yslzll...ln
(ysl 7l17---7ln)€N(ysl ,---,ysk)

‘ il ys’1+...+sgzl1...ln .
227 (Yrseeeslgr 1l JEN (s ooeesisy,)
k3

En particulier, si ses lettres vont en croissant, i.e. s, < ... <Y,

kil
2oy - Ysp, Z il Ysi+..4si ys,+1 Ysp,
i=1
iv) pour le mot général w =13 ... l;’“, li,.... ke LynY, Iy > ... > I,
Lt i1 Lt gy
. _Ell |_+_lq...|_+_lqzlk
w =

11! !
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Démonstration. Par dualité, i) est évident. Pour montrer i), en utilisant la propriété in-
férieure de cette base (Proposition 1.20), nous supposons que X, =y + Y. wen Cyl. Sup-
u)=k

posons que U = Y, ... Ys,, S1,---,5k € Ny, k> 2, alors

(w)=(yr) =>s1+...+8=5
:>81<S:>yk1 >yk
= u > Y, (contradictoirement).
Par conséquent, 2, = yi = 75 (yx).
i71) Tout d’abord, nous remarquons que le résultat est équivalent a I’assertion sui-

vante : pour tout mot u € Y* et toute lettre y; € Y,

<Eysl---ysk | y3u> = Z 53173<2l1---ln | u)
(ysl7117---7ln)€N(y317---7ysk)

i—1
+ Z q.' Z 53’1+...+s;,s<2l1...ln |u> :

2 b (WYt ltseenln )N (Ysy seensyisy, )
1

Grace a la dualité des bases, on peut représenter le mot u par

u= Yy (S, |u), .

weY'*

Ainsi, on a

Ysu

Z(zw|u>(zqi,,1 5 Hys,l...nys,i)nw

weyY * i1 si+..+s)=s

SR OFIENDIE- D SR A | A

weyY * i>1 il si+..+s)=s
qi—l
= <2951---ys |y5u) - Z <Ew |u> Z ; Z <Eys Ys |Hysf "'Hys', Hw> :
* weyY'* i>1 il si+...+si=s ! g ! ‘

Soitw =1y...1l,, [y ... >1,. Puisque S = (y, ... sty las e , 1) est une suite standard,
nous obtenons la représentation ci-dessous d’apres le lemme 1.21

I(S) = (ys,, -5 Ysts s oo 1) = Z arll(T) .
ST
Par conséquent,

i—-1

> (S lu Y Y an(Sy [T(D)).

|
Iq,eeey InelynY >1 2 sl +..+sl=s
l1z..xln ¢

(21131 ~Ysy, | y8u>
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Remarquons que les branches 7' de 1’arbre différentiel 7(.S) sont des compositions dé-
croissantes de mots de Lyndon de longueur > 2 sauf les branches de la forme 7" = (1), avec
[ € LynY . Tellement que (X, . [II(T)) # 0si T' = (ys, ...ys,)- En utilisant les pro-
jections p~! et A~1, nous construisons I"arbre différentiel inverse 71 (ys, ... ys, ), puis
nous prenons des feuilles sous la forme (y., ... sYsty bny oo ,1), 1 > 1 de laquelle I’arbre
différentiel existe une seule feuille 7" = (v, ...ys, ) et cela donne oy = 1. Par conséquent,
I’assertion générale est démontrée.

De plus, dans le cas particulier ol y, < ... < ys,, 'arbre différentiel T (ys, ... ys, )
contient seulement une seule aprés application de \;. De 1a, (£, |11, ... 10, I1,) #
0 si et seulement si ys, ... Ys, = Ys, - ..ysgll .1y Cela donne y,, = yq, .1. S Yst = Ys, et
Ysiuy -+ Ys, = L1 ... 1. Alors,

S1 ysk

(2 m,, .1

Ysq --Ysp, | Yot T yS(Hw> = 531+...+si,35y5i+1...ysk,w7
1

nous obtenons finalement que

qi—l

<2y81'--y5k |y3u> = 7531+~~~+3i73<2981‘+1"'ySIc |u> ’

iv) Récrivant w sous la forme de produit décroissant de mots de Lyndon, w =

Uy Up, (Ug 2 .. 2 Uy), Cest-a-dirte n =47 + ... +dpetuy = ... =w;, =1, ..., U 11 =
o

. = Uy, = lx. Pour chaque v = vy ... v, v1,...,0p € LynY, vy > ... > v, d’apres la

proposition 1.18 nous avons bien que I, ,...,II, sont primitifs. Grace a la proposition

1.10, la réduction de

(Suy g Sy, [Ty, . 10,,)

. Um

donne zéro si n > m. Si n < m, nous avons

<ZU1 W g gDy, |Hv1-'-va> = Z <2u1 |N(w1)>-'-<2un |M(wn)> )

WY yeees wn €P
w1 \_I_L.J.I_Iwn:l'[»u1 Iy,

ou P :={Il,,,...,II,,, } peut é&tre vu comme un nouvel alphabet. Sur le c6té droit, chaque
terme a au moins un j € {1,...,n} tel que r := |w;| > 2 (dans I’alphabet P), supposons
que w; =1L, ... 11, (e P*). Alors, p(w;) =1L, ...1I,, , dans K(Y'), forme un produit

décroissant. Par suite, (3, | p2(w;)) = 0. Pour ’autre cas ol n = m, nous avons aussi que

<2u1 g g2y, | Hv> = Z <2u1 | va(1)> e (Eun | HUO‘(n)>

oeSy,
= Z 5u1,1}0.(1) Tt 5“"7’00’(71) :
oeS,
Si(uy,...,u,) # (v1,...,v,) et parce que les deux suites sont décroissantes, 1’expression

disparait. Au contraire, si w = v, en effet (Iy,...,01,...,lg,...,lx) = (v1,...,v,), chaque
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l;,1 < j <k répété ¢; fois. L’expression est égale au nombre de permutations, 4;!...7;!.
Finalement,

1w »
— 2 an E qlk H _
lelk'< h g g g | U) 5u,v

qui acheve cette démonstration par dualité. U

Exemple 1.11. i)

Eyl = Y, Eyz =Y2, Eyg =VYs3,

q q
yayr y22y1 + 53/3 =Y2y1 + 53/3 .

by

On peut voir que ces résultats sont les mémes dans 1’exemple 1.8. i7) Considérons 1’arbre
différentiel inverse du mot de Lyndon y3y;y», voyez FIGURE 1.3. A la racine (ys, y1,92),

(?/3y1?/2)
N
(?/33/1, 3/2)
N
(y37 Y1, 3/2)
pif/

(y37y27y1)

FIGURE 1.3 — L arbre différentiel inverse 7! (y3y192).

nous trouvons les termes dans la somme droite de la formule : Y33, ,,, 2442, , %% ;ala
racine (ys3,¥2,%1), nous obtenons les termes 2155, , %yﬁ (n’ayant pas le terme y3X,,,,
parce que y, < y1). C’est-a-dire

) T+ LS, D) + L
ysyiye  — Y3Zyiyo T 5 (YaZy, + Y58y, ) + 6 (Y6 + o)

1 1 q?

YsY1Y2 t YsYa2y1 + Q(?J?Q, + 5?94?/2 + §y5y1) + Eyﬁ-

i1) De méme, d’apres I’arbre différentiel inverse 7' (ysy194y2) dans I’exemple 1.10 :
a la racine (ys,¥y1,¥4y2), nous obtenons les termes Y53y .y, S62y,y, 3 2 la racine

2 3
q q N :
(Y5, Y1, Y4, Y2), nous obtenons les termes 103, , 3712 ; a la racine (ys, Y4, Y1, ¥2), nous
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2 3 .
obtenons les termes 2y93,, ., , L1102y, , 23125 a la racine (ys, y4, Y2, 1), nous obtenons
2 3 .
les termes L1132, , 37y12. Cest-a-dire

q ¢ ¢
Zysyly4y2 = y52y1y4y2 + 5 (y62y4y2 + y92y1y2) + E (2y102y2 + 2y112y1) + 4_y12

24
= YsY1YaY2 T YsYaY1Y2 T YsYaYa91
1 1 1 1 1
+ q(YsYay3 + YsYsYo + YsYeYr S YeYal2 + =Yol1Y2 + =YoY2l1 + =YsY1Ys)

9 2 9 2 2
o1, 01 1 1 1 1,
+ q (Z‘% Y+ gYye + Yy + 51/53/7) 54

Remarque(s). La formule de {¥,, },,cy+ dans la proposition 1.23 donne une généralisation
pour calculer la base MRS. Quand ¢ = 0, cette formule est exactement la formule de la
base { Sy }wey+ dans le cas du produit de mélange, LLI, introduite dans [Reu93].

Théoreme 1.24. Les familles (I1;)iccyny €t (X;)iecyny Sont respectivement les bases de
transcendance des algebres (K(Y'), conc) et (K(Y'), w ).

Démonstration. Gréce a la dualité entre les deux bases (X, ) wey+ €t (I, )wey+, nous pou-
vons représenter un polyndme P comme suit

P=3 (%,|P)L,= Y (I, | P)%, . (1.73)

weyY * weY'*

La définition de Y., .y~ (I, | P) X,, et la proposition 1.23.7v), achévent la démonstration.
U

Nous avons construit les deux bases en dualité (II,,),ey+ et (2, )wey+ et deux bases
de transcendance (11;)ezyny €t (X;)ecyny - De plus, nous en déduisons une représentation
de la série diagonale comme un produit infini.

Théoréme 1.25.

N

Z W W= Z Yo ®lIl, = H exp(X; ®1I;) . (1.74)

weY* weY'* leLynY
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Démonstration. D’apres

Y wew

weY'*

dualité, nous avons

>, Z(Hu|w>2u)®w

= ), Yu® (MZY*mu | w>w)

uey'*

= Y .0l

uey *

o
¥

E‘-“'—’qik

_ Z Z I g Haly,

k>0 11>l Zl‘ .o 'lk'
i1,eig21
N P

= [I Y=
leLynY i>0 ¥
N

= J] expEiell).
leLynY

QI ... I
1 k

O

Cette formule peut étre utilisée pour proposer un systeme de coordonnées locales sur
le groupe des séries dans K (Y')) qui sont de type groupe pour
A . Plus précisément, on a le corollaire suivant.

groupe de Hausdorff i.e.

Corollaire 1.26. Soit S une série de type groupe, alors

N

S= Z (S B )y = H exp({S'| Z)IL).

weyY'* leLynY

(1.75)

Démonstration. Grace au lemme 1.8.2 on a, pour tous les mots u,v € Y*, que (S |
ww ) = (S | u)(S | u). Par conséquent,

S= > (Swyw

weyY*

(Seid) Y wew

weY *

= (S&id) Y S, 0, = > (S|Z,),

weY'* weY'*
N
= (Seid) J] exp(&®IL) =
leLynY

N

H eXp((S | El>Hl)

leLynY
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1.3.4. Représentations des polynomes sur les bases

L’objectif de cette sous-section est de construire une maniere de représenter d’un
polynéme dans Q(Y") dans les bases {1, }yey+ ou {Xy fwey+-

Nous nous rappelons que les bases {11, }.ey+ ; {24 }wey+ sont homogenes, en poids,
la premiere étant triangulaire supérieure, pendant que la deuxieme est triangulaire infé-
rieure. Sans perte de généralité, nous supposons que P € Q(Y) est un polyndme homo-
gene de poids n, nous allons maintenant construire un algorithme pour représenter P en
termes de {X,, } ey~ comme suivant.

Algorithme 1. ENTREE : Un polynéme homogeéne P de poids n.

SORTIE : La représentation de P dans la base {3, } yey+-

Etape 1. En choisissant le terme principal, dit A\, w1, *® de P, nous suivions la pro-
position 1.20 et la proposition 1.23 pour remplacer le mot dans le terme principal
par

Wy = Dy, + Z QU ,
v<wi,(v)=n

cela donne
P=Xp, S+ >, Buv. (1.76)
v<wi,(v)=n
Etape 2. En assignant la somme Y., (v)-n Bov @ P dans (1.76) et répétant I’étape
1. jusqu’au dernier monéme associé le plus petit mot de poids n, c’est y,(= X, ).
Enfin, nous allons obtenir la représentation du polynome original comme suit

P = Z A2y - (1.77)

v<wy,(v)=n

Exemple 1.12. i) Etant donnée un polynéme P := 2y,y, — %yg. Nous effectuons les étapes
suivantes :

Etape 1. Comme >, ,, = y1Y2 + y2y1 + y3, nous remplacons 3y par le polynome >, .,
dans P

5
P = 22y1y2 = 2Y9u1 — 5?/3-

Etape 2.
e Comme %,,,, = yoy; + %yg, nous remplagons y»y; par le polyndéme 3,,,, dans P

3
P =25y, = 22y, - 5?/3'

e Comme y3 = X,,, nous obtenons finalement

Oy

P=2% vy T 5 e

-2

Y1y2

26. C’est le terme associé avec le plus grand mot dans le support de P.
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Nous avons également la représentation de P par la base {I1,, }yey+,

-1 1 3 11
P = 71_[3/3 - Z Hy2y1 + 5 Hy1y2 + E Hyf

i1) Similairement, on a les représentations

Yys = Eye,
1 1
= II,, + 2Hy2y1 L, + 6Hy )
1 1 1
Ysyi¥a = Dysyrys — Lysyoyn — 5231 22314?/2 3296
1 1 1 3
= yayy, + 2Hy3y3 + 1Ly, + 2Hyzy yo T 4Hyzy + 1y gy, + §Hy1y3yf
3 5) 3 9
+ Iy yys + QHylyzylyz + 4Hy1y2y3 + 2Hy2y3y1 +11,, 2y2 + 4Hy2y23/1
1 7 2 1
+ §Hy§y3 + 4Hy3y2y1 + 3Hy4yz Eny? .

Par conséquent, en suivant cet algorithme, nous pouvons déduire.

Corollaire 1.27. Pour chaque w € Y*, on peut représenter

w = Hv+ Z BQ%HQ)

v>w,(v)=(w)

= Ew + Z ngv

v<w,(v)=(w)
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On a vu, ala fin du chapitre 1, la représentation des séries de type groupe par les coor-

données locales dans les structures algébriques de quasi-mélange. Nous allons appliquer
cette propriété pour des représentations des séries génératrices des polylogarithmes et des
sommes harmoniques indexées par les bases de transcendance. Ceci nous permet de dé-
terminer les développements asymptotiques des polylogarithmes et ensuite des sommes
sur des échelles classiques. Nous présentons aussi, dans ce chapitre, une
autre méthode pour obtenir ces développements grace a par un algorithme qui utilise la

harmoniques

formule d’Euler Maclaurin.
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2.1. Quelques concepts fondamentaux

Dans les deux premiers paragraphes de cette section, nous rappelons quelques
concepts fondamentaux en combinatoire et en analyse (séries génératrices et formule
d’Euler Mac-Laurin) !.

2.1.1. Définition des séries génératrices

Une série génératrice (appelée autrefois fonction génératrice, terminologie encore
utilisée en particulier dans le contexte de la théorie des probabilités) est une série formelle
dont les coefficients codent une suite a,, de nombres (ou plus généralement de polynome,
etc.). On dit que la série est associée a la suite.

Il existe plusieurs sortes de séries génératrices, comme les séries génératrices expo-
nentielles, les séries de Lambert, les séries génératrices de suites de polyndmes, etc. Par
exemple, étant donné une suite (a,, ) pen,

i) la série génératrice ordinaire de la suite (a, ), est (on ne se préoccupe a priori pas
de leur domaine de convergence)

G(an;x) = i ™. (2.1)
n=0

Cette définition se généralise aisément a des suites a plusieurs indices. Par exemple,
pour la suite a,, ,,, ou . et m sont des entiers naturels), la série génératrice est

G(amn;z,y) = Z A ™ Y™ 2.2)

m,n=0

ii) la série génératrice exponentielle associée a la suite (a,, ) est
[ere] xn
EG(ay;x) = Z n—- (2.3)
n=0 n:

iii) les séries génératrices de suites de polyndmes qui s’étendent a d’autres suites d’ob-
jets. Ainsi, la série génératrice (exponentielle) des polynomes de Bernoulli est

tn tert

ian(g;)a _ tem (2.4)

et -1

1. Tels qu’on peut les trouver dans les textes standards (par exemple sur Wikipedia).
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On peut voir que les premiers polyndmes de Bernoulli sont :

Bo(l') = 1,
1
Bi(z) = =z 2
1
By(x) = xZ—x+6,
1
Bs(x) = 2°- ng * 5%,
1
Bi(z) = a'-2u%+a% - —.
1() 2 -20° + 2% - o5

2.1.2. Formule d’Euler-Maclaurin

La formule d’Euler-Maclaurin (appelée parfois formule sommatoire d’Euler) est une
relation entre sommes discretes et intégrales. Elle fut découverte indépendamment, aux
alentours de 1735, par le mathématicien suisse Leonhard Euler (pour accélérer le calcul de
limites de séries lentement convergentes) et par I’écossais Colin Maclaurin (pour calculer
des valeurs approchées d’intégrales).

Soient p et ¢ deux entiers relatifs (p < ¢), f une fonction continue complexe définie
sur [p, ¢]. L’énoncé qui suit exprime la somme

f(p)+f(q f(CJ)_

- S 502D e ) e 1)

i=p+1

(2.5)

Pour une fonction f 2k fois continiment dérivable sur le segment [p, ¢] (avec k > 0), la
formule d’Euler-Maclaurin s’énonce ainsi :

f(p) +f(9) | _;J(Z f f(x)dx + Z (2 )' (F&D(q) - FED(p)) + Ry. (2.6)

Si f est un polyndme de degré d et si on applique la formule sommatoire avec p =0,q =n
et k choisi tel que d < 2k + 1, le reste R, disparait.

Exemple 2.1. En considérant la fonction f(z) = z3, pour tout n € IN on a

LA, f 03+n3 13n2-0 n* nd3 n? (n(n+1))2
Zz r3dx + + = =t —+— =) .
2 6 2! 4 2 4 2

i=

Pour exprimer le reste Ry, on utilise les polyndmes de Bernoulli définis par (2.4).
Les nombres? by, = By (0) = B(1),k > 1 sont appelés les nombres de Bernoulli qui sont

2. Parfois on utilise la notation By, s’il n’y a pas de confusion avec les polyndmes de Bernoulli ou les
nombres de Bell.
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nuls au rang impair :
Bor1(0) = Bopaa(1) =bogs1 =0, Vk21,

1
sz+1(§) = 0, k>0,

1 1
B2k(§) = (m—l)bzm k> 0.

L’expression du reste R pour une fonction complexe 2% fois continiment dérivable
sur le segment [p, q] (avec k > 1) est la suivante 3

Ry = - (%), [ FOP) (2) Ba(x - |z])d, 27

et si f est 2k + 1 fois continiiment dérivable sur le segment [p, ¢| (avec k > 0), le reste Ry,
s’exprime comme suit :

Be = =y @ B (o~ el @8)

Si f est une fonction réelle 2k + 2 fois continiiment dérivable sur le segment [p, ¢] (avec
k > 0), le reste peut s’écrire des manieres suivantes :

Rk = __(2]{:1 2) fq f(2k+2) (;U)(leﬁz(x — [xJ) - b2k+2)dlC (29)
_(2]{; 2)'b2k+2f2k+2(1/}) avec 1/1 € (p7 q). (2.10)

Remarquons que le reste Ry, est nul pour tout polyndme de degré au plus 2k + 1.

Exemple 2.2. En appliquant la formule d’Euler Maclaurin a la fonction f(z) = % et
f(x) = xr ,ona

SENR SR oy
31 = bk re1 (K=1Y) 1 (oo)
;F ) C(T)_k;k r+1( 1)Nk (Npl)

ou 7, (r) sont respectivement la constante d’Euler et le polyzétas de 7.

3. Bi(z —|z]) en est une version périodique, de période 1, égale & By (z) si 0 < z < 1.
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2.2. Somme harmonique

2.2.1. Fonctions symétriques

Une fonction symétrique est une fonction invariante par les permutations de ses va-
riables. Le cas le plus fréquent est celui d’un polyndome symétrique, c’est-a-dire d’un
polyndme qui est une fonction symétrique. Par exemple, les fonctions f(t1,t2) = t1 + to
et f(t1,t2) = t1ty sont symétriques. Le discriminant en trois variables f(t1,%s,t3) = (t1 -
t9)2(t1—13)?(to—t3)? est aussi symétrique. On parle alors de fonctions symétriques plutot
que de polyndémes symétriques. Soient n un entier fixé et T = {t1,...,t,},t1 < ... <1,
un alphabet totalement ordonné. Considérons 1’anneau k[7'] des polyndmes en les va-
riables indépendantes t1,...,t,. Le groupe symétrique agit naturellement sur k[7'] par
les permutations des variables

(@)t tn) = foqr), - - s to(m))- (2.11)

La transposition élémentaire o; est donc I’'unique morphisme d’algebre qui échange ¢; et
t;+1 en fixant les autres variables. Un polyndme f est dit symétrique s’il est invariant par
I’échange des variables, c’est-a-dire si

of =f pourtouto € S,. (2.12)

Il est souvent pratique de considérer un alphabet 7" infini. Ceci est possible car les mor-
phismes de restriction d’alphabet

P = f(t1y o tm) —> (1, 10,0,...,0) (2.13)

sont compatibles, ¢’est-a-dire py, , = P p°Pm.n pOUr m > n > p. Les fonctions symétriques
sont donc des sommes formelles de mondmes, de degré fini, invariantes par 1’échange
des variables. On note Sym 1’algebre des fonctions symétriques et Sym(7") 1’algebre des
polyndmes symétriques sur 1’alphabet 7'.

Nous allons maintenant prolonger les notations précédentes a un ensemble infini de
variables T" = {t,, } nenv, - Nous définissons les fonctions symétriques (modifiées) )\ﬁk) etles
sommes de puissances w,(«k) vues comme les coefficients des fonctions génératrices

AB@]2) = AP @) =T +tk2), (2.14)
r>0 n>1
WOt 2)= TuP @ =¥ @15
- "o 1-thkz’ '
r>1 n>1 n

De la méme maniere, ces fonctions ont les formes explicites

M@= S ket @)=k (2.16)

ni>..>ny>1 n>1
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Démonstration. 1l est facile de trouver la formule de )\gk). Pour z/zﬁk), on peut I’obtenir par

ty k ko\r
Z = Zth(tn'z)

k
n>1 I- th n>1  r>0

- ¥ (Z ti‘i(””) 2z

r>0 \n>1

De plus, les susdites fonction satisfont a I’identité de Newton

Llog A (¢] 2) = 02| -2). 2.17)

Démonstration.

> log(1+1thz)

n>1

d d
—logA®(t]z) = —
dz z
ty
1+tkz

d
= > %log(lﬂsz) =y

n>1 n>1

= p®(t]-2).

Polynomes quasi-symétriques
Continuons avec 1’alphabet T'. Si T est de cardinal n, un polyndme f € C[T] est
dit quasi-symétrique si pour tous r > n et i1,...,%, € IN, le coefficient de t;ll .1 est
invariant pour tous j; < ... < j,.
Exemple 2.3. Une polyndme quasi-symétrique en quatre variables est le polyndme
12ty + t3t3 + tots.

Le polyndme symétrique le plus simple contenant ce polyndme est

B2ty +t113 + tits + tita + tots + tota.
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Comme pour les fonctions symétriques, on fait tendre le nombre de variables vers
I’infini, en prenant la limite projective dans la catégorie des algebres graduées et on ob-
tient une algebre appelée algebre des fonctions quasi-symétriques notée par QSym. Cette
algebre est graduée, elle se décompose comme suit :

QSym = € QSym,,, (2.18)

n>0

ou QSym,, est R—espace vectorielle engendré par les fonctions quasi-symétriques homo-
genes de degré n (i.e. de mondmes de n variables).

Nous allons maintenant considérer ’alphabet Y = {yj }kew,. Pour chaque mot w =
Ys, - - - Ys, € Y*, la fonction quasi-symétrique mondmiale est défini par

Fu(t):= > t3 ...t (2.19)

ni>...>np>1

La fonction est une généralisation de la fonction symétrique Aﬁk). Plus précisément, on a
Fy% = )\ﬁk) et en particulier, on a Fyl‘ = )\7("1), F, = wﬁl). De plus, I’intégration de I’équation
(2.17) nous amene a la relation suivante

Sy = exp (— S F, (=2) ) . (2.20)

r>0 r>1 r

Il est clair que les fonctions F,,w € Y* sont linéairement indépendantes, et plus précisé-
ment que ces fonctions quasi-symétriques mondmiales forment une base de I’espace des
fonctions quasi-symétriques QSym. En remplacant les ¢,, par % sil<n < N etparO si
n > N ; la variable z par y;, on obtient [Cos08]

> Hypyi = exp (— > H,, (_yl)r). (2.21)

r>0 r>1 r

2.2.2. Somme harmonique multiple

De la méme que pour les polylogarithmes, une somme harmonique est définie pour
chaque composition d’entiers positifs s = (sq,..., s,) et une parametre N par

L _. (2.22)

nyt.oon

Hy(N):= )

N>ni>..>np2>1
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Exemple 2.4.
AR 1 1 1
Hi(N) = —=1l+—+-+...+—=
1( ) nZ::l n 2 3 )
1
Hpy(N) =
@D N2n12>:n221 n%n@
—1+(1+1)+(1+1+1)+
Co221 \322 321/ \423 422 421
+ L + L +.o.+ L
N2(N-1) N2(N-2) '~~~ N21)
Pour toute composition s = (s, o, . . ., S, ), nous avons les remarques suivantes :
)
N He,  oy(ng—1
H(N) = ) —ze a(m-1) (2.23)
ni=r n
En effet,
1
HS(N) = S1 Sr
Nzni>..>n,>1 ny ...y
) % 1 1
ni=r nil ni—1>ng2>...>n,->1 HSQ s nVS“T
_ ]2\[: H(Sg,...,sr)(nl - 1)
ni=r nil '
ii) Sis; > 1, il existe la limite de Hy(N) quand N tend vers I’infini, de plus
]\lfim Hy(N) =((s). (2.24)
Nous allons utiliser le codage des compositions s = (sq,...,S,) par les mots

Ysq

... Vs, dans le monoide Y* de ’alphabet Y = {yy }rew,, on peut alors définir H,, (V)

pour tout mot w € Y* avec la convention que H; , (/N) = 1. On a vu dans I’exemple
2.2 les développements asymptotiques des sommes harmoniques simples. Continuons ce
travail, nous allons étudier des développements asymptotiques des sommes harmoniques

en

multi-indice indexées par des mots. Tout d’abord, on rappelle la propriété importante

suivante. La théorie des fonctions quasi-symétriques montre que les sommes harmonique
vérifient la relation de quasi-mélange [Hof97], ¢’est-a-dire, pour tous mots wq,ws € Y*,
ona

Hy, (N)Hyy, (N) = Hyy wiw, (V). (2.25)
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Par exemple

NopYeos ¥ oo ¥ e S
AL N i mens e meinee S meins:
qui correspond H, (N)H,, (N) =H, ,. (N)+H, , (N)+H, . (N).Parconsé-

quent, cette propriété nous permet de définir un morphisme des sommes harmoniques
vers 1’algebre de quasi-mélange. En voyant /{,, comme fonction de IN dans IR, on a la
proposition suivante [Cos+05b].

Proposition 2.1. L’application H : w —> H,, est un isomorphisme de (Q(Y'), w ,1y~)
dans I’algébre des sommes harmoniques avec le produit standard, désigné par (Hg,-,1).

Comme !’ensemble des mots de Lyndon génere librement I’algebre de quasi-
mélange, on a alors Hr ~ R[H;,l € LynY]. De plus, en utilisant représentation de la
série diagonale Dy dans le théoreme 1.25, nous pouvons factoriser la série génératrice
des sommes harmoniques comme suit.

Proposition 2.2.
N N
H:= ) Hyw= [] exp(HgIL)=eMvr ] ™M (2.26)
weY'* leLynY leLynY\{y1}

2.3. Développement asymptotique des polylogarithmes

2.3.1. Définition des polylogarithmes

Pour tout multi-indice s = (s1,...,s,), formé d’entiers positifs, un polylogarithme
est défini dans le disque unité ouvert du plan complexe, désigné par D, par
M
Lig(z):= > ———, |2<1L. (2.27)

S1 Sp )
ni>.one2l Ty - Ty

En considérant les polylogarithmes indexés par les mots engendrés par 1’alphabet
X = {xg,x1}, nous allons coder chaque multi-indice s = (s1,...,s,) par un mot unique
w = :cgl_lscl o :cgrflscl. Chaque fonction Li,, qui est désormais notée Li,,, peut s’obtenir,

grace aux remarques ci-dessus, par I'intégrale itérée [Zag94 ; Min+00b] :
Liz, (2)

Ligz,w(2)

fozwl - _log(1-2), (2.28)

f w; L, avec i € {0,1}, [zsw]a, # 0, (2.29)
0
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dz dz

Wo = —, W1:=
z 1-2

(2.30)
sont des formes différentielles.

Remarque(s). Ceci permet alors de prolonger analytiquement les Li,, a tout €2.

Afin de compléter cette définition sur tout X * en utilisant la formule (2.29), on prend
la convention que Li; , (2) = 1 et pour tout n > 0,

log”(z)_

(2.31)
n!

leg(z) = [ Wo Lixg—l =
Par exemple
, z . = dt log?(t)
Ll:rl:vg(z) = A w1 leg = A 1-¢ 91 )
z . Sn+1 52
f Liy(Sps1)wn f W ... / Wo
0 1 1

z_ dsp+1 sn+l (s, 52 (s
Liy(8p-1) — .. —
0 1-s,;1 J1 Sy, 1 S

Alors, les définitions précédentes nous permettent d’introduire la série génératrice
non commutative des polylogarithmes

ou plus généralement,

Liwmlxg (Z)

L(z)= ) Liy(2)w. (2.32)

weX*

2.3.2. Structure des polylogarithmes

Observons que

L(z) =1+ > Ligu(2)zou+ Y. Liyu(2)z1v,

ueX* veX*

grace aux formules (2.29) et (2.31), cette série satisfait I’équation différentielle :

T

d _ )

-z
avec la condition initiale [Min+00b ; Min+99]

L(e) = e™°8¢ + O(\/e), sie—0". (2.34)
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Par conséquent, 1’étude de la monodromie des polylogarithmes (prolongement analytique
sur un chemin fermé) fournit un autre moyen pour calculer les relations entre polyzétas
que nous allons étudier dans le chapitre suivant. La série de Chen S, est par définition
I’unique solution, sur le chemin 2y ~ z de ’équation 3.2 vérifiant la condition initiale
S(zo) = 1. On peut prolonger analytiquement la série L le long et au voisinage d’un
chemin. Alors les séries L(z) et S,,..L(2) satisfont I’équation différentielle (2.33) et
prennent la méme valeur en z = z,. Ceci prouve que :

Proposition 2.3. Pour tout chemin zy ~ z dans C\{0,1}, on a [Che7l; Car87;
Min+00b]
L(2) = Sy L(20). (2.35)

En d’autre termes, d’aprés la condition limite (2.34), nous déduisons *
L(z) ~ ™82 iz —s 0. (2.36)

Cette condition nous permet de montrer que la série génératrice L(z) est une exponentielle
de Lie [Reu93; Den+11 ; Min+00b]. De plus, suivant le théoreme de Ree [Ree58], on en
déduit que

Vu,ve X*,  Liyu, = Li, Li, . (2.37)
Ceci nous permet de prolonger L. comme morphisme :

Théoreme 2.4 ([Min+00b]). Soit C := C [z ! L] L’application L. : w — Li,, est un

12012
isomorphisme de (C(X ), 11, 1x+) dans (C[{Liy }wex+], -, 1a).
Remarque(s). On trouvera une autre preuve de I’indépendance linéaire des {Li, }uyex+
dans [Den+11]. Cette méthode permet également de montrer que ces fonctions sont li-
néairement indépendantes sur les (germes de) fractions rationnelles et d’autres corps de
fonctions.

Comme nous I’avons vu dans le chapitre 1, la série double Dy sur I’alphabet Y avec
le produit de quasi-mélange ¢-déformé (le ¢-stuffle) a gauche du tenseur et le produit
de concaténation a droite du tenseur. En se placant dans le cas du produit de mélange
(¢ = 0) sur I’alphabet X, nous allons maintenant calculer la série diagonale Dx avec
les objets suivants : (a) { P, }wex+, la base de Poincaré-Birkhoff-Witt, et (b) sa base duale,
{Sw}wex+, qui contient la base de transcendance, {.S; }ezynx, base algébrique de 1’algebre
de mélange (Q(X),LL, 1x+) (c’est une extension transcendante pure de Q). On a alors
[Mel+89 ; Reu93]

N
Dx:= Y wew= [] e (2.38)

weX* leLynX

4. C’est, ici, une notation compacte pour 1’équivalence terme a terme.
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La série génératrice L(z) peut s’obtenir comme 1’image par le morphisme? Li ®idy- de
la série double Dy :

N
L(z) = Li®idx-(Dx) = Y. Liy(x)w= [] eMs®h (2.39)
weX* leLynX
— e—log(l—z)xl ( ﬁ eLiSL(Z)Pl) GIOg(Z)xo. (240)
le(LynX)\X

La factorisation (2.40) s’explique par le principe de partitionnement des indices (cf An-
nexe A).

Par ailleurs, pour tout mot [ € (LynX )\X, nous avons que S; € xoX *x;. Par consé-
quent, nous pouvons considérer la série régularisée, désignée par L,.,, ainsi que son
évaluation en z = 1 [Min+00b],

N N
ng(z) _ H elis, (P ot 7, = ng(l) = H eS(SOPL (2.41)
le(LynX)\X le(LynX))\X
On en déduit que :
Proposition 2.5 ([Min+00b ; Rac00]). Z,, est I'unique exponentielle de Lie telle que

(Zulw) = C(w), YwexX a, (2.42)
(Zu | 2o) = (Zu|m)=0. (2.43)

Identités fonctionnelles entre polylogarithmes

On considere [Min+00c] le groupe du birapport G i.e. celui des transformations pro-
jectives de la droite complexe P'C qui laissent globalement invariants les trois points
0,1,00:

1 2-1 1
gz{z,—,z = ,1—2}. (2.44)
2z z-11-z

Un élément g de G est déterminé par son action sur ces trois points. L’image directe des
formes wy et wy vaut :

d d
g = 9(2) o = 4902)
9(2) 1-g(2)
5. Ce morphisme n’est pas continu sur tout le produit tensoriel

(Q(X), W, 1x+) ® (Q(X), cone, 1x+)

et (2.45)

mais sur la sous-algebre
Isoq(x) = spang{u®v | |u| = |[v]}

voir I’annexe A.
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Ainsi, pour le groupe du birapport G, on a [Min96 ; Min+99]

I z=1 _z_ 1 ‘ _ ‘
L g [l =] | | & | & [1-=
grwr || wr | wr +wo —Wo —Wwyp | —Wo— w1 | —Wp
*wo || w —W, —wW] — Wy | W +w w1 —Wq
0 0 0 0 0

L’image réciproque g. des séries de Chen par g est la substitution donnée sur les lettres
par

Lo =] ¢ | =2 [ 5 [ = [1-7]
9«21 || T1 T —Zg Top—T1 | Xo—T1| —To
g«Zo || Lo | T1 —Zo | L1 — Lo Zo ! -

Elle s’étend donc aux mots en un morphisme de monoide (pour la concaténation) et
s’étend par linéarité aux polyndmes puis, par continuité aux séries.

Théoreme 2.6 ([Min+00b]). Soient g une transformation du groupe G et S, la série de
Chen associée au chemin v de C\{0,1}. On a

Sgor = GeSy = Y. (S| w)g.w. (2.46)

weX*

D’apres la proposition 2.3, en prenant respectivement les chemins en 1 — ¢, 1/t et
1 - 1/t, on obtient les identités suivantes :

Proposition 2.7 ([Min+99]). Pour chaque® t dans un intervalle convenable,

Z) L(SC(),SUl | 1- t) L(—ZCl, -2 | t)ZLU(SCQ,SUl);
i1) L(wo, x| 1/t) L(-zo + x1,21 | ) Z7 N (—20 + 21, 21) ™1 Z (20, T1);
i) L(xo,x1|1-1/t) L(-zo + 1, —20 | t) Z7 (=20 + 21, —20 ) €™®0.

La série génératrice ordinaire des sommes harmoniques, désignée par GX, forme une
. 1 N . N .
polylogarithme au facteur = pres, c’est-a-dire

G (2) = ) Hy(N)2" = —Lll_(zz) (2.47)
N>0
En effet,
Lis(z) _ Z o Z ™M
-2 S0 s SNy
n 1
) T;“Z n2n1;>nr21 nfl ... nir

= Y 2"Hy(n).

nxr

6. Ici, on utilise L(xo, 21 | t) au lieu de L(¢).
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D’apres la proposition 2.7.7), en définissant un morphisme, désignant par o, de mo-
noide qui vérifie o(xg) = —x1,0(x1) = —x0, on écrit cette identité comme suit

N
L(Z) — O'[L(l _ Z)]Zl_u — e(m(rl)log(l—z) H eLiSl (Z)O'(Pl)efl'l log%Zu_I (2.48)
leLynX\X

Exemple 2.5.

Lig’l(Z)

C(3)+(1-2)log(1-2)-1-(1-2)log*(1-2)/2
(1-2)%[-log®(1-2) +log(1 - 2)]/4+0M((1-2)*),

Lia(s) = 2-20(3) - C(2)log(1-2)~2(1 - =)log(1 - 2)

(1-2)log*(1-2) + (1-2)*[log*(1 - 2) —log(1 - 2)]/2 + oM ((1 - 2)*).

+

+

Par conséquent, en utilisant la maniere numérique, Costermans et al. ont établi une repré-
sentation de développement asymptotique des polylogarithmes comme suit.

Théoréme 2.8 ([Cos+05al). Pour chaque w € X*, il existe a,,;, by j € Z, tels que

|w|

Li,(2) = Zaw]log (1-2)+C¢u(w)+ zk:uilbw,i,jlogj(l—z)(l—z)i+o(1)((1—z)’“1).

j=1 i=1 j=0

Nous allons préciser cette formule en divisant les cas des indices associés des mots et
essayer de trouver des représentations de coefficient dans la formule. Nous allons désigner
par AE®®)(f(2)) le développement singulier en z, de la fonction f(z). Ici nous déter-
minons les développements asymptotiques des polylogarithmes en zy = 1 sur 1’échelle

{(1=2)"log’ (1~ 2)}i jer.
Lemme 2.9. i) Pourw = :cé,j eIN,,

log’(1 - z)

LiIU(]'_ ) j'

(2.49)

ii) Pour” |wl|,, =n>1,
k w -1 ) ]
Li,(1-2)=> ) bw,i,j(l—z)llogj(l—z)+o(1)((1—z)k), Vk>n. (2.50)
i=n j=0

iii) En le cas particulier w = :cg xlxo , k1, ko e N,

' G e 0<i<k
<AE(1)(Liw(1 —Z)) |10gj(1 —Z)(l _Z)i> — JliF1+Ra 1] ( ko—j )7 S ]S Rg
0, j> ]{12.

2.51)

7. |w|,, désigne le nombre de lettre 1 dans w.
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Démonstration. i) Le résultat est immédiat grace a la convention que Lixg (2) = logjﬁ
ii) D’apres i), a chaque lettre x(, on associe une puissance de log(1 — z). Par consé-
quent, on peut voir que j < |w| - 1. Remarquons maintenant que la plus petite puissance
de (1-z) dans I’expression de Lis(1 - 2) est le nombre des indices, différent de 0, dans s,
tandis que chaque lettre z; contribue a un indice (w = :cf]l_l:cl ...=8=(s1,...)). D’apres
la décomposition de Radford, on peut exprimer le mot w sous forme d’une somme finite
de termes aly L. ..l g, ou € Q, lq,...,l; € LynX dont les termes ont le méme nombre
de lettres xg, x; que le mot original w. Pour 1 < j < k, remarquons que si |/;|,,, =4, la plus
petite puissance de (1 - z) dans Li;, (1 - 2) est 7. Par conséquent, la plus petite puissance

de (1 - z) dans Li, (1 - 2) estn.
iii) Pour k; donné, nous allons effectuer la preuve par récurrence sur k. En fait, pour
ko = 0, Liy,(1-2) = Yoy Y52 Ainsi, (AED (Liy,(1-2)) | (1-2)) = . Pour ks = 1,

ki+1

nous avons x’oﬂxl LW xg = xlglxlxo + (k1 + 1)xg" " 2;. Par conséquent,

log(1-2)Li_ Fr (1=2) - (ki +1)Li, ket (1-2)

log(1 - Z(1k1+1 - (ky+ l)z(zkHQ

>1 >1

Lx JHCo(l—z)

Ainsi, (A E<1>(le§1m (1-2)) | (1-2)) = =5 (M), (A E(l)(L1m§1mx (1-2)) |
log(1 - 2)(1 - 2)") = 5. En supposant le résultat satisfait pour tous N et k, < N, nous
considérons ky = N + 1. Comme

f N+1
1 N+1
Ty T |_|_|$0 = ZL‘O T1 ZL‘ -‘r- E

)

]{?1 +n
( k1+nl, xé\Hl—n

nous avons que

. . . N+l kl +1 .
le‘glxlxg“(l -z) = L1x§1x1(1 -2z) L1$(I)\7+1(1 -z)- ), ( . )Ll SR

i x xr1x
N+1(1—z) ( 2t A k;1+z L;
Z_ i=

Il est facile de voir que ce résultat est satisfait pour 5 = N + 1. Pour tout ;7 < N, par
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I’hypothése de récurrence, on a®

(AEW(Li sy, v (1-2)) | log/(1-2)(1-2)")
Nel=j (k?l +n

>

n=1

) (Lixgﬁnxlxévﬂ,n | logj(l - Z)(l - z)z>

n

N (~1)N+tn (k)l + n) (k:1 +N+1 —j)
—~ j!ik1+N+2—j n N-n+1 -7
1 N+1-j (_1)N+1—j—n N+1-j

- . ki +k)
gliki+N+2-j nZ::l n(N+1-j-n)l ¢ H (k +

1 1 N ‘N+1 J
= - A -1)" ki +k
1IN +2-] (N+1—j)!( ) H (k1 +£)
(-)N*=T (ky+ N+1-35
JliFNe2g | N+ 1 -

Ce qui acheve la démonstration. U

Proposition 2.10. i) Pour tout mot w € X*,

Liy(z)= Y Lisq(l-2)¢u(v). (2.52)

ii) Pour w = xlflxoxlfoou,u € X* kq,ky € IN,, en utilisant les notations des coefficients
dans le développement asymptotique sur I’échelle {(1 - z)"log’ (1 - z) }; jen comme dans
le théoreme 2.8, on voit que

a) (,(w) est la partie constante dans le développement asymptotique de 1.i,,(z) ;
b)

Ay i = { 7 gm(xkl xoriPu), pour1<j<k
w7j - 0 .
) pour j > k.

Z( 1)ki+l=j (k1+n J

ko—n .
72 "rogu), pour(0<j<k
by = = jlibren+i=i n-j )gLU( ou), p J S R2
0, pour j > k.

( 1)m 7 (_1)m—1
8. Ici, nous utilisons I’expression E T )' — pourm > 1.
m-—1i m!
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Démonstration. i) Cette propriété résulte de la formule (2.48) et par la remarque que

Z Liw(l—z)a(w): Z Lig(w)(l—z)w

weX* weX*

ii) D’apres i), on peut voir que la partie constante dans le développement asymp-
totique de Li,(z) vient quand u = 1x+,v = w ce qui achéve a). La preuve de b) est la
conséquence du lemme 2.9.i). D apres le lemme 2.9, nous avons

(AEW (L, (2)) | logj(l—Z)(l—Z)i>

= Z Cu(ahe nlCQU)(AE(l)(LI 1 Ox?)(l - 2)) [log? (1 - 2)(1 - 2)")

n=j

= Z Gy wou) (-1 AED (L, ) [log? (1-2)(1 - 2)7)

D3 (ky+n- n
= Z( Ly |(Zk1+)n+1 ]( 1 J)Cm(x’” Tou)

n-—

~ k2 ( 1)]€1+1 i k1+n j
= L e

n=j

)mx’@ ")

n-—

ce qui prouve c). O

Exploitation (2.10) de sur les bases standards

Nous allons maintenant analyser le morphisme o. Remarquons que 02 = idy-.
Nous utilisons les méme notations dans la section 3.3.1., grace au dualité de deux bases

{Py}wex+ et {Sy}wex+, nous avons le diagramme commutatif pour chaque poids n
comme suit

(spanq(Xy), {Pugm Ficisan) # (spanq(Xy,), {Pu§”> Ficisan)

dualit dualit

v v
(spanq(Xn), {S,m Hsicon) (spang(Xn), {S, o f1<ican)

g
t p(n)
Ou E(™ est une représentation matricielle déterminée, pour tous 1 < ¢, j < 2", par

E(n) (o(P, <n>)|P<n>) <U(Su;n>)|5u§n>>- (2.53)
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Proposition 2.11. Soit L.(z) la série génératrice des polylogarithmes, on a

o[L(2)] = 3 Lig, (2)0(Pu) = 3 Lig(su)(2) P (2.54)

weX* weX*

Démonstration.

Y Lis,(:)0(P) = ¥ Y Lis, (2)0(P.,)

weX* n>014=1

- ZZLlSu (2) ZE(”)P

n>0i=1

. zzn(an%su o)

n>0] 1 \j=1

= ZZLIZ E(”)Su 2) Py,

n>0] 1

= Z ZLIU(Su )(Z Uuj

n>0j=1

= Z ng(gw)(Z)P

weX*

Proposition 2.12. i) Pour tout w e X*,

Lis,(1-2) = > (P(PuP,) | Pu)C(Ss) Lis(s,)(2), (2.55)

uv=w

o P(P,P,) est la représentation du produit de concaténation de P, P, sur la base
{}%ﬂ}weX“-

ii) En particulier, pour tout mot de Lyndon | € LynX,

Lis,(1-2) =Ligs)(2) + 3. (P(PuPy) [ P)C(S) Lises,,) (2) + C(Sh)-

l1lg=l
l1,lgeLynX

(2.56)
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Exemple 2.6.

Liszo(l - Z) = Lia(sxo)(z) + C(S:Bo) = —Liszl (Z) = 10g(1 - Z),
Lig, (1-2) = Lio(szl)(z) +((S,,) = - Lig, (2) = —log(2),
= Lig,, (2) Lis,, () - Lis,,, (2) + ((Szgz,)
= -log(z)log(1 - z) - Lig,,, (2) + ((Szgzy),
Lis,, (1-2) = Lises,, )(2) + C(Sepn) Lio(s,y)(2) + C(Siza,)
_ _% Lig,, (2)Lis., (2)? + Lis, () Lis.,., () ~Lis_,(2)
+ ((Sazs,) = Lis,, (2)¢(Szoz,) = Lis, ., (2)¢(Sz)
_ -% log(2)log(1 - 2)° ~log(1 - #) Lis,,. () - Lis_, (2)
+ C(S:vg:vl) + log(l - Z)g(Sxom)a
LiSzoz% (1 - Z) = LiU(SxOx%)(z) + LiJ(SxOxl) C(Srl) + C(Smomf)

= 5 Lis,, (:)° Lis, (2) + Lis,, (:) Lis.,., (2) - Lis,,_(2)
+ ((Sape2) Lis,, (2)C(Suoa)
= L loa(=)?log(1 - 2) +10g(=) Lis, ., (=) ~ Lis.,_(2)
+ C(Saze,) +108(2)C(Sagzy)
Lis, o (1-2) = Lis(s,s,2)(2) + Lin(ssg) C(Sagaz) + C(Saza2)
= ilog(z)2 log(1 - 2)*-log(1 - z) Liswgm1 (2)
+ log(2)log(1 - 2) Lis, , (2) +log(2) LiSzozg (2)

) 1
- Llsx%x% (2) + EC(SJ;OJ;I)2 +log(1 - 2)C(Sa2s,)

La proposition 2.12 est prouvée grace au lemme suivant.

Lemme 2.13. Soient [1,1l5 € LynX

P, pourly > Iy
Phplg = P1112 + P12[1 pourly <l et St(lllg) = (ll,lg)
P, + Z a, P, sinon.
w>l1ls

Démonstration. On a immédiatement le premier cas suivant la définition de P,. Les
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autres cas d’apres I’argument P, = u + Z QU W,

w>u

PP, = (Lhi+ ) au)(lb+ ) aw)

u>l1 ’U>l1

= L+ ) auw

w>l1lo

= Plll2+ Z Bwpw-

w>l1ls

O

Pour chaque w € X*, C*(z) désigne le coté droit de la représentation (2.55). On
peut récrire la formule (2.48) de la forme

> Lig,(1-2)P, = > C“(2)P,. (2.57)
weX* weX*

En appliquant la projection 7y sur 1’équation (2.57) et en utilisant la représentation ma-
tricielle comme dans le 2, nous avons les identités suivantes.

Proposition 2.14. Soient les ugn), vjm) comme précédemment, nous avons
271,71 )
Lig ,(1-2) = Z;<7Tx(zv§n)) | S.,)C% (2), VYn>1,1<i,j<2" (2.58)
J 1=
Démonstration.
Z Lisw(l—Z)’ﬂ'y(Pw) = Z Cw(Z)’YTy(Pw)
weX* weX*
271,71 2n71 2n71 ()
S Y Lig,(1-2)w = >3 [Z M (2) |0
nz0 j=1 J nz0 j=1 | i=1 J
0J
Exemple 2.7.
Lig,, (1-2) = C%"(z) = ~log(z)log(1 - 2) - Lis, ., (2) + ((Seoe1)

2 1 _ -
Li2y2y1 (1 - Z) = C$09€1(Z) + Ecﬂﬁoﬂﬂl(z)
= L loa(2)*108(1 - 2) +108(=) Lis, ., (2) ~ Lis,,._ (2) +(S.3..)

# 108()C(Suye,) + 5[5 108(2) log(1 - 2)” = log(1 - 2) L, ., (2)
- Lisxox% (Z) + C(ngxl) + 1Og(1 - Z)C(Sﬂﬁoxl)]
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2.4. Développement asymptotique des sommes harmo-
niques

2.4.1. En suivant la série génératrice
Séries génératrices sur ’alphabet X

La série Z,,, correspond en fait a la série @ de Drinfel’d [Dri90]. Et on a :

Théoreéme 2.15 ((Min+00b]). Lorsque ¢ — 0%, la série génératrice des polylogarithmes
L admet le développement asymptotique suivant :

L(l-¢)~e ™™gz siceR,e — 0. (2.59)
D’apres la formule (2.47) on a GX(2) = % et d’apres (2.48), on déduit la relation

suivante
1-2

G¥(1-2) = o[G*(2)] 2.
En développant cette formule, on a

N
e(z1+1)log 1 H eLis, (1-2) P pao log(1-2)

leLyn X\ X
_ 1- Ze(mo—l)log(l—z) ﬁ eLisl(z)U(Pl)eml log%Zu_I
z leLyn X\ X
Exemple 2.8.
log(1-2) log(2)
Gg, (1-2) = -, Gil(l—z)z—77
x Coz-1 1 1
Gg,po (1-2) = G50, (z) + B log zlog Tt C(Szowr)
_ 2 - Sp2z0)
X z-1 X X log® zlog(1-2)  C(Suza
63, () = Z ey, () emsay, (o) A2 S
1 z
X - _ X _ _ X -
:Gszgm(z) = l—zGSz?)zl(l 2) + 1_Zlog(l 2)G 1011(1 z)
1log?(1 - S
1log™( Z)logz+g( 01).
2 1-z 1-2

Désignons [2V]GY (2) le coefficient de 2V dans G;X(z) dans le développement
asymptotique sur I’échelle {(1 - z)?log’ (1 - 2) }; jew, grice a ces identités, nous pouvons
déduire des développements asymptotiques des sommes harmoniques.
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Exemple 2.9.
logN+1+v 1logN (o), 1
stox% = [ZN]Ggiox% = C(Sxox%) - N + 5 N2 + 03 (m)

Série génératrice sur I’alphabet Y

En remarquant que 7y w disparait pour tout mot w terminé par z(, on déduit que
myL(z) =7y Y, Liy(2)w= ) Li,(z)w=L"(z).
weX* weY'*

En suivant I’identité (2.48) , nous exprimons également

LY(2) = e'stamyZy, (2.60)

zZ—

GY(2) = ewDlosioq 7 2.61)

zZ—

En d’autre termes, en développant 1198 = sous forme de série génératrice ordinaire
en y;, nous obtenons

g L
6(3/1‘*'1)1 12 = Z G;/If(z)ylf

- BB

-z

= ) exp (— > H,, (N) (_yl)k)zN.
N>0 k>1 k

Par conséquent,

(_yl
k

Y Hy(N)w = [2V]GY(2) yzs exp (— > H,, (N) ) ) Ty Zy,. (2.62)

weyY'* k>1

En outre, comme

Ty Zu, = exp (Z C(yx) (_‘Zf)k) Ay

k=2
on a que

Ed

(=y1)

o

) S (T,

weyY'*

S Hy (M pos exp(z[«yk)—Hyk(N)]

weY'* k>1

S Hy (ML, exp(z[ayk)—Hyk(N)]

weY'* k>1

g >
-

(=y1)

=N
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Lemme 2.16. Si on écrit

oxp Bt -1, ) <1 3 coe

k>1 m>1

les coefficients sont représentés par

)

e -y oy l€) Hu (O] (G0 - B (V)

ou |m/2| désigne la partie entiére de m/2.

Proposition 2.17. Pour tout mot convergent® w, on a

Hs, (N) = ((Zy) + 0 (1) lorsque N — oo.
Pour tousv e Y* Ny Y* et w =y¥v, ona
k .
Hy, (N) =((X,) + Z; C(Z)C(Ey;f_iu) + 0 (1) lorsque N — oo.
2.4.2. En suivant la formule d’Euler-MacLaurin
Proposition 2.18. i) Pour tout mot ys, ...y, € LynY, ona
1 N Hzl mz-(k:_l)
szslmysk, (N) = Z _[ Z Z ];8’ j—...+8’-
21V (g, Yar ol JEN (Y ety ) =1 ! g
1
= Czysl Ysp - Z 5
>1 ¢ (ysl ..... y527l1 ..... l")EN(ysl ..... ysk)
i HEL In (k - 1)
W kst 8] ’
ii) Pour chaque mot de la forme w = llf . lfj’, ona
Hs, (N i Hs., (N ik
o (2 P 0", ()

lelk'

9. 0{®)(1) désigne le petit o de 1 a I'infini.

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)
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Démonstration. i) La premiere égalité vient de la formule de {3, },y+ dans la pro-
position 1.23.iii) et de
1
Hyslmysk (N) = Z S1..892

Sk
N>ni>ng>..>ny nl 77/2 te nk

1 1

N
Z S1 Z 81 ,,52

Sk
ni=1 nl ni—-1>ng>..>ny nl 77,2 e nk

al Hy52---ysk (TI’1 - ]‘)

2.

ni=1

S1 ?
ny
avec la convention H, (k) = 0 si k < |u|. La deuxieme égalité est obtenue par la
combinaison linéaire des éléments suivants

ad Hu(nl—l) s Hu(nl—l)

H SU(N) = S1 - S1
Y mZ::l n m;\Hl n
> Hu ny — 1
= -y =D
n1=N+1 LS

ii) L’affirmation est obtenue immédiatement d’apres la formule de {3, },cy~ dans la
proposition 1.23.iv).

O

Suivant la proposition 2.18, nous pouvons aussi établir un algorithme pour repré-
senter les développements asymptotiques des sommes harmoniques indexées par la base
{X0 fwey - AE;“’)(HZW(N )) désigne le développement asymptotique des sommes har-

moniques sur I’échelle {{N~"log’ (N)}; jax codés par 3,
Algorithme 2. . ENTREE : n,p, N € N, sont les paramétres.
2. SORTIE : Les développements asymptotiques des sommes harmoniques indexées
par la base {3} () jusqu’a l’ordre p.
Etape 1 Etablir une liste, notée par Y, des mots de poids n dans Y *.
Etape 2 Pour tout mot w, établir le développement asymptotique, AEI(,‘”)(HEw (N)),
comme Suit :
o SiweY, calculer comme la formule (2.11).
o Siw=vys ...Ys, € LynY, calculer AEZ(,"")(HEUJ(N)) en utilisant la ré-
cursion
1
AE(™) (Hy, (N)) =

CEZ_Z

. |
21 b (st st b1l )EN (Ysy seensyisy,)
1

= AEI(7°O) skﬁl(HEzlmzj (k - 1))

,Skl,___,

e el k8k1+...+8ki
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R (51 ik
o Siw=10"...1}},

AES®) (Hs, (N))" ... AES™ (Hy, (N))*

AE™ (Hs, (N)) =

1))

Exemple 2.10. Les résultats suivants sont calculés par notre programme sur MAPLE.

AE() (s, (V) = In(N) 7+ 12N = 11272 oo N4 o) (V)
AE(®) (Hs,, (N)) = ~N'+1/2N21/6 N+ (N )+ Cx,

o0 1/2In(N)+1/2
AEL™ (Hs ,(N) = 1/2 (In(N) +9)" + [21n(N) +1/2y

N
N —1/121n(N)—1/12’V+1/8_1/24]\7—3
N2
s (i1n(N)+iv+L)N‘4+O(°°)(N_4)
120 120 ' 288 °
AB(™(Hs,, (V) = ~1/2N7+ 12N~ 14N +of™) (V) + s,
L+In(N) +7  -1/2-1/27-1/2In(N)
N N?
7 _ 5 _ o —
+(1—8+1/61n(N)+1/67)N3_ﬂN4+0§ )(N 4)
N -In(N)-~v+1/2
AE((Hs,,,, (V) = (n(N) #9) G5, + T T RS
1/21n (N) +1/2y-1/2-1/12¢s,
N2
~1/6 In(N) = 1/67+1/3

1 4, () (N~
+ N3 +(—1/8+EOC22)N +O5 (N 4)

AE (Hy, , (N)) = 1/2(s, +
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Comme dans le chapitre précédent, les polyz€tas apparaissent dans les développe-
ments asymptotiques des sommes harmoniques ou des polylogarithmes. Par un théoreme
ala Abel, pour tout multi-indice convergent ! s, le polyzéta ((s) est la limite du polyloga-
rithme Li,(2) quand z tend ver 1 ou la limite de la somme harmonique H,(/N) quand N

1. Une multi-indice s = (s1,...,s,) € IN" est convergent si s > 1.
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tend vers 1’infini. De ces facons, les polyzétas héritent des propriétés des relations entre
eux. Par ailleurs, le concept de multi-z€ta est une généralisation multi-indice de la fonc-
tion z€ta de Riemann originale (i.e. sur un seul indice réel ou complexe). Lorsque ces
multi-indices sont pris sur I’ensemble des entiers positifs, ces fonctions sont appelées po-
lyzétas (en anglais “Multiple Zeta Values” (MZV)). Elles possedent toutes des structures
algébriques extrémement intéressantes.

En représentant les polyzétas par leurs séries génératrices, on obtient des points d’un
groupe de Lie de dimension infinie (groupe de Hausdorff) sur lequel nous pouvons iden-
tifier certains systemes de coordonnées locales [Minl3a; Minl3b] et trouver des rela-
tions entre polyzétas indexées a des bases de transcendance d’algebres de mélange et de
quasi-mélange (celles qui sont construites dans le chapitre 1). Apres cela, en utilisant
les structures algébriques des polyzétas et le théoreme Wei-Norman (adapté au groupe
de Hausdorff et factorisation MRS [Mel+89 ; Sch65]) nous obtenons des représentations
dans des systemes de coordonnées locales. Des formules explicites de relations entre po-
lyzétas et des algorithmes [Bui+15b; Bui+15a; Bui+16a] seront donnés également dans
ce chapitre. Le résultat de 1’identification, une fois encore, confirme jusqu’a un certain
ordre ? la conjecture des dimensions de Zagier.

3.1. Groupes de Lie et coordonnées locales

3.1.1. DL’exponentielle de Lie

Dans la théorie de groupes de Lie, ’application exponentielle est une application al-
lant de I’algebre de Lie d’un groupe G vers ce groupe. Elle permet de re-capturer la struc-
ture locale de G a partir de son algebre de Lie. L’existence de cette application est I’'une
des principales justifications pour étudier les groupes des Lie a I’aide de leurs algebres.
Plus précisément, soit G un groupe de Lie et g son algebre de Lie (que 1’on peut identifier
a I’espace tangent a I’élément neutre de G). L’ application exponentielle exp : g —> G peut
étre définie, selon les groupes, de deux manieres équivalentes par :

1. Elle est donnée par exp(z) = ¢(1), ot ¢ : R — G est 1’unique sous-groupe a un
parametre de G dont le vecteur tangent a 1’identité est égal a x.

2. Si G est un groupe de matrices, alors I’application exponentielle coincide avec 1’ex-
ponentielle des matrices, et est donnée par le développement en série usuel :
=) k

x 1 1
exp(zr) =Y —~=I+x+=-0*+ =1
27 SR

S+,

ou / est la matrice identité et 2 est une matrice.

2. Nous expliquerons au paragraphe 3.3.4. en quel sens il faut entendre cette confirmation par le calcul
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L’ application exponentielle satisfait les propriétés suivantes 3 :

1. Comme nous I’avons dit plus haut, pour tout = € g, I’application ¢(t) = exp(tx) est
I’unique sous-groupe a un parametre de G dont le vecteur tangent a 1’identité est .
Il en résulte que

e(t+s)a} — etmesm’

e = (e") L.

2. L’application exponentielle exp : g — G est différentiable. Sa dérivée en 0, exp :
g — @, est I'application identité (avec les identifications usuelles). L.’application
exponentielle, par conséquent, a une restriction qui est un difféomorphisme d’un
voisinage de 0 dans g vers un voisinage de 1 dans G.

3. Quand G est compact, I’application exponentielle est surjective sur cette com-
posante connexe de I’élément neutre. L’image de 1’application exponentielle du
groupe SL,(R) (connexe mais non compact) n’est pas ce groupe entier.

4. L application p(t) = e'® est la courbe intégrale passant par I’identité (en ¢ = 0) pour
les deux champs de vecteurs (invariants a droite et a gauche) associés a x.

Pour tout alphabet A, une série* S € IK({A)) est appelée exponentielle de Lie s’il
existe une série de Lie L € Lieg (A) telle que S = e~. Un produit de deux exponentielles
de Lie est une exponentielle de Lie car le fait, pour une série de terme constant 1, d’étre
une exponentielle de Lie est équivalent avec ’'une des deux propriétés suivantes

i) (Yu,ve AN(S |uwv) = (S |u)(S|v))
i)  Au(S)=SeS

(voir lemme 1.8). Une telle série S peut étre factorisée comme produit d’exponentielles
de Lie (voir corollaire 1.26)

S= Y (S |wyw= f[ eSS P (3.1)

weA* leLynA

Série de Chen

Pour chaque chemin différentiable par morceaux ~y : [0, 1] — C\{0, 1} allant de a &
b, soit S, la solution de I’équation différentielle

T

d _ )
55(2)—(2+1

3. Voir Wikipédia.
4. K estici une Q-algebre.

)S(). pour z e ((0.1]) (3.2)

-z
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avec la condition initiale S(a) = 1y-. Cette série, S, € C{((X)), est appelée [Che71;
Che09] série de Chen associée au chemin ~y (et pour les formes différentielles dz/z et
dz/(1 - z)). Il est connu [Che71] que S, est une exponentielle de Lie qui ne dépend que
de la classe d’homotopie de 7. En outre, pour la concaténation, ~y;72, de deux chemins
composables v, et v, ona S, = 55,5,.

3.1.2. Coordonnées locales sur un groupe de Lie et théoreme de Wei-
Norman

Nous rappelons ici un théoreme de Wei-Norman que nous allons adapter (en dimen-
sion infinie) a la représentation des polyzétas.

Théoreéme 3.1. [Wei+63 ; Wei+64] Soit G un groupe de Lie (dimension finie) (réel k = R
ou complexe k = C) et soit g sa k-algébre de Lie. Soit B = {b; }1<i<,, une base de g. Il existe
alors un voisinage W de 14 (dans G) et n fonctions analytiques (coordonnées locales)

W -k, (ti)lgign
telles que, pour tout g € W
g= ] @ = i@heha@he _tniolin,

1<i<n

Exemple 3.1. Soit M ¢ GI.(2,R) (Gl,(2,R) la composante connexe de 1 dans

Gl(2,R)),
M = (“” ‘“2) (3.3)

21 A22

Nous allons effectuer la décomposition d’Iwasawa ([Bou00], ch VII par 3 example 7) de
M et pour cela, nous utiliserons la forme MT DU = Is.

1. ( Orthogonalisation) Nous effectuons un calcul par blocs sur les deux colonnes
ajp Q12 1 tl 1 tl
(a21 CL22) (0 1) - (Cl 02) (O 1) - (Cl tCy+ 02)'
Les deux colonnes sont orthogonales si
<Cl |t101+02> 0

-t = _<Cl | Ca) __Gnai2 + anax
' 1C1l[? aj, +a3;

On pose,
1 ¢ v @
=g 3)-( o)t e

0 1) \ayy ay)

a maintenant ses colonnes orthogonales.
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2. ( Normalisation) Nous allons normaliser M,

1

—1_
e (oo SN (A Y RIER _
e (i )0 (T )

st

10 0 0

—zog<c§1>||>(0 0)—zog<||c§“>(0 1)

Mle .

3. ( Unitarisation) Puisque les colonnes de M5 forment une base orthonormale et que
det(Ms) > 0, on peut écrire

0 1
2 2 , '
M, = a%) a%) _ cgs(tQ) =sin(t2)) _ . (_1 0)

aél) ag2) sin(t2)  cos(tz) ’

e

et parce que M, est dans un voisinage de I, on trouve t, = arctan(%;) =
411

arctan(52).

4. (Par conséquent)

a 0 1
arctan( % )( )

MTD =M, =e¢ -1.0)

finalement

agy 0 1

M o= GG o) pipe

a 0 1 1 0 1 0o 0) {(C1lC2)(0 1
U peretan(E)(O g Jtoa(licaD (s 0) eSS 9) B o)

On a ainsi obtenu une décomposition de Wei-Norman relative a la base de gl(2,R) :
0 1) (1 0\ (0O O\ (0 1
-1 0/7\0 0)°\0 1)’\0 O)

3.2. Structure algébrique des polyzétas

3.2.1. Définitions

Comme le montre 1’expression (3.4), le polyzéta ((s) est la somme d’une série
convergente définie pour chaque composition d’entiers positifs s = (sy,...,s,), avec
s1 > 1, par

1

nyt ..oy

C(s):= lz1£1'11 =Lig(1)= > (3.4)

ni>..>np>1
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En particulier, dans le cas ou I’indice est un nombre complexe simple dont la partie réelle
est strictement supérieure a 1, on I’appelle fonction zéta de Riemann. Il a été établi par
Euler pour les entiers pairs que

21 (2m)2k|boy]
2k)=) —w=——— kelN 3.5
) =2, oo = gy pourkelN, (3.5)
ou les by € Q) sont les nombres de Bernoulli définis par la série génératrice
t . tk
= bp—. 3.6
et -1 ,;) k! (36)

3.2.2. Structure algébrique de quasi-mélange des polyzétas

Nous allons maintenant re-considérer I’alphabet Y = {yy }11. En utilisant le codage
du chapitre précédent, tous les mots ys, ...ys, € Y*\y;Y* associent aux compositions
d’entiers positifs s = (s1,...,5,.),51 > 1 qui sont dits mots convergents, sur lesquels les
polyzétas peuvent étre définis. De plus, sur cet alphabet Y, les polyzétas sont compatibles
avec le produit de quasi-mélange (le stuffle), ¢’est-a-dire que

C(wy)C(we) = ((wy wws), Ywy, we € Y \y Y. (3.7)
Par exemple, avec sy, s5 > 1, la formule de réflextion de Nielsen
C(51)¢(52) = ((51,82) + ((52,81) + (51 + 52), (3.8)

Correspond au C(y81)c(y82) = C(ySIySZ) + C(y82y81) + C(y81+82)’ ce qUI est Obtenu pa’r la
décomposition

Z1 1:2 1 Z 1+Zl

+ .
m>0 ms n>0 ns2 m>n>0 msins? n>m>0 msins? m=n mins2

Ceci en vue de la définition de 7., dans (0.4) nous permet de définir un morphisme de
I’algebre de quasi-mélange vers les polyzétas [Rac00 ; Minl3a; Min13b] comme suit :

Définition 3.1. Le morphisme
C‘—‘*‘—' : (Q<Y>7 L, ]-Y*) - (Rv K ]')

est défini comme celui qui envoie tout mot convergent ys, ... Ys,,S1 > 1 sur ((sq,...,sk)
et y; sur 0.

Exemple 3.2. 1) (i (y2 = 42) = Cw (y2)? = ¢(2)2. Par ailleurs, comme y5 w yo =
292 + Yy, on A Cu (Y2 w Y2) = 2Cuws (Y2,92) + Cws (y4). On obtient que ((2)2
2¢(2,2) + ((4).
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ii) Pour le mot divergent y,y5, parce que y; w Yo = y1Yo + Yo2y1 + Y3, ON a

Ceor (Y192) = Qe (V1w Y2 = You1 — ¥3)
= s (¥1)Cs (12) = Qo (y2y1) — Cuai (w3)
=-((2,1) = ((3).

3.2.3. Structure algébrique de mélange des polyzétas

En comprenant que les polyzétas sont les limites des polylogarithmes quand z tend
vers 1_, les polyzétas héritent des propriétés des polylogarithmes comme le fait d’étre
compatible avec le produit de mélange, ils peuvent (lorsque 1’indice est convergent) éga-
lement s’exprimer par I’intégrale itérée [Che77], avec les différentielles wy,w; (définis
par (2.30)), comme suit

C(s1y.--,8) = wi, (1) ... wj, (2), (3.9)

1>21>..>2>0

ouk=s1+...+5,7 =1@0e w;(2) =wi(z))siie{s1,51+52,...,51+S2+...+ 8.} et
Ji = 0 autrement.

Exemple 3.3.
f wo(t2)wi(t1)
O<ti<ta<l

dty dt Ldty 2 &
f aty _aty f ata f S trdiy
O<ti<ta<l f}z 1- tl n=0

fl dt °° t” / it tnt [_"]
0 tQ n= 1 n 2 0
>0 1

= 2=

(on peut montrer que, a partir du moment ou I’intégrale de droite se fait sur wy, toutes
les interversions ci-dessus sont autorisées [Che77 ; Che(09]).
Grace a cette représentation, on trouve la propriété de mélange des polyzétas [Che77 ;
Che(09]. On peut voir plus clair par I’exemple suivant.

Exemple 3.4. En écrivant sous la forme de série intégrale itérée, le polyzéta ((2)? peut

étre exprimé par
C(2)2 _ / dtdt, [ dridrs _
1>t1>t2>0 tl(l —tg) 1>r1>reo>0 7‘1(1 —TQ)

dt,dtodtsdt, dtdtydtsdty
4 f +2 [
1>t1>ta>t3>t4>0 tltg(l - f}g)(l — f}4) 1>t1>to>t3>t4>0 tltg(l — tz)(l - t4)

ce qui donne

C(2)? = 4¢(3.1) + 26(2,2).
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Pour exprimer la propriété de mélange des polyzétas, on a considéré 1’alphabet
X = {xo, 1 }. En codant toutes compositions d’entiers positifs s = (s1,...,s,),s; > 1, par
les mots ' '@y ... x5 1 € 19X * 21, qui sont encore dits mots convergents, sur lesquels
polyzétas peuvent €tre définis. Par conséquent, suivant I’exemple 3.4, on a la transforma-

tion

2( (zow1momy ) + 4C(222})

<(.T0.T1 L .I‘()SCl).

¢ (zox1)”

De plus, cette propriété est encore satisfaite pour tous les mots convergents, c’est-a-dire
que,
C(wl)C(U)Q):<(w1LL|w2),VU)1,w2€.TOX*ZC1. (3.10)

Ceci nous permettra de définir de Z,,, (comme annoncé dans (2.41)) ce qui fournit un
morphisme entre polyzétas et I’algebre de mélange [Rac00 ; Min+00a] comme suit.

Définition 3.2. Le morphisme
<LI_I : (Q<X>7 LU, 1X*) - (Ru K 11R)

est défini comme celui qui envoie tout mot convergent xél_lxl . xgr’lxl € xoX*x1 sur
C(s1,-..,8k) et xg,xq sur 0.

Exemple 3.5. i) (,,(zoz1 W xox1) = (u(wory)? = ((2)2. Par ailleurs, comme xox; LU
zox1 = 42323 + 2x0112021, On a (y(Tox W wowy) = 4¢,(222?) + 2 (wox 12021 ) €t On
obtient que ((2)% = 4¢(3,1) +2¢(2,2).

ii) Pour le mot divergent z;x, parce que xg LLI 1 = Tox1 + £1Z, On a
C(zo W y) = Cu(wor)

= Cuw(wo)Cuw(r1) = Cu(wory)

-((2).

Cu(T10)

3.2.4. Factorisation MRS sur I’algebre de quasi-mélange ¢-déformée

Nous avons introduit au chapitre 1 les deux bases en dualité {I1,, } ey« et {Xy fwey
de Q[¢]{Y"). Désormais, nous allons utiliser les méme notions {I1, } ey €t {Xy fwey
pour le cas ¢ = 1, c’est-a-dire le cas du produit de quasi-mélange (le stuffle).
A ce moment, les algebres Hu,, = (Q[g](Y),conc, 1y+, Aw,,e,8) et HYy, =
(QLaY), wi g, Ly, Acone, €, S, ) seront respectivement désignées par H ., et HY,,. De
plus, la factorisation MRS énoncée sur les algebres enveloppantes s’applique ici et nous
avons [Bui+15b ; Bui+16a; Mel+89 ; Sch65]

N

Dy = Z wRw = Z Y ®lIl, = H exp(2; ® I1)). (3.11)

weY'* weY'* leLynY
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Lemme 3.2. Pour tout mot convergent w € Y *\y,Y*, le polynome .., ne contient que les
mots convergents. En particulier, pour tout mot de Lyndon | € LynY, 3, ne contient que
les mots convergents.

Démonstration. Remarquons que un produit (par w ;) des mots convergents est un poly-
ndéme des mots convergents. En effet, pour tous vy, , yr, € Y\{y1}, u,v € Y*, ona

Yiy U gy ¥ = Uiy (U qUny V) + Yoy (Yo U0 V) + Yy ok (U 1 40).

Les mots dans ce produit commencent par une des lettres Y, , Yk, €t Yi,+k,, CES sont les
mots convergents. D’autre part, en suivant la formule de {3, } .y~ précisée dans la pro-
position 1.23, on peut voir que les {2, } ey~ sont calculés par les produits des {3 }ezyny -
En outre, pour chaque mot de Lyndon v, ... s, , les nceuds de I’arbre différentiel inverse
T(ys, - - -ys, ) commencent par les lettres y5 avec s > s;. On déduit de ceci que tous les
mots du support de X, .~ sont convergents. Cela complete la démonstration. U

En appliquant le produit de morphisme?> (., ®idy~ sur Dy, on a°®

Cw®idy(Dy) = ¥ Co@w= Y Cu(Su),
weY'™* weY'*
= H eXp(C(Zl)Hl) = Z|_+_| .
leLynY \{y1}

Proposition 3.3 ([Rac00; Min+00b]). La série 7., est l'unique exponentielle de Lie
vérifiant pour tout w € Y*\y1 Y* que (Zw | w) = ((w) et (Zw | y1) = 0. De plus, elle est
de type groupe pour A ., i.e.

De la méme fagon, nous considérons I’alphabet X = {xg, 21} avec le produit de
mélange (correspondant a ¢ = 0), nous désignons par H,,, := (Q(X), conc, ly+, Ay, e,S)
et HY = (Q(X), ), 1y+, Acone, &,8) les structures d’algebres de Hopf en dualité. En
appliquant le produit de morphisme (,,®idy sur la série diagonale Dy, on a’

(wbidy(Dx) = ¥ Guwhw= Y Cu(S.)eP,
weX* weX*
= I ep(S)R)=Zu.
le(LynX)\X

5. Ce produit n’est pas continu sur C(Y') ® C(Y'), mais il I’est sur la sous algebre

Isoc(Y) = spanc{(u,v) e Y* x Y™ | (u) = (v)}

6. Remarquons que 1+ (Xy,) = (i (y1) = 0.
7. Remarquons que (,(Sy, ) = (u(z1) =0.
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Proposition 3.4 ([Rac00 ; Min+00b]). La série Z,, est l'unique exponentielle de Lie vé-
rifiant pour tout w € xo X *x1 que (Zy, | w) = ((w) et (Zy, | xo) = (Zu | 1) = 0. De plus,
elle est de type groupe pour A, i.e.

A Z0) = Zu®Z0,. (3.13)

3.3. Représentations explicites des polyzétas sur des élé-
ments générateurs algébriques

3.3.1. Relations entre les séries génératrices

Nous rappelons que

Hi = Qe Q(X)z ~ Q(Y), (3.14)
Hy = QorQ(X)z1~ Qe (Y {y:})QY), (3.15)
Ly = (LynX)\{zo} ~ LynY, (3.16)
Ly = (LynX )N wo,z1} ~ LynY\{y1}. (3.17)

Remarquons que les espaces H, H, sont respectivement gradués par la longueur et par le
poids de mots. Plus précisément,

Hy = P spang(X,), Q(Y) = @ spang(Yn)

n>0 n>0

ou X,,,Y,, désignant les ensembles des mots de longueur et de poids n respectivement (ce
sont des bases). Par exemple,

Xo:= {1}, Yy = {1},

Xi= {x}, Yi={u},

Xy = {370371,37%}, Y, := {3/273/%}7

X3 := {37%371,37037%,561560371,37?}7 Ys:= {y3uy2y17yly27y%}-

En outre, nous avons les propriétés d’homogénéité des paires de bases en dualité comme
suit : {P, uex+ et {S,}uex+ sont homogenes pour la longueur dans Q(X); la paire de
bases en dualité {II,},cy+ et {X,},cy+ sont homogenes pour le poids dans Q(Y’). Mal-
heureusement la famille {P, },cx+ n’est pas une base de ’espace H; (par exemple,
Pz, = Tox1—2120, mais x120 ¢ H,). Cest pourquoi on ne peut pas représenter zox; dans
{P, }wex, - Nous allons résoudre ce probleme en construisant de nouvelles bases comme
suit :

Définition 3.3. Pour tout w € X *xy, P/ désigne la réduction de P, sur #;.
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Exemple 3.6.
fzq =TI eH, = }%1 =1,
Prozy = ToT1 — 2170 ¢H, =P,  =woT,
zozizy = LoT1T1 — 2T1Tox1 + T1T1X0 1 rozizs = TOT1T1 — 201201,
P, Tor T — 2012071 + X101 o §H1 = P ToT1T1 — 221 Lo

En considérant les bases { P, }uex, €t {Sw }wex,, on a la conséquence suivante.

Proposition 3.5. i) Pourtoutwe X,,n>1,onasS, € H.
ii) Lafamille { P! },cx, est triangulaire supérieure par rapport a la base { P, } yex,,-
iii) Les familles { P! }.yex, et {Su}wex, sont les bases en dualité de H,.

Démonstration. 1) Grace au lemme 3.2, on a que pour tout mot w = xgu € Hy, alors S,
LUk

ne contient que les mots convergents. C’est-a-dire S, est dans H;. En outre, Sgﬁxf = xlT =

x¥ € H;. En fin, pour tout w = z¥zyuz;, ona S, = r; LW Sm;f_l et par récurrence, on a

alafin que S, = o% L Sypus, € Hi-

TouT|

ii) La confirmation i) obtient immédiatement par la dualité des bases { P, },cx,, et
{Eiu}due}(n-

iii) En utilisant la triangularité des familles { P/} ,cx, et {Sw Jwex, €t suivant la mé-
thode de représentation un polyndme dans 1’algorithme 1, nous obtenons facilement que
les familles sont les bases de H;. En autre terme, pour tous mots u, v € X,

(Pr1S)) = > (Pilw)w]S,)

weXn

= Z (P! | w){w]S,) + Z (P w){w]S,), ((w]S,)=0,Vw¢X,)
weXn |lw|=n

weXn

= Z (Pu|w){w|Sy)=(Py|Sy)
[w]=n

= Oup-

Cela démontre I’affirmation ¢i7). U

Pour construire le pont entre les deux espaces, I'une sur I’alphabet X et 1’autre
sur 1’alphabet Y, nous utilisons le morphisme de concaténation mx qui envoie le mot
Ysy - - - Ys,. SUT xgl_lxl . .xf{’lxl, my désigne son adjoint. Nous prolongeons 7y partout
X* par la convention que 7y (w) = 0 lorsque w termine par xy. Nous allons maintenant
établir une représentation matricielle, par poids, de 1’application linéaire 7y suivant les
bases { P, }yex+z, €t {1, },ey+. Remarquons que pour tout n > 0, il y a 2"~! mots dans Y,
ou dans X, et pour tout uz(n) € X,,, nous avons 7Ty(P11<n)) = ﬂy(Pugn) ). Appelons M),

2n-1 x 27-1 ]a représentation matricielle de 7y : spaan(Xn) — spang(Y,,) sur les deux
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OIS )

bases (P, (n))1<z<2n vet (IT, (n>)1<l<2n 1 de I’ordre croissant des mots < Uy, et

(n) (n)

. < U2n 1-
de mots

Par exemple, pour n = 2, on arrange les deux bases en I’ordre croissant
)et (I, 2 ). Alors,

( roxry?

I, Hyf
WYP:;OM 112 1 1/2

De la méme facon, nous pouvons établir les représentations matricielles M) ce qui fait
correspondre les bases {Pm’ , P, P! } et {0y, Iy, Ly, s}

{L'Q:E r1xoxr1’
112 1 1/6
0 1 -1 -1/2
M3: )
00 1 1/2
0O 0 O 1

(4) : fai ! ! ! / / ! ! !
et M4 ce qui fait correspondre les bases {P e 12,2 Pl wicorss Pxox{’ lex%xl : lexw% : Px%mwl, Px%}

et {Hy47 Y3y1s Hyg ) Hy1y37 Hy1y2y17 yiy2s 4}
1 1/2 1/2 1/6 1 1/2 1/2 1/24
o 1 -2 -1/2 1 -1/2 -1 -1/3
0 O 112 -1 1/2 0 1/12
0 0 0 1 0 -1 1 1/2
M, =
0 0 0 0 1 1/2 1 1/6
0 0 0 0 0 1 -1 -1/2
0 0 0 0 0 0 1 1/2
0 0 0 0 0 0 0 1
En posant
N, = ({(M,))™, (3.18)
nous pouvons représenter, par dualité,
WYP;YQ Hv(m ﬂySu(n) ZUYL)
: =M, : et : =N, : . (3.19)
7TyP,(n> II (n) 7TyS (n) Zv(n)
Yan-1 Uon-1 on—1

271,1
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Autrement dit, nous avons les correspondances (commutatives) suivantes

(spang(Xn), (P;(_n) )1<ison-1) WT};> (spanq(Yn), (va") )1<ison-1)

dualité - dualité

(spanq(Xy), (5 () )1gisan-1) (spanq(Yn), (E (0 )1gison-1)

(tM)1

Gréce a la proposition 2.7.7), I’étude de la monodromie des polylogarithmes (prolon-
gement analytique sur un chemin fermé) fournit un autre moyen pour calculer les relations
entre polyzétas [Rac00 ; Min+00b ; Min13a; Min13b],

Zw = B (y1) 7wy Zu, (3.20)
o1 [Cos+09],
1)F1¢(k
B'(y1) = exp (Z CEDPICH) ) (3.21)
k2 k

Le paragraphe prochain va suivre cette formule, grace a la dualité, nous allons récrire
sur un méme base et puis, identifier les coefficients pour trouver les représentations de
relations polynomiales des polyzétas.

Pour terminer la section, nous remarquons que, par les propriétés de mélange et de
quasi-mélange des polyzétas et en suivant I'identité (3.20), on obtient les égalités sui-
vantes, pour tous [ € (LynX N\X et € (LynY )N y1},

1. Cm(l‘l wil- l‘ll) = _CLLI(xll) = —<Z|_|_| | IL’1Z>,
2. Cu(wl =yil") = ~Ca (n1l') = ~(Zww | nal'),
3. (B'(y1) |y1) =0

3.3.2. Relations entre polyzétas grace a des séries génératrices

Pour trouver des relations entre polyzétas par identification les coordonnées locales
suivant la formule (3.20), nous allons d’abord déterminer les coefficients du développe-
ment de B’(y;) a la forme d’une série génératrice ordinaire de v;.

Lemme 3.6. On a [’expression
| C(kl) -G (ks)
B =1+ ¥ B™yr, oi BM= 3 o ¥ ()™ e,
m>2 i=1 Sk k;>2 1--- 7

ki1+...+k;=m

oi |m/2] est le plus grand entier inférieur ou égal a m/2.
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Démonstration. En développant en séries les exponentielles dans B’(%; ), nous obtenons

, 1 [« (CDFICR) L)
B'(y) = Z - (Z Lk()ylf)
n>0 T \ k=2
1 —1)ktthn=nc (k) oo C(ky -
.yl oy (-1 ’ (kl) ( )y/fl...kn
n20 TV Ky, k22 1---Rn
"R (D)™ "¢ (k) - C(kn)
= 1+ — n m
rgz; nzzjl n! kl,‘;nz2 ki... .k, Yy
k1+...+kn=m
= 1+ BM™ypr.
m>2
O
Exemple 3.7.
po - S(2) e -G
2’ 3’
pw - &) 1¢(2) R _ S(6B) _C(2)¢B3)
4 2 227 ) 2 3
Identification sur la base {IL,, } ey~
En utilisant la dualité des bases, nous récrivons (3.20) comme suit
Z C‘-‘F—' (EU)HU = B,(yl) Z CLU(TFX(E’U))va . (322)

veY'* veY *

Par ailleurs, d’apres le lemme 3.6, on exprime B’(y;) comme série génératrice ordinaire
de y;. De plus,
i, = 10 1, = M, VE210eY™

Nous pouvons alors identifier les coefficients de deux expressions de (3.22) et obtenir
que :

Proposition 3.7. i) Pour tout® v = [!! ...lli’“, Iy ool € LynYN{on }, 11 > ... > 1,
il,...,z’ke]N,

=((mx3,).

Z1!...'k

C(E)™ . ()™
1!

8. Nous utilisons la méme notation {(P) au lieu de (,,,(P) ou (s (P) lorsque P ne contient que les
mots convergents, i.e. les mots dans 2o X *x1 ou Y "\y; Y*.
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ii) Pour tout mot v = ykw € Y* avec k > 1,w € Y*\y; Y%,

k
Cu(mxXy) + Z B(m)CLLI(ﬂ-XEyilc—mw) =0.

m=2

Démonstration. D’apres le lemme 3.6, on peut voir que (B'(y1) | 1y+) = 1, (B'(y1) |

y1)=0et
Vm>2,  (B'(y)|yi") = B"™.

En regardant la base {II, },cy+ comme un systeme de coordonnées locales, nous identi-

fions les coefficients des deux cotés de (3.22) et le résultat s’ensuit.

Exemple 3.8. 1. Pour v = y,,
C(Eyz) = C(S:vo:vl)-

2. Pour v = y9y3,
C(Eyzys) = C(Sxoxlxgxl) - 2C(ngx1xox1) - 2C(Sx8a:%) + C(Sxéxl)'

3. Pour v = y3,
1 1
_§C(SJ10J€) + 6C(Sx(2)x1) + B(s) =0.

4. Pour v = Y3y,

C(Spout) = C(Siu2) + %g(sxgxl) LB -0,

Identification sur la base { P, },cx+

O

En appliquant I’application 7x aux deux cotés de (3.22) et grice a la dualité des

bases, nous pouvons récrire 1’identité (3.22) comme suit

B'(z1) ), G(S)Pi= 3 Cu(myS)P;.

ueX*xq ueX*xq
Remarquons que B’(x;) est une série d’une seule lettre, x4, et

z"P, =Pk P, = Py, Yk21lueX?,

1
Nous trouvons, par méme maniere, les assertions suivantes.
Proposition 3.8. i) Pour tout mot v = 1" ... [}, l,... .l € LynX\X, [y

lk,il,...,ikEIN, ) ]
C(Sh)“ .- C(Slk)lk
0.

=C(7Tysu)-

(3.23)

o>
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ii) Pour tout mot u € x1 X \r? X*,

C‘-t’ (WySu) =0.

iii) Pour tout mot u = :E’fw e X*aveck >2,we X"\11 X7,
B(k)C(Sw) = Cuas (y Su)-

Démonstration. De la méme facon qu’a la proposition 3.7, nous regardons { P, }yex+
comme un systeme de coordonnées locales, nous identifions les coefficients des deux
cotés de la formule (3.23) et alors le résultat s’ensuit. [

Exemple 3.9. 1. Pour u = zpxq,

C(Sﬂcom) = C(Eyz)'

_ 2
2. Pour u = zox 12571,

C(Sxoxlxgm1) = C(Eyzys) + 2C(Ey3$2) + 6C(Ey4x1) - 5C(Ey5)
3. Pour u = 212921,

C(Eyzyl) - gg(zm) =0.

4. Pour u = 23xo11,

B®((Sagar) = 20(2y) = C(34)” = C(Syann)-

3.3.3. Algorithmes pour I’exploration de la structure des polyzétas

Comme on I’a vu dans les propositions 3.7 et 3.8, il y a des relations entre polyzétas
indexés aux bases { Sy Jwex+ €t {Xy fwey+. En fait, grice a la proposition 1.23.7v), nous
pouvons représenter également ces relations sur les bases de transcendance, {.S; }ezynx et
{3 }ieyny respectivement. Dans ce paragraphe, nous allons introduire deux algorithmes,
I’un grace a ces formules et 1’autre grace aux structures différentes induites par les pro-
duits de mélange et de quasi-mélange. Puis, les relations vont étre formées par une réduc-
tion en poids, et donner des indications sur la structure des polyzétas en termes d’éléments
irréductibles indexés aux bases {.S }iezynx €t {2 }iecyny . Un résultat semblable apparaitra
dans le prochain paragraphe.

Algorithme 3. Cet algorithme utilise la proposition 3.7 et l’algorithme 1 pour établir
des relations polynomiales entre polyzétas sur la base {S;}ierynx ou utilise la proposition
3.8 et I’algorithme 1 pour établir des relations polynomiales entre polyzétas sur la base
{31 }iecyny. Nous montrons ici le deuxiéme cas.
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ENTREE : Un entier positif n.

SORTIE : Représentations des polyzétas de poids n en termes d’éléments irréduc-
tibles des polyzétas indexées a la base {3 }ieryny -
Etape 1. Lister les mots de poids n de X*x1, ma liste est notée par X,,.
Etape 2. Pour chaque w € X, déterminer un polynome P := mwy(S,) dans Q(Y') et,
grdce a lalgorithme 1, représenter ((P) en termes des {(s, }iecyny des données de poids
inférieurs, et établir une relation polynomiale comme suit :
i) Siw = xu,u € xgX*x, créer la relation ((S,) = 0 (comme ((S,) = ((z1 LW
Sy) =0).
ii) Si w e xgX*x\LynX, récrire w sous forme de sa factorisation de Lyndon, w =
lil . lfj. Obtenir les ((Sy;),1 < j <k a partir des données de poids inférieurs et
établir la relation

1 , A
C(Sw) =7 | . 'C(’S(ll)21 C(Slk)Zk
110 U
Etape 3. Réduire toutes ces relations aux représentations des polyzétas en termes d’élé-

ments irréductibles.

Le lemme suivant va donner une autre facon pour trouver des relations entre polyzé-
tas indexées par les bases {5 }iecynx €t {2 }iecyny -
Lemme 3.9. Pour tous mots l1,ly € (LynX \X (resp. 11,1y € LynY\{y1}), on a

C(Sy, W Sy,) C(my (Syy) wy (Sh,))
(resp. (3, wy,) C(mx (3n,) Wrx(3,)))-

Démonstration. Remarquons, pour chaque w € X*, S, = w + Y ,., Qv €t si | €
(LynXNX, | € 2o X*xy et que 'on a (I W iy) = ((my (I1) wmy(l2)) et (u(xy wil) =
Cuw (y1 wy (1)) [Min+00a]. Le résultat s’obtient donc par soustraction. O

Exemple 3.10. Pour [; = zgx1, [y = 2323 (dans LynX) et Iy = ya, I = y3y;1 (dans LynY"),
ona

(S )C(52) = CCP)(Fin) = 50T (B0),

() = C(Sagm (S50 + 5C(E0m ) (St

Algorithme 4. Cet algorithme utilise le lemme 3.9 et I’algorithme 1 pour établir des
relations polynomiales entre polyzétas sur la base { S} }iccynx ou la base {3} eryny. Nous
proposons ici le deuxieme cas.

ENTREE : Un entier positif n.

SORTIE : Représentations des polyzétas de poids n en termes d’éléments irréduc-
tibles entre polyzétas indexés a la base {¥;}iecyny-
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Etape 1. Lister les mots de longueur n dans xoX*x, ou x1x0X*x1, leur ensemble
sera noté X,,.

Etape 2. Etablir des relations polynomiales de poids n comme suit. Pour chaque
w € X, déterminer un polynome, désigné par P, dans Q(Y') de la maniére
suivante :

i) Siwe LynX, prendre P, = 7y (S},) wmy (Sy,) — 7y (Si, W Sy,), ou (11, 15)
est la factorisation standard de w.

ii) Siw = zyw, prendre Py, := my (S, ) wmy (Sw, ) = Ty (Sey L Sy, )-

iii) Si w = lfl . lfj, ly,....l, € LynX,ly > ...l, prendre P, :=
Fy(Sll)"t'il SN E Y| Wy(Slk)"t'i’“ - WY(Sll [ Slk)

Grdce a 'algorithme 1, représenter ((Xp,) en fonction des {((2;) }iegyny (ici,

les ((X;) sont pris dans les données de poids inférieurs). En fin, établir la rela-

tion ((Xp) = 0.

Etape 3. Enfin établir la relation entre représentations des polyzétas en termes
d’éléments irréductibles.

Ces algorithmes donnent des relations polynomiales homogenes entre les coordon-
nées locales {X; }iecyny (resp. {Si}iecynx). Chaque identité est indexé par un mot de Lyn-
don et n’est pas un tautologie de la forme suivante

C(X) =¢(Xn) et C(S) = C(S)- (3.24)

“_9

Remplagant par “—” dans ces relations polynomiales homogenes, nous obtenons
un systeme de réécriture noethérien dans 1’ensemble {X; }ieryny (resp. {S;}ecynx). Ce
systeme a pour termes irréductibles les polyzétas donnant une tautologie comme en (3.24)
(éléments finaux), ils sont considérés comme générateurs algébriques de 1’algebre des
polyzétas convergents [Rac00 ; Min13a; Min13b].

3.3.4. Exemples obtenus par programe en Maple

Les résultats suivants sont calculés par notre package en Maple [Bui+15a; Bui+16a]
grace a I’algorithme 3 (ou I’algorithme 4).

Représentations des polyzétas en termes des polyzétas irréductibles sur la base
{Zi b tecyny

Poids 3

(o) = 5C(5)
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Poids 4
((B) = 2B
() = 2:C(0)’
(Fg) = 5C(5)
Poids 5
() = 3(T0)C() ~5C(%,0)
(o) = ~C)(E) + 26()
(Fg) = 505 - C(5,,)
(Fp) = 5C(50)
() = FCEE) +5C(5,)
Poids 6
((B) = ()’
((Boa) = C(5) - 5C(5,)
() = 250 - 505
) = 5 )+ 705,
) = 350~ 160(0)°
() = C(E) = 500
(Bg) = =000 - 105
(F) = 5705
(Bpt) = 20T+ 0Dy’
Poids 7

() = 2C) = 100(5,)C()
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() = 5 T0) = 5 C(T) + 305 ()
() = €)= 2B C) + 5C(5)
(Bog) = SCELY ) - 217<<2y7>

C(Eygm) = 2_74C(2y7)

) = 766 C) + (%)

() - g«zy»%(zyg)—mc(zy»

() = 250 (5) + 2C(5)

() = G CERP0) + 56 () - SC(5,)
() = 2005 - 3”@@» 20)0)
() = S—gc@yﬂ(zyg)—§<<2y2><<2y5> ()
) = 200 C(50) + 2050 (D) - 7494%)

() = 20 + 5B (E0) + 55C(0)

3 721
C(Zyzylygyf) = _Q_OC(Eyz)2C(Ey3) 480<(2y7)

((Bp) = —ic<zy2)2<<zy3>+Z<<zy2><<zy5) ()

() = 4goc<zy7)

161

C(Eygy?) = %C(Ew)zC(Eys) 144C(2y2)C(2y5) 180C(2y7)

Poids 8
C(Eys) = 175C( yz)
126 A
C(E%ys) = _C(Eyz) 720<(2y3y§)
(Se) = fi?«zm) F2(S)0(Dy0) + 285C(S,0)
C(Eyﬂﬂ) = 2_5C(2y2)4_g(2y3)g(2y5)
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C(Eygyz) - gC(Eys)QC(Eyz) - gC(Eyz)4 — 150 (2, )C(5y;) + 1440C(2y3y?)

) = C(T)C(5,) + 5552254g<2y2>4 5C(2)C () — 1H0C(S,0)
((Ppu) = o C(T) 430 0(B) ~ 10C(5,)C(5) + 1440C(5,)
) = 2127254<<2y2>4 200 (he) ~ 1800C(Zy00) + 55 V(D)
() = 20 )20(B0) + (50" 4 100(2 ) (540 = BE0C(S,)
() = ;gg;«zw) G CE) + (D) (5) + 144C(S, )
(Fp) = 30+ 50 C) = 2R (F0) + 144C(D,,0)
C(Fpnt) = Z«zyg,)c(zw1240503§<zy2>4 1200¢(5,,,2)

) = 5 C(T) = =200 (Bhe) = 5120 C(E) + 624C(S0)
() = 9<<zy3>2<<2y2>——<<zyg>c<zy5> (S 1884C(%,0)
(B) = gggazm)‘*uzog(zygy?)

() = 100 = 2C(T)C(Bhe) +300G(5,0)

) = —§<<zy3>2<<zy2> () (R (Bys) - 101G (5, 0)
(Cput) = —%c@yz) SC(T)C(Bh) + 2520(5,,)

(Spg) = 200<<2y2>4 60C(%,147) = 15¢ (P ) (54)

) = 2050 C(5) + igiﬁazw) -2 (E)

C(B) = 5 () + 2C)2C(50,) + 810C(S,) = (5 )C ()
271 2625 8 ! 8

) = o (T + 20T () = B10C(Sy0) + 2G5 ()

) = oz G+ 20 (B) = 2180C(Sy0) + ¢ (Br)

) = 2 (5, —c@yg)%(zw)—16zo<<zy3y5>+E<<zy3><<zy5>
) = oo C(5) 4 Q) (B0) # 2700(5,00) + 20T )C(5,0)

7875
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C(z%myf)
C(§]y2y1yzy§)

C(Bygy0) =
CQ%MQ
C(z%my?)

12641 5 1

27O<(2y3y ) 7875 C( y2) - ZC(EyS)C(E%) - gC(EyS)QC(Eyz)

297C(5, ) - 102C (T 1¢<zy3>c<zy5>

233 309 3

?C(Eye,yl) 1250C(2y2 )4 C(Eys)g(zys) + EC(E%)zC(Eyz)
= ((Zy,)

59887 29 1

330750C(2y2) %C(Eys)g(zys) + %C(Eys)QC(Eyz)

Représentations des polyzétas en termes de polyzétas irréductibles sur la base

{Sl}leﬁynX

Poids 3

Poids 4

Poids 5

C(Sapa2) = C(Si2ay)
2 2
C(Sargarl) EC(S$O$1)
((Sg) = 7C(Sunm,)’
((S) = 265

C(Sppa2) = —C(Smoxl)C(Szoml)+2C(Smgml)
((Sizaraoe) = ——C( Sear) + C(Saze, )< (Supar)

C(Saze3) = —C(Smoxl)C(Szoml)+2C(Smgml)
(Sumeost) = 50550

((Speat) = ((Sitay)
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Poids 6

C(Sazozaoas )
C(Syzat)
C(Se2210222)
C(Seo(zoz?)
C(Sazeymoas)

C(Sm%QOoml )

_ 8 3
C( J:Oml) - 35§(Sﬂﬁ0$1)
1
(St = ﬁasm)?’——asxgm)?
_ 3
C(Smgzvlmoml) = 105C(S:B0:B1)
C(Sa:ga::f) = _g(Sxom)g_g(ngm)Q
C( J:Oxlazoarl) = 105§(Sﬂﬁ0x1)3
3
C(Smg:vaoml) = _TOC(SI()I1)3+§C(51311)2
DY DU
C(Sargar‘ll) - 35§(Sﬂc0$1) 2§(Sx0x1)
C(Smoxlmom?) = %§(5x0$1)3_§(5x3$1)2
_ 8 3
C(Smom?) - 35C(S:B0$1)
(o) (o) = 2B (S 3) + 3 (i)

_5C(S:v :1:1) + 3<(Sm ml)C(Sﬂioxl)

g(SﬂﬁOxl) C( J:Oml) QC( $0m1)§(5x0x1)+5§(5x8$1)
2C(Sx0x1) C(Sage )C (Sapar )

50 2C(S0) = 5C (et ) (Seae) + 10 C(Sig)
0S4 ) (o) (S )20 (S30) = S C(S50,)
A (Sue)? g(SWI) #50(Sg0) = 20 C(S4,)C (S
20823 )< (Sagm) = (S (Ss) 2
(S ) S ) + 500 ) (S5, + H«Sxem)
——g(SWl)g(sm) (S C(5u) + 70 (Sug)

v ) + 7
(i) + 3 (S ) (Si,) + f—;asxgm)c(Sm)
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557 109
C(Smgzv:”moml) = _%<(510$1) C(S:voxl) + EC(Smoxl)C(Sxoxl) - _C(Smgml)
523 5593
C(S(mom)?’m) = __C(S$0$1)2<(Sa:(2)a:1) - _C(Saﬁém)C(S:Bo:Bl) + EC(Sxle)
519 28
C(Smoxlmom‘ll) - 880C(S$0$1) C(S:v :1:1) + 4<(S:r m1) ﬁg(smém1)<.(sﬂio$1)
937 56
C( Tox a:oa::f) = _@g(sﬂmm) C(Sa:%l) + 3§(Sx8x1) - _g(Sxéxl)C(Sﬂﬁom)
815
C( J:()J: ) - 2376 ( moml)g(sﬂmﬂﬂl) 990§(Sﬂﬁ0$1) ( xoxl) + C(Sargaq)
Poids 8
_ 4
C(S:vg:vl) = 175<(S$0:B1)
C(S:vgzv%) = _C(S$0$1)4_C(Sxéxl)C(Smgml)
B 6638 4 149753
g( xoxlxoxl) - 30625C( ﬂﬁoxl) 4725 C( moml)g(sxgaq)
29026

C(Sapas)
g( 1‘01‘11‘01‘1)

C( :1:0:1:1:1:0:1:2 )

C(Sata?agar)

C(Sagzt)

(Segor0302)
C :1:0:1:1:1:0:1:1

- 1575 C(Sxoxl) C(Sfl'ofl'l) + C(Sxox acoa:4)

61
= __C(S:v“:vl)C(ng:vl) + §<(51211) C(Slvolvl) + %C(Sl'ol'l )4

149753 2794

= 9450 C( moml)C( J:Oml) 30625C(S$0$1)

14513

- 1575 g(Sl‘Ol‘l) C(Sxoazl) + C( Tox 960001)

79939 7144

- 1350 C(Smoxl)C(SxOxl) B %C(Sxowl) C(Smom1)
2741

+ _g( :1:0:1:2:1:0:1:‘11) 13125C( 3&03&1)4

B 127597 4 125723
- C( J:oaz1) 1575 g(SxOxl) C(S$O$1)

91875
—((S,, 2, 4)— S .4 S
+ C( :1:0:1:1:1:0:1:1) 18900 C( xOxI)C( x2 :1:1)

17 2470201

10

1553 L 19 )

= 4200<(S$0$1) + 12<(Smgml) C(Slvolvl)
251

- —C( $01‘1)§(Sl‘(2)1‘1)

1053 6469

= 30650 Seon)" + 75220 (5030 C (S
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C(Sﬂﬁgm(xom)?’ )

C( xoxlxom )

(5322 )

THTITHTL

C(Saza2age?)

C(Sadaszge,)

C(Sa222)

C(S(l“g:vl)%oml )

C(Sﬂﬁgﬂﬂl(xoxl)%l)

( 21301'1:13033 Tox1 )

45707

iC(S:vo:v%:vom;l) T C(Satay )C(Sa2a,)
Sii?i«sw %a&%m) ¢(Saoar)
(g ) (Ss) = (St
32;13854 (Segan )" - 8567«530 2:1)2C(Szoa)
(S )C () + 2 (St
—%ﬁﬁlasw)c( Suie) AT (0, (S20)
B () + 2(Sonstan)
(500 () ~ e (824 ) (5u20)
S )
O (514 ) (Ss50) - 735000c(5x0x1)4
(5220 () + 2 (St
() fiigg(%m)g(sm)
(5,0 (Suue)
%C(%J“ %C(S%m) C
S0 eastit) + e (et )G (S

41 442831
773750000C(S:’*“O””)4 ’ 1268030 C(Sagen ) (S )
O (S0 (Sr) = - C(Spstat)
(S i) T S ) (S
S:53222%3%(( el 32§7(§f0x ot
18375()4(5%“)4 (5,30, (Sue)
2CSaartyat) + o (S, )C (S
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g( xoxlxox‘f)

(S 3 2(930:131)2)

C(Sy2n2mmat)

TET{TOTY]

C(Sazuizga?)

C(Sazotaga; )

C(Sazz6)

C(S(xox1)3x1 )

C(SJBOJBI(JB():B%)Q )

C(S(xoxl)%‘f)

C(S(apaz)?a2)

O (Su ) (S30) ~ T (8,2, ) (S
lC(S(mom§)2ml) i;?gégg(&mf
124 1
%?Oiéasw 7%8994“(5%“) C(Sagar)
%@1(653 roat) + i E2 (S0 ) (i)
N
%iw%m) c(sm;;)7 - 006 (St ) (32
41112%)0((5%@)4 mg(sxoml) C(Szoz1)
%gww)g(sm) giﬁ; s ost)
lﬁgig)C(Sgwn)C(5;¢n)-— Tom0 ¢ (Se2e1) ¢ (Sagar)
%C(Sﬂmmy - _C(Sxox xoxl)

134

2454(5360961)4 —=C(She )6 (i)

7C(S:vg:v1 )2¢(Saoer)
4 242579

= s 4 4

5C(Smom TOT] ) 183750C(S$0$1)

82877 3487

FOOC(S%xl)C(SxOm) 1050(( xoxl) C(SZ‘OZ‘I)
98377 )

_122500<(S$0$1) - _C(Smom moml)

42857 464053

2100 C(S:BOJBI) C(Smoml) + 8400 C(S:voxl)C(S:v :131)

2037 s, 67957

2 9833

EC(Smomfmoxl) C(Smoml) C(Sll?olvl)

g(Sxox%:ox‘ll)

358 141

12256(51011)4 - _g(S%ml)g(sz 2 )

7€(ngx1 )QC(Sxoxl)
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Conclusions pour ces résultats

En désignant par Z,, le Q—espace vectoriel quotient des polyndmes par les relations
issues de I’identification des cordonnées locales de poids n. Posons dim(Z,) = d,. De
représentations calculées précédemment, nous obtenons les bases de ces espaces comme
suit :

e N = 2,d2 = 1,
Zy = SpanQ{C(EyQ)} = SpanQ{C(Smoml)}
e N = 3, d3 = 1,
Z3 = SpanQ{C(Eys)} = SpanQ{C(Sm%m)}
e N = 4, d4 = 1,
2’,'4 = SpanQ{C(Eyz)Q} = SpanQ{C(Smoml)Q}
e Nn= 5, d5 = 2,
Z5 = SpanQ{<(2y5)7 C(Eyz)C(Eys)} = SpanQ{C(Sméxl)v C(Smoml)C(Smgml)}
e Nn= 6, d6 = 2,
ZG = SpanQ{C(Zyz)?’aC(Eya)Q} = SpanQ{C(Smom)?’vC(Smgm)Q}
e 1N = 7, d7 = 3,
Z; = SpanQ{C(Ezn)vC(Zw)C(Zys)aC(EyQ)QC(Eya)}
= SpanQ{C(S:vgml)7C(Sxoxl)C(Sxéxl)vC(S$0$1)2C(S:vg:v1)}
e Nn= 8, dg = 4,

Zg = spang{(Ty) "t C(By,08): (B4 ) (D5 ): (B )*C(2y) }
= SpanQ{C(S$ox1)47C(S:vgm)g(sxéxl)vC(Sarom)C(Smgml)Qa

C(Smomfmom‘ll)}
e Nn= 9, dg = 5,
Zy = SpanQ{C(Ew)a<(2y2)2<(2y5)7C(Eyz)C(Em)aC(Ey2)3<(2y3)7
C(24)%}

= SpanQ{C(Sx8x1)7 C(SxoﬂUl)QC(Sxéxl)? C(ngml)gv C(Sﬂﬂoxl)C(Sx‘gml)a
C(Sﬂﬁoxl )3C(S$g$1 )}
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® N = 10,d10 = 7,
ZlO = SpanQ{C(Ey2)57<(2y5)27<(2y3y1) C(EQQ)C(E?JS)C(EZJS)
C(302) "¢ (By)?, C (B )C (B ), C (B0 ) (By) }
= SpanQ{C(S:voxl)z C(S:B :Bl)C(S:B xl)C(Sﬂioﬂil) C(Sll?oml)QC(S:v :1:1)27
C(Sfrolvl)E] C(Smom mozv ) C(Sxoml)C(S:voxl) C(Srolvl)g(smom mozv )}
e 7 = 11,d11 = 9,
Zy = SpanQ{C(Eyn) C(Eyz)ZC(Em) C(Eyz)C(Eyg) C(E?JQ)?’C(EyS)u

C(Byy9) (D) C(Bys), (B )G (D), (B ) *C (D),
C(Eys ) (By) }

SpanQ{C(Sm(l)Oxl) C( moxl)C( J:Oxl) C(Sxoxl)C(SxOGH)3C(S$0$1)7
C( moxl)C(Sﬂﬁ0$1)4 C( moxl)C(Sﬂﬂoﬂﬂl)B C( moml)C( J:()J: J:ox )
C( J:()J: Tox xoxl) C( m0$1)<(31011)27g( $01‘1)C(S{L’Ol’1)}

e 1N = 127d12 =12

Zi = spang{C(Z0)% C(Z0)  C(Z0)C(Z0) A C(E0 D), C (2,50,
C(E) (E0)% C (S0 (B, C (B ) (B ) () (),
S (S (S CE) 2 (S (E00): (£ (5, 5,0)}

= spang{C(Seor )’ C(S,200 )% C(Staenyat )s C(Soes )2 (Saoranes )
C(S10)C (S50 (S P (Suzes )2 C (S )2 (S22 )C (S ).
(S )< Wnas%m) << S0 )C (St )+ (Sige ) (St ),
C(Sa0e ) (Sagrtrga ) C(Sutranat) -

On peut voir que, les dimensions satisfont la formule d; =0, dy =d3 =1etVn >4,d, =
dy-2 + d,_3 jusqu’au poids 12. C’est-a-dire que les résultats vérifient encore la conjecture
des dimensions de Zagier sur les polyzétas (ce qui est remarquable parce que cette algebre
- produite différemment de celle du double mélange - est a priori, “au dessus” de 1’algebre
des polyzétas). Par conséquent, la conjecture va €tre confirmer jusqu’au poids 12 si et
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seulement si chacune de deux familles suivantes est algébriquement indépendante.

n || i, | Polyzétas irréductibles Polyzétas irréductibles
sur la base { ¥ }iecym\(ye1 | Sur labase {Si}ie(cynxpx

2 |1 ¢(Ey) ¢ (Sagz1)

3 1 <(Ey3) <(Sm(2)ml)

4 10

) 1 C(Eys) C(Sazﬁm)

6 |0

7 1 C(Elﬁ) <(Smgml)

8 |1 [C(E,0) C(Szpa2agat)

9 1 C(Eyg) <(Smgml)

10 1| C(2y,y7) C(Szpa2a0at)

1112 | ((By,), ((E,0) C(Sz102, )5 C(Sepa2apaanat)

12 2 C(Eygyls)v C(Eygy?) C(Sxoxla:ox?)a C(ngxlxoxT)
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Conclusion

La these utilise 1’outil combinatoire pour approcher certains problemes en théorie
des nombres. Notre contribution se situe dans les quelques résultats suivants :

Dans le chapitre 1, nous étudions systématiquement des déformations du produit de mé-
lange par ajoutant un terme de superposition paramétré. Ceci permet de construire une
structure d’algebre de Hopf de quasi-mélange g-déformée. Des bases duales (et en dua-
lité) sont également construites grace a des formules de calcul récursives, I’une suivant le
théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt a partir d’une base de I’algebre de Lie des éléments
primitifs et I’autre suivant le théoreme MRS (et qui en constitue une déformation a un pa-
rametre). Avec ces bases de transcendance indexées par les mots de Lyndon, nous avons
établi un systeme de coordonnées locales pour le groupe de Lie (de dimension infinie) des
séries de type groupe.

Dans le chapitre 2, comme vérification la structure de mélange ou de quasi-mélange,
les séries génératrices des polylogarithmes ou des sommes harmoniques sont des types
groupe pour les coproduits A, et A, respectivement. Ceci nous permet de représenter
ces séries en factorisations infini associées des mots de Lyndon. Nous avons effectué
déterminer les développements asymptotiques de ces sommes harmoniques sur I’échelle
des {N-tlog(N)7}; jew grice a la série génératrice et a la formule d’Euler Maclaurin.

Comme les polyzétas apparaient dans les développements asymptotiques des polyloga-
rithmes et des sommes harmoniques, nous établissons 1’équation du pont des polyzétas
reliant entre deux structures d’algébriques de mélange et de quasi-mélange. De cette fa-
con, nous identifions les relations polynomiales des polyzétas indexées par les mots de
Lyndon. Ces résultats donnent les relations polynomiales entre polyzétas qui donnent les
éléments irréductibles et les éléments de la base, par poids, des polyzétas jusqu’au poids
12 qui vérifie encore la conjecture des dimensions de Zagier sur les polyzétas.

Par ailleurs, pour accompagner cette étude théorique, nous avons écrit un package en
Maple qui implante les algorithmes et permet de calculer des exemples de la these. Ce
package est un outil effectif pour nos recherches en combinatoire.

Concernant ces recherches, plusieurs questions restent en suspens.

1. L’équation du pont peut-elle donner toutes les relations entre polyzétas ?
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2. En suivant les formules de relations entre polyzétas données dans les propositions
3.7, 3.8, peut-on montrer la conjecture des dimensions de Zagier ?

3. Peut-on déterminer completement les développements des polylogarithmes et des
sommes harmoniques ?
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4.1. Annexe A : Séries doubles, graphes, convolution et
limites
Les sommes et produits infinis de séries s’emploient couramment en informatique

théorique [Ber+85; Sch65 ; Lug99] et en combinatoire [Sch65 ; Reu93; Las90]. Nous
donnons ici les définitions utiles.
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4.1.1. Séries et polynomes

Définition 4.1. Soit M un monoide et R un ensemble de coefficients (anneau, semi-
anneau ou corps, commutatifs ou non). On notera R{{M)) ~ RM, ’ensemble des fonctions
de M dans R (séries) et R[M] = R(M) = R™), I’ensemble des fonctions 2 support fini
(polyndmes) !. On a alors un produit scalaire ? (“pairing” en anglais) R{(M)) ® g R(M) —
R donné par

(SIPy= > (S|mNP|m) (4.1)

meM

ol, pour une série T', (T | m) désigne T'(m), appelé coefficient de m dans T'.

On dira qu’une famille (S;);c; est sommable [Reu93] si, pour tout w, 1’application
i = (S; | w) est a support fini. En ce cas, sa somme est la série T' € R{{M)) telle que, pour
tout w

(T w)=>(S; | w) 4.2)

iel
Remarque(s). On remarque que, pour toute série S € R{(M)), la famille ((S' | m)m).menr
est sommable, c¢’est ce qui justifie la notation

S= Y (S|m)m

meM

4.1.2. Séries doubles et calculs sur les graphes

Soient X, Y deux alphabets. Les séries doubles sont les séries sur le monoide X* x
Y*. Une telle série s’écrit 3

T= > (T|uev)uedu. (4.3)
(u,w)eX*xY*
Comme 1’application canonique (u,v) » R(X) ®r R(Y) est injective, on notera ce
monoide indifféremment X* x Y* ou X* ® Y*. Ces séries s’écrivent donc
T= > (T|luev)uewv. (4.4)

u,veX*

1. Le méme polymorphisme existe aussi dans le monde commutatif puisque R[Z] désigne tout a la
fois I’espace des polyndmes d’alphabet Z et, si Z est un monoide, son algebre et, si Z est un élément, une
extension.

2. Le produit tensoriel de deux modules sur un semi-anneau a été résolu par D. Krob [Kro00 ; Kro91].
Les semi-anneaux ne permettant plus d’utiliser la soustraction (les modules sont des monoides additifs),
la construction repose que la notion de congruence. Cette construction permet, par exemple de montrer
que les séries rationnelles sont stables par produit de Hadamard, de shuffle et d’infiltration et de construire
automatiquement leurs automates.

3. Ceci, a cause de I'isomorphisme R(X) ®r R(Y) - R(X™* x Y*) qui identifie la base {u ®
U} (u,w)ex*xy+ avec la base {(u,v)}(y,v)ex*xy+ (comme dans le cas d’un monoide général, les éléments
sont identifiés a la fonction caractéristique du singleton associé).
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On définit un calcul avec les produits tensoriels complétés comme suit :
D’abord, si (.S;)ier; (T});es sont des familles sommables de polynomes, la famille double
(S ® T;) (i.j)erxs (qui est dans R(X) ® R(X)) est sommable et sa somme vérifie

Yo SieTi= > (OSi|uwd T |vjuew.
(irj)elxJ (uw)eX*xY* el jed
Elle ne dépend donc que des sommes ., S; et 3. ; Tj.
Ceci construit une correspondance

R{(X) ® R((X)) ~ R{(X" & X™)) (4.5)

que 1’on notera provisoirement ®.
A tout homomorphisme (linéaire) f € Homg(R(X), R{(Y'))), on peut faire correspondre
son graphe
L(f):= > uef(u). (4.6)
ueX*
Une telle application f admet un adjoint f¥ € Homg(R(Y'), R{(X))) (au sens des deux
produits scalaires canoniques) si

(V(u,v) e X* xY*)((f(u) [v)y =(u] f*(v))x) (4.7)
on a alors
ZX*u‘é’f(“) = Eyj fY(v)&v (4.8)

Exemple 4.1. Ceci permet de vérifier par exemple que mx et my sont adjoints I’'un de
I’autre.

Les graphes permettent un calcul particulierement simple sur les convolutions. On
rappelle qu’étant donnés

— Une cogebre (C, A)

— Une algebre (A, 1)
la convolution de deux éléments f,g € Hom(C, .A) se définit par

frg=po(feg)oA (4.9)

si I’algebre est associative avec unité (AAU) 1 4 et la cogebre est coassociative avec coii-
nité ec, alors Hom(C, A) est une AAU d’unité 1 40 ec. On a

I'(f+g)=T(f)el'(9) (4.10)
ou ® est la loi définie sur les séries doubles par [Reu93]

SeT= > (Slur@v)(T|us®va)(us LWug) ®vivs (4.11)

u;eX *veY*
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(on vérifie que la famille ci-dessus est bien sommable).
Ces opérations permettent de manipuler facilement le projecteur eulérien 7, et son adjoint
m, par

log(Dx)= > wem(w)= > m(w)ew (4.12)

weX* weX*

4.1.3. Limites

On peut donner le critere de convergence d’une suite généralisée * qui correspond a
la sommabilité définie plus haut (cf 4.1.1.). Soit (S, )aca une telle suite. Elle converge
vers T' (la limite se fait coefficient par coefficient ) lim, (S, ) = 7T ssi, pour tout w € X*,
on alim,((S, | w)) = (T | w).

Soit maintenant une famille F = (5;);c; (I est totalement ordonné) de séries. Pour tout
F = {iy <+ <i,} c I, on note

7 N
fT(F)ZHSZ:S“SZ 3 fi(F)ZHSZZSZnS“ (413)
el el
La famille (F,(F))pc,,,; forme une suite généralisée® et sa limite, si elle existe, est
notée
N
[]S: (4.14)
iel
Les produits infinis sont utilisés en Informatique Théorique pour le traitement des
algorithmes des factorisations et de leurs logarithmes (cf le théoreme de Schiitzenberger

[Sch65] sur les codes circulaires et son extension a d’autres monoides par J-G. Luque
[Luq99)).

Les notions développées ici peuvent €tre rapprochées de celle d’algebre topologique
([Rac00], Préliminaires) en effet, il s’agit ici d’une topologie faible (i.e. initiale), ’en-
semble des coefficients étant muni de la topologie discreéte. Avec la méme construction
(topologie faible i.e. convergence coefficient par coefficient), mais en conservant aux sca-
laires (R, C,H(£2)) leur topologie d’origine, on obtient la topologie de Treves [Tre67],
utile quand on veut faire varier continiment les coefficients dans la factorisation MRS.

Lorsque 1’alphabet est fini (comme ici Z = X qui a deux lettres) ou infini (comme ici
Z =Y qui est infini), on met un poids’ sur le monoide libre Z* (longueur dans le cas de

4. Une suite généralisée ou filet est une famille indexée a un ensemble ordonné filtrant supérieurement
(A, <). Cest adire tel que
(Vai,az € A)(38 e A)(a; < Bi=1,2)

5. Ici la limite est stationnaire
6. L’ensemble des parties finies de I est ordonné par inclusion
7. [Rac00] Definition 3.4 et suiv.
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X et poids dans le cas de Y) de facon que k(Z) ait pour complété k({7 )). Nous donnons
les définitions ci-dessous.

Définition 4.2 ([Rac00] def 3.4). Soit M un monoide. Un poids sur M est un morphisme
| ° | : M — IN.

Remarque(s). En particulier, si le monoide est libre (M = X*), les poids sur M sont en
bijection avec les distributions de poids sur X 1i.e. les applications X — IN (on prendra
garde qu’il peut y avoir des lettres de poids 0, comme dans 1’alphabet Yy = {yy } x>0 avec
Yk P k).

Un poids induit aussitot la partition M = u,0M,, du monoide avec M,, = {m ¢

M| |m| =n}, une graduation de R(M) et la filtration décroissante associée ([BouO7a], Ch
111))

R,(Z) = spanr(M,) ; Rsn{(Z)) = spang(UnsnM,) (4.15)

cette filtration forme un base de voisinages de zéro dans R,y {(Z)) et induit une structure
d’anneau topologique sur R{((Z)). Cette filtration est toujours séparée 8, mais les complé-
tés que 1’on obtient ne sont pas toujours les espaces de séries correspondants comme le
montre 1’exemple suivant.

Exemple 4.2. i) Si on munit Y* (Y = {yy }x»1) du poids usuel (yx) = k, on a

RV} = R(Y)) (4.16)
ii) Avec la longueur usuelle | e |, on a seulement
R = (Se RV (e W)( T (S|wwe RY)}  @17)
|w|=n

en particulier, la somme des lettres n’est plus dans le complété et on ne peut pas traiter
correctement les éléments de type groupe comme g = 1+ Y, yn € R{(Y0)).

Remarque(s). 1) La notion de sommabilité développée dans [Reu93] correspond, pour un
alphabet Z et son espace de séries R{(Z)), au systeéme de voisinages de zéro

Rul(Z) = {S € RUZ) | (Yw e 2) (3 € Z)(ul, < a(x)) = (S [w) =0}  (4.18)

avec a € IN(Y), Cette topologie coincide avec celle donnée par la longueur ordinaire
lorsque I’alphabet est fini et est différente dans le cas d’un alphabet infini (voir I’exemple
ci-dessus).

ii) Dans le cas ou R n’est pas un anneau, la construction ci-dessus n’est plus valable, c’est
pourquoi, en Informatique Théorique, la notion de sommabilité est définie indépendam-
ment de celle de voisinages de zéro. Elle correspond a la topologie produit R((M)) ~ RM
(R est alors muni de la topologie discrete).

8. Et munit donc R{Z) d’une structure d’anneau topologique ([Bou07c] Ch III §6.3), ce qui permet
d’écrire les limites avec des égalités.
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4.1.4. Partitionnement des indices

Soit I = Uje;1; une partition de I et (S;);c; une famille de séries (dans R{(X))). Pour
que (.S;)ies soit sommable il faut et il suffit que

1. pour tout j € J (S;)icr; soit sommable
2. la famille ( il Si) soit sommable
J jed
dans ce cas

Y(Xs)=25 (4.19)

jed el i€l

De méme pour les produits infinis, si la partition I = Ujc;/; correspond a une somme
ordinale, on a :
Pour que (.S;);c; soit multipliable il faut et il suffit que

1. pour tout j € J (S;)cr, soit multipliable

2. la famille (15, S;) soit multipliable
J

je

dans ce cas
N N N
[1(T1s:)=TI5: (4.20)
jeJ ielj iel

4.1.5. Factorisation des produits infinis et des caracteéres

Pour pouvoir appliquer les caractéres a la factorisation MRS des séries diagonales
Dx; Dy, on construit les sous algébres [so(R, X) (resp. Iso(R,Y)) de R{X* ® X*)
(resp. R(Y* @ Y*)).

Soit U € R{(X)) un caractere de (R{X), LU, 1y+), on remarque que U ® Id est un mor-
phisme
(R(X), W, 1x+) ® (R(X),conc,1x+) - (R(X), conc,1x+) 4.21)

(moyennant I’identification usuelle R ® g R(X) ~ R(X)) et on souhaite I’appliquer a la
factorisation MRS.

Malheureusement, ce morphisme n’est pas continu en général : si, par exemple, [
est un mot de Lyndon pour lequel (U | I} = 1, alors (U ® Id) envoie constamment la
suite /""" ® 1y~ (qui tend vers zero) sur 1x+. On remarque toutefois que Dx et toutes ses
métamorphoses usuelles (i.e. les facteurs de la factorisation MRS) vivent dans 1’adhérence
de la sous ®-algebre

Iso(R,X)={T e R(X*® X™) | supp(T) c Isomon(X)} (4.22)
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ou Isomon(X) est le sous monoide de X* ® X * défini par

Isomon(X) ={u®v]| |u| = |v]} (4.23)

On vérifie que, pour tout caractere U de (R(X),w, 1x+), le morphisme (4.21) est
continu sur /so( R, X'), que I’adhérence de Iso(R, X) est

Iso(R,X)={T e R{X*® X*)) | supp(T) c Isomon(X)} . (4.24)

et que Dx ainsi que tous les facteurs de MRS sont bien dans Tso( R, X). Par suite

U= Y (U|w)w=U&Id(Dx) = ﬁ elUlSu b (4.25)

weX* leLyn(X)

Ces constructions s’adaptent a R{(Y)), pour le stuffle, en remplacant la longueur par
le poids.

4.1.6. Développements asymptotiques

Nous n’utiliserons que trois systemes de voisinages (ou plutdt de parties) parmi les-
quels
— soit les voisinages de I’infini dans IN

Vn={nelN|n>N}=[N,+oo[n (4.26)
— soit les voisinages fendus de 0
Wr={z[[z] <R,z ¢] - 00,0[}o<ra (4.27)

Ces systemes de parties (notés B) possedent en commun les propriétés suivantes
l. g#BcC

2. 0¢B

3. (VU,VeB) (AW eB)Y (W cUNV)

autrement dit, 5 est une base de filtre dans C [BouO7b; Den+11 ; E R91 ; Die80].
Nous noterons F(B,C) I’ensemble des fonctions a valeurs complexes dont le
domaine de définition contient un élément de B et suivrons [BouO7b; E R91;
Die80]° pour poser la définition suivante adaptée a notre contexte '°.

9. Sans la multiplicativité de [Die80] dans un premier temps.
10. Ces théories ont des points de contact avec [Hoe97 ; Hoe(06]
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Voisinages de ‘ Base ‘ Fonctions
+00 {[B, +oo[w}Ben., (log"(N) N1 .y ez
” {[B, +oo[w} pew,, (HY(V) N7 (kyeze
(Br(l) N Q)0<r<1 =
1 {zeC | [z-1<retz¢[l,+oo[} | (log(1-2)*(1-2)") (ke

TABLE 4.1 — Test Table

Définition 4.3. Soit I une base de filtre sur C. On appellera échelle de compa-
raison (relative a B) un ensemble £ de fonctions telles que

l. feE= feF(B,C)etf#0

2. & est totalement ordonnée par la relation

(f<g)<= (3D eB)(3c e CP)(limpe(z) =0et f =, c9)  (4.28)
Remarque(s). Larelation f < g se note aussi f = 0,(¢) (ol s est un indice visant
a distinguer ces fonctions lors du calcul).

Dans ce mémoire, nous utilisons les échelles de comparaison suivantes

Définition 4.4. Soit f une fonction a valeurs complexes telle que Dom(f) 2 D €
B. On appelle développement asymptotique de f, selon £ et a la précision ¢, une
expression (si elle existe)

f=x (D] ag9)+o0s(p) (4.29)

g=p

ou X € B; g e& et (ay)gee: g, €St a support fini.

Par abus de langage, une telle expression sera souvent notée avec 1’égalité

f=() ag9)+o0s() (4.30)

gzp

étant convenu que la restriction se fait sur I’intersection des domaines des fonc-
tions en présence ou méme un domaine plus petit, mais dans B (par exemple si
on a 2 manipuler plusieurs développements asymptotiques).

Cette définition induit les propriétés usuelles (unicité, troncature).

On utilisera plusieurs fois le lemme suivant

Lemme 1. Soit £, une échelle de comparaison (strictement) dominée par 1 x
pour un certain X € B et u e F(B,C) tel que u > 1x et v = 0,(u™) pour tout n
etve &, alors

1. {u"},50 U E™ = & est une échelle de comparaison
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2. Soit A(E) I’ensemble des f € F(B,C) qui admettent un développement de la

forme
f=P(u)+0sv) (4.31)

pour une certaine v € €.

Alors f — P induit un caractere'! de A(E)|Roo @ valeurs dans C[ X ].

| £ | u ]
(logk(N) N0, 151 log(N)
(HF(N) Nk, 121 HY(N)
(log(1 = 2)* (1= 2) )z, 151 | log(1 = 2)

TABLE 4.2 — Installation du lemme.

11. Larelation R est celle de la construction des germes [BouO7b; Den+11; E R91].
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4.2. Annexe B : Programme en Maple

Nous allons introduire ici quelque procédures en Maple dans notre package qui a
étre utilisé dans le calcul de I’algebre de quasi-mélange ¢-déformé et affichant toutes les
exemples dans la thése. Grace aux algorithmes dans la theése, le package est programmé
pour représenter structure des polyzétas et déterminer les développements asymptotiques
des sommes harmoniques.

Dans ce package, on peut définir un certain alphabet dont les lettres associant aux
nombres totalement ordonnés. Il est une extension du package préexistant StringTools de
Maple.

Les notations dans les programmes :
1. X : nom d’un alphabet qu’on veut utiliser.

2. Z : I’ordre des indices associées aux lettres de I’alphabet.

4.2.1. Calculs sur des mots

Ce programme décompose un mot a la forme de produit décroissant des mots de
Lyndon (par la théoreme de Chen-Fox-Lyndon [Che+58]) :

LyndonFact:=proc(wordl, Z)
local indice, res;
option remember;

res := map(element -> [element], [op(wordl)]);
indice := nops(res) - 1;
while evalb (0 < indice) do
while evalb(indice < nops(res)) and [lessLex] (
op(indice, res), op(indice + 1, res), Z) do
res := [op(l .. indice - 1, res),
[op(op(indice, res)), op(op(indice + 1, res))],
op(indice + 2 .. nops(res), res)];
if indice < nops(res) - 1 then indice := indice + 1
end if
end do;
indice := indice - 1
end do;

op (0, wordl) [op(res)]
end proc;

Ce programme détermine la factorisation standard d’'un mot de Lyndon (défini dans
le paragraphe 1.1.2.) :
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StandFact := proc (Lyndonword, Z)
local indice, res,i,temp,X;
option remember;

X:=o0p (0, Lyndonword) ;

res := [op(Lyndonword)]; indice := nops(res)-1;
while evalb(l < indice) do
while evalb(indice < nops(res)) and
[lessLex] (X[op (op (indice, res))], X[op(op(indice+1,
res))]l, 2)
do
res := [op(l .. indice-1, res), [op(op(indice, res)),
op (op(indice+l, res))], op(indice+2 .. nops(res), res)];
indice := indice+l
end do;
indice := indice-1
end do;
if nops(res)=1 then res:=X[[op(Lyndonword) ]]
else
temp:=[op(op (1, res))];
for i from 2 to nops(res)-1 do
temp:=[op (temp),op(op (i, res))] end do;
temp:=[[op (temp) ], [op (op (nops (res),res))]];
res:=op (0, Lyndonword) [op (temp) ] ;
end 1if;
res;
end proc;

4.2.2. Calculs dans I’algebre de quasi-mélange ¢-déformé

Ce programme détermine le produit de quasi-mélange g-déformé, w ,, de deux po-
lyndmes.

g_StuffleProduct:=proc(polyl, poly2, g, X, length)
local res, indicel, indice2, polyl_e, poly2_e, lenpl, lenp2,
Lpl, Lp2, mn;
polyl_e := expand(polyl);
poly2_e := expand(poly?2);
if nargs 4 then
[x_poly_stuffle_qg] (polyl_e, poly2_e, q,X)
elif 4 < nargs then
lenpl := min([xdegree] (polyl_e, X), length);
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Lpl := map((listl, X, poll) ->
[homogeneousPart] (poll, X, listl),
[Y$Y(0 .. lenpl)], X, polyl_e);
lenp2 := min([xdegree] (poly2_e, X), length);
Lp2 := map((listl, X, poll) -—>
[homogeneousPart] (poll, X, listl),
[Y$Y(0 .. lenp2)], X, poly2_e);
res := 0;
for indicel to lenpl + 1 do
mn := min(lenp2 + 1, length + 2 - indicel);
for indice2 to mn do res := res +
[x_poly_stuffle_ ¢g] (Lpllindicel],
Lp2[indice2],q, X)
end do
end do;
res
end if
end proc;

Ce programme détermine le produit de concaténation de deux polyndmes.

ConcaProduct:=proc(polyl, poly2,length)
local res, indicel, indice2, polyl_e, poly2_e, lenpl, lenp2,X,
Lpl, Lp2, mn;
polyl_e := expand(polyl);
poly2_e expand (poly?2);
if type(polyl, ‘+') then X:=op(0,0p(l,polyl)) else
X:=op(0,polyl) end if;
if nargs = 2 then
[poly_cat] (polyl_e, poly2_e,X)
elif 2 < nargs then
lenpl := min([xdegree] (polyl_e, X), length);
Lpl := map((listl, X, poll) -—>
[homogeneousPart] (poll, X, listl),
[Y$Y(0 .. lenpl)], X, polyl_e);
lenp2 := min([xdegree] (poly2_e, X), length);
Lp2 := map((listl, X, poll) ->
[homogeneousPart] (poll, X, listl),
[Y$Y(0 .. lenp2)], X, poly2_e);
res := 0;
for indicel to lenpl + 1 do
mn := min(lenp2 + 1, length + 2 - indicel);
for indice2 to mn do res := res +
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[poly_cat] (Lpl[indicel],
Lp2[indice2], X)
end do
end do;
res
end if
end proc;

Ce programme détermine le coproduit, la loi duale de produit w ,, de deux poly-
nomes.

DeltaStuffle_g:=proc(poly,q)
local Deltaletter,res, j,list,temp,DeltaWord, coeff,word,deltalet;
res:=0;
if type(poly, ‘+') then list:=convert (poly,list) else
list:=[poly]
end 1f;
for temp in list do
DeltaWord:=L[]*R[];

coeff:=1;
if type(temp, ‘x') then
for j to nops(temp)-1 do coeff := coeffxop(j,temp) end do;
word:=op (nops (temp) , temp) ;
else
word:=temp;
end 1if;

for j to nops(word) do
deltalet:=[Deltaletter] (Y[op(j,word)],q);
DeltaWord:=[ProductTensorPoly] (DeltaWord,deltalet);

end do;
res:=restcoeff«xDeltaWord;

end do;

res;

end proc;

Ce programme détermine le coproduit, la loi duale de produit de concaténation, de
deux polyndmes.

DeltaConca:=proc (poly)
local temp, coeff,word,n,i, res;
if type(poly, ‘+') then map (procname, poly)
else
if type(poly, fraction) or type(poly,integer) then res:=poly
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else
temp := [mono_decompose] (poly,Y);
coeff:= op(l, temp);
word:= op (2, temp);
n:=nops (word) ;
res:=L[]*R[op(word) ]+L[op (word) ]*R[];
1if n<>0 then
for i to n-1 do
res:=res+L[op(l..i,word)]*R[op(i+l..n,word)]
end do
end 1if;
res:=coeffxres;
end 1f;
end 1if;
end proc;
4.2.3. Calculs sur les bases en dualité
Ce programme calcule 7, (défini dans (1.56)) d’une lettre :
Compute_pil:=proc(letter)
local j,1,index,poly,k,Try;
Try:=proc (1)
local i,m, temp;
if j=1 then poly:=op (0, letter) [k]
else
temp:=k-sum(op (m, index),m=1..1-1);
if 1=9 and temp>0 then if type(]j,even) then
poly:=poly-1/j*xY[op(l..1-1,index),temp] else
poly:=poly+1/j*op (0, letter) [op(l..1-1,index),temp] end if

else
for i to k—-j+1 do
if 1=1 then index:=[1]
else if temp>0 then
index:=[op(l..1-1,index),1i];
else break

end if
end 1if;
Try (1+1);
end do
end if

end 1if
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end proc;
k:=op (letter);
poly=NULL;
for j to k do Try(l) end do;
poly;
end proc;

Ce programme détermine d’un élément de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt,
{T1,, }wey+, associé au mot entrée :

PiOfWord:= proc (word, Z,q)

local res,LyndonFactor,i, temp, X;
X:=o0p (0,word) ;
LyndonFactor:=[LyndonFact] (word, Z) ;
res:=[op (LyndonFactor) ];
temp:=1;
for i to nops(res) do

temp := [ConcaProduct] (temp, [PLynwordStuff_g] (X[op (op (i,
res))1,X, 72,9))

end do

end proc;

Ce programme détermine d’un élément de la base duale, {¥,, },ecy+, associé au mot
entrée :

SigmaOfWord:=proc (word, Z, q)
local LyndonWord, L, T, k, s,1l,index,res,Lyndonfactor, temp,M,
i, poly,tautology, 3j,factor,X;
X:=op (0,word);
Lyndonfactor:=[LyndonFact] (word, Z) ;
res:=[op (Lyndonfactor) ];
temp:=1;
for i to nops(res) do
poly:=0; LyndonWord:=X[op (op (i, res))];
L:=ListOfStandarSequences (LyndonWord, X, Z) ;
for T in L do
j:=1;
while j<=nops(T) and nops(op(j,T))=1 do
k:=j+1;index:=[];
while k<=nops(T) do
if k<nops(T) and
greatLex (X[op(op (k+1,T))],X[op(op(k,T))],Z) then
break
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else
index:=[op(index),op(op(k,T))1;
k:=k+1;
end 1if;
end do;
if k > nops(T) then
s:=0; for 1 to j do s:=stop(op(l,T)) end do;
if nops(index)>0 then
poly:=poly+ (q"(J-1)/(J!))~
ConcaProduct (X[s],procname (X[op (index)]1,Z,q))
else
poly:=poly+ (g~ (3-1)/(3!))* X[s]
end if;
end if;
j:=3+1;
end do;
end do;
if poly <>0 then temp:=[g_StuffleProduct] (temp,poly,q,X)end
if;
end doj;
temp/ ([TautologicNumber] (Lyndonfactor));
end proc;

Ce programme représente un polyndme sur la base {I1,, } ey~ :

ExpressByPi:=proc (polynom, Z)

local res, poly,temp,word,n, List, mono,i,alpha;
poly:=polynom;
if type(poly, ‘+') then temp:=op(l,poly) else temp:=poly end

if;
mono:=[mono_decompose] (temp, Y) ;
word:=op (2, mono) ;
n:=0;
for i to nops(word) do n:=nt+op(i,word) end do;
List:=[[ListOfWeight] (Y,n)];
for temp in List do alphalop(temp)]:=0 end do;
for temp in List do

i:=1;

if type(poly, ‘+') then
n:=nops (poly) ;
mono:=[mono_decompose] (op (1,poly),Y);
else
n:=1;
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mono:=[mono_decompose] (poly,Y)
end 1f;
word:=op (2, mono) ;
while temp <> word and i<=n do

i:=1i+1;
if i<=n then mono:=[mono_decompose] (op(i,poly),¥Y);
word:=op (2, mono); end if;
end do;
if i<=n then
alphalop(word) ] :=alphalop(word) ]+op (1, mono);
poly:=poly-alphalop (word) ] [PBWL_wordStuff] (word, Y, Z);
end 1f;
end do;
res:=0;

for temp in List do
res:=restalphalop (temp) ] *Pi[op (temp) ]
end do;
res;
end proc;

Ce programme représente un polyndéme sur la base {¥,, } ey

ExpressBySigma:=proc (polynom)
local res, poly,temp,word,n, ListInc, ListDec,
mono, i,beta, Z, fac, tauto, sig;
poly:=polynom;
if type(poly, *+') then temp:=op(l,poly) else temp:=poly end
if;
mono:=[mono_decompose] (temp, Y) ;
word:=op (2, mono) ;

n:=0;
for i to nops(word) do n:=n+op(i,word) end do;
Z:=[seqg(i,i=n..1,-1)1;
ListInc:=[[ListOfWeight] (Y,n)];
ListDec:=[seg(op(i,ListInc),i=nops(ListInc)..1,-1)];
for temp in ListDec do beta[op(temp)]:=0 end do;
for temp in ListDec do

i:=1;

if type(poly, ‘+') then
n:=nops (poly);
mono:=[mono_decompose] (op (1,poly),Y);
else
n:=1;
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mono:=[mono_decompose] (poly,Y)
end 1f;
word:=op (2, mono) ;
while temp <> word and i<=n do
i:=1i+1;
if i<=n then mono:=[mono_decompose] (op(i,poly),Y¥Y);
word:=op (2, mono); end if;

end do;
if i<=n then
betal[op (word) ] :=beta[op (word) ]+op (1, mono) ;
poly:=poly-betalop (word) ]+ [SigmaOfWord] (word, Z,1);
end 1f;
end do;
res:=0;

for temp in ListDec do
res:=res+beta[op (temp) ] *xSigma[op (temp) ]
end do;
res;
end proc;

4.2.4. Elimination structure des polyzétas

Les programmes dessous sont grace aux algorithmes 2 et 3 dans la these.

Ce programme détermine structure des polyzétas sur la base {X; }iezyny :

StructurePolyzetaOnSigma:=proc (order)
local res, temp,word,n, Z,ListInc, ListDec,
ListRelation, i, List, wordl, degree,zeta,setsolution, fact,
polyX,polyY, wordX,equa, ListSolution,
wordY, mono, beta, fac, tauto, sig;
for degree from 3 to order do
print (‘Polyzetas of weight', degree);
List:=[ListLengthIdentityBetweenZeta_X] (degree);
Z:=[seq(i,i=degree..1,-1)1;
ListInc:=NULL;
for temp in List do
ListInc:= ListInc, [pi_Y] (Y, temp)

end do;
ListInc:=[ListInc];
ListDec:=[seqg(op(i,ListInc),i=nops(ListInc)..1,-1)1;

ListSolution:=NULL;
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for temp in List do
if nops([LyndonFact] (temp, [0,1]))=1 then
wordY:=[pi_Y] (Y, temp) ;
if nops(wordY)>1 or (op(l,wordY) mod 2 =0) then
ListSolution:=ListSolution,wordY end if;
end 1f;
end doj;
ListSolution:=[ListSolution];
ListRelation:=NULL;
for wordl in List do
if op(l..2,wordl)<>(1,1) and op(l..2,wordl)<>(0,0) then
ListRelation:=ListRelation,wordl;
if op(l,wordl)=1 then
wordX:=X[op (2. .nops (wordl),wordl) ];
polyX:=[ShuffleProduct] (X[1],wordX, X);
polyY:=[pi_Y] (Y,polyX)-[g _StuffleProduct] (Y[1], [pi_Y] (Y,wordX),1,’
else
fact:= [StandFact] (wordl, [0,1]);
polyX:=1; polyY:=1;
for 1 to nops(fact) do
wordX:=X[op (op (i, fact))];
polyX:=[ShuffleProduct] (polyX,wordX, X) ;
polyY:=[qg StuffleProduct] (polyY, [pi_Y] (Y,wordX),1,Y);

end do;
polyY:=polyY-[pi_ Y] (Y, polyX);

end 1f;

if type(polyY, ‘+') then temp:=op(l,polyY) else temp:=polyY
end 1f;

mono:=[mono_decompose] (temp, Y) ;
word:=op (2, mono) ;
if nops(word)=1 then n:=op (word)

else

n:=0;

for i to nops(word) do n:=n+ op(i,word) end do;
end 1f;
for temp in ListDec do betal[op(temp)]:=0 end do;

for temp in ListDec do
i:r=1;
if type(polyY, ‘+') then
n:=nops (polyY);
mono:=[mono_decompose] (op(l,polyY),Y);
else
n:=1;
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mono:=[mono_decompose] (polyY,Y)
end 1f;
word:=op (2, mono) ;
while temp <> word and i<=n do
i:=i+1;
if i<=n then mono:=[mono_decompose] (op (i, polyY),Y¥Y);
word:=op (2, mono); end if;

end do;
if i<=n then
betalop(word) ] :=betalop(word) ]+op(l,mono);
polyY:=polyY-beta[op (word) ] [SigmaOfWord] (word, Z,1);
end 1f;
end do;

equa[wordl] :=0;

for temp in ListDec do
fac:=[LyndonFact] (temp, Z2) ;
if op(fac)=1 then

equa[wordl] :=equa[wordl]+betalop (temp) ] xzeta[Sigma[op (temp)]];
else

tauto:=[TautologicNumber] (fac);

sig:=1;

for i to nops(fac) do
sig:=sigxzeta[Sigmalop (op (i, fac))1];
end do;
equa [wordl] :=equa[wordl]+1l/tauto+betalop (temp) ] *sig;
end if;
end doj;
end 1f;
end doj;
setsolution:=eliminate({seqg(equal[wordl],wordl in
ListRelation) }, {seqg(zeta[Sigma[op (wordY)]],wordY in
ListSolution)});
setsolution:=(op (1, setsolution));
for temp in setsolution do
zetalop (op(l,temp))]:=op (2, temp)
end doj;
print (setsolution);
end do;
end proc;

Ce programme détermine structure des polyzétas sur la base {5 }iecynx :

StructurePolyzetaOnS:=proc (order)
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local res, polyX,polyY,temp,word,n, Z,ListInc, ListDec,
mono, i, beta, tauto, sig, LHS, List,wordl, wordX, wordY, degree, zeta, Listeqgs,
ListSolution, setsolution, lyndonfac, standafac, polyirr;
zeta[S[1]]1:=0; zeta[S[0]]:=0;
for degree from 3 to order do
print (‘Polyzetas of weight', degree);
Z:=[seqg(i,i=degree..1,-1)1;
ListInc:=[[ListLengthIdentityBetweenZeta_X] (degree)];
ListDec:=[seqg(op(i,ListInc),i=nops (ListInc)..1,-1)1];
Listegs:=NULL; ListSolution:=NULL;
for wordl in ListDec do
lyndonfac:=[LyndonFact] (wordl, [0,1]);
if nops(lyndonfac)=1 then
wordY:=[pi_Y] (Y,wordl);
standafac:=[StandFact] (wordY, Z) ;
if nops(standafac)<>1 then
ListSolution:=ListSolution,wordl;
polyX:=[ShuffleProduct] ([pi_X] (Y[op(op(1l,standafac))]), [pi_X] (Y[c
polyY:=[g_StuffleProduct] (Y[op(op(l,standafac))],
Y[op(op (2,standafac))],1,Y);
polyX:=polyX-[pi_X] (polyY);
else
if type (op (op(standafac)),even) then
ListSolution:=ListSolution,wordl end if;
next;
end 1f;
elif op(l,wordl)=1 then
wordX:=X[op (2. .nops (wordl),wordl)];
polyX:=[ShuffleProduct] (X[1],wordX,X);
polyY:=[qg StuffleProduct] (Y[1], [pi_Y] (Y,wordX),1,Y);
polyX:=polyX-[pi_X] (polyY);
else
polyX:=SigmaOfWord(wordl, [0,1],0);
polyY:=SigmaOfWord([pi_Y] (Y,wordl),Z,1);
polyX:=polyX-[pi_X] (polyY);
end if;

if type(polyX, ‘+') then temp:=op(l,polyX) else temp:=polyX

end 1f;
mono :=[mono_decompose] (temp, X) ;
word:=op (2, mono) ;
for temp in ListDec do betalop(temp)]:=0 end do;

for temp in ListDec do
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i:=1;
if type(polyX, ‘+') then
n:=nops (polyX);
mono:=[mono_decompose] (op(1l,polyX),X);
else
n:=1;
mono:=[mono_decompose] (polyX, X)
end 1f;
word:=op (2, mono) ;
while temp <> word and i<=n do
i:=1i+1;
if i<=n then mono:=[mono_decompose] (op (i, polyX), X);
word:=op (2,mono); end if;

end doj;
if i<=n then
beta[op (word) ] :=beta[op (word) ]+op (1, mono) ;
polyX:=polyX-betal[op (word) ] [SigmaOfWord] (word, [0,1],0);
end if;
end do;
res[op (wordl) ] :=0;

for temp in ListDec do
lyndonfac:=[LyndonFact] (temp, [0,1]);
if nops(lyndonfac)=1 then

res[op (wordl) ] :=res[op (wordl) ]tbeta[op (temp) ] xzeta[S[op (op (lyndonfac))]],
else

tauto:=[TautologicNumber] (lyndonfac) ;

sig:=1;

for i to nops(lyndonfac) do
sig:=sig*zeta[S[op (op (i, lyndonfac))]]

end do;
res[op (wordl) ] :=res[op(wordl) ]+1/tautorbetalop (temp) ] *xsig;
end if;
end do;
if res[op(wordl)]<>0 then Listegs:=Listeqgs,wordl end if;
end do;
setsolution:=eliminate({seq(res[op(wordl)],wordl in
[Listegs]) }, {seg(zeta[S[op (wordX)]],wordX in
[ListSolution]) });
setsolution:=(op(l,setsolution));
for temp in setsolution do
zetalop (op(l,temp))]:=op(2,temp)
end doj;

print (setsolution);
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end do;
end proc;

4.2.5. Développement asymptotique des sommes harmoniques

Les programmes dessous sont grice a 1’algorithme 4 dans la these.

AsymptExpansionH_Sigma:=proc(n, p)
local Listword,Liststand,word,Z,H,
index, s, j, k,Lyndonfactor, T, 1, m;

H[Sigma[2]] :=asympt (sum(1l/k*2,k=1..N),N,p)-Zeta(2)+zeta[Sigmal[2]];
H[Sigma[l]]:=asympt (sum(1l/k,k=1..N),N,p);
Z:=[seqg(i,i=n..1,-1)]:

Listword:=QuasiShuffleAlgebra[ListOfWeight] (Y, n) :
for word in Listword do
s:=op (word) :
Lyndonfactor:=QuasiShuffleAlgebra[LyndonFact] (word, Z) :
if nops(word)=1 then
H[Sigma[s]]:=asympt (sum(1l/k”*s,k=1..N),N,p)-Zeta(s)+zeta[Sigmal[s]];
print (‘H[Sigmals]]=", H[Sigmals]l]);
elif nops(Lyndonfactor)=1 then
H[Sigmal[s]]:=0:
Liststand:=ListOfStandarSequences(word, Y, Z);
for T in Liststand do
j:=1;
while j<=nops(T) and nops(op(j,T))=1 do
k:=j+1;index:=[];
while k<=nops(T) do
if k<nops(T) and
greatlLex (Y[op(op(k+1l,T))],Y[op(op(k,T))],Z) then
break
else
index:=[op (index),op(op(k,T))1;
k:=k+1;
end if;
end do;
if k > nops(T) then
m:=0; for 1 to j do m:=m+top(op(l,T)) end do;
if nops(index)>0 then
H[Sigmal[s]]:=H[Sigmal[s]]+ (1/(3!)) =
asympt (H[Sigma[m]] » H[Sigmalop(index)]1],N,p)
else
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H[Sigma[s]]:=H[Sigma[s]]+ (1/(3j!))*H[Sigma[m]]
end 1if;
end if;
j:=3+1;
end doj;
end doj;
print ("H[Sigma[s]]=", asympt (H[Sigmals]],N,p));
else
H[Sigmal[s]]:=1:
for T in Lyndonfactor do
H[Sigma[s]]:=asympt (H[Sigma[s]]*«H[Sigmalop(T)1],N,p)
end doj;
H[Sigmal[s]]:=H[Sigma[s]]/ (QuasiShuffleAlgebra[TautologicNumber] (Lyndonfactor))
print ("H",s, H[Sigmals]]);
end 1f;
end doj;

end proc;
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