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Développement asymptotique des sommes harmoniques

Résumé. En abordant les nombres spéciaux comme les sommes harmoniques ou les po-
lyzêtas sous leur aspect combinatoire, nous introduisons d’abord la définition d’un produit
entre mots, dit produit de quasi-mélange q-déformé, une généralisation des produits de
mélange et de quasi-mélange, ce qui nous permet de construire des structures complètes
d’algèbre de Hopf en dualité. En même temps, nous construisons des bases en dualité,
contenant des bases de transcendance associées aux mots de Lyndon, et des formules ex-
plicites sur lesquelles les sommes harmoniques, les polyzêtas ou les polylogarithmes sont
indexés et représentés par la factorisation de la série génératrice noncommutative diago-
nale. De cette façon, nous déterminons des développements asymptotiques des sommes
harmoniques, indexées par ces bases, grâce à leur série génératrice et à la formule d’Eu-
ler Maclaurin. Nous établissons également une équation de liaison sur les polyzêtas, qui
apparaissent comme les parties finies des développements asymptotiques des sommes
harmoniques et des polylogarithmes, reliant entre elles deux structures algébriques. En
identifiant les coordonnées locales de cette équation, nous trouvons des relations polyno-
miales homogènes, en poids, entre les polyzêtas. Pour accompagner cette étude théorique,
nous proposons des algorithmes et un package en Maple afin de calculer des bases, la
structure des polyzêtas et des développements asymptotiques des sommes harmoniques.

Asymptotic expansion of harmonic sums

Abstract. Approaching special numbers as harmonic sums or polyzetas (multiple zeta
values) in the spirit of combinatorics, we first focus on the study of algebraic structures
on words by introducing the definition of a product on words, called q-stuffle product, a
common generalisation of shuffle and quasi-shuffle products, which allows us to comple-
tely construct Hopf algebras in duality. Simutaneously, we establish recurrent formulas in
order to compute bases in duality, containing transcendence bases tied to Lyndon words
on which harmonic sums, the polyzetas and polylogarithms are indexed. We use them to
represent the factorization of a diagonal noncommutative generating series. In this res-
pect, we determine asymptotic expansions of harmonic sums thanks to their generating
series and to Euler Maclaurin formula. We also establish a bridge equation of polyzetas,
which appear as fini parts in asymptotic expansions of harmonic sums and of polyloga-
rithms, linking two algebraic structures. Through identification of local coordinates of this
equation, we can deduce homogenous, in weight, polynomial relations among polyzetas
indexed on the bases. We also give algorithms and a package in Maple which, in practice,
allowed us to find results and examples within this thesis.
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Introduction

Le N-ième nombre harmonique généralisé Hk(N) d’exposant k est la somme

Hk(N) = 1 + 1

2k
+ 1

3k
+ . . . + 1

Nk
= N∑

n=1

1

nk

qui est d’abord apparue dans les recherches de Leonhard Euler (1734) pour accélérer le
calcul de limites de séries lentement convergentes, et plus tard (indépendamment) par
Colin Maclaurin pour calculer des valeurs approchées d’intégrales. Ils ont déterminé les
développements asymptotiques 1

H1(N) =
N∑
n=1

1

n
= logN + γ − p

∑
n=1

Bn

n

1

Nn
+ o(∞)p+1 ( 1

Np
),

Hk(N) =
N∑
n=1

1

nk
= ζ(k) − p

∑
n=k−1

Bn−k+1

n − k + 1 (
n − 1
k − 1)

1

Nn
+ o(∞)p+1 ( 1

Np
),

où γ est la constante d’Euler-Mascheroni et les Bn désignent les nombres de Bernoulli.
Pour tout k > 1, cette suite converge vers la valeur en k de fonction zêta de Riemann

lim
N→∞

Hk(N) = ζ(k)
qui est la partie finie de son développement asymptotique. Il est maintenant classique
que les Hk(N) sont les sommes harmoniques sur un indice et que ces quantités peuvent
se généraliser comme suit. Pour toute composition d’entiers positifs s = (s1, . . . , sr), la
somme harmonique (multi-indice), Hs(N), est définie par

Hs(N) = ∑
N≥n1>...>nr≥1

1

ns1
1 . . . n

sr
r

.

Ces sommes sont encore convergentes, quand N tend vers l’infini, lorsque s1 > 1 et leurs
limites sont appelées polyzêtas [Car02] (“Multiple Zeta Values” en anglais [Zag94]) et
désignés par ζ(s),

ζ(s) ∶= ∑
n1>...>nr≥1

1

ns1
1 . . . n

sr
r

= lim
N→∞

Hs(N). (0.1)

1. o
(∞)
p+1 désigne petit o à l’infini.
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La recherche des relations entre ces nombres ou également la détermination de leurs déve-
loppements asymptotiques sont des problèmes que mathématiciens et physiciens peuvent
(et doivent) poursuivre. En effet, les polylogarithmes et les polyzêtas interviennent, de
plus en plus aujourd’hui en combinatoire analytique [Reu93 ; Min07b ; Min98], en théo-
rie quantique des champs [Dri89 ; Dri90 ; Le+96] et en théorie des nombres [Zag94].
Pour établir des identités non triviales entre ces fonctions, on pouvait compter sur les ap-
proches basées sur le calcul en haute performance sur les super calculateurs proposées
par les physiciens comme D. Broadhurst menées avec l’équipe de très grande compé-
tence et capacité au Centre for Experimental and Constructive Mathematics à Vancouver
par J. Borwein (approche qui donne uniquement des quasi-certitudes) [Bor+97] et celles
basées sur le calcul par les intégrales de contour proposées par P. Flajolet et B. Salvy à
(approche exacte mais exigeant des choix convenables des noyaux d’intégration et don-
nant des relations entre les polyzêtas une par une) [Fla+98]. Notre approche préconisée
sur ces objets est très différente et originale par rapport aux approches précédemment
citées car elle cherche tout d’abord expliciter les structures algébriques (de Cauchy et
de Hadamard) des polylogarithmes qui sont isomorphes aux algèbres de mélange et de
quasi-mélange, pour spécialiser ensuite ces fonctions à des valeurs spéciales pour obte-
nir la double structure mélange des polyzêtas [Iha+06]. Elle est aussi puissamment effi-
cace car elle se base sur les séries génératrices non commutatives de ces sommes et les
bases algébriques en dualité en algèbres de Hopf combinatoires pour obtenir des algo-
rithmes performants et insolites établissant des équations fonctionnelles [G92], calculant
la monodromie [Min+00b], développant les comportements asymptotiques des polyloga-
rithmes [Min+99]. De même, il est proposé une méthode pour extraire des contre-termes
des sommes et des intégrales divergentes [Min13a ; Min13b]. De là, il est établit que la
renormalisation des polyzêtas divergentes peut être obtenue d’une part, par la prise des
termes constants des développements asymptotiques dans diverses échelles de comparai-
son, et d’autre part, par l’action du groupe de Galois différentiel des polylogarithmes sur
ces développements asymptotiques [Min+00b ; Min+99]. Cette même action permet éga-
lement de caractériser le groupe des éléments renormalisant des séries de Chen le long
des chemins d’intégration pris dans le plan complexe, doublement fendu aux singularités
des polylogarithmes. Par ailleurs, en écrivant la somme harmonique sous la forme

Hs(N) = ∑
N≥n1>...>nr≥1

1

ns1
1 . . . n

sr
r

= ∑
n1>...>nr≥1

1

ns1
1 . . . n

sr
r

− ∑
n1>...>nr>N

1

ns1
1 . . . n

sr
r

,

on peut voir que le polyzêta est la partie finie de Hs(N) dans son développement asymp-
totique sur l’échelle {N−i logj(N)}i,j∈N. De plus, les séries génératrices ordinaires, en la
variable z, des sommes harmoniques sont encore un objet de recherche très intéressant
[Min96 ; Min+00b ; Min+99] : elles donnent les fonctions polylogarithmes 2 (au facteur

2. Les fonctions polylogarithmes définies dans le disque unité ouvert du plan complexe pour tous

multi-indices des entiers positifs, s = (s1, . . . , sr), par Lis(z) ∶= ∑
n1>...>nr≥1

zn1

ns1
1 . . . nsr

r

, ∣z∣ < 1.
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1
1−z près) [Min96 ; Min+00c]. C’est-à-dire que, pour chaque composition s, on a

∑
N≥0

Hs(N)zN = 1

1 − z ∑
n1>...>nr≥1

zn1

ns1
1 . . . n

sr
r

= Lis(z)
1 − z . (0.2)

En ce qui concerne leurs relations, les polylogarithmes, sommes harmoniques et po-
lyzêtas sont toujours les objets de plusieurs travaux de recherche en théorie des nombres
et ils apparaissent dans de nombreux problèmes d’analyse combinatoire. La méthode que
nous utilisons dans cette thèse est essentiellement combinatoire. Elle utilise les repré-
sentations par factorisation des séries génératrices de ces nombres indexées grâce à une
structure algébrique construite à partir des mots [Cos+05a ; Min+00c]. La factorisation
de Mélançon-Reutenauer-Schützenberger (dit factorisation MRS) a été introduite dans
les articles [Sch59 ; Reu93]. Elle joue un rôle central dans la renormalisation des asso-
ciateurs [Rac00 ; Min13a ; Min13b]. On factorise des séries formelles en variables non-
commutatives [Ber+88] dont les coefficients forment des polynômes (indexés par des
multi-indices d’entiers positifs) des fonctions zêta de Riemann [Le+96 ; Zag94]. Ces co-
efficients vérifient des relations quadratiques [Car02] obtenues grâce aux mots de Lyndon
[Ber+85 ; Che+58 ; Lot83 ; Rad79]. De cette façon, on a obtenu des relations entre po-
lylogarithmes et, par conséquent, leur structure et leurs développements asymptotiques
[Min+99]. Suivant ces représentations, on peut déduire des développements asympto-
tiques des sommes harmoniques [Cos08].

D’autre part, on obtient une équation que nous appellerons ici “équation du pont” 3

parce qu’elle est un point de passage entre les groupes de Hausdorff du shuffle et du
stuffle. Cette équation permet de relier les algèbres de Cauchy et de Hadamard des fonc-
tions polynomiales qui est principalement une conséquence de l’isomorphisme entre
les structures algébriques de mélange et de quasi-mélange [Min03 ; Min04 ; Min96 ;
Min+00c ; Min+00b ; Cos08]. Ces deux structures admettent les mots de Lyndon comme
base de transcendance pure [Rad79].

Pour mieux comprendre ces mécanismes dans notre recherche, nous diviserons la
thèse en trois parties correspondant aux trois chapitres :

1. Tout d’abord, nous nous concentrerons sur l’étude des structures algébriques sur
les mots. Ceci nous permet de produire un système de coordonnées locales [Min13a ;
Min13b] pour le groupe de Lie (de dimension infinie) des séries de type groupe grâce à la
factorisation de la série diagonale en un produit infini indexé par les mêmes indices que
les bases de transcendance 4 (i.e. les mots de Lyndon). Ceci se fait grâce à la factorisation

3. Dans [Eca85], Jean Écalle a introduit également une équation du pont permettant d’effectuer une
dérivation étrangère sur les monôme résurgents. Cette dérivation agit comme un opérateur différentiel or-
dinaire. L’équation est appelée ainsi car elle jette un pont entre le calcul différentiel ordinaire et le calcul
différentiel étranger.

4. Pour une algèbre générale (commutative ou non), on appellera base de transcendance une base
ordonnée B = {bi}i∈I telle que {Bα}α∈N(I) soit une base linéaire de l’algèbre en question, voir [Kan14]
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MRS.

Nous compléterons notre recherche [Bui12 ; Bui+13a ; Bui+15b ; Bui+15a ;
Bui+16a ; Bui+13b ; Bui+15c ; Bui+16b] sur les structures algébriques construites avec
des mots par des notions utiles effectivement dans l’étude des nombres spéciaux et leurs
développements asymptotiques, comme les bases de transcendance (pures) sur lesquelles
ces nombres sont indexés. Dans le chapitre 1, en considérant l’alphabet Y = {yk}k∈N≥1
muni de l’ordre lexicographique y1 ≻ y2 ≻ . . ., nous allons introduire un produit, dit que
quasi-mélange q-déformé, désigné par q, où q appartient à une extension du corps des
nombres rationnels Q (une Q-algèbre). La définition du produit est présentée par récursion
[Bui12 ; Bui+13a], pour tous yk1, yk2 ∈ Y et u, v ∈ Y ∗,

u q1Y ∗ = 1Y ∗ qu = u,
yk1u qyk2v = yk1(u qyk2v) + yk2(yk1u qv) + qyk1+k2(u qv).

Ce produit est vraiment une extension du produit de mélange [Ree58] obtenu quand q
est égal à 0, le produit de quasi-mélange [Mal+95] (“stuffle product” en anglais) obtenu
quand q est égal à 1 ou le produit minus-shuffle [Cos+09] obtenu quand q est égal à −1.
Dans ce contexte, en considérant K = Q[q], extension du corps des nombres rationnels,
nous avons une structure d’algèbre (K⟨Y ⟩, q,AY ∗). Nous considérons également la loi
duale, désignée par ∆

q
, définie par

∆
q
∶K⟨Y ⟩ Ð→ K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩

w z→ ∑
u,v∈Y ∗

⟨w ∣ u qv⟩u⊗ v.
Cette loi peut également être déterminée comme morphisme du produit de concaténation
(et de concaténation double), défini sur les lettres par

∆
q
(yk) = yk ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ yk + q ∑

k1+k2=k

yk1 ⊗ yk2, ∀yk ∈ Y.

De plus, avec le produit de concaténation et son dual, nous obtenons deux structures
d’algèbre de Hopf de quasi-mélange

(K⟨Y ⟩, q,1Y ∗ ,∆conc, ε,S q)⇌ (K⟨Y ⟩, conc,1Y ∗,∆ q
, ε,Sconcq ),

où, les antipodes S q et Sconcq peuvent être calculées, pour tous les mots yk1 . . . ykm , par
(voir propositions 1.6, 1.42, et, por la définition de J , 1.37)

S q(yk1 . . . ykm) = (−1)m ∑
J∈Cm

J(ykm . . . yk1),
Sconcq (yk1 . . . ykm) = ∑

v∈J−1(ykm ...yk1)

(−1)∣v∣v.
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Par ailleurs, nous allons encore construire des formules pour les bases en dualité.
D’abord, nous construisons une base pour le module des éléments primitifs, désigné par
Prim(K⟨Y ⟩), qui sont des polynômes P ∈K⟨Y ⟩, solutions de l’équation

∆
q
(P ) = P ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ P.

Dans ce contexte, nous proposons une paire d’opérateurs adjoints 5, π1 et π∗1 , définis par

π1(w) ∶ = ∑
k≥1

(−1)k−1
k

∑
w1,...,wk∈Y +

⟨w∣w1 q . . . qwk⟩w1 . . . wk,

π∗1(w) ∶ = ∑
k≥1

(−1)k−1
k

∑
w1,...,wk∈Y +

⟨w∣w1 . . . wk⟩w1 q . . . qwk.

En particulier,

π1(yk) = yk +∑
i≥2

(−q)i−1
i

∑
k1+...+ki=k

yk1 . . . yki,

π∗1(yk) = yk.

Il est facile de déterminer les motsw1, . . . ,wk qui interviennent dans la formule de π∗1(w).
Pour π1, nous proposons une formule comme suit : pour tout w = yn1

. . . ynm
∈ Y ∗ et

k ∈N+,
π1(yn1

. . . ynm
) = ∑

k≥1

(−1)k−1
k

×

∑
n1j

+...+nkj
=nj,

j=1,...,m, nij
≥0

q

k∑
i=1

m∑
j=1

sig(nij) −m
yn11

. . . yn1m
. . . ynk1

. . . ynkm
,

et, en particulier, pour w = yk,

π1(yk) = k∑
i=1

(−q)i−1
i

∑
k1+...+ki=k

yk1 . . . yki.

On remarque que le morphisme entre les algèbres φ ∶ (Q⟨Y ⟩, conc,1Y ∗) →(Q⟨Y ⟩, conc,1Y ∗) vérifiant φ(yk) = π1(yk) est un automorphisme de Q⟨Y ⟩. On a alors
[Min13b] que φ réalise un isomorphisme de la bialgèbre (Q⟨Y ⟩, conc,1Y ∗,∆�, ǫ) dans la
bialgèbre (Q⟨Y ⟩, conc,1Y ∗ ,∆ q

, ǫ). C’est-à-dire qu’il vérifie le diagramme commutatif

5. Ils sont adjoints dans le sens, pour tous les mots u, v ∈ Y ∗, ⟨π1(u) ∣ v⟩ = ⟨u ∣ π∗1(v)⟩.
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suivant :

Q⟨Y ⟩ ∆
� //

φ

��

Q⟨Y ⟩⊗Q⟨Y ⟩
φ⊗φ
��

Q⟨Y ⟩
∆ q

// Q⟨Y ⟩⊗Q⟨Y ⟩.
De plus, pour tout w ∈ Y ∗, π1(w) est un polynôme primitif (voir proposition 1.13) ce qui
nous permet de définir la famille {Πl}l∈LynY par

Πl ∶=
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1Y ∗ pour w = 1Y ∗
π1(yk) pour w = yk
[Πl1 ,Πl2] pour l ∈ LynY, st(l) = (l1, l2).

Cette famille forme une base graduée (par le poids 6) de Prim(K⟨Y ⟩) ce qui est aussi
une algèbre de Lie dans K⟨Y ⟩. De plus, elle peut être prolongée à la famille dont les
indices sont partout dans Y ∗, c’est-à-dire, pour tout mot w = li11 . . . likk dans Y ∗,

Πw = Πi1
l1
. . .Πik

lk
.

D’après le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt, la famille {Πw}w∈Y ∗ est une base de l’al-
gèbre enveloppante de l’algèbre de Lie Prim(K⟨Y ⟩) qui est, d’après le théorème de
Cartier-Quillen-Milnor-Moore 7, isomorphe à l’espace K⟨Y ⟩. En même temps, la famille
duale, désignée par {Σw}w∈Y ∗ , i.e. qui vérifie

⟨Σu ∣ Πv⟩ = δu,v, ∀u, v ∈ Y ∗,
est encore une base de K⟨Y ⟩. Nous trouvons une formule de récurrence

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Σyk = yk, pour y ∈ Y,
Σys1 ...ysk

= ∑
(☆)1

ys1Σl1...ln +∑
i≥2

qi−1

i!
∑
(☆)2

ys′
1
+...+s′

i
Σl1...ln , pour ys1 . . . ysk ∈ LynY,

Σw = Σ qi1
l1 q . . . qΣ

qik
lk

i1! . . . ik!
,

pour w = li11 . . . likk , avec
l1 ≻ . . . ≻ lk ∈ LynY,

où (☆)1, (☆)2 satisfont les conditions (ys1 , l1, . . . , ln), (ys′1 , . . . , ys′i, l1, . . . , ln) ∈
N (ys1 , . . . , ysk) ce qui va être détaillé dans la proposition 1.23.
Remarquons que, dans le cas q = 0, cette formule est exactement la formule (1.11) mon-
trée par Mélançon et Reutenauer [Mel+89]. Ces deux bases, {Πw}w∈Y ∗ ,{Σw}w∈Y ∗ , sont

6. C’est-à-dire la somme des indices des lettres.
7. Le théorème de Cartier-Quillen-Milnor-Moore affirme que, pour le corps K caractéristique zéro,

une K-algèbre de Hopf graduée, connecté et cocommutative est isomorphe à l’algèbre enveloppante de
l’algèbre de Lie des ses éléments primitifs.
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respectivement l’images des applications φ et φ̌−1. De plus, nous avons encore la fac-
torisation MRS [Reu93 ; Sch65] et l’algèbre (K⟨Y ⟩, q,1Y ∗) admet la sous-famille{Σl}l∈LynY comme base de transcendance. Cette base donne un système des coordonnées
locales représenté sur la base {Πl}l∈LynY pour les éléments dans le groupe de Hausdorff
i.e. le groupe des séries de type groupe. C’est-à-dire, pour tout S,

S = ∑
w∈Y ∗
⟨S ∣ Σw⟩Πw =

↘

∏
l∈LynY

exp(⟨S ∣ Σl⟩Πl).

Pour terminer le chapitre 1, nous proposons un algorithme pour représenter un poly-
nôme sur ces bases.

2. Dans le chapitre 2, nous allons appliquer la factorisation MRS pour les représen-
tations de séries génératrices des sommes harmoniques et des polylogarithmes. Ceci nous
conduit à établir des relations algébriques associées les mots de Lyndon des polyloga-
rithmes et des sommes harmoniques. Après de brefs rappels sur les somme harmonique
et les notions voisines en relation avec les séries génératrices, nous allons mettre de la
structure sur les polylogarithmes (dans la section 2.3.2.). Ces structures vont être déduites
des structures des sommes harmoniques, établies dans la section 2.4.

D’une part, nous utilisons la série génératrice des fonctions polylogarithmes, pour
déduire les coefficients des sommes harmoniques. En considérant la série régularisée des
polylogarithmes en z = 1, Minh et al. [Min+00b ; Min+99] ont établi l’identité

L(z) = σ[L(1 − z)]Z
�

= e(x0−1) log(1−z)
↘∏

l∈LynX∖X

eLiSl
(z)σ(Pl)ex1 log

1

zZ
�

(0.3)

Grâce à la proposition 2.7, par calcul, C. Costermans, J.-Y. Enjalbert et Hoang Ngoc Minh,
ont établi [Cos+05a] une formule de représentation des développements asymptotiques
des polylogarithmes. Nous donnons ici cette formule en faisant apparaître explicitement
le terme contant. L’algorithme de calcul des coefficients a été implémentée sous Maple
[Cos08].

Théorème 0.1 ([Cos+05a]). Pour chaque w ∈X∗, il existe aw,i, bw,i,j ∈ Z, tels que

Liw(z) = ∣w∣∑
j=1

aw,j log
j(1− z)+ ⟨Z

�

∣ w⟩+ k∑
i=1

∣w∣−1

∑
j=0

bw,i,j log
j(1− z)(1− z)i + o(1)((1− z)k).

Nous allons préciser cette formule dans des cas où les indices sont des mots et es-
sayer de trouver des représentations pour les coefficients dans la formule. Nous allons
désigner par AE(z0)(f(z)) le développement asymptotique de f(z) en z0 sur l’échelle{(1 − z)i logj(1 − z)}i,j∈N. D’abord, nous analysons les fonctions de (1 − z) :
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i) Pour w = xj0, j ∈N+,
Liw(1 − z) = logj(1 − z)

j!
.

ii) Pour 8 ∣w∣x1
= n ≥ 1,

Liw(1 − z) = k∑
i=n

∣w∣−1

∑
j=0

bw,i,j(1 − z)i logj(1 − z) + o(1)((1 − z)k), ∀k ≥ n.

iii) En le cas particulier w = xk10 x1xk20 , k1, k2 ∈N,

bw,i,j =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(−1)k2−j

j!ik1+k2+1−j
(k1+k2−j

k2−j
) , 0 ≤ j ≤ k2

0, j > k2.
Ensuite, grâce à l’identité (0.3), nous trouvons :

i) Pour tout w ∈X∗,
LiSw
(1 − z) = ∑

uv⪯w

⟨PuPv∣Pw⟩ζ(Sv)Liσ(Su)(z).
ii) En particulier, pour tous les mots de Lyndon, l ∈ LynX ,

LiSl
(1 − z) = Liσ(Sl)(z) + ∑

l1l2⪯l
l1,l2∈LynX

⟨Pl1Pl2 ∣Pl⟩ζ(Sl2)Liσ(Sl1
)(z) + ζ(Sl).

Soient (u(n)i )1≤i≤2n−1 , (v(n)j )1≤i≤2n−1 deux familles en ordre croissant des mots de
poids n sur l’alphabet Y , nous avons

LiΣ
v
(n)
j

(1 − z) = 2n−1∑
i=1

⟨πX(Σv
(n)
j

)∣Sui
⟩Cu

(n)
i (z), ∀n ≥ 1,1 ≤ i, j ≤ 2n−1.

D’autre part, nous utilisons la formule d’Euler-Maclaurin dans les développements
asymptotiques des sommes harmoniques sur la base de transcendance {Σl}l∈LynY . Grâce à
cette formule et l’algorithme de Taylor, Costermans et al. [Cos08 ; Cos+05b] ont proposé
un algorithme pour déterminer les développements asymptotiques des sommes harmo-
niques dans l’échelle de fonctions {N−i logj(N)}i,j∈N que :

Proposition 0.2. Pour tout w ∈ Y ∗ et pour tout M > 0, il existe des coefficients αi, βk,j et
Cw appartenant à la Q[γ]-algèbre engendrée par Z tels que

Hw(N) = ∣w∣∑
j=1

αj log
j(N) +Cw +

M∑
i=1

1

N i

∣w∣−1

∑
j=0

βi,j log
j(N) + o(∞)M+1 ( 1

NM
) .

8. ∣w∣x1
désigne le nombre de lettres x1 dans w.
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Par exemple

H2,1(N) = ζ(3) + − log(N) − 1 − γ
N

+
1
2
log(N) + 1

2
γ + 1

4

N2

+ (−1
6
γ − 5

36
− 1
6
log(N)) 1

N3
+ o(∞)4 ( 1

N3
) .

Nous proposons aussi une façon de déterminer les développements asymptotiques des
sommes harmoniques indexées par la base {Σl}l∈LynY :

i) Pour tout l ∈ LynY

HΣl
(N) = ∑

(☆)

1

i!

N

∑
k=1

HΣl1...lj
(k − 1)

ksk1+...+ski

= ζΣl
−∑
(☆)

1

i!

∞∑
k=N+1

HΣl1...ln
(k − 1)

ksk1+...+ski
,

où, dans (☆), la somme est pris sur tous {k1, . . . , ki} ⊂ {1, . . . , k} et tous l1 ⪰ . . . ⪰ lj
tels que (ysk1 , . . . , yski , l1, . . . , lj) ∈ N (ys1, . . . , ysk) (voir proposition 2.18).

ii) Pour chaque mot sous la forme w = li11 . . . likk ,

HΣw
(N) = HΣl1

(N)i1 . . .HΣlk
(N)ik

i1! . . . ik!

De plus, grâce à ces formules, nous proposons également un algorithme (voir Algorithme
2) pour évaluer les développements asymptotiques. Par exemple :

les résultats suivants sont calculés par notre programme en Maple.

AE(∞)(HΣy1
(N)) = ln (N) + γ + 1/2N−1 − 1/12N−2 + 1

120
N−4 + o(∞)5 (N−4)

AE(∞)(HΣy2
(N)) = −N−1 + 1/2N−2 − 1/6N−3 + o(∞)5 (N−4) + ζΣ2

AE(∞)(HΣ
y2
1

(N)) = 1/2 (ln (N) + γ)2 + 1/2 ln (N) + 1/2γ
N

+ −1/12 ln (N) − 1/12γ + 1/8
N2

− 1/24N−3
+ ( 1

120
ln (N) + 1

120
γ + 1

288
)N−4 + o(∞)5 (N−4)

AE(∞)(HΣy3
(N)) = −1/2N−2 + 1/2N−3 − 1/4N−4 + o(∞)5 (N−4) + ζΣ3

AE(∞)(HΣy2y1
(N)) = 1/2 ζΣ3

+ 1 + ln (N) + γ
N

+ −1/2 − 1/2γ − 1/2 ln (N)
N2

+ ( 7
18
+ 1/6 ln (N) + 1/6γ)N−3 − 5

24
N−4 + o(∞)5 (N−4)
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AE(∞)(HΣy1y2
(N)) = (ln (N) + γ) ζΣ2

+ − ln (N) − γ + 1/2 ζΣ2

N

+ 1/2 ln (N) + 1/2γ − 1/2 − 1/12 ζΣ2

N2

+ −1/6 ln (N) − 1/6γ + 1/3
N3

+ (−1/8 + 1

120
ζΣ2
)N−4 + o(∞)5 (N−4)

3. Dans le chapitre 3, nous faisons une étude de la structure des polyzêtas associés
aux parties finies des sommes harmoniques. Notre méthode consiste à utiliser des repré-
sentations de la série génératrice des polyzêtas convergents. En identifiant les coordonnés
locales [Min13a ; Min13b], nous trouvons des relations polynomiales entre polyzêtas et
tous les polyzêtas sont représentés en termes de polyzêtas irréductibles.

Nous commençons ce chapitre par un bref rappel des définitions élémentaires des
exponentielles de Lie, des structures algébriques des polyzêtas et la représentation de leur
série génératrice grâce à la factorisation MRS. En codant toutes les compositions d’entiers
positifs s = (s1, . . . , sr) par les mots ys1 . . . ysr engendrés par l’alphabet Y = {yk}k≥1
[Min+00a ; Min+00c], les sommes harmoniques vérifient le produit de quasi-mélange et,
en plus, elles définissent l’isomorphisme suivant [Cos+05b ; Min03 ; Min13a]

H ∶ (Q⟨Y ⟩, ) Ð→ (Q{Hw}w∈Y ∗, .)
u z→ Hu = {Hu(N)}N≥0.

Nous allons maintenir les notations {Πw}w∈Y ∗ ,{Σw}w∈Y ∗ dans le cas q = 1 (la première
famille est une base de Poincaré-Birkhoff-Witt, engendrée par une base (combinatoire) de
l’algèbre de Lie des éléments primitifs de la bigèbre (Q⟨Y ⟩, conc,1Y ∗,∆ , ε), et la se-
conde, sa base duale qui contient une base de transcendance de l’algèbre de quasi-mélange(Q⟨Y ⟩, ,1Y ∗)). Nous introduisons une formule de factorisation à la fin du chapitre 1,
qui permet d’exprimer la série génératrice non-commutative des sommes harmoniques
comme suit :

H = ∑
w∈Y ∗

Hww =
↘

∏
l∈LynY

exp(HΣl
Πl) = eHy1

y1
↘

∏
l∈LynY ∖{y1}

exp(HΣl
Πl).

En développant cette série dans l’échelle de comparaison {N−iHj
y1(N)}i,j∈N, on trouve la

partie finie de son développement asymptotique

Z ∶= ↘

∏
l∈LynY {y1}

exp(ζ(Σl)Πl) (0.4)

qui est une série de type groupe pour ∆ , c’est-à-dire que son terme constant est égal
à 1 et que 9 ∆ (Z ) = Z ⊗̂Z . De plus, pour tout mot w ∈ X∗, on désigne par

9. ⊗̂ désigne le produit tensoriel complété, en fait tel que k⟨⟨Y ⟩⟩⊗̂k⟨⟨Y ⟩⟩ = k⟨⟨Y ∗ ⊗ Y ∗⟩⟩.
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γw la partie constante associée à Hw dans son développement asymptotique sur l’échelle{N−i logj(N)}i,j∈N, on définit [Cos+09 ; Min13a ; Min13b ; Min+00a ; Min+00c]

Zγ ∶= ∑
w∈Y ∗

γww. (0.5)

Suivant la factorisation MRS dans l’algèbre de Hopf de quasi-mélange, on peut voir que

Zγ = exp(γy1)Z . (0.6)

Nous considérons également l’alphabet X = {x0, x1}, muni de l’ordre total x0 <
x1. Avec le produit de mélange, q = 0, {Pw}w∈X∗,{Sw}w∈X∗ désignent respectivement
la base de Poincaré-Birkhoff-Witt et la base duale. En codant toutes les compositions
s = (s1, . . . , sr) par les mots xs1−10 x1 . . . x

sr−1
0 x1 [Min+00a ; Min+00c], on a aussi que les

polylogarithmes vérifient le produit de mélange et on a également la factorisation de la
série génératrice non-commutative des polylogarithmes 10

L = ∑
w∈X∗

Liww =
↘

∏
l∈LynX

exp(LiSl
Pl) = eLix1 x1

↘

∏
l∈LynX∖X

exp(LiSl
Pl)eLix0 x0.

En éliminant les éléments divergents des polylogarithmes et des sommes harmoniques
dans leurs séries génératrices, on obtient un théorème à la Abel, d’après la formule à la
Newton-Girard 11 [Min07a]

lim
z→1

exp(−y1 log 1

1 − z)πY L(z) = lim
N→∞

exp(∑
k≥1

Hyk(N)(−y1)kk
)H(N) = πY Z�, (0.7)

où [Cos+09 ; Min13a ; Min13b ; Min+00a ; Min+00c]

Z
�

∶= ↘∏
l∈LynX X

exp(ζ(Sl)Pl) (0.8)

qui est une série de type groupe pour ∆
�

, c’est-à-dire que son terme constant est égal à 1
et ∆

�

(Z
�

) = Z
�

⊗̂Z
�

.

En prenant les parties finies dans le seconde limite de (0.7), on déduit une équation
reliant entre elles les parties finies des {Liw}w∈X∗ et {Hw}w∈Y ∗ dans les échelles {(1 −
z)i logj(z)}i,j∈N et {N−i logj(N)}i,j∈N respectivement 12

Zγ = B(y1)πY Z�, avec B(y1) ∶= exp(γy1 −∑
k≥2

γyk
(−y1)k
k
) . (0.9)

Cette équation, dite “du pont” relie entre elles les deux structures algébriques du produit

10. Ici, on utilise la convention que Lixk

0

(z) ∶= log
k(z)
k!

.
11. πY désigne une application qui envoie tout mot xs1−1

0 x1 . . . x
sr−1
0 x1 vers le mot ys1 . . . ysr .

12. Cette formule fournit les contre-termes éliminant la divergence de {Hw}w∈y1Y ∗ , en∞, et celle de
{Liw}w∈X∗ , en 1.



22 TABLE DES MATIÈRES

C⟪X⟫

C⟪Y ⟫

Z⊔⊔

πY (Z⊔⊔ )

Haus (C⟪Y ⟫)

Haus⊔⊔ (C⟪X⟫)

B(y1)

Z�

πY

FIGURE 1 – Illustration de l’équation du pont.

mélange et de quasi-mélange (voir FIGURE 1). D’après (0.6) et (0.9), on a [Min13a ;
Min13b ; Cos+09]

Z = B′(y1)πY Z�, (0.10)

où B′(y1) = e−γy1B(y1), qui se réduit sous la forme d’une série génératrice en y1 comme
suit [Bui+15b]

B′(y1) = 1 + ∑
m≥2

B(m)ym1 , où B(m) = ⌊m/2⌋∑
i=1

1

i!
∑

k1,...,ki≥2
k1+...+ki=m

(−1)m−i ζ(k1) . . . ζ(ki)
k1 . . . ki

,

où ⌊m/2⌋ est le plus grand entier inférieur ou égal à m/2. Ensuite, en suivant la dualité
des bases, nous détaillons l’expression (0.10) sur la même base puis identifions les coor-
données locales [Min13a ; Min13b] et nous trouvons des formules explicites exprimant
des relations entre polyzêtas 13

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ζ(Σl1
)i1 ...ζ(Σlk

)ik

i1!...ik!
= ζ(πXΣv), pour v = li11 . . . likk , l1, . . . , lk ∈ LynY,

l1 ≻ . . . ≻ lk, i1, . . . , ik ∈N,
ζ(Sl1

)i1 ...ζ(Slk
)ik

i1!...ik!
= ζ(πY Su), pour u = li11 . . . likk , l1, . . . , lk ∈ LynX,

l1 ≻ . . . ≻ lk, i1, . . . , ik ∈N.
13. Nous utilisons la même notation ζ(P ) au lieu de ζ

�

(P ) ou ζ (P ) lorsque P ne contient que des
mots convergents, i.e. les mots de x0X

∗x1 ou Y ∗ y1Y
∗.
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A partir de ces relations, nous proposons également deux algorithmes (voir la sous-section
3.3.3.) qui permettent de réduire les représentations des polyzêtas à des représentations
en termes d’éléments irréductibles indexés par les bases {Σl}l∈LynY et {Sl}l∈LynX . Grâce
à ces algorithmes, nous avons implémenté un programme en Maple [Bui+15b] qui donne
les résultats suivants :

n l ζ(Σl) πX(l) ζ(SπX(l))
3 y2y1

3
2
ζ(Σy3) x0x

2
1 ζ(Sx2

0
x1
)

y4
2
5
ζ(Σy2)2 x30x1

2
5
ζ(Sx0x1

)2
4 y3y1

3
10
ζ(Σy2)2 x20x

2
1

1
10
ζ(Sx0x1

)2
y2y

2
1

2
3
ζ(Σy2)2 x0x

3
1

2
5
ζ(Sx0x1

)2
y4y1 −ζ(Σy3)ζ(Σy2) + 5

2
ζ(Σy5) x30x

2
1 −ζ(Sx2

0
x1
)ζ(Sx0x1

) + 2ζ(Sx4

0
x1
)

y3y2 3ζ(Σy3)ζ(Σy2) − 5ζ(Σy5) x20x1x0x1 −3
2
ζ(Sx4

0
x1
) + ζ(Sx2

0
x1
)ζ(Sx0x1

)
5 y3y

2
1

5
12
ζ(Σy5) x20x

3
1 −ζ(Sx2

0
x1
)ζ(Sx0x1

) + 2ζ(Sx4

0
x1
)

y22y1
3
2
ζ(Σy3)ζ(Σy2) − 25

12
ζ(Σy5) x0x1x0x

2
1

1
2
ζ(Sx4

0
x1
)

y2y
3
1

1
4
ζ(Σy3)ζ(Σy2) + 5

4
ζ(Σy5) x0x

4
1 ζ(Sx4

0
x1
)

y6
8
35
ζ(Σy2)3 x50x1

8
35
ζ(Sx0x1

)3
y5y1

2
7
ζ(Σy2)3 − 1

2
ζ(Σy3)2 x40x

2
1

6
35
ζ(Sx0x1

)3 − 1
2
ζ(Sx2

0
x1
)2

y4y2 ζ(Σy3)2 − 4
21
ζ(Σy2)3 x30x1x0x1

4
105
ζ(Sx0x1

)3
y4y

2
1

3
10
ζ(Σy2)3 − 3

4
ζ(Σy3)2 x30x

3
1

23
70
ζ(Sx0x1

)3 − ζ(Sx2

0
x1
)2

6 y3y2y1 3ζ(Σy3)2 − 9
10
ζ(Σy2)3 x20x1x0x

2
1

2
105
ζ(Sx0x1

)3
y3y1y2 −17

30
ζ(Σy2)3 + 9

4
ζ(Σy3)2 x20x

2
1x0x1 − 89

210
ζ(Sx0x1

)3 + 3
2
ζ(Sx2

0
x1
)2

y3y
3
1

1
21
ζ(Σy2)3 x20x

4
1

6
35
ζ(Sx0x1

)3 − 1
2
ζ(Sx2

0
x1
)2

y22y
2
1

11
63
ζ(Σy2)3 − 1

4
ζ(Σy3)2 x0x1x0x

3
1

8
21
ζ(Sx0x1

)3 − ζ(Sx2

0
x1
)2

y2y
4
1

17
50
ζ(Σy2)3 + 3

16
ζ(Σy3)2 x0x

5
1

8
35
ζ(Sx0x1

)3
Tableau 1 : Expression des polyzêtas en fonction polynomiale des polyzêtas irréductibles jusqu’au poids 6.

Ces résultats vérifient 14 encore la conjecture des dimensions de Zagier. Les tableaux
similaires pour {ζ(l)}l∈LynX∖X ont été obtenus jusqu’au poids 10 [Min+00a], 12 [Big00]
et 16 [War99]. Par ailleurs, on peut voir encore une relation zig-zag entre les moules des
polyzêtas, grâce à Ecalle [Eca03], i.e. la série génératrice commutative des polyzêtas sym-
boliques (Boutet de Monvel [Mon04] et Racinet [Esp+03] ont aussi donné des relations
équivalentes pour les séries génératrices noncommutatives des polyzêtas symboliques,
voir aussi [Car02]) qui produit les relations linéaires grâce à la relation de régularisation
double-shuffle [Bro+10 ; Hof00 ; Kan+08].

Ces relations polynomiales déduisent les éléments irréductibles (en un sens qui sera

14. a) jusqu’au poids 12 par ordinateur Core(TM)i5-4210U CPU @ 1.70GHz et b) au sens où il n’existe
pas - observable par machine - de chaîne de réécritures de poids inférieur à 12 qui permette de trouver
d’autres relations.
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précisé plus bas) jusqu’au poids 12,

n in Polyzêtas irréductibles Polyzêtas irréductibles
sur la base {Σl}l∈LynY {y1} sur la base {Sl}l∈LynX X

2 1 ζ(Σy2) ζ(Sx0x1
)

3 1 ζ(Σy3) ζ(Sx2

0
x1
)

4 0

5 1 ζ(Σy5) ζ(Sx4

0
x1
)

6 0

7 1 ζ(Σy7) ζ(Sx6

0
x1
)

8 1 ζ(Σy3y
5

1
) ζ(Sx0x

2

1
x0x

4

1
)

9 1 ζ(Σy9) ζ(Sx8

0
x1
)

10 1 ζ(Σy3y
7

1

) ζ(Sx0x
2

1
x0x

6

1

)
11 2 ζ(Σy11), ζ(Σy2y

9

1

) ζ(Sx10

0
x1
), ζ(Sx0x

2

1
x0x

2

1
x0x

4

1

)
12 2 ζ(Σy2

2
y8
1

), ζ(Σy3y
9

1

) ζ(Sx0x1x0x
9

1

), ζ(Sx3

0
x1x0x

7

1

)
Tableau 2 : Liste des polyzêtas irréductibles jusqu’au poids 12.
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L’objectif de ce chapitre est de construire des structures complètes d’algèbre de Hopf
(commutatives ou non-commutatives) sur les polynômes qui sont des combinaisons li-
néaires de mots. Après avoir rappelé les concepts fondamentaux et les constructions sur
un alphabet, nous allons introduire un nouveau produit 1, dit quasi-mélange q-déformé,
qui est une généralisation, dans notre étude des algèbres de Hopf sur les mots [Bui12 ;
Bui+13a ; Bui+13b ; Bui+15c], du shuffle [Ree58], du stuffle [Mel+89] et du minus-
stuffle [Cos+09] quand q est respectivement égal à 0,1 et −1. Avec le produit de conca-
ténation, nous construisons complètement des algèbres de Hopf en dualité. De plus, en
se basant respectivement sur le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt et sur la factorisa-
tion de Mélançon-Reutenauer-Schützenberger (MRS)[Mel+89 ; Sch65], nous allons aussi

1. Les q-déformations connues sont celles de Hoffman [Hof00] qui utilise un bicaractère et celui de
Rosso [Ros95] qui déforme la structure tensorielle et est génériquement non-commutatif.
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construire des bases multihomogènes en dualité. Des formules explicites sur les bases se-
ront également fournies avec un algorithme pour représenter les polynômes sur ces bases.
Ces constructions sont utiles effectivement dans la représentation des polyzêtas et des
sommes harmoniques détaillée dans les prochains chapitres.

1.1. Combinatoire des mots

1.1.1. Mot, polynôme, série

SoitA = {ai}i∈I un ensemble quelconque (fini ou infini), que nous appellerons alpha-
bet, et dont les éléments seront appelés lettres. Un mot est une suite finie, w = ai1 . . . aik ,
de lettres, y compris le mot vide, noté 1A∗ , ce mot ne contenant aucune lettre. Avec le
produit de concaténation 2, l’ensemble des mots surA, qui sera notéA∗, est un monoïde 3.
Chaque lettre est un mot de longueur 1, et chaque mot w = ai1 . . . aik est en fait le produit
des ses lettres. Ici, k est la longueur du mot w. Elle est notée ∣w∣. Le mot u est dit facteur
de w si w = vuv′ pour certains v, v′ ∈ A∗. De plus, si v (resp. v′) est le mot vide, alors u
est dit facteur gauche ou préfixe (resp. droit ou suffixe) de w. Un facteur u de w est dit
propre si u ≠ w, et non-trivial si u ≠ 1A∗ .

Désormais, nous utilisons K un anneau commutatif (avec unité). Un polynôme non-
commutatif est une combinaison linéaire de mots à coefficients dans K. Si P est un poly-
nôme, on peut écrire

P = ∑
w∈A∗
⟨P ∣ w⟩w,

où ⟨P ∣ w⟩ désigne le coefficient de w dans P ; tous ces coefficients sont nuls sauf un
nombre fini d’entre eux. L’ensemble de ces polynômes est noté K⟨A⟩. En d’autre termes,
K⟨A⟩ est la K-algèbre du monoïde A∗. De plus, on définit une série formelle non com-
mutative surA à coefficients dansK comme une application S deA∗ dansK. L’ensemble
des séries surA à coefficients dansK est notéK⟨⟨A⟩⟩. Une famille {fi}i∈I de séries est dite
sommable [Reu93] si et seulement si pour chaque w ∈ A∗, l’ensemble {i ∈ I ∣ fi(w) /= 0}
est fini. Dans ce cas, on définit ∑i∈I fi comme la série S telle que ⟨S ∣ w⟩ = ∑i∈I fi(w).
Pour une série S donnée, il est facile de voir que la famille {⟨S ∣ w⟩w}w∈A∗ est sommable
(ici w signifie la fonction caractéristique de {w}) et que sa somme est S. Pour cette raison,
on peut écrire (⟨S ∣ w⟩ désignant le coefficient de w dans S),

S = ∑
w∈A∗
⟨S ∣ w⟩w. (1.1)

2. Le produit de concaténation de u, v ∈ A∗ est le mot uv.
3. C’est, en fait, le monoïde libre de base A
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1.1.2. Algèbre de produit mélange

On sait bien que l’ensemble des mots A∗ est le (un) monoïde libre (muni du produit
de concaténation et avec le mot vide, désigné par 1A∗ , comme élément neutre). Si A est
muni d’un ordre lexicographique (total), les mots de Lyndon forment un système de repré-
sentants des classes circulaires de mots primitifs 4, et sont donc en bijection avec les mots
circulaires ou colliers primitifs. Avec cette notion, Chen, Fox et Lyndon [Che+58 ; Lot83]
ont montré que tout mot est produit, de manière unique, d’une suite décroissante de mots
de Lyndon et la factorisation en mots de Lyndon décroissants est appelée la factorisation
de Lyndon du mot. Pour chaque degré n (qui sera défini parfois par la longueur, parfois
par la somme des indices des lettres dans le mot), le nombre de mots de Lyndon de degré
n est exactement la dimension de la composante homogène de degré n de l’algèbre de
Lie libre. L’ensemble des mots de Lyndon, désigné par LynA, est en bijection avec une
base de l’algèbre de Lie libre L⟨A⟩, engendrée parA sur un certain anneau commutatifK
[Reu93 ; Duc+89 ; Sch65]. Plus précisément, il existe une base {Pl}l∈LynA de cette algèbre
qui peut être définie par 5

Pl =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
l si l ∈ A,
Pl1Pl2 − Pl2Pl2 si st(l) = (l1, l2), (1.2)

où st(l) désigne la factorisation standard du mot de Lyndon l ∈ LynA A, c’est-à-dire
l1, l2 ∈ LynA tels que l = l1l2 et l2 est le plus long facteur droit (de Lyndon) de l.

De plus, l’espace vectoriel 6, désigné par K⟨A⟩, des combinaisons linéaires de mots
surK forme une algèbre associative avec unité (ici 1A∗). Plus précisément, en le désignant
par conc, le produit de concaténation sera étendu en un morphisme (linéaire)

conc ∶K⟨A⟩⊗K⟨A⟩ Ð→ K⟨A⟩ (1.3)

u⊗ v z→ uv.

De plus, on détermine un coproduit (adjoint ou dual de la loi précédente), désigné par
∆conc, qui le dual du produit de concaténation, c’est-à-dire

⟨∆conc(w) ∣ u⊗ v⟩ = ⟨w ∣ uv⟩, ∀u, v,w ∈ A∗. (1.4)

Autrement dit, il est déterminé, pour tout mot w, par

∆conc(w) = ∑
u,v∈A∗

uv=w

u⊗ v. (1.5)

4. Un mot est primitif s’il n’est pas puissance entière d’un autre mot.
5. Le produit de deux polynômes P,Q est défini par PQ = ∑

u,v∈A∗
⟨P ∣ u⟩ ⟨Q ∣ v⟩uv.

6. Le module, si K est une anneau commutatif.
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D’autre part, K⟨A⟩ est également muni d’un produit de mélange (“shuffle product”
en anglais), qu’on désigne par � et qui est défini récursivement, pour tous a, b ∈ A,
u, v ∈ A∗, par

u� 1A∗ = 1A∗� u = u et au� bv = a(u� bv) + b(au� v). (1.6)

On désigne encore par � son extension linéaire K⟨A⟩ ⊗K⟨A⟩ dans K⟨A⟩. De manière
similaire, son dual est un coproduit déterminé par

∆
�

∶K⟨A⟩ Ð→ K⟨A⟩⊗K⟨A⟩ (1.7)

w z→ ∑
u,v∈A∗

⟨w ∣ u� v⟩u⊗ v.

Au total, cela fait deux structures d’algèbres de Hopf en dualité séparante (i.e. non dégé-
nérée) [Reu93]

H
�

∶= (K⟨A⟩, conc,1A∗ ,∆�, ǫ) et H∨
�

∶= (K⟨A⟩,�,1,∆conc, ǫ), (1.8)

où, ǫ est la counité prenant le terme constant des polynômes, c’est-à-dire

ǫ(P ) = ⟨P ∣ 1A∗⟩. (1.9)

De plus, on peut étendre la famille {Pl}l∈LynA en une base de l’espace vectorielle
K⟨A⟩ à l’aide du théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt [Reu93]. Tout mot, w, grâce au
théorème de Chen-Fox-Lyndon, peut se décomposer en suite décroissante de mots de Lyn-
don w = li11 . . . likk . Dès cet instant, en définissant Pw = P i1

l1
. . . P ik

lk
, on obtient une famille{Pw}w∈A∗ qui forme une base deK⟨A⟩, dit ici “base de Poincaré-Birkhoff-Witt”. De plus,

on montre que cette base est triangulaire supérieure et homogène en longueur. Par consé-
quent (l’alphabet X sera supposé fini sinon on pourra travailler par multi-homogénéité),
la famille duale, désignée par {Sw}w∈A∗, i.e. qui vérifie

⟨Pu ∣ Sv⟩ = δu,v, ∀u, v ∈ A∗ (1.10)

est encore une base, triangulaire inférieure et homogène en longueur, de l’espace K⟨A⟩.
De plus, elle peut être déterminée par [Reu93]

Sw =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w si w ∈ A,
aSu si w = au ∈ LynA,
S
�i1
l1
�...�S

�ik
lk

i1!...ik !

pour w = li11 . . . likk , avec
l1 ≻ . . . ≻ lk ∈ LynY.

(1.11)



1.2. Algèbre de quasi mélange q-déformée 29

1.2. Algèbre de quasi mélange q-déformée

Nous allons maintenant faire une extension du produit de mélange et construire des
structures algébriques de Hopf. Nous considérons l’alphabet Y ∶= {yk ∣ k ≥ 1} muni de
l’ordre total 7

y1 ≻ y2 ≻ . . . . (1.12)

Considérons aussi un paramètre q dans un certain anneau qui contient le corps des
nombres rationnels (une Q−algèbre). Nous définissons un produit de quasi mélange q-
déformé, noté par q, par récursion suivante.

Définition 1.1. Pour tous yk1, yk2 ∈ Y et u, v ∈ Y ∗,
u q1Y ∗ = 1Y ∗ qu = u, (1.13)

yk1u qyk2v = yk1(u qyk2v) + yk2(yk1u qv) + qyk1+k2(u qv). (1.14)

Exemple 1.1. i) Dans le cas particulier où q = 0, le produit de mélange (“shuffle
product” en anglais) :

y2y1� y3y1y2 = y2(y1� y3y1y2) + y3(y2y1� y1y2)
= y2y1y3y1y2 + 2y2y3y21y2 + y2y3y1y2y1 + 2y3y2y21y2
+ y3y2y1y2y1 + y3y1y2y1y2 + 2y3y1y22y1.

On peut voir ce produit comme indexé à la somme des chemins (pas droit-montant)
de A à B dans la grille

●
A

●B

y3 y2 y1

y2

y1

Par exemple,

le chemin

●
A

●B

y3 y2 y1

y2

y1

donne y3y2y1y2y1 ;

7. ≻, ≺ ou ≻lex, ≺lex désignent l’ordre lexicographique de l’alphabet.



30 L’algèbre de Hopf de quasi mélange q-déformée

le chemin

●
A

●B

y3 y2 y1

y2

y1

donne y3y22y
2
1 ; etc.

ii) Dans le cas particulier où q = 1, le produit de quasi-mélange “stuffle product” en
anglais) :

y2y1 y3y1y2 = y2(y1 y3y1y2) + y3(y2y1 y1y2) + y5(y1 y1y2)
= y2y1y3y1y2 + 2y2y3y21y2 + y2y3y1y2y1 + y2y3y1y3 + y2y3y22
+ y2y4y1y2 + 2y3y2y21y2 + y3y2y1y2y1 + y3y2y1y3 + y3y32
+ y3y1y2y1y2 + 2y3y1y22y1 + y3y1y2y3 + y3y1y4y1 + y23y1y2
+ y23y2y1 + y23y3 + 2y5y21y2 + y5y1y2y1 + y5y1y3 + y5y22.

On peut voir ce produit comme indexé à la somme des chemins (pas droit-montant-
diagonal) dans la grille (le pas diagonal correspond à la lettre indexée par somme
des indices des cellules-projections)

●
A

●B

y3 y2 y1

y2

y1

.

Par exemple,

le chemin

●
A

●B

y3 y2 y1

y2

y1

y5
donne y5y2y21 ;

le chemin

●
A

●B

y3 y2 y1

y2

y1

y4

y2

donne y3y4y2 ; etc.
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iii) Par exemple,

y2y1 qy3y1y2 = y2(y1 qy3y1y2) + y3(y2y1 qy1y2) + qy5(y1 qy1y2)
= y2y1y3y1y2 + 2y2y3y21y2 + y2y3y1y2y1 + qy2y3y1y3 + qy2y3y22
+ qy2y4y1y2 + 2y3y2y21y2 + y3y2y1y2y1 + qy3y2y1y3 + qy3y32
+ y3y1y2y1y2 + 2y3y1y22y1 + qy3y1y2y3 + qy3y1y4y1 + qy23y1y2
+ qy23y2y1 + q2y23y3 + 2qy5y21y2 + qy5y1y2y1 + q2y5y1y3 + q2y5y22.

Ici, si on définit une application par

ϕq ∶ Y × Y Ð→ QY (1.15)

(yi, yj) z→ qyi+j.

Alors, le produit quasi-mélange q-déformé rentre dans le cadre du ϕ par la propriété
ci-dessous.

Théorème 1.1 ([Bui+13b]). Soit ϕ définie par

ϕ ∶ Y × Y Ð→ QY (1.16)

(yi, yj) z→ ∑
k≥1

αk
i,jyk .

Nous rappelons qu’on définit le produit de quasi-mélange ϕ-déformé, noté ϕ, par Pour
tous yk1, yk2 ∈ Y et u, v ∈ Y ∗,

u ϕ1Y ∗ = 1Y ∗ ϕu = u,
yk1u ϕyk2v = yk1(u ϕyk2v) + yk2(yk1u ϕv) + qyk1+k2(u qv).

Alors la loi ϕ est associative (resp. commutative) si et seulement si l’extension linéaire
ϕ ∶ QY ⊗QY Ð→ QY l’est aussi.

Pour faciliter le cadre de calcul ensuite, nous désignons K l’anneau des polynômes
en q à coefficients dans Q, i.e.K = Q[q]. En appliquant le théorème précédent, nous avons
immédiatement que le produit de quasi-mélange q-déformé est associatif et commutatif.
Par conséquent, nous avons la structure ci-dessous.

Corollaire 1.2. (K⟨Y ⟩, q,1Y ∗) est une algèbre commutative, associative avec unité.

De la même manière que précédemment, nous construisons un morphisme (linéaire)

q ∶K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩Ð→K⟨Y ⟩ (1.17)

u⊗ v z→ u qv,
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et sa (co-)loi duale, désignée par ∆
q
, donne un coproduit

∆
q
∶K⟨Y ⟩Ð→K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩ (1.18)

w z→ ∑
u,v∈Y ∗

⟨w ∣ u v⟩u⊗ v
qui vérifie la propriété ci-dessous.

Proposition 1.3. ∆
q

peut être déterminé comme un morphisme de K-AAU 8

K⟨Y ⟩→K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩ (1.19)

qui vaut sur les générateurs

∆
q
(yk) = yk ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ yk + q ∑

k1+k2=k

yk1 ⊗ yk2, ∀yk ∈ Y. (1.20)

Démonstration. Soit δ1, l’application définie sur les lettres par

δ1(yk) = yk ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ yk + q ∑
k1+k2=k

yk1 ⊗ yk2, ∀yk ∈ Y.

et prolongée (en ∆1), à tout K⟨Y ⟩, par une propriété universelle (en ∆1) à tout K⟨Y ⟩
comme suit

Y K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩

K⟨Y ⟩

δ1

nat
∆1

(1.21)

On remarque tout de suite que ∆1 est graduée par poids.
Elle admet donc une loi duale

µ∆1
∶K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩→K⟨Y ⟩

(qui est la restriction de la transposée (K⟨Y ⟩ ⊗K⟨Y ⟩)∗ → (K⟨Y ⟩)∗) et qui, pour trois

mots u, v,w ∈ Y ∗ satisfait à 9

⟨µ∆1
(u⊗ v) ∣ w⟩ = ⟨u⊗ v ∣∆1(w)⟩⊗2 (1.22)

La restriction de µ∆1
à K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩ se calcule donc, sur la base des mots comme suit

µ∆1
(u⊗ v) = ∑

w∈Y ∗
⟨µ∆1
(u⊗ v) ∣ w⟩w = ∑

w∈Y ∗
⟨u⊗ v ∣∆1(w)⟩⊗2w . (1.23)

8. Algèbre associative avec unité.
9. ⟨u⊗ v ∣∆1(w)⟩⊗2 désigne le coefficient du terme u⊗ v dans ∆1(w).
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Les sommes étant à support fini du fait que ∆1 est graduée par poids, µ∆1
définit en fait

une loi d’algèbre sur K⟨Y ⟩. Cette loi vérifie

µ∆1
(u⊗ 1Y ∗) = ∑

w∈Y ∗
⟨u⊗ 1Y ∗ ∣∆1(w)⟩⊗2w = u (1.24)

cette dernière égalité est évidente pour u = 1Y ∗ et se montre ensuite par récurrence sur
la longueur de u. On procède de même pour montrer que µ∆1

(1Y ∗ ⊗ v) = v. En ce qui
concerne la récursion on a, pour yi, yj ∈ Y et u, v ∈ Y ∗

µ∆1
(yiu⊗ yjv) = ∑

w∈Y ∗
⟨yiu⊗ yjv ∣∆1(w)⟩⊗2w

= ⟨yiu⊗ yjv ∣ 1Y ∗ ⊗ 1Y ∗⟩⊗2 + ∑
w∈Y ∗
⟨yiu⊗ yjv ∣∆1(w)⟩⊗2w

= 0 + ∑
yk∈Y,w1∈Y ∗

⟨yiu⊗ yjv ∣∆1(ykw1)⟩⊗2, ykw1

= ∑
yk∈Y,w1∈Y ∗

⟨yiu⊗ yjv ∣ (yk ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ yk
+ q ∑

k1+k2=k

yk1 ⊗ yk2)∆1(w1)⟩⊗2 ykw1

= ∑
yk∈Y,w1∈Y ∗

⟨yiu⊗ yjv ∣ (yk ⊗ 1Y ∗)∆1(w1)⟩⊗2 ykw1

+ ∑
yk∈Y,w1∈Y ∗

⟨yiu⊗ yjv ∣ (1Y ∗ ⊗ yk)∆1(w1)⟩⊗2 ykw1

+ ∑
yk∈Y,w1∈Y ∗

⟨yiu⊗ yjv ∣ (q ∑
k1+k2=k

yk1 ⊗ yk2)∆1(w1)⟩⊗2 ykw1

= ⟨u⊗ yjv ∣∆1(w1)⟩⊗2 yiw1

+ ⟨yiu⊗ v ∣∆1(w1)⟩⊗2 yjw1 + q⟨u⊗ v ∣∆1(w1)⟩⊗2 yi+jw1

= yiµ∆1
(u⊗ yjv) + yjµ∆1

(yiu⊗ v) + qyi+jµ∆1
(u⊗ v)

Finalement, µ∆1
vérifie la même initialisation et la même récursion que q, ces lois sont

donc égales. Il s’ensuit que ∆
q
=∆1.

Exemple 1.2.

∆
q
(y1) = y1 ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ y1,

∆
q
(y2) = y2 ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ y2 + qy1 ⊗ y1,

∆
q
(y3) = y3 ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ y3 + q(y1 ⊗ y2 + y2 ⊗ y1).

Proposition 1.4. (K⟨Y ⟩,∆
q
, ε) est une coalgèbre avec coünité.

Démonstration. Grâce à la proposition 1.3, on a ∆
q

est un homomorphisme de structure
de concaténation, c’est-à-dire ∆

q
(uv) = ∆

q
(u)∆

q
(v) pour tous u, v ∈ Y ∗ . Par
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multiplicativité, on peut juste montrer ces deux assertions (coassociativité et coünité) sur
les lettres. D’abord, nous démontrons la propriété de coassociativité. Pour chaque lettre
yk, nous avons 10

(∆
q
⊗ id)∆

q
(yk) = (id⊗∆ q

)∆
q
(yk). (1.25)

En effet

(∆
q
⊗ id)∆

q
(yk) = (∆ q

⊗ id)(yk ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ yk + q ∑
k1+k2=k

yk1 ⊗ yk2)
= yk ⊗ 1Y ∗ ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ yk ⊗ 1Y ∗
+ q ∑

k1+k2=k

yk1 ⊗ yk2 ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ 1Y ∗ ⊗ yk
+ q ∑

k1+k2=k

(yk1 ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ yk1 + q ∑
k1,1+k1,2=k1

yk1,1 ⊗ yk1,2)⊗ yk2
= yk ⊗ 1Y ∗ ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ yk ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ 1Y ∗ ⊗ yk
+ q ∑

k1+k2=k

(yk1 ⊗ yk2 ⊗ 1Y ∗ + yk1 ⊗ 1Y ∗ ⊗ yk2 + 1Y ∗ ⊗ yk1 ⊗ yk2)
+ q2 ∑

k1+k2+k3=k

(yk1 ⊗ yk2 ⊗ yk3) .
De manière similaire, nous avons aussi

(id⊗∆
q
)∆

q
(yk) = yk ⊗ 1Y ∗ ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ yk ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ 1Y ∗ ⊗ yk
+ q ∑

k1+k2=k

(yk1 ⊗ yk2 ⊗ 1Y ∗ + yk1 ⊗ 1Y ∗ ⊗ yk2 + 1Y ∗ ⊗ yk1 ⊗ yk2)
+ q2 ∑

k1+k2+k3=k

(yk1 ⊗ yk2 ⊗ yk3) .
Les morphismes (∆

q
⊗ id) ○∆

q
et (id⊗∆

q
) ○∆

q
(voir 1.25) coïncident sur les

lettres, ils sont donc égaux partout.

Par ailleurs, pour chaque lettre yk,

(id⊗ ε) ○∆
q
(yk) = (id⊗ ε)(yk ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ yk + q ∑

k1+k2=k

yk1 ⊗ yk2)
= yk
= (ε⊗ id) ○∆

q
(yk).

Les morphismes (id ⊗ ε) ○∆
q
, (ε ⊗ id) ○∆

q
et id coïncident sur les lettres, ils sont

donc égaux partout.
Ce qui permet de prouver la proposition.

10. id désignant l’identité dans K⟨Y ⟩.
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De plus, avec l’application linéaire ε, déterminée par (1.9), on a

Proposition 1.5. Bq ∶= (K⟨Y ⟩, q,1Y ∗ ,∆conc, ε) est une bigèbre.

Démonstration. Il est facile de voir que ∆conc transporte les unités, il faut montrer main-
tenant que ∆conc est un morphisme pour le produit de q dire :

∆conc ○ q = ( q ⊗ q) ○ τ2,3 ○ (∆conc ⊗∆conc) (1.26)

K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩ q //

∆conc⊗∆conc

��

K⟨Y ⟩ ∆conc // K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩
OO

q⊗ q

K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩
id⊗τ2,3⊗id

// K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩⊗K⟨Y ⟩
Soient les mots u1, v1, u2, v2 ∈ Y ∗, on a

⟨∆conc ○ q(u1 ⊗ v1) ∣ u2 ⊗ v2⟩ = ⟨∆conc(u1 qv1) ∣ u2 ⊗ v2⟩= ⟨u1 qv1 ∣ conc(u2 ⊗ v2)⟩ = ⟨u1 ⊗ v1 ∣ (∆ q
○ conc)(u2 ⊗ v2)⟩= ⟨( q ⊗ q) ○ τ23 ○ (∆conc ⊗∆conc)(u1 ⊗ v1) ∣ u2 ⊗ v2⟩ (1.27)

Ceci montre que

∆conc ○ q = ( q ⊗ q) ○ τ23 ○ (∆conc ⊗∆conc)
c’est à dire la propriété annoncée.

En désignant par (w) le poids de w (défini par la somme des indices des lettres
apparues dans w), d’après la proposition 1.5, nous voyons que le produit q et le co-
produit ∆conc sont gradués en poids, autrement dit ils envoient un certain élément sur une
combinaison linéaire homogène de même poids que l’original, c’est-à-dire

i) Pour tous mots u, v ∈ Y ∗, si w ∈ supp(u qv) on a (w) = (u) + (v) ;

ii) Pour tout mot w ∈ Y ∗, si u⊗ v ∈ supp(∆conc(w)) on a (u) + (v) = (w).
Par ailleurs, dans toute bigèbre (B, µ,1B,∆, ε) N-graduée et connexe (pas nécessai-

rement cocommutative) 11, on peut effectuer un calcul analytique 12 pour la convolution de
la manière suivante [Bui+15c]. Avec e = 1B ○ ε qui est l’élément neutre de la convolution,
en écrivant IdB = I = e + I+, on a les deux projecteurs de la décomposition

B = B0 ⊕ (⊕
n≥1

Bn) (1.28)

11. B =⊕n∈NBn, tous les éléments (µ,1B,∆, ε) sont gradués et, de plus, B0 =K.1B
12. au voisinage de 1
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et, pour toute série T (1 + z) = ∑n≥0 an z
n, on peut calculer T (I) par

T (I) = a0 e +∑
n≥1

an (I+)∗n (1.29)

(en effet, pour tout b ∈ B, la somme∑n≥1 an (I+)∗n(b) est finie). Ce calcul est compatible
avec la convolution car pour tous S,T ∈K[[1 + z]], on a

S(I) ∗ T (I) = ST (I)
Ceci permet déjà de calculer l’antipode avec la série (1 +X)−1 = ∑n≥0(−1)nXn et sera

repris un peu plus loin avec la série log(1 +X) = ∑n≥1
(−1)n−1

n
Xn.

Pour l’existence de l’antipode, on a

S = I∗−1 = (e + I+)∗−1 = ∑
n≥0

(−1)n (I+)∗n (1.30)

Et, dans tous les cas 13, on a

e = S ∗ I = S ∗ (e + I+) = S + S ∗ I+ (1.31)

Soit
S = e − S ∗ I+ = e − µ ○ (S ⊗ I+) ○ ∆ (1.32)

Remarque(s). On peut noter que cette formule donne un algorithme (récursif) pour calcu-
ler l’antipode lorsque ∆+ est nilpotent[Haz08] 14. Dans d’autres cas, ce calcul peut don-
ner l’antipode quand même, par exemple quand l’algèbre de Hopf contient un élément du
type groupe g /= 1, on obtient S(g)g = 1 et, avec la formule symétrique gS(g) = 1 d’où
S(g) = g−1.

Par conséquent, en désignant par ⋆1 le produit de convolution dansHom(Bq ,Bq ),
i.e., on a

(I+)⋆1n = n−1
q ○ (I+)⊗n ○∆n−1

conc, (1.33)

et la bigèbre Bq est une algèbre de Hopf

H∨
q
∶= (K⟨Y ⟩, q,1Y ∗ ,∆conc, ε,S q), (1.34)

dont l’antipode, S q , est déterminée par la formule

S q(w) = ∑
k≥0

(−1)k(I+)⋆1k(w). (1.35)

13. Que ∆+ soit localement nilpotent ou non.
14. Même en l’absence de graduation.
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Remarquons que cette série est sommable car I+ est ⋆1-(localement) nilpotent sur la bi-
gèbre B q . C’est-à-dire, pour chaque w ∈ Y ∗, il existe n ≥ 1 tel que (I+)⋆1k(w) = 0 pour
tout k ≥ n.

De plus, l’antipode S q peut être déterminée par la formule de récurrence [Ehr96 ;
Sch87] : S q(1) = 1, et pour tout w tel que (w) ≥ 1,

S q(w) = − q(S q ⊗ I+)∆conc(w), (1.36)

Nous allons préciser cette formule en une formule explicite dans notre cadre. D’abord,
pour chaque entier positif m, nous dirons que J = (i1, . . . , in) est une composition de m
si i1 + . . . + in = m (avec ik ∈ N≥1). Cette composition agit sur les mots de longueur m et
plus précisément définit une application Y m → Y n. Soit w = yk1 . . . ykm , on définit

J(w) = qm−nyk1+...+ki1yki1+1+...+ki2 . . . ykin−1+1+...+km . (1.37)

En désignant par Cm l’ensemble des compositions de m nous pouvons représenter l’anti-
pode comme ci-dessous.

Proposition 1.6. Pour tout w = yk1 . . . ykm ∈ Y ∗, l’antipode S q est déterminée par

S q(w) = (−1)m ∑
J∈Cm

J(ykm . . . yk1). (1.38)

Exemple 1.3. Soit w = y2y5y4, alors

J1 = (1,1,1) Ð→ J1(y4y5y2) = y4y5y2,
J2 = (2,1) Ð→ J2(y4y5y2) = qy9y2,
J3 = (1,2) Ð→ J3(y4y5y2) = qy4y7,
J4 = (3) Ð→ J4(y4y5y2) = q2y11.

Par suite

S q(y2y5y4) = (−1)3 ∑
J∈C3

J(y4y5y2)
= −(J1(y4y5y2) + J2(y4y5y2) + J3(y4y5y2) + J4(y4y5y2))
= −y4y5y2 − q(y9y2 + y4y7) − q2y11.

Démonstration. (Proposition 1.6) Pour le mot w = yk1 . . . ykm , en étendant la formule
(1.36), on a

S q(w) = −m−1∑
j=0

S q(yk1 . . . ykj) q(ykj+1 . . . ykm). (1.39)

On peut trouver facilement le résultat par récurrence [Bui12 ; Bui+13a].
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De la même manière, nous construisons une structure d’algèbre de Hopf [Bui12 ;
Bui+13a]

H
q
∶= (K⟨Y ⟩, conc,1Y ∗ ,∆ q

, ε,Sconcq ), (1.40)

dont l’antipode Sconcq est déterminée par la formule

Sconcq (w) = ∑
k≥0

(−1)k(I+)⋆2k(w), (1.41)

où ⋆2 désigne le produit de convolution de la bigèbre (K⟨Y ⟩, conc,1Y ∗ ,∆ q
, ε), ou par

la formule de récurrence

Sconcq (w) = −conc(Sconcq ⊗ I+)∆
q
(w). (1.42)

Nous en déduisons une formule explicite pour Sconcq comme suite.

Proposition 1.7. Pour chaque mot w,

Sconcq (w) = ∑
v∈J−1(w)

(−1)∣v∣v,
où w = ykm . . . yk1 si w = yk1 . . . ykm et J−1(w) ∶= {v ∣ supp(J(v)) =
w pour un certain J ∈ C∣w∣}.

1.3. Bases en dualité dans K⟨Y ⟩
Nous avons bien deux structures d’algèbre de Hopf en dualité (non-dégénérée),H

q

et H∨
q
. Dans cette section, nous allons construire des bases pour ces structures grâce au

théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt et à la dualité, ce qui permettra d’écrire explicitement
la factorisation MRS [Mel+89 ; Sch65].

1.3.1. Propriétés des séries primitives

En étendant, par continuité le morphisme ∆
q

de K⟨Y ⟩ à K⟪Y ⟫ (avec valeurs
dans K⟨⟨Y ∗ ⊗ Y ∗⟩⟩), nous rappelons que, une série S est primitive 15 si et seulement si
∆

q
(S) = S⊗̂1Y ∗ + 1Y ∗⊗̂S.

Lemme 1.8 (Friedrichs criterium). Soit S une série dans ∈K⟪Y ⟫. Alors,

1. (avec ⟨S ∣ 1Y ∗⟩ = 0) S est primitive si et seulement si, pour tous les mots non vides
u, v ∈ Y +, ⟨S ∣ u qv⟩ = 0.

15. ⊗̂ désigne
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2. (avec ⟨S ∣ 1Y ∗⟩ = 1) S est du type groupe 16, i.e. ∆
q
S = S⊗̂S, si et seulement si,

pour tous u, v ∈ Y +, ⟨S ∣ u qv⟩ = ⟨S ∣ u⟩⟨S ∣ v⟩.
Démonstration. Les résultats s’obtiennent facilement en utilisant les formules suivantes

∆
q
S = S ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ S − ⟨S ∣ 1Y ∗⟩1Y ∗ ⊗ 1Y ∗ + ∑

u,v∈Y +
⟨S ∣ u qv⟩u⊗ v,

∆
q
S = ∑

u,v∈Y ∗
⟨S ∣ u qv⟩u⊗ v et S ⊗ S = ∑

u,v∈Y ∗
⟨S ∣ u⟩⟨S ∣ v⟩u⊗ v.

Lemme 1.9. Soit S ∈ K⟨⟨Y ⟩⟩ telle que ⟨S ∣ 1Y ∗⟩ = 1. Alors S est de type groupe si et
seulement si logS est primitive.

Démonstration. Grâce aux applications ∆
q

et T ↦ T ⊗̂1Y ∗ et T ↦ 1Y ∗⊗̂T qui
sont des homomorphismes continus, logS est primitive, car, en vertu du lemme 1.8, si
∆

q
(logS) = logS⊗̂1Y ∗ + 1Y ∗⊗̂ logS, et en raison du fait que logS⊗̂1Y ∗ ,1Y ∗⊗̂ logS

commutent, on a

∆
q
S = ∆

q
(exp(logS))

= exp(∆
q
(logS)) = exp(logS ⊗ 1Y ∗ + 1Y ∗ ⊗ logS)

= exp(logS ⊗ 1Y ∗) exp(1Y ∗ ⊗ logS)
= (exp(logS)⊗ 1Y ∗)(1Y ∗ ⊗ exp(logS))
= S ⊗ S.

Cela, avec le fait que ⟨S ∣ 1Y ∗⟩ = 1, signifie que S est de type groupe.

Proposition 1.10. Soient S1, . . . , Sn des séries formelles sans terme constant et
P1, . . . , Pm des éléments primitifs (pour ∆

q
) dans K⟨Y ⟩. Alors,

i) pour n >m, ⟨S1 q . . . qSn ∣ P1 . . . Pm⟩ = 0; (1.43)

ii) pour n =m,

⟨S1 q . . . qSn ∣ P1 . . . Pn⟩ = ∑
σ∈Sn

⟨S1 ∣ Pσ(1)⟩ . . . ⟨Sn ∣ Pσ(n)⟩; (1.44)

iii) pour n <m, soit P ∶= {p1, . . . , pm} un alphabet de cardinal m 17 et µ le morphisme
de (K⟨P⟩, conc,1P∗) dans (K⟨Y ⟩, conc,1Y ∗) qui envoie chaque lettre pk ∈ P sur
le polynôme Pk ∈K⟨Y ⟩. Alors

⟨S1 q . . . qSn ∣ P1 . . . Pm⟩ = ∑
w1,...,wn∈P+

p1...pm∈supp(w1�...�wn)

⟨S1 ∣ µ(w1)⟩ . . . ⟨Sn ∣ µ(wn)⟩.
(1.45)

16. “Group-like” en anglais.
17. i.e. toutes les lettres sont distinctes
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Démonstration. D’une part

⟨S1 q . . . qSn ∣ P1 . . . Pm⟩ = ⟨S1 ⊗ . . .⊗ Sn ∣∆(n−1)q (P1 . . . Pm)⟩
= ⟨S1 ⊗ . . .⊗ Sn ∣∆(n−1)q (µ(p1 . . . pm))⟩.

D’autre part, parce que les Pk (k = 1, . . . ,m) sont primitifs, on a

∆
q
○ µ ≡ (µ⊗ µ) ○∆conc,P

sur les générateurs P donc sur tout K⟨P⟩. Donc, on a aussi

∆
(n−1)

q ○ µ = µ⊗n
○∆

(n−1)
conc,P

En posant w = p1 . . . pm (donc ∣w∣ =m) et en appliquant la formule générale (pour u ∈ P+)
∆
(n−1)
conc,P(u) = ∑

I1+...+In=[1...m]
u[I1]⊗ . . . ⊗ u[In]

on a
∆
(n−1)
conc,P(w) = ∑

w1,...,wn∈P+

p1...pm∈supp(w1�...�wn)

w1 ⊗ . . . ⊗wn

d’où

⟨S1 q . . . qSn ∣ P1 . . . Pm⟩ = ⟨S1 ⊗ . . . ⊗ Sn ∣∆(n−1)q (µ(p1 . . . pm))⟩
= ⟨S1 ⊗ . . . ⊗ Sn ∣ µ⊗n

○∆
(n−1)
conc,P(p1 . . . pm)⟩

= ⟨S1 ⊗ . . . ⊗ Sn ∣ ∑
w1,...,wn∈P+

p1...pm∈supp(w1�...�wn)

µ(w1)⊗ . . . ⊗ µ(wn)⟩
= ∑

w1,...,wn∈P+

p1...pm∈supp(w1�...�wn)

⟨S1 ∣ µ(w1)⟩ . . . ⟨Sn ∣ µ(wn)⟩
(1.46)

compte tenu du fait que les Si sont sans terme constant.
i) Pour n > m, dans tout terme de la somme, il existe au moins un élément µ(wj) = 0

pour certain 1 ≤ j ≤ n, cela donne que la somme est nulle.
ii) Pour n =m, les seules possibilités se produisent pour ∣wi∣ = 1 (des lettres donc), toutes
les lettres devant être distinctes, le shuffle est égal à

∑
σ∈Sn

pσ(1) . . . pσ(n)

d’où la formule (1.44).
iii) Pour n <m, c’est la formule (1.45).
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1.3.2. Base(s) du module (libre) des éléments primitifs et de l’algèbre
enveloppante

Nous allons considérer l’algèbre associative (avec unité)

A ∶=K⟨Y ⟩⊗̂K⟨Y ⟩ =K⟨⟨Y ∗ ⊗ Y ∗⟩⟩. (1.47)

C’est l’algèbre large 18 du monoïdeM ∶= Y ∗⊗Y ∗, c’est-à-dire l’algèbre des séries doubles
déjà rencontrée au paragraphe précédent. On munit ce module du q-stuffle à gauche de ⊗
et du produit de concaténation à droite, comme suit

S.T = ∑
u1,v1,u2,v2∈Y ∗

⟨S ∣ u1 ⊗ v1⟩⟨T ∣ u2 ⊗ v2⟩ (u1 qu2)⊗ v1v2

(on vérifie que la famille contenue dans cette somme, homogène en poids, est bien
sommable 19). Soient {Pi}i∈I ,{Qi}i∈I deux familles de polynômes dans K⟨Y ⟩ telles que
T ∶= ∑i∈I Pi ⊗Qi est sommable sans terme constant dans K⟪M⟫. Alors, le logarithme de
1 + T et l’exponentielle de T dans A vérifient :

expT ∶ = ∑
k≥0

T k

k!

= ∑
k≥0

1

k!
∑

i1,...,ik∈I

(Pi1 q . . . qPik)⊗ (Qi1 . . .Qik), (1.48)

log (1Y ∗ ⊗ 1Y ∗ + T ) ∶ = ∑
k≥1

(−1)k−1
k

T k

= ∑
k≥1

(−1)k−1
k

∑
i1,...,ik∈I

(Pi1 q . . . qPik)⊗ (Qi1 . . . Qik). (1.49)

Nous allons maintenant appliquer ceci à la série diagonale

DY ∶= ∑
w∈Y ∗

w ⊗w = 1Y ∗ ⊗ 1Y ∗ + ∑
w∈Y +

w ⊗w, (1.50)

18. En anglais “total algebra”.
19. De manière similaire à ce qui a été vu précédemment, une famille de séries {Si}i∈I , dans K⟪M⟫

est dite sommable si et seulement si, pour tout u ⊗ v dans M , l’ensemble {i ∈ I ∣ ⟨Si ∣ u⊗ v⟩ ≠ 0} est fini.
On peut calculer la limite par la formule S = ∑i∈I Si =∑u⊗v∈M (∑i∈I ⟨Si ∣ u⊗ v⟩)u⊗ v.
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ce qui donne

logDY = ∑
k≥1

(−1)k−1
k
( ∑
w∈Y +

w ⊗w)
k

= ∑
k≥1

(−1)k−1
k

∑
w1,...,wk∈Y +

(w1 q . . . qwk)⊗ (w1 . . . wk)

= ∑
u∈Y +

u⊗ (∑
k≥1

(−1)k−1
k

∑
w1,...,wk∈Y +

⟨u ∣ w1 q . . . qwk⟩w1 . . . wk)
Cela nous permet définir un opérateur comme suit.

Définition 1.2. Pour chaque mot non vide w, π1(w) est défini par

π1(w) ∶ = ∑
k≥1

(−1)k−1
k

∑
w1,...,wk∈Y +

⟨w ∣ w1 q . . . qwk⟩w1 . . . wk. (1.51)

Nous avons alors l’expression

logDY = ∑
w∈Y +

w ⊗ π1(w). (1.52)

Remarque(s). On remarquera que, suivant la théorie exposée plus haut (1.29), on a

π1 = log∗(I) = ∑
n≥1

(−1)n−1
n
(I+)∗n (1.53)

Lemme 1.11. pour tous w = yn1
. . . ynm

∈ Y ∗, k ∈N+, on a

π1(yn1
. . . ynm

) = ∑
k≥1

(−1)k−1
k

∑
n1j

+...+nkj
=nj,

j=1,...,m, nij
≥0

q

k

∑
i=1

m

∑
j=1

sig(nij) −m
yn11

. . . yn1m
. . . ynk1

. . . ynkm
,

(1.54)

où on convient de y0 = 1 et sig désigne l’opérateur de signe, c’est-à-dire

sig(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1 si x > 0,
0 si x = 0,
−1 si x < 0.

(1.55)
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En particulier,

π1(yk) = yk +∑
i≥2

(−q)i−1
i

∑
k1+...+ki=k

yk1 . . . yki

= yk −
q

2
∑

k1+k2=k

yk1yk2 +
q2

3
∑

k1+k2+k3=k

yk1yk2yk3 − . . .

+
(−q)k−1

k
yk1 . (1.56)

Exemple 1.4.

π1(y1) = y1, π1(y2) = y2 − q
2
y21,

π1(y3) = y3 − q
2
(y1y2 + y2y1) + q2

3
y31,

π1(y4) = y4 − q
2
(y1y3 + y22 + y3y1) + q2

3
(y21y2 + y1y2y1 + y2y21) − q3

4
y41,

π1(y2y1) = y2y1 − 1

2
[(1y1)(y21) + q(y11)(y1y1) + q(y1y1)(y11) + (y21)(1y1)]

+
1

3
[q(y11)(y11)(1y1) + q(y11)(1y1)(y11) + q(1y1)(y11)(y11)]

= 1
2
y2y1 −

1

2
y1y2.

Par contre, en appliquant l’opérateur logarithme sur la série diagonale, on a

logDY = ∑
u∈Y +
(∑
k≥1

(−1)k−1
k

∑
w1,...,wk∈Y +

⟨u ∣ w1 . . . wk⟩w1 q . . . qwk)⊗ u
Définition 1.3. Pour chaque mot non vide, w, l’opérateur π∗1 est défini par

π∗1(w) ∶ = ∑
k≥1

(−1)k−1
k

∑
w1,...,wk∈Y +

⟨w ∣ w1 . . . wk⟩w1 q . . . qwk. (1.57)

En particulier,

π∗1(yk) = yk, yk ∈ Y. (1.58)

Nous avons alors l’expression

logDY = ∑
w∈Y +

π∗1(w)⊗w. (1.59)
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Exemple 1.5.

π∗1(y1) = y1, π∗1(y2) = y2
π∗1(y1y2) = 1

2
y1y2 −

1

2
y2y1 −

q

2
y3.

Observons que, grâce à la construction ci-dessus, π1 et π∗1 donnent une paire d’ad-
joints, c’est-à-dire ⟨π1(u) ∣ v⟩ = ⟨u ∣ π∗1(v)⟩ pour tous mots u, v ∈ Y ∗.
Lemme 1.12. Pour chaque mot non vide w, nous avons les expressions

w = ∑
k≥1

1

k!
∑

w1,...,wk∈Y +
⟨w ∣ w1 q . . . qwk⟩π1(w1) . . . π1(wk), (1.60)

= ∑
k≥1

1

k!
∑

w1,...,wk∈Y +
⟨w ∣ w1 . . . wk⟩π∗1(w1) q . . . qπ

∗
1(wk). (1.61)

En particulier,

yk =∑
i≥1

qi−1

i!
∑

k1+...+ki=k

π1(yk1) . . . π1(yki), (1.62)

= π∗1(yk). (1.63)

Exemple 1.6.

y1 = π1(y1),
y2 = π1(y2) + q

2!
π1(y1)2,

y3 = π1(y3) + q
2!
(π1(y1)π1(y2) + π1(y2)π1(y1)) + q2

3!
π1(y1)3,

y4 = π1(y4) + q
2!
(π1(y1)π1(y3) + π1(y2)2 + π1(y3)π1(y1))

+
q2

3!
(π1(y1)2π1(y2) + π1(y1)π1(y2)π1(y1) + π1(y2)π1(y1)2) + q3

4!
π1(y1)4.

Démonstration. (Lemme 1.12) En développant la série diagonale, on a

DY = exp(log ∑
w∈Y ∗

w ⊗w)
= exp( ∑

w∈Y +
w ⊗ π1(w)) (d’après (1.52))

= ∑
k≥0

1

k!
( ∑
w∈Y +

w ⊗ π1(w))
k

= 1Y ∗ ⊗ 1Y ∗ +∑
k≥1

1

k!
∑

w1,...,wk∈Y +
(w1 q . . . qwk)⊗ (π1(w1) . . . π1(wk))
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⇔ ∑
w∈Y +

w ⊗w = ∑
u∈Y +

u⊗ (∑
k≥1

1

k!
∑

w1,...,wk∈Y ∗
⟨u ∣ w1 q . . . qwk⟩π1(w1) . . . π1(wk)).

En identifiant la dernière égalité, nous avons

∀w ∈ Y +,w = ∑
k≥1

1

k!
∑

w1,...,wk∈Y +
⟨w ∣ w1 q . . . qwk⟩π1(w1) . . . π1(wk)

En d’autre termes, nous avons aussi

DY = ∑
k≥0

1

k!
( ∑
w∈Y +

π∗1(w)⊗w)
k

(d’après (1.59))

= 1Y ∗ ⊗ 1Y ∗ +∑
k≥1

1

k!
∑

w1,...,wk∈Y +
(π∗1(w1) q . . . qπ

∗
1(wk))⊗ (w1 . . . wk)

⇔ ∑
w∈Y +

w ⊗w = ∑
u∈Y +
(∑
k≥1

1

k!
∑

w1,...,wk∈Y +
⟨u ∣ w1 . . . wk⟩π∗1(w1) q . . . qπ

∗
1(wk))⊗ u.

En identifiant les deux côtés, nous avons

∀w ∈ Y +,w = ∑
k≥1

1

k!
∑

w1,...,wk∈Y +
⟨w ∣ w1 . . . wk⟩π∗1(w1) q . . . qπ

∗
1(wk),

ce qui achève cette démonstration.

Les polynômes π1(w),w ∈ Y ∗ (π1(1Y ∗) = 0) satisfont la propriété suivante.

Proposition 1.13. Pour chaque mot w, le polynôme π1(w) est primitif.

Démonstration. Soit, à nouveau A = K⟨⟨Y ∗ ⊗ Y ∗⟩⟩ que l’on peut considérer
comme l’algèbre (K⟨⟨Y ⟩⟩)⟨⟨Y ⟩⟩, l’anneau (commutatif) des coefficients étant ici R =(K⟨⟨Y ⟩⟩, q,1Y ∗), ces coefficients seront notés entre crochets.
L’isomorphisme étant donné par

S ↦ ∑
v∈Y ∗
[∑
u∈Y ∗
⟨S ∣ u⊗ v⟩u]v.

On remarque qu’alors, la série diagonale s’écrit D = ∑w∈Y ∗[w]w. En étendant par conti-
nuité ∆

q
à R⟨⟨Y ⟩⟩ (avec valeurs dans R⟨⟨Y ∗⊗Y ∗⟩⟩) on remarque que la série diagonale

est de type groupe. En effet, toutes les familles étant sommables, on a

∆
q
(D) = ∆

q
( ∑
w∈Y ∗
[w]w) = ∑

w∈Y ∗
[w]∆

q
(w)



46 L’algèbre de Hopf de quasi mélange q-déformée

= ∑
w∈Y ∗

∑
u,v∈Y ∗

[w]⟨w ∣ u qv⟩u⊗R v

= ∑
u,v∈Y ∗

( ∑
w∈Y ∗
[w]⟨w ∣ u qv⟩)u⊗R v

= ∑
u,v∈Y ∗

[u qv]u⊗R v

= (∑
u∈Y ∗
[u]u)⊗R (∑

v∈Y ∗
[v]v)

= D ⊗RD

et ⟨D ∣ 1Y ∗⊗Y ∗⟩ = 1R. On a donc L = log(D) = ∑w∈Y ∗[w]π1(w) qui est primitive. C’est-
à-dire

∑
w∈Y ∗
[w]∆

q
(π1(w)) = L⊗R 1 + 1⊗R L

= ∑
w∈Y ∗
[w]π1(w)⊗R 1 + 1⊗R ∑

w∈Y ∗
[w]π1(w)

= ∑
w∈Y ∗
[w](π1(w)⊗R 1 + 1⊗R π1(w)).

En identifiant les coefficients de [w], ce qui est possible avec l’opérateur δw ∶ [u] ↦ ⟨u ∣
w⟩ (δw ∈ EndK(R)), on a bien que, pour tout mot w ∈ Y +,

∆
q
(π1(w)) = π1(w)⊗R 1 + 1⊗R π1(w).

Désignons par Prim(K⟨Y ⟩) l’ensemble des éléments primitifs, c’est un K-sous-
module libre de K⟨Y ⟩, pour lequel nous allons construire une base.

Définition 1.4. Soit {Πw}w∈Y ∗ la famille de polynômes définie par 20

Πw ∶=
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1Y ∗ si w = 1Y ∗
π1(yk) si w = yk
[Πl1 ,Πl2] si l ∈ LynY, st(l) = (l1, l2),
Πi1

l1
. . .Πik

lk
pour w = li11 . . . likk , l1 ≻ . . . ≻ lk, l1, . . . , lk ∈ LynY.

20. Une couple des mots de Lyndon (l1, l2) est appelé factorisation standard du mot de Lyndon l si
l = l1l2 et l2 est le plus long facteur droit propre de l qui soit de Lyndon. Alors, nous désignons par
st(l) = (l1, l2).
Grâce au théorème de Chen–Fox–Lyndon [Che+58 ; Lot83], tout le mot w peut être récrit comme un produit
décroissant des mots de Lyndon w = li11 . . . lik

k
.
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Exemple 1.7.

Πy1 = y1, Πy2 = y2 − q2y21,
Πy2y1 = [Πy2 ,Πy1] = y2y1 − y1y2,

Πy3y1y2 = [Πy3 ,Πy1y2] = [Πy3,Πy1Πy2]
= y3y1y2 −

q

2
y3y

3
1 − qy2y

2
1y2 +

q2

4
y2y

4
1 − y1y3y2 +

q

2
y1y3y

2
1 +

q

2
y21y

2
2

−
q2

2
y21y2y

2
1 − y2y3y1 +

q

2
y22y

2
1 + y2y1y3 +

q

2
y21y3y1 −

q

2
y31y3 +

q2

4
y41y2,

Πy3y1y2y1 = y3y1y2y1 − y3y
2
1y2 −

q

2
y2y

2
1y2y1 − y1y3y2y1 + y1y3y1y2 +

q

2
y21y

2
2y1

−
q

2
y21y2y1y2 − y2y1y3y1 +

q

2
y2y1y2y

2
1 + y2y

2
1y3 + y1y2y3y1

−
q

2
y1y

2
2y

2
1 − y1y2y1y3 +

q

2
y1y2y

2
1y2.

Pour la preuve du lemme suivant (lemme 1.15), on va utiliser le fait que l’ordre
lexicographique par poids ≺ est compatible avec la structure de monoïde ([Bou+03], pa-
ragraphe 1 ex. 1). Il est bien connu que l’ordre lexicographique sur un monoïde libre Z∗

(Z étant un alphabet totalement ordonné) n’est pas compatible avec la structure de mo-
noïde (dès que ∣Z ∣ ≥ 2) mais que l’ordre lexicographique par longueur l’est. Nous verrons
que l’ordre lexicographique par poids est une image réciproque de celui-ci.

Lemme 1.14. Soient E1,E2 des ensembles, φ ∶ E1 Ð→ E2, une injection. On suppose que
E2 est totalement ordonné par ≺2. Alors, l’image réciproque de cet ordre par φ définie
par

x ≺1 y⇔ φ(x) ≺2 φ(y) (1.64)

est un ordre total.
Si, de plus, Ei est muni d’une structure de monoïde pour laquelle φ est un morphisme et
que ≺2 est compatible avec la structure de monoïde de E2, alors ≺1 est compatible avec
la structure de monoïde de E1.

Il est facile de voir que l’ordre lexicographique par poids ≺plex,Y est l’image réci-
proque par πX de l’ordre lexicographique par longueur, ≺llex,X . Nous sommes alors en
position de démontrer le lemme suivant.

Lemme 1.15. Pour chaque mot de Lyndon l, le polynôme Πl est homogène (en poids) et
triangulaire supérieur. Plus précisément

Πl = l + ∑
w≻l

(w)=(l)

αww, (1.65)

où ≻=≻lex désigne l’ordre lexicographique (ou bien l’ordre lexicographique par poids).
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Démonstration. Nous allons démontrer ce lemme par récurrence sur la longueur de l. Le
résultat est immédiat, par (1.56), si ∣l∣ = 1.
Supposons acquis pour les l de longueur k, où 1 ≤ k ≤ n, que

Πl = l + ∑
w≻plexl

(w)=(l)

αww,

où ≻plex désigne l’ordre lexicographique par poids. Alors, pour ∣l∣ = n + 1 et st(l) =(l1, l2), en utilisant l’hypothèse de récurrence, nous obtenons (pour faciliter la lecture
nous noterons ≺ au lieu de ≺plex)

Πl1 = l1 + ∑
u≻l1

(u)=(l1)

αuu et Πl2 = l2 + ∑
v≻l2

(v)=(l2)

βvv.

Par conséquent, comme ≺ est compatible avec la structure de monoïde de Y ∗, nous avons

Πl = [Πl1 ,Πl2] = Πl1Πl2 −Πl2,Πl1

= l1l2 + ∑
v≻l2

(v)=(l2)

βvl1v + ∑
u≻l1

(u)=(l1)

αuul2 + ∑
u≻l1,v≻l2

(u)=(l1),(v)=(l2)

αuβvuv

− l2l1 − ∑
u≻l1

(u)=(l1)

αul2u − ∑
v≻l2

(v)=(l2)

βvvl1 − ∑
u≻l1,v≻l2

(v)=(l2),(u)=(l1)

βvαuvu

= l + ∑
w≻l

(w)=(l)

cww, (par l = l1l2 ≺ l2l1).

où les cw sont obtenus à partir des αu et des βv.
Enfin, puisque les Πl sont homogènes par poids, nous avons

Πl = l + ∑
w≻l

(w)=(l)

αww.

Corollaire 1.16. La famille {Πw}w∈Y ∗ est triangulaire supérieure, plus précisément

∀w ∈ Y +, Πw = w + ∑
u≻w

(u)=(w)

αuu.

Démonstration. Cela résulte directement de la structure de monoïde de Y ∗ ordonné par
l’ordre lexicographique par poids et du lemme 1.15.

Remarque(s). Quand on considère l’ensemble des polynômes K⟨Y ⟩ comme un K-
module, il est libre et admet l’ensemble des mots Y ∗ comme base. Par ailleurs, l’en-
semble des mots de Lyndon, désigné par LynY , indexe une base de l’algèbre de Lie libre
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construite sur Y , L⟨Y ⟩ (que nous n’utiliserons pas ici).
Enfin, l’algèbre de Lie des éléments primitifs Prim(K⟨Y ⟩) (qui est différente de L⟨Y ⟩)
va admettre la famille {Πl}l∈LynY comme base linéaire. C’est ce que nous verrons plus
bas (prop. 1.18).

Proposition 1.17. La famille {Πw}w∈Y ∗ est homogène en poids et est une base de l’al-
gèbre associative libre K⟨Y ⟩.
Démonstration. D’abord, grâce à la propriété de triangularité supérieure, il est facile de
voir que la famille (Πw)w∈Y ∗ est linéairement indépendante. Comme elle est homogène en
poids, que K⟨Y ⟩ est gradué en dimension finie par le poids et qu’elle a pour cardinal, par
poids, le nombre de mots de ce poids donné, elle est génératrice de chaque composante
homogène et, partant, de K⟨Y ⟩ 21.

Proposition 1.18. Le module des éléments primitifs, Prim(K⟨Y ⟩), admet la famille{Πl}l∈LynY comme base.

Le résultat est une conséquence directe du lemme suivant.

Lemme 1.19. (L’anneau des coefficients est de caractéristique zéro 22) Soit g une algèbre
de Lie etB = (bi)i∈I une famille libre totalement ordonnée de g. On suppose que la famille
de Poincaré-Birkhoff-Witt déduite de B, (Bα)α∈N(I) est une base de U(g).
Alors B est une base de g.

Démonstration. Soit g ∈ Prim(U(g)), comme g ∈ U(g), on peut écrire

g = ∑
α∈N(I)

cαB
α

et donc (∆ étant le coproduit canonique de U(g))
1⊗ g + g ⊗ 1 =∆(g) = ∑

α∈N(I)

cα ∑
α1+α2=α

( α
α1

)Bα1 ⊗Bα2

= ∑
α1,α2∈N(I)

cα1+α2
(α1 + α2

α1

)Bα1 ⊗Bα2 .

La famille (Bα1 ⊗ Bα2)
α1,α2∈N(I)

étant libre 23, l’équation précédente montre que tous

les coefficients (cα)∣α∣≥2 sont nuls. Comme ε(g) = 0 (g est primitif), on voit que g se
décompose sur (Bα)∣α∣=1 = B.

21. Nous allons préciser les décompositions associées par un algorithme dans la dernière sous-section
de ce chapitre

22. Ceci veut dire que n → n.1K est injective. Ce lemme cesse d’être vrai en caractéristique p comme
le montre l’exemple, avec K = Z/pZ, de g = Prim(K[x]) et B = {x}.

23. C’est une base de U(g)⊗ U(g).
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Remarque(s). i) La démonstration précédente montre que, si l’on connaît un algo-
rithme pour décomposer les éléments selon (Bα)α∈N(I) , on connaît un algorithme
pour décomposer les éléments primitifs selon B.

ii) Grâce au théorème de Chen–Fox–Lyndon, chaque mot peut être récrit comme un
produit décroissant des mots de Lyndon. Par cette raison, la famille {Πw}w∈Y ∗ ={Πi1

l1
. . .Πik

lk
}l1,...,lk∈LynY, i1,...,ik∈N est une base de Poincaré-Birkhoff-Witt de K⟨Y ⟩.

1.3.3. Construction d’une formule pour la base duale

Nous construisons ici une formule pour une base de l’algèbre (K⟨Y ⟩, conc,1Y ∗) qui
est une des algèbres en dualité. De façon logique, nous devrions avoir également une base
de l’autre algèbre. Cette sous-section va indiquer une manière de construire une formule
pour cette base duale.

Soit {Σw}w∈Y ∗ la famille de polynômes 24 définie par 25

⟨Σu ∣ Πv⟩ = δu,v . (1.66)

Grâce à la dualité et au corollaire 1.16, nous avons,

Proposition 1.20. La famille (Σw)w∈Y ∗ est triangulaire inférieure, i.e.

∀w ∈ Y +, Σw = w + ∑
u≺w

(v)=(w)

cuu. (1.67)

Démonstration. En posant Mn la représentation matricielle (matrice des coefficients) de
Πw sur les mots w, où les w sont de poids n, on a que t(M−1

n ) est la représentation
matricielle de Σw avec w de poids n. Cette dernière est triangulaire inférieure.

Exemple 1.8. n = 2 : La liste des mots de poids 2 est {y2, y21},
Πy2 = y2 −

1

2
qy21,

Πy2
1

= y21.

Par conséquent, nous avons la matrice

M2 = (
y2 y21

Πy2 1 −1/2q
Πy2

1

0 1
) Ô⇒ t(M−1

2 ) = (
y2 y21

Σy2 1 0

Σy2
1

1/2q 1
) ,

24. En général, les formes linéaires coordonnées d’une base sont des séries, mais, ici, la graduation par
poids induit une décomposition orthogonale en sous espaces de dimension finie.

25. δu,v désigne la fonction delta de Kronecker, c’est-à-dire δu,v =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

1 si u = v
0 si u ≠ v

.
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c’est-à-dire,

Σy2 = y2 ,

Σy2
1

= q

2
y21 + y

2
1 .

n = 3 : En suivant la liste des mots de poids 3 qui est {y3, y2y1, y1y2, y31}, nous
établissons également la matrice

M3 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

y3 y2y1 y1y2 y31
Πy3 1 −1/2q −1/2q 1/3 q2
Πy2y1 0 1 −1 0

Πy1y2 0 0 1 −1/2q
Πy3

1

0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
.

Depuis lors

t(M−1
3 ) =

⎛⎜⎜⎜⎝

y3 y2y1 y1y2 y31
Σy3 1 0 0 0

Σy2y1 1/2q 1 0 0

Σy1y2 q 1 1 0

Σy31 1/6 q2 1/2q 1/2q 1

⎞⎟⎟⎟⎠
.

Par conséquent, nous obtenons les valeurs des {Σw}(w)=3 comme suit :

Σy3 = y3 ,

Σy2y1 = 1/2qy3 + y2y1 ,
Σy1y2 = qy3 + y2y1 + y1y2 ,

Σy31 = 1/6q2y3 + 1/2qy2y1 + 1/2qy1y2 + y31 .
n = 4 : En suivant la liste des mots de poids 4 qui est{y4, y3y1, y22, y2y21, y1y3, y1y2y1, y21y2, y41}, nous établissons également la matrice

M4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y4 y3y1 y22 y2y
2
1 y1y3 y1y2y1 y21y2 y41

Πy4 1 −1/2q −1/2q 1/3 q2 −1/2q 1/3 q2 1/3 q2 −1/4 q3
Πy3y1 0 1 0 −1/2q −1 0 q/2 0

Πy2
2

0 0 1 −1/2q 0 0 −1/2q 1/4 q2
Πy2y

2

1

0 0 0 1 0 −2 1 0

Πy1y3 0 0 0 0 1 −q/2 −1/2q 1/3 q2
Πy1y2y1 0 0 0 0 0 1 −1 0

Πy2
1
y2 0 0 0 0 0 0 1 −1/2q

Πy4
1

0 0 0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,
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ensuite,

t(M−1
4 ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y4 y3y1 y22 y2y
2
1 y1y3 y1y2y1 y21y2 y41

Σy4 1 0 0 0 0 0 0 0

Σy3y1 1/2q 1 0 0 0 0 0 0

Σy2
2

1/2q 0 1 0 0 0 0 0

Σy2y
2

1

1/6 q2 1/2q 1/2q 1 0 0 0 0

Σy1y3 q 1 0 0 1 0 0 0

Σy1y2y1 1/2 q2 3/2 q q 2 1/2q 1 0 0

Σy2
1
y2 1/2 q2 q q 1 q 1 1 0

Σy4
1

1/24 q3 1/6 q2 1/4 q2 1/2q 1/6 q2 1/2q 1/2q 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Par conséquent, nous obtenons les valeurs des {Σw}(w)=4 comme suit :

Σy4 = y4 ,

Σy3y1 = 1/2qy4 + y3y1 ,
Σy22 = 1/2qy4 + y22 ,

Σy2y
2

1

= 1/6q2y4 + 1/2qy3y1 + 1/2qy22 + y2y21 ,
Σy1y3 = qy4 + y3y1 + y1y3 ,

Σy1y2y1 = 1/2q2y4 + 3/2qy3y1 + qy22 + 2y2y21 + 1/2qy1y3 + y1y2y1 ,
Σy2

1
y2 = 1/2q2y4 + qy3y1 + qy22 + y2y21 + qy1y3 + y1y2y1 + y21y2 ,

Σy4
1

= 1/24q3y4 + 1/6q2y3y1 + 1/4q2y22 + 1/2qy2y21 + 1/6q2y1y3 + 1/2qy1y2y1
+ 1/2qy21y2 + y41 .

Nous allons maintenant établir une formule explicite pour cette base afin de l’utiliser
dans calculs pratiques. Nous dirons que :

● une suite de mots de Lyndon S = (l1, . . . , ln), n ≥ 1 est une suite standard ssi pour
chaque i, li est une lettre ou li = (l′i, l′′i ), et l′′i ⪰ li+1, . . . , l′′i ⪰ ln. De cette façon, une
suite décroissante est aussi une suite standard.

● une montée de la suite standard S est un indice i tel que li ≺ li+1 et, de plus, si
li+1 ⪰ li+2, . . . , li+1 ⪰ ln, la montée est dite montée légale .

Pour chaque montée légale, nous définissons

λi(S) = (l1, . . . , li−1, lili+1, li+2, . . . , ln) , (1.68)

ρi(S) = (l1, . . . , li−1, li+1, li, li+2, . . . , ln) . (1.69)

Nous écrivons S ⇒ T si T = λi(S) ou T = ρi(S) ; et S
∗
⇒ T pour la clôture transitive

de ⇒. Un arbre différentiel, désigné par T (S), de la suite standard S est construit par :
si S est une suite décroissante, T (S) est réduit à un nœud (lui-même) ; sinon, T (S) est
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un arbre marqué S à la racine, la branche gauche étant le sous-arbre T (S′) et la branche
droite étant le sous-arbre T (S′′), où S′ = λi(S), S′′ = ρi(S) pour une montée i de S.

Par ailleurs, pour chaque suite standard S = (l1, . . . , ln), nous définissons Π(S) par
Πl1 . . .Πln . Il convient de noter que si (l1, . . . , ln) n’est pas décroissante, le polynôme
Πl1 . . .Πln est différent du polynôme Πl1...ln . On a toutefois, pour Π(S), la propriété sui-
vante.

Lemme 1.21. Pour chaque suite standard S, Π(S) est la somme des Π(T ), où les T sont
les feuilles de l’arbre différentiel T (S).
Démonstration. Comme Π(S) = Πl1 . . .Πln , le lemme est une conséquence des défini-
tions de λi et de ρi grâce à la remarque suivante :

ΠliΠli+1 = [Πli ,Πli+1] +Πli+1Πli = Πlili+1 +Πli+1Πli .

Exemple 1.9. Soit S = (y4, y2, y1), nous avons

Π(y4, y2, y1) = Πy4Πy2Πy1 = Πy4Πy2y1 +Πy4Πy1Πy2

= Πy4y2y1 +Πy2y1Πy4 +Πy4y1Πy2 +Πy1Πy4Πy2

= Πy4y2y1 +Πy2y1Πy4 +Πy4y1y2 +Πy2Πy4y1 +Πy1Πy4y2 +Πy1Πy2Πy4 .

On peut aussi trouver ce résultat en prenant les feuilles de l’arbre suivant (FIGURE 1.1).

(y4, y2, y1)

(y4, y2y1)

(y4y2y1)
λ1

(y2y1, y4)
ρ1

λ2

(y4, y1, y2)

(y4y1, y2)

(y4y1y2)
λ1

(y2, y4y1)
ρ1

λ1

(y1, y4, y2)

(y1, y4y2)
λ2

(y1, y2, y4)
ρ2

ρ1

ρ2

FIGURE 1.1 – L’arbre différentiel T (y4, y2, y1).

Remarque(s). Suivant la définition d’une montée légale, pour construire l’arbre d’une
suite standard, on commence de gauche à droite de la suite.
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Inversement, soit S = (l1, . . . , ln), nous allons appeler descente un indice i de S tel
que l1, . . . , li−1 ∈ Y, l1 ⪰ . . . ⪰ li, li ≻ li+1 et définir

ρ−1i (S) = (l1, . . . , li+1, li, . . . , ln) . (1.70)

On dit qu’un indice i est une marque ssi l1, . . . , li−1 ∈ Y, li ∈ Y ∗ Y . A ce moment-là, nous
définissons

λ−1i (S) = (l1, . . . , li−1, l′i, l′′i , li+1, . . . , ln) , (1.71)

où, st(li) = (l′i, l′′i ). De plus, en écrivant S ⇐ T si T = ρ−1i (S) ou T = λ−1i (S) ; et S
∗
⇐ T

pour la clôture transitive de ⇐. Un arbre différentiel inverse, désigné par T −1(S), est
construit par sa racine, toujours marquée S, le sous-arbre T −1(S′) à gauche et le sous-
arbre T −1(S′′) à droite, où S′ = ρ−1i (S) pour certaine descente i et S′′ = λ−1i (S) pour
certaine marque i.

Exemple 1.10. Soit S = (y5y1y4y2), l’arbre différentiel inverse, T −1(S), est :

(y5y1y4y2)

(y5y1, y4y2)

(y5, y1, y4y2)

(y5, y4y2, y1)

(y5, y4, y2, y1)
λ−12

ρ−12

(y5, y1, y4, y2)

(y5, y4, y1, y2)

(y5, y4, y2, y1)
ρ−13

ρ−12

λ−13

λ−11

λ−11

FIGURE 1.2 – L’arbre différentiel inverse T −1(y5y1y4y2).
Remarque(s). i) Dans un arbre différentiel, chaque nœud a toujours deux branches

parce que pour chaque montée légale i de la suite standard S, on a toujours λi(S) et
ρi(S). Cependant un nœud d’un arbre différentiel inverse ne se produit pas toujours
en même temps que la descente et la marque.
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ii) A partir d’un nœud de mot de Lyndon (ys1 . . . ysk), on a toujours la branche droite
jusqu’au nœud des lettres (ys1, . . . , ysk).

iii) Si on a S ⇒ T , on n’a pas nécessairement T ⇐ S. Par exemple ρ2(y1, y4, y2) =(y1, y2, y4), c’est-à-dire (y1, y4, y2) ⇒ (y1, y2, y4), pendant que (y1, y2, y4) ⇐(y2, y1, y4) et (y1, y2, y4)⇍ (y1, y2, y4) .

Lemme 1.22. Soit ys1 . . . ysk un mot de Lyndon. Alors, tous les nœuds de son arbre diffé-
rentiel inverse forment une suite (ys1u, l1, . . . , ln), où n ∈ N, u ∈ Y ∗ et il existe un nœud(ys1, l1, . . . , lm), m ∈N.

Démonstration. Remarquons d’abord que pour chaque mot de Lyndon l ∈ LynY ∖ Y de
factorisation standard st(l) = (l1, l2), on a l1 ≺ l2 ; et que la lettre ys1 est l’une des plus
petites lettres dans le support, {ys1, . . . , ysk}, du mot original, on peut déduire de cela que
toutes ses racines forment une suite (ys1u, l1, . . . , ln). Ensuite, d’après la remarque ci-
dessus, on peut conclure que (ys1, l1, . . . , lm) est une racine de l’arbre différentiel inverse
T (ys1 . . . ysk).

Pour chaque mot de Lyndon ys1 . . . ysk , nous définissons l’ensemble

N (ys1, . . . , ysk) = {(ys′1, . . . , ys′i, l1, . . . , ln)∣ (ys1 . . . ysk) ∗⇐ (ys′1, . . . , ys′i, l1, . . . , ln),
s′1, . . . , s

′
i ∈ {s1, . . . , sk}, l1 ⪰ . . . ⪰ ln ∈ LynY } . (1.72)

Grâce aux concepts précédents, nous démontrons le résultat suivant.

Proposition 1.23. La base {Σw}w∈Y ∗ est calculée par la formule de récurrence :

i) pour le mot vide w = 1Y ∗ , Σw = 1Y ∗ ,

ii) pour chaque lettre yk ∈ Y, Σyk = π∗1(yk) ,

iii) pour chaque mot de Lyndon ys1 . . . ysk ,

Σys1 ...ysk
= ∑

(ys1 ,l1,...,ln)∈N (ys1 ,...,ysk)
ys1Σl1...ln

+ ∑
i≥2

qi−1

i!
∑

(ys′
1

,...,ys′
i
,l1,...,ln)∈N (ys1 ,...,ysk)

ys′
1
+...+s′

i
Σl1...ln .

En particulier, si ses lettres vont en croissant, i.e. ys1 ⪯ . . . ⪯ ysk ,

Σys1 ...ysk
= k∑

i=1

qi−1

i!
ys1+...+siΣysi+1 ...ysk

.

iv) pour le mot général w = li11 . . . likk , l1, . . . , lk ∈ LynY , l1 ≻ . . . ≻ lk,

Σw = Σ
qi1

l1 q . . . qΣ
qik

lk

i1! . . . ik!
.
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Démonstration. Par dualité, i) est évident. Pour montrer ii), en utilisant la propriété in-
férieure de cette base (Proposition 1.20), nous supposons que Σyk = yk +∑ u≺yk

(u)=k
cuu. Sup-

posons que u = yk1 . . . ysk , s1, . . . , sk ∈N+, k ≥ 2, alors

(u) = (yk)⇒ s1 + . . . + sk = s
⇒ s1 < s⇒ yk1 ≻ yk
⇒ u ≻ yk (contradictoirement).

Par conséquent, Σyk = yk = π∗1(yk).
iii) Tout d’abord, nous remarquons que le résultat est équivalent à l’assertion sui-

vante : pour tout mot u ∈ Y ∗ et toute lettre ys ∈ Y ,

⟨Σys1 ...ysk
∣ ysu⟩ = ∑

(ys1 ,l1,...,ln)∈N (ys1 ,...,ysk)
δs1,s⟨Σl1...ln ∣ u⟩

+ ∑
i≥2

qi−1

i!
∑

(ys′
1

,...,ys′
i
,l1,...,ln)∈N (ys1 ,...,ysk)

δs′
1
+...+s′

i
,s⟨Σl1...ln ∣ u⟩ .

Grâce à la dualité des bases, on peut représenter le mot u par

u = ∑
w∈Y ∗
⟨Σw ∣ u⟩Πw .

Ainsi, on a

ysu = ∑
w∈Y ∗
⟨Σw ∣ u⟩(∑

i≥1

qi−1

i!
∑

s′
1
+...+s′

i
=s

Πys′
1

. . .Πys′
i

)Πw

= ∑
w∈Y ∗
⟨Σw ∣ u⟩∑

i≥1

qi−1

i!
∑

s′
1
+...+s′

i
=s

Πys′
1

. . .Πys′
i

Πw ,

⇒ ⟨Σys1 ...ysk
∣ ysu⟩ = ∑

w∈Y ∗
⟨Σw ∣ u⟩∑

i≥1

qi−1

i!
∑

s′
1
+...+s′

i
=s

⟨Σys1 ...ysk
∣ Πys′

1

. . .Πys′
i

Πw⟩ .
Soit w = l1 . . . ln, l1 ⪰ . . . ⪰ ln. Puisque S ∶= (ys′

1
, . . . , ys′

i
, l1, . . . , ln) est une suite standard,

nous obtenons la représentation ci-dessous d’après le lemme 1.21

Π(S) = Π(ys′
1
, . . . , ys′

i
, l1, . . . , ln) = ∑

S
∗
⇒T

αTΠ(T ) .
Par conséquent,

⟨Σys1 ...ysk
∣ ysu⟩ = ∑

l1,...,ln∈LynY

l1⪰...⪰ln

⟨Σl1...ln ∣ u⟩∑
i≥1

qi−1

i!
∑

s′
1
+...+s′

i
=s

(y
s′
1

,...,y
s′
i
,ln,...,ln)

∗
⇒T

αT ⟨Σy1...yk ∣ Π(T )⟩ .
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Remarquons que les branches T de l’arbre différentiel T (S) sont des compositions dé-
croissantes de mots de Lyndon de longueur ≥ 2 sauf les branches de la forme T = (l), avec
l ∈ LynY . Tellement que ⟨Σys1 ...ysk

∣Π(T )⟩ ≠ 0 si T = (ys1 . . . ysk). En utilisant les pro-
jections ρ−1 et λ−1, nous construisons l’arbre différentiel inverse T (−1)(ys1 . . . ysk), puis
nous prenons des feuilles sous la forme (ys′

1
, . . . , ys′

i
, ln, . . . , ln), i ≥ 1 de laquelle l’arbre

différentiel existe une seule feuille T = (ys1 . . . ysk) et cela donne αT = 1. Par conséquent,
l’assertion générale est démontrée.

De plus, dans le cas particulier où ys1 ⪯ . . . ⪯ ysk , l’arbre différentiel T (ys1 . . . ysk)
contient seulement une seule après application de λi. De là, ⟨Σys1 ...ysk

∣ Πys′
1

. . .Πys′
i

Πw⟩ ≠
0 si et seulement si ys1 . . . ysk = ys′1 . . . ys′il1 . . . ln. Cela donne ys1 = ys′1, . . . , ys′i = ysi et
ysi+1 . . . ysk = l1 . . . ln. Alors,

⟨Σys1 ...ysk
∣ Πys′

1

. . .Πys′
i

Πw⟩ = δs1+...+si,sδysi+1 ...ysk ,w ,

nous obtenons finalement que

⟨Σys1 ...ysk
∣ ysu⟩ = qi−1

i!
δs1+...+si,s⟨Σysi+1 ...ysk

∣ u⟩ .
iv) Récrivant w sous la forme de produit décroissant de mots de Lyndon, w =

u1 . . . un, (u1 ⪰ . . . ⪰ un), c’est-à-dire n = i1 + . . . + ik et u1 = . . . = ui1 = l1, . . . , uik−1+1 =
. . . = un = lk. Pour chaque v = v1 . . . vm, v1, . . . , vm ∈ LynY, v1 ⪰ . . . ⪰ vm, d’après la
proposition 1.18 nous avons bien que Πv1 , . . . ,Πvm sont primitifs. Grâce à la proposition
1.10, la réduction de

⟨Σu1 q . . . qΣun
∣ Πv1 . . .Πvm⟩

donne zéro si n >m. Si n <m, nous avons

⟨Σu1 q . . . qΣun
∣ Πv1 . . .Πvm⟩ = ∑

w1,...,wn∈P
w1�...�wn=Πv1

...Πvm

⟨Σu1
∣ µ(w1)⟩ . . . ⟨Σun

∣ µ(wn)⟩ ,

où P ∶= {Πv1 , . . . ,Πvm} peut être vu comme un nouvel alphabet. Sur le côté droit, chaque
terme a au moins un j ∈ {1, . . . , n} tel que r ∶= ∣wj ∣ ≥ 2 (dans l’alphabet P), supposons
que wj = Πvj1

. . .Πvjr
(∈ P+). Alors, µ(wj) = Πvj1

. . .Πvjr
, dans K⟨Y ⟩, forme un produit

décroissant. Par suite, ⟨Σuj
∣ µ(wj)⟩ = 0. Pour l’autre cas où n =m, nous avons aussi que

⟨Σu1 q . . . qΣun
∣ Πv⟩ = ∑

σ∈Sn

⟨Σu1
∣ Πvσ(1)⟩ . . . ⟨Σun

∣ Πvσ(n)⟩
= ∑

σ∈Sn

δu1,vσ(1) . . . δun,vσ(n) .

Si (u1, . . . , un) ≠ (v1, . . . , vm) et parce que les deux suites sont décroissantes, l’expression
disparaît. Au contraire, si w = v, en effet (l1, . . . , l1, . . . , lk, . . . , lk) = (v1, . . . , vm), chaque
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lj ,1 ≤ j ≤ k répété ij fois. L’expression est égale au nombre de permutations, i1! . . . ik!.
Finalement,

1

i1! . . . ik!
⟨Σ qi1

l1 q . . . qΣ
qik

lk
∣ Πv⟩ = δu,v

qui achève cette démonstration par dualité.

Exemple 1.11. i)
Σy1 = y1 , Σy2 = y2 , Σy3 = y3 ,

Σy2y1 = y2Σy1 +
q

2
y3 = y2y1 + q

2
y3 .

On peut voir que ces résultats sont les mêmes dans l’exemple 1.8. ii) Considérons l’arbre
différentiel inverse du mot de Lyndon y3y1y2, voyez FIGURE 1.3. A la racine (y3, y1, y2),

(y3y1y2)

(y3y1, y2)

(y3, y1, y2)

(y3, y2, y1)
ρ−12

λ−11

λ−11

FIGURE 1.3 – L’arbre différentiel inverse T −1(y3y1y2).
nous trouvons les termes dans la somme droite de la formule : y3Σy1y2 ,

q

2
y4Σy2 ,

q2

6
y6 ; à la

racine (y3, y2, y1), nous obtenons les termes q
2
y5Σy1 ,

q2

6
y6 (n’ayant pas le terme y3Σy2y1

parce que y2 ≺ y1). C’est-à-dire

Σy3y1y2 = y3Σy1y2 +
q

2
(y4Σy2 + y5Σy1) + q26 (y6 + y6)

= y3y1y2 + y3y2y1 + q(y23 + 1

2
y4y2 +

1

2
y5y1) + q2

3
y6.

ii) De même, d’après l’arbre différentiel inverse T −1(y5y1y4y2) dans l’exemple 1.10 :
à la racine (y5, y1, y4y2), nous obtenons les termes y5Σy1y4y2 ,

q

2
y6Σy4y2 ; à la racine

(y5, y1, y4, y2), nous obtenons les termes q2

6
y10Σy2 ,

q3

24
y12 ; à la racine (y5, y4, y1, y2), nous



1.3. Bases en dualité dans K⟨Y ⟩ 59

obtenons les termes q
2
y9Σy1y2 ,

q2

6
y10Σy2 ,

q3

24
y12 ; à la racine (y5, y4, y2, y1), nous obtenons

les termes q2

6
y11Σy1 ,

q3

24
y12. C’est-à-dire

Σy5y1y4y2 = y5Σy1y4y2 +
q

2
(y6Σy4y2 + y9Σy1y2) + q26 (2y10Σy2 + 2y11Σy1) + 4 q324y12= y5y1y4y2 + y5y4y1y2 + y5y4y2y1

+ q(y5y4y3 + y5y5y2 + 1

2
y5y6y1

1

2
y6y4y2 +

1

2
y9y1y2 +

1

2
y9y2y1 +

1

2
y5y1y6)

+ q2(1
4
y26 +

1

3
y11y1 +

1

3
y10y2 +

1

2
y9y3 +

1

2
y5y7) + 1

6
q3y12.

Remarque(s). La formule de {Σw}w∈Y ∗ dans la proposition 1.23 donne une généralisation
pour calculer la base MRS. Quand q = 0, cette formule est exactement la formule de la
base {Sw}w∈Y ∗ dans le cas du produit de mélange,�, introduite dans [Reu93].

Théorème 1.24. Les familles (Πl)l∈LynY et (Σl)l∈LynY sont respectivement les bases de
transcendance des algèbres (K⟨Y ⟩, conc) et (K⟨Y ⟩, q).

Démonstration. Grâce à la dualité entre les deux bases (Σw)w∈Y ∗ et (Πw)w∈Y ∗ , nous pou-
vons représenter un polynôme P comme suit

P = ∑
w∈Y ∗
⟨Σw ∣ P ⟩Πw = ∑

w∈Y ∗
⟨Πw ∣ P ⟩Σw . (1.73)

La définition de∑w∈Y ∗ ⟨Πw ∣ P ⟩Σw et la proposition 1.23.iv), achèvent la démonstration.

Nous avons construit les deux bases en dualité (Πw)w∈Y ∗ et (Σw)w∈Y ∗ et deux bases
de transcendance (Πl)l∈LynY et (Σl)l∈LynY . De plus, nous en déduisons une représentation
de la série diagonale comme un produit infini.

Théorème 1.25.

∑
w∈Y ∗

w ⊗w = ∑
w∈Y ∗

Σw ⊗Πw =
↘

∏
l∈LynY

exp(Σl ⊗Πl) . (1.74)
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Démonstration. D’après dualité, nous avons

∑
w∈Y ∗

w ⊗w = ∑
w∈Y ∗
(∑
u∈Y ∗
⟨Πu ∣ w⟩Σu)⊗w

= ∑
u∈Y ∗

Σu ⊗ ( ∑
w∈Y ∗
⟨Πu ∣ w⟩w)

= ∑
u∈Y ∗

Σu ⊗Πu

= ∑
k≥0

∑
l1≻...≻lk
i1,...,ik≥1

Σ qi1
l1 q . . . qΣ

qik
lk

i1! . . . ik!
⊗Πi1

l1
. . .Πik

lk

= ↘

∏
l∈LynY

∑
i≥0

Σ qi

l

i!
⊗Πi

l

= ↘

∏
l∈LynY

exp(Σl ⊗Πl) .

Cette formule peut être utilisée pour proposer un système de coordonnées locales sur
groupe de Hausdorff i.e. le groupe des séries dans K⟪Y ⟫ qui sont de type groupe pour
∆

q
. Plus précisément, on a le corollaire suivant.

Corollaire 1.26. Soit S une série de type groupe, alors

S = ∑
w∈Y ∗
⟨S ∣ Σw⟩Πw =

↘∏
l∈LynY

exp(⟨S ∣ Σl⟩Πl). (1.75)

Démonstration. Grâce au lemme 1.8.2 on a, pour tous les mots u, v ∈ Y ∗, que ⟨S ∣
u qv⟩ = ⟨S ∣ u⟩⟨S ∣ u⟩. Par conséquent,

S = ∑
w∈Y ∗
⟨S ∣ w⟩w = (S ⊗ id) ∑

w∈Y ∗
w ⊗w

= (S ⊗ id) ∑
w∈Y ∗

Σw ⊗Πw = ∑
w∈Y ∗
⟨S ∣ Σw⟩Πw

= (S ⊗ id) ↘

∏
l∈LynY

exp(Σl ⊗Πl) = ↘

∏
l∈LynY

exp(⟨S ∣ Σl⟩Πl).
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1.3.4. Représentations des polynômes sur les bases

L’objectif de cette sous-section est de construire une manière de représenter d’un
polynôme dans Q⟨Y ⟩ dans les bases {Πw}w∈Y ∗ ou {Σw}w∈Y ∗ .

Nous nous rappelons que les bases {Πw}w∈Y ∗ ; {Σw}w∈Y ∗ sont homogènes, en poids,
la première étant triangulaire supérieure, pendant que la deuxième est triangulaire infé-
rieure. Sans perte de généralité, nous supposons que P ∈ Q⟨Y ⟩ est un polynôme homo-
gène de poids n, nous allons maintenant construire un algorithme pour représenter P en
termes de {Σw}w∈Y ∗ comme suivant.

Algorithme 1. ENTREE : Un polynôme homogène P de poids n.

SORTIE : La représentation de P dans la base {Σw}w∈Y ∗ .
Etape 1. En choisissant le terme principal, dit λw1

w1, 26 de P , nous suivions la pro-
position 1.20 et la proposition 1.23 pour remplacer le mot dans le terme principal
par

w1 = Σw1
+ ∑

v≺w1,(v)=n
αvv ,

cela donne
P = λw1

Σw1
+ ∑

v≺w1,(v)=n
βvv . (1.76)

Etape 2. En assignant la somme ∑v≺w1,(v)=n βvv à P dans (1.76) et répétant l’étape
1. jusqu’au dernier monôme associé le plus petit mot de poids n, c’est yn(= Σyn).
Enfin, nous allons obtenir la représentation du polynôme original comme suit

P = ∑
v≤w1,(v)=n

λvΣv . (1.77)

Exemple 1.12. i) Etant donnée un polynôme P ∶= 2y1y2− 1
2
y3. Nous effectuons les étapes

suivantes :
Etape 1. Comme Σy1y2 = y1y2 + y2y1 + y3, nous remplaçons y1y2 par le polynôme Σy1y2

dans P

P = 2Σy1y2 − 2y2y1 −
5

2
y3.

Etape 2.

● Comme Σy2y1 = y2y1 + 1
2
y3, nous remplaçons y2y1 par le polynôme Σy2y1 dans P

P = 2Σy1y2 − 2Σy2y1 −
3

2
y3.

● Comme y3 = Σy3 , nous obtenons finalement

P = 2Σy1y2 − 2Σy2y1 −
3

2
Σy3 .

26. C’est le terme associé avec le plus grand mot dans le support de P .
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Nous avons également la représentation de P par la base {Πw}w∈Y ∗ ,
P = −1

2
Πy3 −

1

4
Πy2y1 +

3

2
Πy1y2 +

11

12
Πy3

1

.

ii) Similairement, on a les représentations

y3 = Σy3

= Πy3 +
1

2
Πy2y1 +Πy1y2 +

1

6
Πy3

1

,

y3y1y2 = Σy3y1y2 −Σy3y2y1 −
1

2
Σy2

3
−
1

2
Σy4y2 +

1

3
Σy6

= Πy3y1y2 +
1

2
Πy3y

3

1
+Πy2y3y1 +

1

2
Πy2y

2

1
y2 +

1

4
Πy2y

4

1
+Πy1y3y2 +

3

2
Πy1y3y

2

1

+ Πy1y2y3 +
3

2
Πy1y2y1y2 +

5

4
Πy1y2y

3

1

+
3

2
Πy2

1
y3y1 +Πy2

1
y2
2

+
9

4
Πy2

1
y2y

2

1

+
1

2
Πy3

1
y3 +

7

4
Πy3

1
y2y1 +

2

3
Πy4

1
y2 +

1

12
Πy6

1
.

Par conséquent, en suivant cet algorithme, nous pouvons déduire.

Corollaire 1.27. Pour chaque w ∈ Y ∗, on peut représenter

w = Πv + ∑
v≻w,(v)=(w)

β1
vΠv

= Σw + ∑
v≺w,(v)=(w)

β2
vΣv.



Chapitre 2

Développement asymptotique des
sommes harmoniques

Sommaire
2.1. Quelques concepts fondamentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.1.1. Définition des séries génératrices . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.1.2. Formule d’Euler-Maclaurin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2.2. Somme harmonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.2.1. Fonctions symétriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.2.2. Somme harmonique multiple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2.3. Développement asymptotique des polylogarithmes . . . . . . . . . . 71

2.3.1. Définition des polylogarithmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2.3.2. Structure des polylogarithmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2.4. Développement asymptotique des sommes harmoniques . . . . . . . 83

2.4.1. En suivant la série génératrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

2.4.2. En suivant la formule d’Euler-MacLaurin . . . . . . . . . . . . . 85

On a vu, à la fin du chapitre 1, la représentation des séries de type groupe par les coor-
données locales dans les structures algébriques de quasi-mélange. Nous allons appliquer
cette propriété pour des représentations des séries génératrices des polylogarithmes et des
sommes harmoniques indexées par les bases de transcendance. Ceci nous permet de dé-
terminer les développements asymptotiques des polylogarithmes et ensuite des sommes
harmoniques sur des échelles classiques. Nous présentons aussi, dans ce chapitre, une
autre méthode pour obtenir ces développements grâce à par un algorithme qui utilise la
formule d’Euler Maclaurin.
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2.1. Quelques concepts fondamentaux

Dans les deux premiers paragraphes de cette section, nous rappelons quelques
concepts fondamentaux en combinatoire et en analyse (séries génératrices et formule
d’Euler Mac-Laurin) 1.

2.1.1. Définition des séries génératrices

Une série génératrice (appelée autrefois fonction génératrice, terminologie encore
utilisée en particulier dans le contexte de la théorie des probabilités) est une série formelle
dont les coefficients codent une suite an de nombres (ou plus généralement de polynôme,
etc.). On dit que la série est associée à la suite.

Il existe plusieurs sortes de séries génératrices, comme les séries génératrices expo-
nentielles, les séries de Lambert, les séries génératrices de suites de polynômes, etc. Par
exemple, étant donné une suite (an)n∈N,

i) la série génératrice ordinaire de la suite (an)n∈N est (on ne se préoccupe a priori pas
de leur domaine de convergence)

G(an;x) = ∞∑
n=0

anx
n. (2.1)

Cette définition se généralise aisément à des suites à plusieurs indices. Par exemple,
pour la suite am,n, où n et m sont des entiers naturels), la série génératrice est

G(am,n;x, y) = ∞∑
m,n=0

am,nx
myn. (2.2)

ii) la série génératrice exponentielle associée à la suite (an)n∈N est

EG(an;x) = ∞∑
n=0

an
xn

n!
. (2.3)

iii) les séries génératrices de suites de polynômes qui s’étendent à d’autres suites d’ob-
jets. Ainsi, la série génératrice (exponentielle) des polynômes de Bernoulli est

∞∑
n=0

Bn(x) tn
n!
= text

et − 1
. (2.4)

1. Tels qu’on peut les trouver dans les textes standards (par exemple sur Wikipedia).
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On peut voir que les premiers polynômes de Bernoulli sont :

B0(x) = 1,

B1(x) = x −
1

2
,

B2(x) = x2 − x +
1

6
,

B3(x) = x3 −
3

2
x2 +

1

2
x,

B4(x) = x4 − 2x3 + x2 −
1

30
.

2.1.2. Formule d’Euler-Maclaurin

La formule d’Euler-Maclaurin (appelée parfois formule sommatoire d’Euler) est une
relation entre sommes discrètes et intégrales. Elle fut découverte indépendamment, aux
alentours de 1735, par le mathématicien suisse Leonhard Euler (pour accélérer le calcul de
limites de séries lentement convergentes) et par l’écossais Colin Maclaurin (pour calculer
des valeurs approchées d’intégrales).

Soient p et q deux entiers relatifs (p < q), f une fonction continue complexe définie
sur [p, q]. L’énoncé qui suit exprime la somme

f(p) + f(q)
2

+

q−1

∑
i=p+1

f(i) = f(p)
2
+ f(p + 1) + f(p + 2) + . . . + f(q − 1) + f(q)

2
. (2.5)

Pour une fonction f 2k fois continûment dérivable sur le segment [p, q] (avec k ≥ 0), la
formule d’Euler-Maclaurin s’énonce ainsi :

f(p) + f(q)
2

+

q−1

∑
i=p+1

f(i) = ∫ q

p
f(x)dx + k∑

j=1

b2j(2j)! (f (2j−1)(q) − f (2j−1)(p)) +Rk. (2.6)

Si f est un polynôme de degré d et si on applique la formule sommatoire avec p = 0, q = n
et k choisi tel que d ≤ 2k + 1, le reste Rk disparaît.

Exemple 2.1. En considérant la fonction f(x) = x3, pour tout n ∈N on a

n∑
i=0

i3 = ∫
n

0
x3dx +

03 + n3

2
+
1

6

3n2 − 0

2!
= n4

4
+
n3

2
+
n2

4
= (n(n + 1)

2
)2 .

Pour exprimer le reste Rk, on utilise les polynômes de Bernoulli définis par (2.4).
Les nombres 2 bk = Bk(0) = Bk(1), k > 1 sont appelés les nombres de Bernoulli qui sont

2. Parfois on utilise la notation Bk s’il n’y a pas de confusion avec les polynômes de Bernoulli ou les
nombres de Bell.
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nuls au rang impair :

B2k+1(0) = B2k+1(1) = b2k+1 = 0, ∀k ≥ 1,
B2k+1(1

2
) = 0, k ≥ 0,

B2k(1
2
) = ( 1

22k−1
− 1) b2k, k ≥ 0.

L’expression du reste Rk pour une fonction complexe 2k fois continûment dérivable
sur le segment [p, q] (avec k ≥ 1) est la suivante 3

Rk = − 1

(2k)! ∫
q

p
f (2k)(x)B2k(x − ⌊x⌋)dx, (2.7)

et si f est 2k + 1 fois continûment dérivable sur le segment [p, q] (avec k ≥ 0), le reste Rk

s’exprime comme suit :

Rk = − 1

(2k + 1)! ∫
q

p
f (2k+1)(x)B2k+1(x − ⌊x⌋)dx. (2.8)

Si f est une fonction réelle 2k + 2 fois continûment dérivable sur le segment [p, q] (avec
k ≥ 0), le reste peut s’écrire des manières suivantes :

Rk = − 1

(2k + 2)! ∫
q

p
f (2k+2)(x)(B2k+2(x − ⌊x⌋) − b2k+2)dx (2.9)

= p − q

(2k + 2)!b2k+2f 2k+2(ψ), avec ψ ∈ (p, q). (2.10)

Remarquons que le reste Rk est nul pour tout polynôme de degré au plus 2k + 1.

Exemple 2.2. En appliquant la formule d’Euler Maclaurin à la fonction f(x) = 1
x

et
f(x) = 1

xr , on a

N∑
n=1

1

n
= logN + γ −

p−1

∑
k=1

bk

k

1

Nk
+ o
(∞)
p ( 1

Np−1
),

N∑
n=1

1

nr
= ζ(r)− p−1

∑
k=r−1

bk−r+1

k − r + 1
(k − 1
r − 1

) 1

Nk
+ o
(∞)
p ( 1

Np−1
),

où γ, ζ(r) sont respectivement la constante d’Euler et le polyzêtas de r.

3. Bk(x − ⌊x⌋) en est une version périodique, de période 1, égale à Bk(x) si 0 < x < 1.
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2.2. Somme harmonique

2.2.1. Fonctions symétriques

Une fonction symétrique est une fonction invariante par les permutations de ses va-
riables. Le cas le plus fréquent est celui d’un polynôme symétrique, c’est-à-dire d’un
polynôme qui est une fonction symétrique. Par exemple, les fonctions f(t1, t2) = t1 + t2
et f(t1, t2) = t1t2 sont symétriques. Le discriminant en trois variables f(t1, t2, t3) = (t1 −
t2)2(t1−t3)2(t2−t3)2 est aussi symétrique. On parle alors de fonctions symétriques plutôt
que de polynômes symétriques. Soient n un entier fixé et T = {t1, . . . , tn}, t1 < . . . < tn
un alphabet totalement ordonné. Considérons l’anneau k[T ] des polynômes en les va-
riables indépendantes t1, . . . , tn. Le groupe symétrique agit naturellement sur k[T ] par
les permutations des variables

(σf)(t1, . . . , tn) = f(tσ(1), . . . , tσ(n)). (2.11)

La transposition élémentaire σi est donc l’unique morphisme d’algèbre qui échange ti et
ti+1 en fixant les autres variables. Un polynôme f est dit symétrique s’il est invariant par
l’échange des variables, c’est-à-dire si

σf = f pour tout σ ∈Sn. (2.12)

Il est souvent pratique de considérer un alphabet T infini. Ceci est possible car les mor-
phismes de restriction d’alphabet

ρm,n ∶= f(t1, . . . , tm)z→ f(t1, . . . , tn,0, . . . ,0) (2.13)

sont compatibles, c’est-à-dire ρm,p = ρn,p○ρm,n pourm > n > p. Les fonctions symétriques
sont donc des sommes formelles de monômes, de degré fini, invariantes par l’échange
des variables. On note Sym l’algèbre des fonctions symétriques et Sym(T ) l’algèbre des
polynômes symétriques sur l’alphabet T .

Nous allons maintenant prolonger les notations précédentes à un ensemble infini de
variables T = {tn}n∈N+. Nous définissons les fonctions symétriques (modifiées) λ(k)r et les
sommes de puissances ψ(k)r vues comme les coefficients des fonctions génératrices

λ(k)(t ∣ z) ∶= ∑
r≥0

λ
(k)
r (t)zr = ∏

n≥1

(1 + tknz), (2.14)

ψ(k)(t ∣ z) ∶= ∑
r≥1

ψ
(k)
r (t)zr−1 = ∑

n≥1

tkn
1 − tknz

. (2.15)

De la même manière, ces fonctions ont les formes explicites

λ
(k)
r (t) = ∑

n1>...>nr≥1

tkn1
. . . tknr

et ψ
(k)
r (t) = ∑

n≥1

tkrn . (2.16)
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Démonstration. Il est facile de trouver la formule de λ(k)r . Pour ψ(k)r , on peut l’obtenir par

∑
n≥1

tkn
1 − tknz

= ∑
n≥1

tkn∑
r≥0

(tknz)r

= ∑
r≥0

(∑
n≥1

t
k(r+1)
n ) zr

= ∑
r≥1

(∑
n≥1

tkrn ) zr−1.

De plus, les susdites fonction satisfont à l’identité de Newton

d

dz
logλ(k)(t ∣ z) = ψ(k)(t ∣ −z). (2.17)

Démonstration.

d

dz
logλ(k)(t ∣ z) = d

dz
∑
n≥1

log(1 + tknz)
= ∑

n≥1

d

dz
log(1 + tknz) = ∑

n≥1

tkn
1 + tknz

= ψ(k)(t ∣ −z).

Polynômes quasi-symétriques

Continuons avec l’alphabet T . Si T est de cardinal n, un polynôme f ∈ C[T ] est
dit quasi-symétrique si pour tous r ≥ n et i1, . . . , ir ∈ N, le coefficient de ti1j1 . . . t

ir
jr

est
invariant pour tous j1 < . . . < jr.
Exemple 2.3. Une polynôme quasi-symétrique en quatre variables est le polynôme

t21t2 + t
2
1t3 + t

2
2t3.

Le polynôme symétrique le plus simple contenant ce polynôme est

t21t2 + t1t
2
2 + t

2
1t3 + t1t

2
3 + t

2
2t3 + t2t

2
3.
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Comme pour les fonctions symétriques, on fait tendre le nombre de variables vers
l’infini, en prenant la limite projective dans la catégorie des algèbres graduées et on ob-
tient une algèbre appelée algèbre des fonctions quasi-symétriques notée par QSym. Cette
algèbre est graduée, elle se décompose comme suit :

QSym =⊕
n≥0

QSymn, (2.18)

où QSymn est R−espace vectorielle engendré par les fonctions quasi-symétriques homo-
gènes de degré n (i.e. de monômes de n variables).

Nous allons maintenant considérer l’alphabet Y = {yk}k∈N+. Pour chaque mot w =
ys1 . . . ysr ∈ Y ∗, la fonction quasi-symétrique monômiale est défini par

Fw(t) ∶= ∑
n1>...>nr≥1

ts1n1
. . . tsrnr

. (2.19)

La fonction est une généralisation de la fonction symétrique λ(k)r . Plus précisément, on a
Fyr

k
= λ(k)r et en particulier, on a Fyr

1
= λ(1)r , Fyr = ψ(1)r . De plus, l’intégration de l’équation

(2.17) nous amène à la relation suivante

∑
r≥0

Fyr
1
zr = exp(−∑

r≥1

Fyr

(−z)r
r
) . (2.20)

Il est clair que les fonctions Fw,w ∈ Y ∗ sont linéairement indépendantes, et plus précisé-
ment que ces fonctions quasi-symétriques monômiales forment une base de l’espace des
fonctions quasi-symétriques QSym. En remplaçant les tn par 1

n
si 1 ≤ n ≤ N et par 0 si

n > N ; la variable z par y1, on obtient [Cos08]

∑
r≥0

Hyr
1
yr1 = exp(−∑

r≥1

Hyr

(−y1)r
r
) . (2.21)

2.2.2. Somme harmonique multiple

De la même que pour les polylogarithmes, une somme harmonique est définie pour
chaque composition d’entiers positifs s = (s1, . . . , sr) et une paramètre N par

Hs(N) ∶= ∑
N≥n1>...>nr≥1

1

ns1
1 . . . n

sr
r

. (2.22)
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Exemple 2.4.

H1(N) = N∑
n=1

1

n
= 1 + 1

2
+
1

3
+ . . . +

1

N
,

H(2,1)(N) = ∑
N≥n1>n2≥1

1

n2
1n2

= 1

22.1
+ ( 1

32.2
+

1

32.1
) + ( 1

42.3
+

1

42.2
+

1

42.1
) + . . .

+ ( 1

N2(N − 1) +
1

N2(N − 2) + . . . +
1

N2.1
) .

Pour toute composition s = (s1, s2, . . . , sr), nous avons les remarques suivantes :

i)

Hs(N) = N

∑
n1=r

H(s2,...,sr)(n1 − 1)
n1

. (2.23)

En effet,

Hs(N) = ∑
N≥n1>...>nr≥1

1

ns1
1 . . . n

sr
r

= N∑
n1=r

1

ns1
1

∑
n1−1≥n2>...>nr≥1

1

ns2
2 . . . n

sr
r

= N∑
n1=r

H(s2,...,sr)(n1 − 1)
ns1
1

.

ii) Si s1 > 1, il existe la limite de Hs(N) quand N tend vers l’infini, de plus

lim
N→∞

Hs(N) = ζ(s). (2.24)

Nous allons utiliser le codage des compositions s = (s1, . . . , sr) par les mots
ys1 . . . ysr dans le monoïde Y ∗ de l’alphabet Y = {yk}k∈N+, on peut alors définir Hw(N)
pour tout mot w ∈ Y ∗ avec la convention que H1Y ∗

(N) = 1. On a vu dans l’exemple
2.2 les développements asymptotiques des sommes harmoniques simples. Continuons ce
travail, nous allons étudier des développements asymptotiques des sommes harmoniques
en multi-indice indexées par des mots. Tout d’abord, on rappelle la propriété importante
suivante. La théorie des fonctions quasi-symétriques montre que les sommes harmonique
vérifient la relation de quasi-mélange [Hof97], c’est-à-dire, pour tous mots w1,w2 ∈ Y ∗,
on a

Hw1
(N)Hw2

(N) = Hw1 w2
(N). (2.25)
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Par exemple

N∑
m=1

1

ms1

N∑
n=1

1

ns2
= ∑

N≥m>n≥1

1

ms1ns2
+ ∑

N≥n>m≥1

1

ms1ns2
+

N∑
m=n=1

1

ms1ns2
,

qui correspond Hys1
(N)Hys2

(N) = Hys1ys2
(N) + Hys2ys1

(N) + Hys1+s2
(N). Par consé-

quent, cette propriété nous permet de définir un morphisme des sommes harmoniques
vers l’algèbre de quasi-mélange. En voyant Hw comme fonction de N dans R, on a la
proposition suivante [Cos+05b].

Proposition 2.1. L’application H ∶ w z→ Hw est un isomorphisme de (Q⟨Y ⟩, ,1Y ∗)
dans l’algèbre des sommes harmoniques avec le produit standard, désigné par (HR, ⋅,1).

Comme l’ensemble des mots de Lyndon génère librement l’algèbre de quasi-
mélange, on a alors HR ≃ R[Hl, l ∈ LynY ]. De plus, en utilisant représentation de la
série diagonale DY dans le théorème 1.25, nous pouvons factoriser la série génératrice
des sommes harmoniques comme suit.

Proposition 2.2.

H ∶= ∑
w∈Y ∗

Hww =
↘∏

l∈LynY

exp(HΣl
Πl) = eHy1

y1
↘∏

l∈LynY {y1}
eHΣl

Πl. (2.26)

2.3. Développement asymptotique des polylogarithmes

2.3.1. Définition des polylogarithmes

Pour tout multi-indice s = (s1, . . . , sr), formé d’entiers positifs, un polylogarithme
est défini dans le disque unité ouvert du plan complexe, désigné par D, par

Lis(z) ∶= ∑
n1>...>nr≥1

zn1

ns1
1 . . . n

sr
r

, ∣z∣ < 1. (2.27)

En considérant les polylogarithmes indexés par les mots engendrés par l’alphabet
X = {x0, x1}, nous allons coder chaque multi-indice s = (s1, . . . , sr) par un mot unique
w = xs1−10 x1 . . . x

sr−1
0 x1. Chaque fonction Lis, qui est désormais notée Liw, peut s’obtenir,

grâce aux remarques ci-dessus, par l’intégrale itérée [Zag94 ; Min+00b] :

Lix1
(z) = ∫ z

0
ω1 = − log(1 − z), (2.28)

Lixiw(z) = ∫ z

0
ωiLiw, avec i ∈ {0,1}, ∣xiw∣x1

≠ 0, (2.29)
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où

ω0 ∶= dz
z
, ω1 ∶= dz

1 − z
(2.30)

sont des formes différentielles.

Remarque(s). Ceci permet alors de prolonger analytiquement les Liw à tout Ω.

Afin de compléter cette définition sur toutX∗ en utilisant la formule (2.29), on prend
la convention que Li1X∗(z) = 1 et pour tout n > 0,

Lixn
0
(z) = ∫ z

1
ω0 Lixn−1

0

= logn(z)
n!

. (2.31)

Par exemple

Lix1x
2

0

(z) = ∫ z

0
ω1Lix2

0

= ∫
z

0

dt

1 − t

log2(t)
2!

,

ou plus généralement,

Liwx1x
n
0
(z) = ∫ z

0
Liw(sn+1)ω1∫

sn+1

1
ω0 . . .∫

s2

1
ω0

= ∫
z

0
Liw(sn−1) dsn+1

1 − sn+1
∫

sn+1

1

dsn

sn
. . .∫

s2

1

ds1

s1
.

Alors, les définitions précédentes nous permettent d’introduire la série génératrice
non commutative des polylogarithmes

L(z) = ∑
w∈X∗

Liw(z)w. (2.32)

2.3.2. Structure des polylogarithmes

Observons que

L(z) = 1 + ∑
u∈X∗

Lix0u(z)x0u + ∑
v∈X∗

Lix1v(z)x1v,
grâce aux formules (2.29) et (2.31), cette série satisfait l’équation différentielle :

d

dz
L(z) = (x0

z
+

x1

1 − z
)L(z), (2.33)

avec la condition initiale [Min+00b ; Min+99]

L(ǫ) = ex0 log ǫ +O(√ǫ), si ǫ→ 0+. (2.34)



2.3. Développement asymptotique des polylogarithmes 73

Par conséquent, l’étude de la monodromie des polylogarithmes (prolongement analytique
sur un chemin fermé) fournit un autre moyen pour calculer les relations entre polyzêtas
que nous allons étudier dans le chapitre suivant. La série de Chen Sz0↝z est par définition
l’unique solution, sur le chemin z0 ↝ z de l’équation 3.2 vérifiant la condition initiale
S(z0) = 1. On peut prolonger analytiquement la série L le long et au voisinage d’un
chemin. Alors les séries L(z) et Sz0↝zL(z) satisfont l’équation différentielle (2.33) et
prennent la même valeur en z = z0. Ceci prouve que :

Proposition 2.3. Pour tout chemin z0 ↝ z dans C {0,1}, on a [Che71 ; Car87 ;
Min+00b]

L(z) = Sz0↝zL(z0). (2.35)

En d’autre termes, d’après la condition limite (2.34), nous déduisons 4

L(z) ∼ ex0 log z si z Ð→ 0+. (2.36)

Cette condition nous permet de montrer que la série génératrice L(z) est une exponentielle
de Lie [Reu93 ; Den+11 ; Min+00b]. De plus, suivant le théorème de Ree [Ree58], on en
déduit que

∀u, v ∈ X∗, Liu�v = Liu Liv . (2.37)

Ceci nous permet de prolonger L comme morphisme :

Théorème 2.4 ([Min+00b]). Soit C ∶= C [z, 1
z
, 1
1−z ]. L’application L ∶ w z→ Liw est un

isomorphisme de (C⟨X⟩,�,1X∗) dans (C[{Liw}w∈X∗], ⋅,1Ω).
Remarque(s). On trouvera une autre preuve de l’indépendance linéaire des {Liw}w∈X∗
dans [Den+11]. Cette méthode permet également de montrer que ces fonctions sont li-
néairement indépendantes sur les (germes de) fractions rationnelles et d’autres corps de
fonctions.

Comme nous l’avons vu dans le chapitre 1, la série double DY sur l’alphabet Y avec
le produit de quasi-mélange q-déformé (le q-stuffle) à gauche du tenseur et le produit
de concaténation à droite du tenseur. En se plaçant dans le cas du produit de mélange
(q = 0) sur l’alphabet X , nous allons maintenant calculer la série diagonale DX avec
les objets suivants : (a) {Pw}w∈X∗ , la base de Poincaré-Birkhoff-Witt, et (b) sa base duale,{Sw}w∈X∗ , qui contient la base de transcendance, {Sl}l∈LynX , base algébrique de l’algèbre
de mélange (Q⟨X⟩,�,1X∗) (c’est une extension transcendante pure de Q). On a alors
[Mel+89 ; Reu93]

DX ∶= ∑
w∈X∗

w ⊗w = ↘∏
l∈LynX

eSl⊗Pl . (2.38)

4. C’est, ici, une notation compacte pour l’équivalence terme à terme.
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La série génératrice L(z) peut s’obtenir comme l’image par le morphisme 5 Li⊗idX∗ de
la série double DX :

L(z) = Li ⊗̂idX∗(DX) = ∑
w∈X∗

Liw(z)w = ↘∏
l∈LynX

eLiSl
(z)Pl (2.39)

= e− log(1−z)x1

⎛
⎝

↘

∏
l∈(LynX) X

eLiSl
(z)Pl
⎞
⎠ elog(z)x0 . (2.40)

La factorisation (2.40) s’explique par le principe de partitionnement des indices (cf An-
nexe A).

Par ailleurs, pour tout mot l ∈ (LynX) X , nous avons que Sl ∈ x0X∗x1. Par consé-
quent, nous pouvons considérer la série régularisée, désignée par Lreg, ainsi que son
évaluation en z = 1 [Min+00b],

Lreg(z) = ↘∏
l∈(LynX) X

eLiSl
(z)Pl et Z

�

∶= Lreg(1) = ↘∏
l∈(LynX) X

eζ(Sl)Pl. (2.41)

On en déduit que :

Proposition 2.5 ([Min+00b ; Rac00]). Z
�

est l’unique exponentielle de Lie telle que

⟨Z
�

∣ w⟩ = ζ(w), ∀w ∈ x0X∗x1, (2.42)

⟨Z
�

∣ x0⟩ = ⟨Z� ∣ x1⟩ = 0. (2.43)

Identités fonctionnelles entre polylogarithmes

On considère [Min+00c] le groupe du birapport G i.e. celui des transformations pro-
jectives de la droite complexe P 1C qui laissent globalement invariants les trois points
0,1,∞ :

G = {z, 1
z
,
z − 1

z
,
z

z − 1
,

1

1 − z
,1 − z} . (2.44)

Un élément g de G est déterminé par son action sur ces trois points. L’image directe des
formes ω0 et ω1 vaut :

g∗ω0 = dg(z)
g(z) et g∗ω1 = dg(z)

1 − g(z) . (2.45)

5. Ce morphisme n’est pas continu sur tout le produit tensoriel

(Q⟨X⟩,�,1X∗)⊗ (Q⟨X⟩, conc,1X∗)

mais sur la sous-algèbre
IsoQ(X) = spanQ{u⊗ v ∣ ∣u∣ = ∣v∣}

voir l’annexe A.



2.3. Développement asymptotique des polylogarithmes 75

Ainsi, pour le groupe du birapport G, on a [Min96 ; Min+99]

g z 1
z

z−1
z

z
z−1

1
1−z 1 − z

g∗ω1 ω1 ω1 + ω0 −ω0 −ω1 −ω0 − ω1 −ω0

g∗ω0 ω0 −ω0 −ω1 − ω0 ω1 + ω0 ω1 −ω1

L’image réciproque g∗ des séries de Chen par g est la substitution donnée sur les lettres
par

g z 1
z

z−1
z

z
z−1

1
1−z 1 − z

g∗x1 x1 x1 −x0 x0 − x1 x0 − x1 −x0
g∗x0 x0 x1 − x0 x1 − x0 x0 −x1 −x1

Elle s’étend donc aux mots en un morphisme de monoïde (pour la concaténation) et
s’étend par linéarité aux polynômes puis, par continuité aux séries.

Théorème 2.6 ([Min+00b]). Soient g une transformation du groupe G et Sγ la série de
Chen associée au chemin γ de C {0,1}. On a

Sg○γ = g∗Sγ = ∑
w∈X∗
⟨S ∣ w⟩g∗w. (2.46)

D’après la proposition 2.3, en prenant respectivement les chemins en 1 − t,1/t et
1 − 1/t, on obtient les identités suivantes :

Proposition 2.7 ([Min+99]). Pour chaque 6 t dans un intervalle convenable,

i) L(x0, x1 ∣ 1 − t) = L(−x1,−x0 ∣ t)Z�(x0, x1);
ii) L(x0, x1 ∣ 1/t) = L(−x0 + x1, x1 ∣ t)Z−1

�

(−x0 + x1, x1)eiπx1Z
�

(x0, x1);
iii) L(x0, x1 ∣ 1 − 1/t) = L(−x0 + x1,−x0 ∣ t)Z−1

�

(−x0 + x1,−x0)eiπx0 .

La série génératrice ordinaire des sommes harmoniques, désignée par GX , forme une
polylogarithme au facteur 1

1−z près, c’est-à-dire

GX
s (z) = ∑

N≥0

Hs(N)zN = Lis(z)
1 − z

. (2.47)

En effet,

Lis(z)
1 − z

= ∑
n≥0

zn ∑
n1>...>nr≥1

zn1

ns1
1 . . . n

sr
r

= ∑
n≥r

zn ∑
n≥n1>...>nr≥1

1

ns1
1 . . . n

sr
r

= ∑
n≥r

znHw(n).
6. Ici, on utilise L(x0, x1 ∣ t) au lieu de L(t).



76 Développement asymptotique des sommes harmoniques

D’après la proposition 2.7.i), en définissant un morphisme, désignant par σ, de mo-
noïde qui vérifie σ(x0) = −x1, σ(x1) = −x0, on écrit cette identité comme suit

L(z) = σ[L(1 − z)]Z
�

= e(x0−1) log(1−z)
↘

∏
l∈LynX∖X

eLiSl
(z)σ(Pl)ex1 log

1

zZ
�

(2.48)

Exemple 2.5.

Li2,1(z) = ζ(3) + (1 − z) log(1 − z) − 1 − (1 − z) log2(1 − z)/2
+ (1 − z)2[− log2(1 − z) + log(1 − z)]/4 + o(1)((1 − z)3),

Li1,2(z) = 2 − 2ζ(3)− ζ(2) log(1 − z) − 2(1 − z) log(1 − z)
+ (1 − z) log2(1 − z) + (1 − z)2[log2(1 − z) − log(1 − z)]/2 + o(1)((1 − z)3).

Par conséquent, en utilisant la manière numérique, Costermans et al. ont établi une repré-
sentation de développement asymptotique des polylogarithmes comme suit.

Théorème 2.8 ([Cos+05a]). Pour chaque w ∈ X∗, il existe aw,i, bw,i,j ∈ Z, tels que

Liw(z) = ∣w∣∑
j=1

aw,j log
j(1− z)+ ζ

�

(w)+ k∑
i=1

∣w∣−1
∑
j=0

bw,i,j log
j(1− z)(1− z)i +o(1)((1− z)k+1).

Nous allons préciser cette formule en divisant les cas des indices associés des mots et
essayer de trouver des représentations de coefficient dans la formule. Nous allons désigner
par AE(z0)(f(z)) le développement singulier en z0 de la fonction f(z). Ici nous déter-
minons les développements asymptotiques des polylogarithmes en z0 = 1 sur l’échelle{(1 − z)i logj(1 − z)}i,j∈N.

Lemme 2.9. i) Pour w = xj0, j ∈N+,
Liw(1 − z) = logj(1 − z)

j!
. (2.49)

ii) Pour 7 ∣w∣x1
= n ≥ 1,

Liw(1 − z) = k∑
i=n

∣w∣−1
∑
j=0

bw,i,j(1 − z)i logj(1 − z) + o(1)((1 − z)k), ∀k ≥ n. (2.50)

iii) En le cas particulier w = xk10 x1xk20 , k1, k2 ∈N,

⟨AE(1)(Liw(1 − z)) ∣ logj(1 − z)(1 − z)i⟩ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(−1)k2−j

j!ik1+k2+1−j
(k1+k2−j

k2−j
) , 0 ≤ j ≤ k2

0, j > k2.
(2.51)

7. ∣w∣x1
désigne le nombre de lettre x1 dans w.
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Démonstration. i) Le résultat est immédiat grâce à la convention que Li
x
j
0

(z) = log(z)j
j!

.

ii) D’après i), à chaque lettre x0, on associe une puissance de log(1 − z). Par consé-
quent, on peut voir que j ≤ ∣w∣ − 1. Remarquons maintenant que la plus petite puissance
de (1−z) dans l’expression de Lis(1−z) est le nombre des indices, différent de 0, dans s,
tandis que chaque lettre x1 contribue à un indice (w = xs1−10 x1 . . . ⇌ s = (s1, . . .)). D’après
la décomposition de Radford, on peut exprimer le mot w sous forme d’une somme finite
de termes αl1� . . .� lk, où α ∈ Q, l1, . . . , lk ∈ LynX dont les termes ont le même nombre
de lettres x0, x1 que le mot original w. Pour 1 ≤ j ≤ k, remarquons que si ∣lj ∣x1

= i, la plus
petite puissance de (1 − z) dans Lilj(1 − z) est i. Par conséquent, la plus petite puissance
de (1 − z) dans Liw(1 − z) est n.

iii) Pour k1 donné, nous allons effectuer la preuve par récurrence sur k2. En fait, pour
k2 = 0, Liw(1−z) = ∑i≥1

(1−z)i
ik1+1

. Ainsi, ⟨AE(1)(Liw(1−z)) ∣ (1−z)i⟩ = 1

ik1+1
. Pour k2 = 1,

nous avons xk10 x1� x0 = xk10 x1x0 + (k1 + 1)xk1+10 x1. Par conséquent,

Li
x
k1
0

x1x0

(1 − z) = log(1 − z)Li
x
k1
0

x1

(1 − z) − (k1 + 1)Lixk1+1
0

x1

(1 − z)
= log(1 − z)∑

i≥1

(1 − z)i
ik1+1

− (k1 + 1)∑
i≥1

(1 − z)i
ik1+2

.

Ainsi, ⟨AE(1)(Li
x
k1
0

x1x0

(1 − z)) ∣ (1 − z)i⟩ = −1
ik1+1
(k1+1

1
), ⟨AE(1)(Li

x
k1
0

x1x0

(1 − z)) ∣
log(1 − z)(1 − z)i⟩ = 1

ik1+1
. En supposant le résultat satisfait pour tous N et k2 ≤ N , nous

considérons k2 = N + 1. Comme

xk10 x1� xN+10 = xk10 x1xN+10 +

N+1∑
n=1

(k1 + n
n
)xk1+n0 x1x

N+1−n
0 ,

nous avons que

Li
x
k1
0

x1x
N+1
0

(1 − z) = Li
x
k1
0

x1

(1 − z)LixN+1
0

(1 − z) − N+1∑
i=1

(k1 + i
i
)Li

x
k1+i
0

x1x
N+1−i
0

= logN+1(1 − z)
(N + 1)! ∑

i≥1

(1 − z)i
ik1+1

−

N+1∑
i=1

(k1 + i
i
)Li

x
k1+i
0

x1x
N+1−i
0

.

Il est facile de voir que ce résultat est satisfait pour j = N + 1. Pour tout j ≤ N , par
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l’hypothèse de récurrence, on a 8

⟨AE(1)(Li
x
k1
0

x1x
N+1
0

(1 − z)) ∣ logj(1 − z)(1 − z)i⟩
= −N+1−j

∑
n=1

(k1 + n
n
) ⟨Li

x
k1+n
0

x1x
N+1−n
0

∣ logj(1 − z)(1 − z)i⟩
= −N+1−j

∑
n=1

(−1)N+1−n−j
j!ik1+N+2−j

(k1 + n
n
)(k1 +N + 1 − j

N − n + 1 − j
)

= − 1

j!ik1+N+2−j

N+1−j

∑
n=1

(−1)N+1−j−n
n!(N + 1 − j − n)!

N+1−j

∏
k=1

(k1 + k)
= − 1

j!ik1+N+2−j
1

(N + 1 − j)!(−1)N−j
N+1−j

∏
k=1

(k1 + k)
= (−1)N+1−j

j!ik1+N+2−j
(k1 +N + 1 − j

N + 1 − j
)

Ce qui achève la démonstration.

Proposition 2.10. i) Pour tout mot w ∈X∗,
Liw(z) = ∑

u,v∈X∗

uv=w

Liσ(u)(1 − z)ζ�(v). (2.52)

ii) Pour w = xk11 x0xk21 x0u,u ∈ X∗, k1, k2 ∈ N+, en utilisant les notations des coefficients
dans le développement asymptotique sur l’échelle {(1− z)i logj(1− z)}i,j∈N comme dans
le théorème 2.8, on voit que

a) ζ
�

(w) est la partie constante dans le développement asymptotique de Liw(z) ;

b)

aw,j =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(−1)j
j!
ζ
�

(xk1−j1 x0x
k2
1 u), pour 1 ≤ j ≤ k1

0, pour j > k1.
c)

bw,i,j =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

k2∑
n=j

(−1)k1+1−j
j!ik1+n+1−j

(k1 + n − j
n − j

) ζ
�

(xk2−n1 x0u), pour 0 ≤ j ≤ k2
0, pour j > k2.

8. Ici, nous utilisons l’expression
m

∑
i=1

(−1)m−i

i!(m − i)!
=
(−1)m−1

m!
pour m ≥ 1.
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Démonstration. i) Cette propriété résulte de la formule (2.48) et par la remarque que

∑
w∈X∗

Liw(1 − z)σ(w) = ∑
w∈X∗

Liσ(w)(1 − z)w.

ii) D’après i), on peut voir que la partie constante dans le développement asymp-
totique de Liw(z) vient quand u = 1X∗, v = w ce qui achève a). La preuve de b) est la
conséquence du lemme 2.9.i). D’après le lemme 2.9, nous avons

⟨AE(1)(Liw(z)) ∣ logj(1 − z)(1 − z)i⟩
= k2∑

n=j

ζ
�

(xk2−n1 x0u)⟨AE(1)(Liσ(xk1
1

x0x
n
1
)(1 − z)) ∣ logj(1 − z)(1 − z)i⟩

= k2∑
n=j

ζ
�

(xk2−n1 x0u)(−1)k1+1+n⟨AE(1)(Lixk1
0

x1x
n
0

) ∣ logj(1 − z)(1 − z)i⟩
= k2∑

n=j

(−1)j1+n (−1)n−j
j!ik1+n+1−j

(k1 + n − j
n − j

) ζ
�

(xk2−n1 x0u)
= k2∑

n=j

(−1)k1+1−j
j!ik1+n+1−j

(k1 + n − j
n − j

) ζ
�

(xk2−n1 x0u)
ce qui prouve c).

Exploitation (2.10) de sur les bases standards

Nous allons maintenant analyser le morphisme σ. Remarquons que σ2 = idX∗ .
Nous utilisons les même notations dans la section 3.3.1., grâce au dualité de deux bases{Pw}w∈X∗ et {Sw}w∈X∗ , nous avons le diagramme commutatif pour chaque poids n
comme suit

(spanQ(Xn),{Pu
(n)
i

}1≤i≤2n) σ

E(n)
//

dualit

��

(spanQ(Xn),{Pu
(n)
i

}1≤i≤2n)
dualit

��(spanQ(Xn),{Su
(n)
i

}1≤i≤2n) oo σ

tE(n)
(spanQ(Xn),{Su

(n)
i

}1≤i≤2n)
Où E(n) est une représentation matricielle déterminée, pour tous 1 ≤ i, j ≤ 2n, par

E
(n)
ij ∶= ⟨σ(Pu

(n)
i

) ∣ P
u
(n)
j

⟩ = ⟨σ(S
u
(n)
j

) ∣ S
u
(n)
i

⟩. (2.53)
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Proposition 2.11. Soit L(z) la série génératrice des polylogarithmes, on a

σ[L(z)] = ∑
w∈X∗

LiSw
(z)σ(Pw) = ∑

w∈X∗
Liσ(Sw)(z)Pw. (2.54)

Démonstration.

∑
w∈X∗

LiSw
(z)σ(Pw) = ∑

n≥0

2n∑
i=1

LiSui
(z)σ(Pui

)
= ∑

n≥0

2n

∑
i=1

LiSui
(z) 2n

∑
j=1

E
(n)
ij Puj

= ∑
n≥0

2n∑
j=1

( 2n∑
j=1

E
(n)
ij LiSui

(z))Puj

= ∑
n≥0

2n∑
j=1

Li
∑2n

j=1 E
(n)
ij

Sui

(z)Puj

= ∑
n≥0

2n∑
j=1

Liσ(Suj
)(z)Puj

= ∑
w∈X∗

Liσ(Sw)(z)Pw.

Proposition 2.12. i) Pour tout w ∈ X∗,

LiSw
(1 − z) = ∑

uv⪯w

⟨P(PuPv) ∣ Pw⟩ζ(Sv)Liσ(Su)(z), (2.55)

où P(PuPv) est la représentation du produit de concaténation de PuPv sur la base{Pw}w∈X∗.
ii) En particulier, pour tout mot de Lyndon l ∈ LynX ,

LiSl
(1 − z) = Liσ(Sl)(z) + ∑

l1l2⪯l
l1,l2∈LynX

⟨P(Pl1Pl2) ∣ Pl⟩ζ(Sl2)Liσ(Sl1
)(z) + ζ(Sl).

(2.56)
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Exemple 2.6.

LiSx0
(1 − z) = Liσ(Sx0

)(z) + ζ(Sx0
) = −LiSx1

(z) = log(1 − z),
LiSx1

(1 − z) = Liσ(Sx1
)(z) + ζ(Sx1

) = −LiSx0
(z) = − log(z),

LiSx0x1
(1 − z) = Liσ(Sx0x1

)(z) + ζ(Sx1
)Liσ(Sx0

)(z) + ζ(Sx0x1
)

= LiSx0
(z)LiSx1

(z) − LiSx0x1
(z) + ζ(Sx0x1

)
= − log(z) log(1 − z) − LiSx0x1

(z) + ζ(Sx0x1
),

LiS
x2
0
x1
(1 − z) = Liσ(S

x2
0
x1
)(z) + ζ(Sx0x1

)Liσ(Sx0
)(z) + ζ(Sx2

0
x1
)

= −1
2
LiSx0

(z)LiSx1
(z)2 + LiSx1

(z)LiSx0x1
(z) − LiS

x0x
2

1

(z)
+ ζ(Sx2

0
x1
) − LiSx1

(z)ζ(Sx0x1
) − LiSx0x1

(z)ζ(Sx0
)

= −1
2
log(z) log(1 − z)2 − log(1 − z)LiSx0x1

(z) − LiS
x0x

2
1

(z)
+ ζ(Sx2

0
x1
) + log(1 − z)ζ(Sx0x1

),
LiS

x0x
2

1

(1 − z) = Liσ(S
x0x

2

1

)(z) + Liσ(Sx0x1
) ζ(Sx1

) + ζ(Sx0x
2

1
)

= −1
2
LiSx0

(z)2 LiSx1
(z) + LiSx0

(z)LiSx0x1
(z) − LiS

x2
0
x1
(z)

+ ζ(Sx0x
2

1
)LiSx0

(z)ζ(Sx0x1
)

= 1

2
log(z)2 log(1 − z) + log(z)LiSx0x1

(z) − LiS
x2
0
x1
(z)

+ ζ(Sx2

0
x1
) + log(z)ζ(Sx0x1

)
LiS

x2
0
x2
1

(1 − z) = Liσ(S
x2
0
x2
1

)(z) + Liσ(Sx0
) ζ(Sx0x

2

1
) + ζ(Sx2

0
x2

1
)

= 1

4
log(z)2 log(1 − z)2 − log(1 − z)LiS

x2
0
x1
(z)

+ log(z) log(1 − z)LiSx0x1
(z) + log(z)LiS

x0x
2
1

(z)
− LiS

x2
0
x2
1

(z) + 1

10
ζ(Sx0x1

)2 + log(1 − z)ζ(Sx2

0
x1
)

La proposition 2.12 est prouvée grâce au lemme suivant.

Lemme 2.13. Soient l1, l2 ∈ LynX

Pl1Pl2 =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Pl1l2 pour l1 ⪰ l2
Pl1l2 + Pl2l1 pour l1 ≺ l2 et st(l1l2) = (l1, l2)
Pl1l2 + ∑

w≻l1l2

αwPw sinon.

Démonstration. On a immédiatement le premier cas suivant la définition de Pw. Les
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autres cas d’après l’argument Pu = u + ∑
w≻u

αww,

Pl1Pl2 = (l1 + ∑
u≻l1

αuu)(l2 + ∑
v≻l1

αvv)
= l1l2 + ∑

w≻l1l2

αww

= Pl1l2 + ∑
w≻l1l2

βwPw.

Pour chaque w ∈ X∗, Cw(z) désigne le côté droit de la représentation (2.55). On
peut récrire la formule (2.48) de la forme

∑
w∈X∗

LiSw
(1 − z)Pw = ∑

w∈X∗
Cw(z)Pw. (2.57)

En appliquant la projection πY sur l’équation (2.57) et en utilisant la représentation ma-
tricielle comme dans le 2, nous avons les identités suivantes.

Proposition 2.14. Soient les u(n)i , v
(n)
j comme précédemment, nous avons

LiΣ
v
(n)
j

(1 − z) = 2n−1

∑
i=1

⟨πX(Σv
(n)
j

) ∣ Sui
⟩Cu

(n)
i (z), ∀n ≥ 1,1 ≤ i, j ≤ 2n−1. (2.58)

Démonstration.

∑
w∈X∗

LiSw
(1 − z)πY (Pw) = ∑

w∈X∗
Cw(z)πY (Pw)

∑
n≥0

2n−1∑
j=1

LiΣw
(1 − z)Π

v
(n)
j

= ∑
n≥0

2n−1∑
j=1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2n−1∑
i=1

M
(n)
ij Cu

(n)
i (z)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Π

v
(n)
j

Exemple 2.7.

LiΣy2
(1 − z) = Cx0x1(z) = − log(z) log(1 − z) − LiSx0x1

(z) + ζ(Sx0x1
)

LiΣy2y1
(1 − z) = Cx0x

2

1(z) + 1
2
Cx2

0
x1(z)

= 1

2
log(z)2 log(1 − z) + log(z)LiSx0x1

(z) − LiS
x2
0
x1
(z) + ζ(Sx2

0
x1
)

+ log(z)ζ(Sx0x1
) + 1

2
[−1

2
log(z) log(1 − z)2 − log(1 − z)LiSx0x1

(z)
− LiS

x0x
2

1

(z) + ζ(Sx2

0
x1
) + log(1 − z)ζ(Sx0x1

)]
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2.4. Développement asymptotique des sommes harmo-
niques

2.4.1. En suivant la série génératrice

Séries génératrices sur l’alphabet X

La série Z
�

correspond en fait à la série ΦKZ de Drinfel’d [Dri90]. Et on a :

Théorème 2.15 ([Min+00b]). Lorsque ǫÐ→ 0+, la série génératrice des polylogarithmes
L admet le développement asymptotique suivant :

L(1 − ǫ) ∼ e−x1 log ǫZ
�

si ǫ ∈ R, ǫ Ð→ 0+. (2.59)

D’après la formule (2.47) on a GX(z) = L(z)
1−z et d’après (2.48), on déduit la relation

suivante

GX(1 − z) = 1 − z

z
σ[GX(z)]Z

�

.

En développant cette formule, on a

e(x1+1) log 1

z

↘

∏
l∈LynX∖X

eLiSl
(1−z)Plex0 log(1−z)

= 1 − z
z

e(x0−1) log(1−z)
↘

∏
l∈LynX∖X

eLiSl
(z)σ(Pl)ex1 log

1

zZ
�

Exemple 2.8.

GX
Sx0
(1 − z) = log(1 − z)

z
, GX

Sx1
(1 − z) = − log(z)

z
,

GX
Sx0x1
(1 − z) = z − 1

z
GX

Sx0x1
(z) + 1

z
log z log

1

1 − z
+ ζ(Sx0x1

)
GX

S
x2
0
x1

(z) = z − 1

z
(−GX

S
x2
0
x1

(z) + log zGX
Sx0x1
(z) + log2 z log(1 − z)

1 − z
+
ζ(Sx2

0
x1
)

1 − z
)

⇒ GX
S
x2
0
x1

(z) = − 1

1 − z
GX

S
x2
0
x1

(1 − z) + z

1 − z
log(1 − z)GX

Sx0x1
(1 − z)

+
1

2

log2(1 − z)
1 − z

log z +
ζ(Sx2

0
x1
)

1 − z
.

Désignons [zN ]GX
w (z) le coefficient de zN dans GX

w (z) dans le développement
asymptotique sur l’échelle {(1− z)i logj(1− z)}i,j∈N, grâce à ces identités, nous pouvons
déduire des développements asymptotiques des sommes harmoniques.
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Exemple 2.9.

HS
x0x

2

1

= [zN ]GX
S
x0x

2
1

= ζ(Sx0x
2

1
) − logN + 1 + γ

N
+
1

2

logN

N2
+ o
(∞)
3 ( 1

N2
)

Série génératrice sur l’alphabet Y

En remarquant que πY w disparaît pour tout mot w terminé par x0, on déduit que

πY L(z) = πY ∑
w∈X∗

Liw(z)w = ∑
w∈Y ∗

Liw(z)w = LY (z).
En suivant l’identité (2.48) , nous exprimons également

LY (z) z̃→1 ey1 log
1

1−z πY Z�, (2.60)

GY (z) z̃→1 e(y1+1) log
1

1−z πY Z�, (2.61)

En d’autre termes, en développant e(y1+1) log
1

1−z sous forme de série génératrice ordinaire
en y1, nous obtenons

e(y1+1) log
1

1−z = ∑
k≥0

GY
yk
1

(z)yk1
= ∑

k≥0

(∑
N≥0

Hyk
1

(N)zN)yk1
= ∑

N≥0

(∑
k≥0

Hyk
1

(N)yk1) zN

= ∑
N≥0

exp(−∑
k≥1

Hyk(N)(−y1)kk
) zN .

Par conséquent,

∑
w∈Y ∗

Hw(N)w = [zN ]GY (z) Ñ→∞ exp(−∑
k≥1

Hyk(N)(−y1)kk
)πY Z�. (2.62)

En outre, comme

πY Z� = exp(∑
k≥2

ζ(yk)(−y1)k
k
)Z ,

on a que

∑
w∈Y ∗

Hw(N)w Ñ→∞ exp(∑
k≥1

[ζ(yk) −Hyk(N)](−y1)kk
)Z ,

∑
w∈Y ∗

HΣw
(N)Πw z̃→1 exp(∑

k≥1

[ζ(yk) −Hyk(N)](−y1)kk
) ∑

w∈Y ∗
ζ(Σw)Πw.
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Lemme 2.16. Si on écrit

exp(∑
k≥1

[ζ(yk) −Hyk(N)](−y1)kk
) = 1 + ∑

m≥1

C(m)ym1 ,

les coefficients sont représentés par

C(m) = ⌊m/2⌋∑
i=1

∑
k1,...,ki≥2

k1+...+ki=m

(−1)m−i [ζ(k1) −Hk1(N)] . . . [ζ(ki) −Hki(N)]
k1 . . . ki

,

où ⌊m/2⌋ désigne la partie entière de m/2.

Proposition 2.17. Pour tout mot convergent 9 w, on a

HΣw
(N) = ζ(Σw) + o(∞)(1) lorsque N →∞. (2.63)

Pour tous v ∈ Y ∗ ∖ y1Y ∗ et w = yk1v, on a

HΣw
(N) = ζ(Σw) + k∑

i=1

C(i)ζ(Σyk−i
1

u) + o(∞)(1) lorsque N →∞. (2.64)

2.4.2. En suivant la formule d’Euler-MacLaurin

Proposition 2.18. i) Pour tout mot ys1 . . . ysk ∈ LynY , on a

HΣys1
...ysk
(N) = ∑

i≥1

1

i!
∑

(ys′
1

,...,ys′
i
,l1,...,ln)∈N (ys1 ,...,ysk)

N∑
k=1

HΣl1...lj
(k − 1)

ks
′
1
+...+s′

i

(2.65)

= ζΣys1
...ysk
−∑

i≥1

1

i!
∑

(ys′
1

,...,ys′
i
,l1,...,ln)∈N (ys1 ,...,ysk)

∞∑
k=N+1

HΣl1...ln
(k − 1)

ks
′
1
+...+s′

i

, (2.66)

ii) Pour chaque mot de la forme w = li11 . . . likk , on a

HΣw
(N) = HΣl1

(N)i1 . . .HΣlk
(N)ik

i1! . . . ik!
(2.67)

9. o(∞)(1) désigne le petit o de 1 à l’infini.
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Démonstration. i) La première égalité vient de la formule de {Σw}w∈Y ∗ dans la pro-
position 1.23.iii) et de

Hys1 ...ysk
(N) = ∑

N≥n1>n2>...>nk

1

ns1
1 n

s2
2 . . . n

sk
k

= N∑
n1=1

1

ns1
1

∑
n1−1≥n2>...>nk

1

ns1
1 n

s2
2 . . . n

sk
k

= N∑
n1=1

Hys2 ...ysk
(n1 − 1)

ns1
1

,

avec la convention Hu(k) = 0 si k < ∣u∣. La deuxième égalité est obtenue par la
combinaison linéaire des éléments suivants

Hysu(N) = ∞∑
n1=1

Hu(n1 − 1)
ns1
1

−

∞∑
n1=N+1

Hu(n1 − 1)
ns1
1

= ζ(ysu) − ∞

∑
n1=N+1

Hu(n1 − 1)
ns1
1

.

ii) L’affirmation est obtenue immédiatement d’après la formule de {Σw}w∈Y ∗ dans la
proposition 1.23.iv).

Suivant la proposition 2.18, nous pouvons aussi établir un algorithme pour repré-
senter les développements asymptotiques des sommes harmoniques indexées par la base{Σw}w∈Y ∗ . AE(∞)p (HΣw

(N)) désigne le développement asymptotique des sommes har-
moniques sur l’échelle {{N−i logj(N)}i,j∈N codés par Σw.

Algorithme 2. 1. ENTRÉE : n, p,N ∈N+ sont les paramètres.

2. SORTIE : Les développements asymptotiques des sommes harmoniques indexées
par la base {Σw}(w)=n jusqu’à l’ordre p.

Etape 1 Établir une liste, notée par Yn, des mots de poids n dans Y ∗.

Etape 2 Pour tout mot w, établir le développement asymptotique, AE(∞)p (HΣw
(N)),

comme suit :
● Si w ∈ Y , calculer comme la formule (2.11).

● Si w = ys1 . . . ysk ∈ LynY , calculer AE(∞)p (HΣw
(N)) en utilisant la ré-

cursion

AE(∞)p (HΣw
(N)) = ζΣl

−∑
i≥1

1

i!
∑

(ys′
1

,...,ys′
i
,l1,...,ln)∈N (ys1 ,...,ysk)

∞

∑
k=N+1

AE
(∞)
p−sk1−...−ski+1

(HΣl1...lj
(k − 1))

ksk1+...+ski
.
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● Si w = li11 . . . likk ,

AE(∞)p (HΣw
(N)) = AE(∞)p (HΣl1

(N))i1 . . .AE(∞)p (HΣlk
(N))ik

i1! . . . ik!

Exemple 2.10. Les résultats suivants sont calculés par notre programme sur MAPLE.

AE
(∞)
4 (HΣy1

(N)) = ln (N) + γ + 1/2N−1 − 1/12N−2 + 1

120
N−4 + o(∞) (N−4)

AE
(∞)
4 (HΣy2

(N)) = −N−1 + 1/2N−2 − 1/6N−3 + (N−4) + ζΣ2

AE
(∞)
4 (HΣ

y2
1

(N)) = 1/2 (ln (N) + γ)2 + 1/2 ln (N) + 1/2γ
N

+
−1/12 ln (N) − 1/12γ + 1/8

N2
− 1/24N−3

+ ( 1

120
ln (N) + 1

120
γ +

1

288
)N−4 + o(∞)5 (N−4)

AE
(∞)
4 (HΣy3

(N)) = −1/2N−2 + 1/2N−3 − 1/4N−4 + o(∞)5 (N−4) + ζΣ3

AE
(∞)
4 (HΣy2y1

(N)) = 1/2 ζΣ3
+
1 + ln (N) + γ

N
+
−1/2 − 1/2γ − 1/2 ln (N)

N2

+( 7
18
+ 1/6 ln (N) + 1/6γ)N−3 − 5

24
N−4 + o

(∞)
5 (N−4)

AE
(∞)
4 (HΣy1y2

(N)) = (ln (N) + γ) ζΣ2
+
− ln (N) − γ + 1/2 ζΣ2

N

+
1/2 ln (N) + 1/2γ − 1/2 − 1/12 ζΣ2

N2

+
−1/6 ln (N) − 1/6γ + 1/3

N3
+ (−1/8 + 1

120
ζΣ2
)N−4 + o(∞)5 (N−4)
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Chapitre 3

Structure des polyzêtas et
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Comme dans le chapitre précédent, les polyzêtas apparaissent dans les développe-
ments asymptotiques des sommes harmoniques ou des polylogarithmes. Par un théorème
à la Abel, pour tout multi-indice convergent 1 s, le polyzêta ζ(s) est la limite du polyloga-
rithme Lis(z) quand z tend ver 1 ou la limite de la somme harmonique Hs(N) quand N

1. Une multi-indice s = (s1, . . . , sr) ∈Nr est convergent si s1 > 1.
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tend vers l’infini. De ces façons, les polyzêtas héritent des propriétés des relations entre
eux. Par ailleurs, le concept de multi-zêta est une généralisation multi-indice de la fonc-
tion zêta de Riemann originale (i.e. sur un seul indice réel ou complexe). Lorsque ces
multi-indices sont pris sur l’ensemble des entiers positifs, ces fonctions sont appelées po-
lyzêtas (en anglais “Multiple Zeta Values” (MZV)). Elles possèdent toutes des structures
algébriques extrêmement intéressantes.

En représentant les polyzêtas par leurs séries génératrices, on obtient des points d’un
groupe de Lie de dimension infinie (groupe de Hausdorff) sur lequel nous pouvons iden-
tifier certains systèmes de coordonnées locales [Min13a ; Min13b] et trouver des rela-
tions entre polyzêtas indexées à des bases de transcendance d’algèbres de mélange et de
quasi-mélange (celles qui sont construites dans le chapitre 1). Après cela, en utilisant
les structures algébriques des polyzêtas et le théorème Wei-Norman (adapté au groupe
de Hausdorff et factorisation MRS [Mel+89 ; Sch65]) nous obtenons des représentations
dans des systèmes de coordonnées locales. Des formules explicites de relations entre po-
lyzêtas et des algorithmes [Bui+15b ; Bui+15a ; Bui+16a] seront donnés également dans
ce chapitre. Le résultat de l’identification, une fois encore, confirme jusqu’à un certain
ordre 2 la conjecture des dimensions de Zagier.

3.1. Groupes de Lie et coordonnées locales

3.1.1. L’exponentielle de Lie

Dans la théorie de groupes de Lie, l’application exponentielle est une application al-
lant de l’algèbre de Lie d’un groupe G vers ce groupe. Elle permet de re-capturer la struc-
ture locale de G à partir de son algèbre de Lie. L’existence de cette application est l’une
des principales justifications pour étudier les groupes des Lie à l’aide de leurs algèbres.
Plus précisément, soit G un groupe de Lie et g son algèbre de Lie (que l’on peut identifier
à l’espace tangent à l’élément neutre de G). L’application exponentielle exp ∶ g Ð→ G peut
être définie, selon les groupes, de deux manières équivalentes par :

1. Elle est donnée par exp(x) = ϕ(1), où ϕ ∶ R Ð→ G est l’unique sous-groupe à un
paramètre de G dont le vecteur tangent à l’identité est égal à x.

2. Si G est un groupe de matrices, alors l’application exponentielle coïncide avec l’ex-
ponentielle des matrices, et est donnée par le développement en série usuel :

exp(x) = ∞∑
k=0

xk

k!
= I + x + 1

2
x2 +

1

6
x3 + . . . ,

où I est la matrice identité et x est une matrice.

2. Nous expliquerons au paragraphe 3.3.4. en quel sens il faut entendre cette confirmation par le calcul
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L’application exponentielle satisfait les propriétés suivantes 3 :

1. Comme nous l’avons dit plus haut, pour tout x ∈ g, l’application ϕ(t) = exp(tx) est
l’unique sous-groupe à un paramètre de G dont le vecteur tangent à l’identité est x.
Il en résulte que

e(t+s)x = etxesx,

e−x = (ex)−1.
2. L’application exponentielle exp ∶ g Ð→ G est différentiable. Sa dérivée en 0, exp ∶

g Ð→ g, est l’application identité (avec les identifications usuelles). L’application
exponentielle, par conséquent, a une restriction qui est un difféomorphisme d’un
voisinage de 0 dans g vers un voisinage de 1 dans G.

3. Quand G est compact, l’application exponentielle est surjective sur cette com-
posante connexe de l’élément neutre. L’image de l’application exponentielle du
groupe SL2(R) (connexe mais non compact) n’est pas ce groupe entier.

4. L’application ϕ(t) = etx est la courbe intégrale passant par l’identité (en t = 0) pour
les deux champs de vecteurs (invariants à droite et à gauche) associés à x.

Pour tout alphabet A, une série 4 S ∈ K⟨⟨A⟩⟩ est appelée exponentielle de Lie s’il
existe une série de Lie L ∈ LieK⟪A⟫ telle que S = eL. Un produit de deux exponentielles
de Lie est une exponentielle de Lie car le fait, pour une série de terme constant 1, d’être
une exponentielle de Lie est équivalent avec l’une des deux propriétés suivantes

i) (∀u, v ∈ A+)(⟨S ∣ u� v⟩ = ⟨S ∣ u⟩⟨S ∣ v⟩)
ii) ∆

�

(S) = S ⊗ S
(voir lemme 1.8). Une telle série S peut être factorisée comme produit d’exponentielles
de Lie (voir corollaire 1.26)

S = ∑
w∈A∗
⟨S ∣ w⟩w = ↘

∏
l∈LynA

e⟨S∣Sl⟩Pl. (3.1)

Série de Chen

Pour chaque chemin différentiable par morceaux γ ∶ [0,1]Ð→ C {0,1} allant de a à
b, soit Sγ la solution de l’équation différentielle

d

dz
S(z) = (x0

z
+

x1

1 − z
)S(z), pour z ∈ γ([0,1]) (3.2)

3. Voir Wikipédia.
4. K est ici une Q-algèbre.
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avec la condition initiale S(a) = 1X∗ . Cette série, Sγ ∈ C⟨⟨X⟩⟩, est appelée [Che71 ;
Che09] série de Chen associée au chemin γ (et pour les formes différentielles dz/z et
dz/(1 − z)). Il est connu [Che71] que Sγ est une exponentielle de Lie qui ne dépend que
de la classe d’homotopie de γ. En outre, pour la concaténation, γ1γ2, de deux chemins
composables γ1 et γ2 on a Sγ1γ2 = Sγ2Sγ1 .

3.1.2. Coordonnées locales sur un groupe de Lie et théorème de Wei-
Norman

Nous rappelons ici un théorème de Wei-Norman que nous allons adapter (en dimen-
sion infinie) à la représentation des polyzêtas.

Théorème 3.1. [Wei+63 ; Wei+64] SoitG un groupe de Lie (dimension finie) (réel k = R
ou complexe k = C) et soit g sa k-algèbre de Lie. SoitB = {bi}1≤i≤n une base de g. Il existe
alors un voisinage W de 1G (dans G) et n fonctions analytiques (coordonnées locales)

W → k, (ti)1≤i≤n
telles que, pour tout g ∈W

g = →∏
1≤i≤n

eti(g)bi = et1(g)b1et2(g)b2 . . . etn(g)bn .
Exemple 3.1. Soit M ∈ Gl+(2,R) (Gl+(2,R) la composante connexe de 1 dans
Gl(2,R)),

M = (a11 a12
a21 a22

) (3.3)

Nous allons effectuer la décomposition d’Iwasawa ([Bou00], ch VII par 3 example 7) de
M et pour cela, nous utiliserons la forme MTDU = I2.

1. ( Orthogonalisation) Nous effectuons un calcul par blocs sur les deux colonnes

(a11 a12
a21 a22

)(1 t1
0 1

) = (C1 C2)(1 t1
0 1

) = (C1 t1C1 +C2) .
Les deux colonnes sont orthogonales si

⟨C1 ∣ t1C1 +C2⟩ = 0

⇒ t1 = −⟨C1 ∣ C2⟩∣∣C1∣∣2 = −a11a12 + a21a22
a211 + a

2
21

.

On pose,

M1 ∶=M (1 t1
0 1

) = (a(1)11 a
(1)
12

a
(1)
21 a

(1)
22

) = (C(1)1 C
(1)
2
) ,

a maintenant ses colonnes orthogonales.
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2. ( Normalisation) Nous allons normaliser M1,

M2 ∶= ( C1

∣∣C1∣∣
C
(1)
2

∣∣C(1)
2
∣∣) = (C(1)1 C

(1)
2
)⎛⎝

1

∣∣C(1)
1
∣∣ 0

0 1

∣∣C(1)
2
∣∣

⎞
⎠ =M1D

= M1e
−log(∣∣C(1)

1
∣∣)
⎛
⎜
⎝
1 0

0 0

⎞
⎟
⎠
−log(∣∣C(1)

2
∣∣)
⎛
⎜
⎝
0 0

0 1

⎞
⎟
⎠
.

3. ( Unitarisation) Puisque les colonnes de M2 forment une base orthonormale et que
det(M2) > 0, on peut écrire

M2 = (a(2)11 a
(2)
12

a
(2)
21 a

(2)
22

) = (cos(t2) −sin(t2)
sin(t2) cos(t2) ) = e

t2
⎛
⎜
⎝
0 1

−1 0

⎞
⎟
⎠
,

et parce que M2 est dans un voisinage de I2, on trouve t2 = arctan(a(2)21

a
(2)
11

) =
arctan(a21

a11
).

4. ( Par conséquent)

MTD =M2 = e
arctan(a21

a11
)
⎛
⎜
⎝
0 1

−1 0

⎞
⎟
⎠
,

finalement

M = e
arctan(a21

a11
)( 0 1

−1 0
)
D−1T −1

= e
arctan(a21

a11
)( 0 1

−1 0
)
e
log(∣∣C1∣∣)(1 0

0 0
)
e
log(∣∣C(1)

2
∣∣)(0 0

0 1
)
e
⟨C1 ∣C2⟩

∣∣C1∣∣
2
(0 1

0 0
)
.

On a ainsi obtenu une décomposition de Wei-Norman relative à la base de gl(2,R) :

( 0 1

−1 0
) ,(1 0

0 0
) ,(0 0

0 1
) ,(0 1

0 0
).

3.2. Structure algébrique des polyzêtas

3.2.1. Définitions

Comme le montre l’expression (3.4), le polyzêta ζ(s) est la somme d’une série
convergente définie pour chaque composition d’entiers positifs s = (s1, . . . , sr), avec
s1 > 1, par

ζ(s) ∶= lim
z→1
= Lis(1) = ∑

n1>...>nr≥1

1

ns1
1 . . . n

sr
r

. (3.4)
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En particulier, dans le cas où l’indice est un nombre complexe simple dont la partie réelle
est strictement supérieure à 1, on l’appelle fonction zêta de Riemann. Il a été établi par
Euler pour les entiers pairs que

ζ(2k) = ∞∑
n=1

1

n2k
= (2π)2k ∣b2k∣

2(2k)! ,pour k ∈N, (3.5)

où les bk ∈ Q sont les nombres de Bernoulli définis par la série génératrice

t

et − 1
= ∞∑

k=0

bk
tk

k!
. (3.6)

3.2.2. Structure algébrique de quasi-mélange des polyzêtas

Nous allons maintenant re-considérer l’alphabet Y = {yk}k≥1. En utilisant le codage
du chapitre précédent, tous les mots ys1 . . . ysr ∈ Y ∗ y1Y ∗ associent aux compositions
d’entiers positifs s = (s1, . . . , sr), s1 > 1 qui sont dits mots convergents, sur lesquels les
polyzêtas peuvent être définis. De plus, sur cet alphabet Y , les polyzêtas sont compatibles
avec le produit de quasi-mélange (le stuffle), c’est-à-dire que

ζ(w1)ζ(w2) = ζ(w1 w2),∀w1,w2 ∈ Y ∗ y1Y ∗. (3.7)

Par exemple, avec s1, s2 > 1, la formule de réflextion de Nielsen

ζ(s1)ζ(s2) = ζ(s1, s2) + ζ(s2, s1) + ζ(s1 + s2), (3.8)

correspond au ζ(ys1)ζ(ys2) = ζ(ys1ys2) + ζ(ys2ys1) + ζ(ys1+s2), ce qui est obtenu par la
décomposition

∑
m>0

1

ms1
∑
n>0

1

ns2
= ∑

m>n>0

1

ms1ns2
+ ∑

n>m>0

1

ms1ns2
+ ∑

m=n

1

ms1ns2
.

Ceci en vue de la définition de Z dans (0.4) nous permet de définir un morphisme de
l’algèbre de quasi-mélange vers les polyzêtas [Rac00 ; Min13a ; Min13b] comme suit :

Définition 3.1. Le morphisme

ζ ∶ (Q⟨Y ⟩, ,1Y ∗)Ð→ (R, ⋅,1)
est défini comme celui qui envoie tout mot convergent ys1 . . . ysk , s1 > 1 sur ζ(s1, . . . , sk)
et y1 sur 0.

Exemple 3.2. i) ζ (y2 y2) = ζ (y2)2 = ζ(2)2. Par ailleurs, comme y2 y2 =
2y22 + y4, on a ζ (y2 y2) = 2ζ (y2, y2) + ζ (y4). On obtient que ζ(2)2 =
2ζ(2,2) + ζ(4).



3.2. Structure algébrique des polyzêtas 95

ii) Pour le mot divergent y1y2, parce que y1 y2 = y1y2 + y2y1 + y3, on a

ζ (y1y2) = ζ (y1 y2 − y2y1 − y3)
= ζ (y1)ζ (y2) − ζ (y2y1) − ζ (y3)
= −ζ(2,1) − ζ(3).

3.2.3. Structure algébrique de mélange des polyzêtas

En comprenant que les polyzêtas sont les limites des polylogarithmes quand z tend
vers 1−, les polyzêtas héritent des propriétés des polylogarithmes comme le fait d’être
compatible avec le produit de mélange, ils peuvent (lorsque l’indice est convergent) éga-
lement s’exprimer par l’intégrale itérée [Che77], avec les différentielles ω0, ω1 (définis
par (2.30)), comme suit

ζ(s1, . . . , sr) = ∫
1>z1>...>zk>0

ωj1(z1) . . . ωjk(zk), (3.9)

où k = s1 + . . . + sr, ji = 1 (i.e. ωji(z) = ω1(z)) si i ∈ {s1, s1 + s2, . . . , s1 + s2 + . . . + sr} et
ji = 0 autrement.

Exemple 3.3.

∫
0<t1<t2<1

ω0(t2)ω1(t1) = ∫
0<t1<t2<1

dt2

t2

dt1

1 − t1
= ∫

1

0

dt2

t2
∫

t2

0

∞∑
n=0

tn1dt1

= ∫
1

0

dt2

t2
[ ∞∑
n=1

tn1
n
]
t2

0

= ∞∑
n=1
∫

1

0
dt2

tn−12

n
= ∞∑

n=1

[ tn2
n2
]1
0

= ∞∑
n=1

1

n2
= ζ(2).

(on peut montrer que, à partir du moment où l’intégrale de droite se fait sur ω1, toutes
les interversions ci-dessus sont autorisées [Che77 ; Che09]).
Grâce à cette représentation, on trouve la propriété de mélange des polyzêtas [Che77 ;
Che09]. On peut voir plus clair par l’exemple suivant.

Exemple 3.4. En écrivant sous la forme de série intégrale itérée, le polyzêta ζ(2)2 peut
être exprimé par

ζ(2)2 = (∫
1>t1>t2>0

dt1dt2

t1(1 − t2))(∫1>r1>r2>0
dr1dr2

r1(1 − r2)) =
4(∫

1>t1>t2>t3>t4>0

dt1dt2dt3dt4

t1t2(1 − t3)(1 − t4)) + 2(∫1>t1>t2>t3>t4>0

dt1dt2dt3dt4

t1t3(1 − t2)(1 − t4))
ce qui donne

ζ(2)2 = 4ζ(3,1) + 2ζ(2,2).
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Pour exprimer la propriété de mélange des polyzêtas, on a considéré l’alphabet
X = {x0, x1}. En codant toutes compositions d’entiers positifs s = (s1, . . . , sr), s1 > 1, par
les mots xs1−10 x1 . . . x

sr−1
0 x1 ∈ x0X∗x1, qui sont encore dits mots convergents, sur lesquels

polyzêtas peuvent être définis. Par conséquent, suivant l’exemple 3.4, on a la transforma-
tion

ζ(x0x1)2 = 2ζ(x0x1x0x1) + 4ζ(x20x21)
= ζ(x0x1� x0x1).

De plus, cette propriété est encore satisfaite pour tous les mots convergents, c’est-à-dire
que,

ζ(w1)ζ(w2) = ζ(w1�w2),∀w1,w2 ∈ x0X∗x1. (3.10)

Ceci nous permettra de définir de Z
�

(comme annoncé dans (2.41)) ce qui fournit un
morphisme entre polyzêtas et l’algèbre de mélange [Rac00 ; Min+00a] comme suit.

Définition 3.2. Le morphisme

ζ
�

∶ (Q⟨X⟩,�,1X∗)Ð→ (R, ⋅,1R)
est défini comme celui qui envoie tout mot convergent xs1−10 x1 . . . x

sr−1
0 x1 ∈ x0X∗x1 sur

ζ(s1, . . . , sk) et x0, x1 sur 0.

Exemple 3.5. i) ζ
�

(x0x1 � x0x1) = ζ�(x0x1)2 = ζ(2)2. Par ailleurs, comme x0x1 �
x0x1 = 4x20x21 + 2x0x1x0x1, on a ζ

�

(x0x1 � x0x1) = 4ζ�(x20x21) + 2ζ�(x0x1x0x1) et on
obtient que ζ(2)2 = 4ζ(3,1) + 2ζ(2,2).

ii) Pour le mot divergent x1x0, parce que x0� x1 = x0x1 + x1x0, on a

ζ
�

(x1x0) = ζ(x0� x1) − ζ�(x0x1)
= ζ

�

(x0)ζ�(x1) − ζ�(x0x1)
= −ζ(2).

3.2.4. Factorisation MRS sur l’algèbre de quasi-mélange q-déformée

Nous avons introduit au chapitre 1 les deux bases en dualité {Πw}w∈Y ∗ et {Σw}w∈Y ∗
de Q[q]⟨Y ⟩. Désormais, nous allons utiliser les même notions {Πw}w∈Y ∗ et {Σw}w∈Y ∗
pour le cas q = 1, c’est-à-dire le cas du produit de quasi-mélange (le stuffle).
À ce moment, les algèbres H

q
= (Q[q]⟨Y ⟩, conc,1Y ∗ ,∆ q

, ε,Sconcq ) et H∨
q
∶=

(Q[q]⟨Y ⟩, q,1Y ∗,∆conc, ε,S
q

q ) seront respectivement désignées par H et H∨ . De
plus, la factorisation MRS énoncée sur les algèbres enveloppantes s’applique ici et nous
avons [Bui+15b ; Bui+16a ; Mel+89 ; Sch65]

DY ∶= ∑
w∈Y ∗

w ⊗w = ∑
w∈Y ∗

Σw ⊗Πw =
↘

∏
l∈LynY

exp(Σl ⊗Πl). (3.11)
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Lemme 3.2. Pour tout mot convergent w ∈ Y ∗ y1Y ∗, le polynôme Σw ne contient que les
mots convergents. En particulier, pour tout mot de Lyndon l ∈ LynY , Σl ne contient que
les mots convergents.

Démonstration. Remarquons que un produit (par q) des mots convergents est un poly-
nôme des mots convergents. En effet, pour tous yk1, yk2 ∈ Y {y1}, u, v ∈ Y ∗, on a

yk1u qyk2v = yk1(u qyk2v) + yk2(yk1u qv) + yk1+k2(u qv).
Les mots dans ce produit commencent par une des lettres yk1, yk2 et yk1+k2 , ces sont les
mots convergents. D’autre part, en suivant la formule de {Σw}w∈Y ∗ précisée dans la pro-
position 1.23, on peut voir que les {Σw}w∈Y ∗ sont calculés par les produits des {Σl}l∈LynY .
En outre, pour chaque mot de Lyndon ys1 . . . ysk , les nœuds de l’arbre différentiel inverse
T −1(ys1 . . . ysk) commencent par les lettres ys avec s ≥ s1. On déduit de ceci que tous les
mots du support de Σys1 ...ysk

sont convergents. Cela complète la démonstration.

En appliquant le produit de morphisme 5 ζ ⊗̂idY ∗ sur DY , on a 6

ζ ⊗̂idY (DY ) = ∑
w∈Y ∗

ζ (w)w = ∑
w∈Y ∗

ζ (Σw)Πw

= ↘∏
l∈LynY {y1}

exp(ζ(Σl)Πl) = Z .

Proposition 3.3 ([Rac00 ; Min+00b]). La série Z est l’unique exponentielle de Lie
vérifiant pour tout w ∈ Y ∗ y1Y ∗ que ⟨Z ∣ w⟩ = ζ(w) et ⟨Z ∣ y1⟩ = 0. De plus, elle est
de type groupe pour ∆ , i.e.

∆ (Z ) = Z ⊗̂Z . (3.12)

De la même façon, nous considérons l’alphabet X = {x0, x1} avec le produit de
mélange (correspondant à q = 0), nous désignons par H

�

∶= (Q⟨X⟩, conc,1Y ∗ ,∆�, ε,S)
et H∨

�

∶= (Q⟨X⟩,�,1Y ∗,∆conc, ε,S) les structures d’algèbres de Hopf en dualité. En
appliquant le produit de morphisme ζ

�

⊗̂idX sur la série diagonale DX , on a 7

ζ ⊗̂idY (DX) = ∑
w∈X∗

ζ
�

(w)w = ∑
w∈X∗

ζ
�

(Sw)⊗Pw

= ↘∏
l∈(LynX) X

exp(ζ(Sl)Pl) = Z�.
5. Ce produit n’est pas continu sur C⟨Y ⟩⊗C⟨Y ⟩, mais il l’est sur la sous algèbre

IsoC(Y ) = spanC{(u, v) ∈ Y ∗ × Y ∗ ∣ (u) = (v)}

6. Remarquons que ζ (Σy1
) = ζ (y1) = 0.

7. Remarquons que ζ
�

(Sx1
) = ζ

�

(x1) = 0.
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Proposition 3.4 ([Rac00 ; Min+00b]). La série Z
�

est l’unique exponentielle de Lie vé-
rifiant pour tout w ∈ x0X∗x1 que ⟨Z

�

∣ w⟩ = ζ(w) et ⟨Z
�

∣ x0⟩ = ⟨Z� ∣ x1⟩ = 0. De plus,
elle est de type groupe pour ∆

�

, i.e.

∆
�

(Z
�

) = Z
�

⊗̂Z
�

. (3.13)

3.3. Représentations explicites des polyzêtas sur des élé-
ments générateurs algébriques

3.3.1. Relations entre les séries génératrices

Nous rappelons que

H1 ∶= Q⊕Q⟨X⟩x1 ≃ Q⟨Y ⟩, (3.14)

H2 ∶= Q⊕ x0Q⟨X⟩x1 ≃ Q⊕ (Y {y1})Q⟨Y ⟩, (3.15)

L1 ∶= (LynX) {x0} ≃ LynY, (3.16)

L2 ∶= (LynX) {x0, x1} ≃ LynY {y1}. (3.17)

Remarquons que les espacesH1,H2 sont respectivement gradués par la longueur et par le
poids de mots. Plus précisément,

H1 =⊕
n≥0

spanQ(Xn), Q⟨Y ⟩ =⊕
n≥0

spanQ(Yn)
où Xn, Yn désignant les ensembles des mots de longueur et de poids n respectivement (ce
sont des bases). Par exemple,

X0 ∶= {1}, Y0 ∶= {1},
X1 ∶= {x1}, Y1 ∶= {y1},
X2 ∶= {x0x1, x21}, Y2 ∶= {y2, y21},
X3 ∶= {x20x1, x0x21, x1x0x1, x31}, Y3 ∶= {y3, y2y1, y1y2, y31}.

En outre, nous avons les propriétés d’homogénéité des paires de bases en dualité comme
suit : {Pu}u∈X∗ et {Su}u∈X∗ sont homogènes pour la longueur dans Q⟨X⟩ ; la paire de
bases en dualité {Πv}v∈Y ∗ et {Σv}v∈Y ∗ sont homogènes pour le poids dans Q⟨Y ⟩. Mal-
heureusement la famille {Pw}w∈X∗ n’est pas une base de l’espace H1 (par exemple,
Px0x1

= x0x1−x1x0, mais x1x0 ∉H1). C’est pourquoi on ne peut pas représenter x0x1 dans{Pw}w∈Xn
. Nous allons résoudre ce problème en construisant de nouvelles bases comme

suit :

Définition 3.3. Pour tout w ∈X∗x1, P ′w désigne la réduction de Pw surH1.
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Exemple 3.6.

Px1
= x1 ∈H1 ⇒ P ′x1

= x1,
Px0x1

= x0x1 − x1x0 ∉H1 ⇒ P ′x0x1
= x0x1,

Px0x1x1
= x0x1x1 − 2x1x0x1 + x1x1x0 ∉H1 ⇒ P ′x0x1x1

= x0x1x1 − 2x1x0x1.
En considérant les bases {Pw}w∈Xn

et {Sw}w∈Xn
, on a la conséquence suivante.

Proposition 3.5. i) Pour tout w ∈Xn, n ≥ 1, on a Sw ∈H1.
ii) La famille {P ′w}w∈Xn

est triangulaire supérieure par rapport à la base {Pw}w∈Xn
.

iii) Les familles {P ′w}w∈Xn
et {Sw}w∈Xn

sont les bases en dualité de H1.

Démonstration. i) Grâce au lemme 3.2, on a que pour tout mot w = x0u ∈ H1, alors Sw

ne contient que les mots convergents. C’est-à-dire Sw est dans H1. En outre, Sxk
1

= x�k
1

k
=

xk1 ∈H1. En fin, pour tout w = xk1x0ux1, on a Sw = x1� Sxk−1
1

x0ux1
et par récurrence, on a

à la fin que Sw = xk1 � Sx0ux1
∈H1.

ii) La confirmation ii) obtient immédiatement par la dualité des bases {Pw}w∈Xn
et{Sw}w∈Xn

.

iii) En utilisant la triangularité des familles {P ′w}w∈Xn
et {Sw}w∈Xn

et suivant la mé-
thode de représentation un polynôme dans l’algorithme 1, nous obtenons facilement que
les familles sont les bases de H1. En autre terme, pour tous mots u, v ∈ Xn,

⟨P ′u ∣ Sv⟩ = ∑
w∈Xn

⟨P ′u ∣ w⟩⟨w ∣ Sv⟩
= ∑

w∈Xn

⟨P ′u ∣ w⟩⟨w ∣ Sv⟩ + ∑
∣w∣=n
w∉Xn

⟨P ′u ∣ w⟩⟨w ∣ Sv⟩, (⟨w ∣ Sv⟩ = 0,∀w ∉ Xn)
= ∑

∣w∣=n
⟨Pu ∣ w⟩⟨w ∣ Sv⟩ = ⟨Pu ∣ Sv⟩

= δuv.

Cela démontre l’affirmation iii).
Pour construire le pont entre les deux espaces, l’une sur l’alphabet X et l’autre

sur l’alphabet Y , nous utilisons le morphisme de concaténation πX qui envoie le mot
ys1 . . . ysr sur xs1−10 x1 . . . x

sr−1
0 x1, πY désigne son adjoint. Nous prolongeons πY partout

X∗ par la convention que πY (w) = 0 lorsque w termine par x0. Nous allons maintenant
établir une représentation matricielle, par poids, de l’application linéaire πY suivant les
bases {Pu}u∈X∗x1

et {Πv}v∈Y ∗ . Remarquons que pour tout n > 0, il y a 2n−1 mots dans Yn
ou dans Xn et pour tout u(n)i ∈ Xn, nous avons πY (P ′

u
(n)
i

) = πY (Pu
(n)
i

). Appelons M (n),

2n−1 × 2n−1 la représentation matricielle de πY ∶ spanQ(Xn)Ð→ spanQ(Yn) sur les deux



100 Structure des polyzêtas et représentation explicite

bases (P
u
(n)
i

)1≤i≤2n−1 et (Π
v
(n)
i

)1≤i≤2n−1 de l’ordre croissant des mots u(n)1 ≺ . . . ≺ u(n)
2n−1

et

v
(n)
1 ≺ . . . ≺ v(n)

2n−1
. Par exemple, pour n = 2, on arrange les deux bases en l’ordre croissant

de mots (P ′x0x1
, P ′

x2

1

) et (Πy2 ,Πy2
1

). Alors,

(
Πy2 Πy2

1

πY P ′x0x1
1 1/2

πY P
′
x2

1

0 1 )Ô⇒M2 = ⎛⎝
1 1/2
0 1

⎞
⎠ .

De la même façon, nous pouvons établir les représentations matricielles M (3) ce qui fait
correspondre les bases {P ′

x2

0
x1

, P ′
x0x

2

1

, P ′x1x0x1
, P ′

x3

1

} et {Πy3,Πy2y1 ,Πy1y2 ,Πy3
1
} :

M3 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1/2 1 1/6
0 1 −1 −1/2
0 0 1 1/2
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

etM (4) ce qui fait correspondre les bases {P ′
x3

0
x1

, P ′
x2

0
x2

1

, P ′x0x1x0x1
, P ′

x0x
3

1

, P ′
x1x

2

0
x1

, P ′
x1x0x

2

1

, P ′
x2

1
x0x1

, P ′
x4

1

}
et {Πy4 ,Πy3y1 ,Πy2

2

,Πy1y3 ,Πy1y2y1,Πy2
1
y2,Πy4

1

} :

M4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1/2 1/2 1/6 1 1/2 1/2 1/24
0 1 −2 −1/2 1 −1/2 −1 −1/3
0 0 1 1/2 −1 1/2 0 1/12
0 0 0 1 0 −1 1 1/2
0 0 0 0 1 1/2 1 1/6
0 0 0 0 0 1 −1 −1/2
0 0 0 0 0 0 1 1/2
0 0 0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

En posant
Nn ∶= (t(Mn))−1, (3.18)

nous pouvons représenter, par dualité,

⎛⎜⎜⎜⎝

πY P
′

u
(n)
1

⋮

πY P
′

u
(n)

2n−1

⎞⎟⎟⎟⎠
=Mn

⎛⎜⎜⎝
Π

v
(n)
1

⋮

Π
v
(n)

2n−1

⎞⎟⎟⎠ et
⎛⎜⎜⎝
πY Su

(n)
1

⋮

πY Su
(n)

2n−1

⎞⎟⎟⎠ = Nn

⎛⎜⎜⎝
Σ

v
(n)
1

⋮

Σ
v
(n)

2n−1

⎞⎟⎟⎠ . (3.19)
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Autrement dit, nous avons les correspondances (commutatives) suivantes

(spanQ(Xn), (P ′
u
(n)
i

)1≤i≤2n−1) πY

Mn

//

dualité

��

(spanQ(Yn), (Πv
(n)
i

)1≤i≤2n−1)

dualité

��(spanQ(Xn), (Su
(n)
i

)1≤i≤2n−1) πY

(tMn)−1
// (spanQ(Yn), (Σv

(n)
i

)1≤i≤2n−1)
Grâce à la proposition 2.7.i), l’étude de la monodromie des polylogarithmes (prolon-

gement analytique sur un chemin fermé) fournit un autre moyen pour calculer les relations
entre polyzêtas [Rac00 ; Min+00b ; Min13a ; Min13b],

Z = B′(y1)πY Z�, (3.20)

où [Cos+09],

B′(y1) = exp(∑
k≥2

(−1)k−1ζ(k)
k

yk1) . (3.21)

Le paragraphe prochain va suivre cette formule, grâce à la dualité, nous allons récrire
sur un même base et puis, identifier les coefficients pour trouver les représentations de
relations polynomiales des polyzêtas.

Pour terminer la section, nous remarquons que, par les propriétés de mélange et de
quasi-mélange des polyzêtas et en suivant l’identité (3.20), on obtient les égalités sui-
vantes, pour tous l ∈ (LynX) X et l′ ∈ (LynY ) {y1},

1. ζ
�

(x1� l − x1l) = −ζ�(x1l) = −⟨Z� ∣ x1l⟩,
2. ζ (y1 l′ − y1l′) = −ζ (y1l′) = −⟨Z ∣ y1l′⟩,
3. ⟨B′(y1) ∣ y1⟩ = 0.

3.3.2. Relations entre polyzêtas grâce à des séries génératrices

Pour trouver des relations entre polyzêtas par identification les coordonnées locales
suivant la formule (3.20), nous allons d’abord déterminer les coefficients du développe-
ment de B′(y1) à la forme d’une série génératrice ordinaire de y1.

Lemme 3.6. On a l’expression

B′(y1) = 1 + ∑
m≥2

B(m)ym1 , où B(m) =
⌊m/2⌋
∑
i=1

1

i!
∑

k1,...,ki≥2
k1+...+ki=m

(−1)m−i ζ(k1) . . . ζ(ki)
k1 . . . ki

,

où ⌊m/2⌋ est le plus grand entier inférieur ou égal à m/2.
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Démonstration. En développant en séries les exponentielles dans B′(y1), nous obtenons

B′(y1) = ∑
n≥0

1

n!
(∑
k≥2

(−1)k−1ζ(k)
k

yk1)
n

= ∑
n≥0

1

n!
∑

k1,...,kn≥2

(−1)k1+...+kn−nζ(k1) . . . ζ(kn)
k1 . . . kn

yk1+...+kn1

= 1 + ∑
m≥2

⎛⎜⎝
⌊m/2⌋
∑
n=1

1

n!
∑

k1,...,kn≥2
k1+...+kn=m

(−1)m−nζ(k1) . . . ζ(kn)
k1 . . . kn

⎞⎟⎠y
m
1

= 1 + ∑
m≥2

B(m)ym1 .

Exemple 3.7.

B(2) = −ζ(2)
2

, B(3) = ζ(3)
3

,

B(4) = −ζ(4)
4
+
1

2

ζ(2)2
22

, B(5) = ζ(5)
5
−
ζ(2)
2

ζ(3)
3

.

Identification sur la base {Πw}w∈Y ∗
En utilisant la dualité des bases, nous récrivons (3.20) comme suit

∑
v∈Y ∗

ζ (Σv)Πv = B′(y1) ∑
v∈Y ∗

ζ
�

(πX(Σv))Πv, . (3.22)

Par ailleurs, d’après le lemme 3.6, on exprime B′(y1) comme série génératrice ordinaire
de y1. De plus,

yk1Πv = Πk
y1
Πv = Πyk

1
v, ∀k ≥ 1, v ∈ Y ∗.

Nous pouvons alors identifier les coefficients de deux expressions de (3.22) et obtenir
que :

Proposition 3.7. i) Pour tout 8 v = li11 . . . likk , l1, . . . , lk ∈ LynY {y1}, l1 ≻ . . . ≻ lk,
i1, . . . , ik ∈ N,

ζ(Σl1)i1 . . . ζ(Σlk)ik
i1! . . . ik!

= ζ(πXΣv).
8. Nous utilisons la même notation ζ(P ) au lieu de ζ

�

(P ) ou ζ (P ) lorsque P ne contient que les
mots convergents, i.e. les mots dans x0X

∗x1 ou Y ∗ y1Y
∗.
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ii) Pour tout mot v = yk1w ∈ Y ∗ avec k ≥ 1,w ∈ Y ∗ y1Y ∗,
ζ
�

(πXΣv) + k∑
m=2

B(m)ζ
�

(πXΣyk−m
1

w) = 0.
Démonstration. D’après le lemme 3.6, on peut voir que ⟨B′(y1) ∣ 1Y ∗⟩ = 1, ⟨B′(y1) ∣
y1⟩ = 0 et

∀m ≥ 2, ⟨B′(y1) ∣ ym1 ⟩ = B(m).
En regardant la base {Πw}w∈Y ∗ comme un système de coordonnées locales, nous identi-
fions les coefficients des deux côtés de (3.22) et le résultat s’ensuit.

Exemple 3.8. 1. Pour v = y2,
ζ(Σy2) = ζ(Sx0x1

).
2. Pour v = y2y3,

ζ(Σy2y3) = ζ(Sx0x1x
2

0
x1
) − 2ζ(Sx2

0
x1x0x1

) − 2ζ(Sx3

0
x2

1
) + ζ(Sx4

0
x1
).

3. Pour v = y31,
−
1

2
ζ(Sx0x

2

1

) + 1
6
ζ(Sx2

0
x1
) +B(3) = 0.

4. Pour v = y21y2,
ζ(Sx0x

3

1

) − ζ(Sx2

0
x2

1

) + 1

2
ζ(Sx3

0
x1
) +B(2) = 0.

Identification sur la base {Pw}w∈X∗
En appliquant l’application πX aux deux côtés de (3.22) et grâce à la dualité des

bases, nous pouvons récrire l’identité (3.22) comme suit

B′(x1) ∑
u∈X∗x1

ζ
�

(Su)P ′u = ∑
u∈X∗x1

ζ (πY Su)P ′u. (3.23)

Remarquons que B′(x1) est une série d’une seule lettre, x1, et

xk1Pu = P k
x1
Pu = Pxk

1
u, ∀k ≥ 1, u ∈X∗,

Nous trouvons, par même manière, les assertions suivantes.

Proposition 3.8. i) Pour tout mot u = li11 . . . likk , l1, . . . , lk ∈ LynX X, l1 ≻ . . . ≻
lk, i1, . . . , ik ∈N,

ζ(Sl1)i1 . . . ζ(Slk)ik
i1! . . . ik!

= ζ(πY Su).
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ii) Pour tout mot u ∈ x1X∗ x21X∗,
ζ (πY Su) = 0.

iii) Pour tout mot u = xk1w ∈X∗ avec k ≥ 2,w ∈X∗ x1X∗,
B(k)ζ(Sw) = ζ (πY Su).

Démonstration. De la même façon qu’à la proposition 3.7, nous regardons {Pw}w∈X∗
comme un système de coordonnées locales, nous identifions les coefficients des deux
côtés de la formule (3.23) et alors le résultat s’ensuit.

Exemple 3.9. 1. Pour u = x0x1,
ζ(Sx0x1

) = ζ(Σy2).
2. Pour u = x0x1x20x1,

ζ(Sx0x1x
2

0
x1
) = ζ(Σy2y3) + 2ζ(Σy3x2

) + 6ζ(Σy4x1
) − 5ζ(Σy5).

3. Pour u = x1x0x1,
ζ(Σy2y1) − 32ζ(Σy3) = 0.

4. Pour u = x21x0x1,
B(2)ζ(Sx0x1

) = 2ζ(Σy4) − ζ(Σy2)2 − ζ(Σy3y1).

3.3.3. Algorithmes pour l’exploration de la structure des polyzêtas

Comme on l’a vu dans les propositions 3.7 et 3.8, il y a des relations entre polyzêtas
indexés aux bases {Sw}w∈X∗ et {Σw}w∈Y ∗ . En fait, grâce à la proposition 1.23.iv), nous
pouvons représenter également ces relations sur les bases de transcendance, {Sl}l∈LynX et{Σl}l∈LynY respectivement. Dans ce paragraphe, nous allons introduire deux algorithmes,
l’un grâce à ces formules et l’autre grâce aux structures différentes induites par les pro-
duits de mélange et de quasi-mélange. Puis, les relations vont être formées par une réduc-
tion en poids, et donner des indications sur la structure des polyzêtas en termes d’éléments
irréductibles indexés aux bases {Sl}l∈LynX et {Σl}l∈LynY . Un résultat semblable apparaîtra
dans le prochain paragraphe.

Algorithme 3. Cet algorithme utilise la proposition 3.7 et l’algorithme 1 pour établir
des relations polynomiales entre polyzêtas sur la base {Sl}l∈LynX ou utilise la proposition
3.8 et l’algorithme 1 pour établir des relations polynomiales entre polyzêtas sur la base{Σl}l∈LynY . Nous montrons ici le deuxième cas.
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ENTREE : Un entier positif n.

SORTIE : Représentations des polyzêtas de poids n en termes d’éléments irréduc-
tibles des polyzêtas indexées à la base {Σl}l∈LynY .
Etape 1. Lister les mots de poids n de X∗x1, ma liste est notée par Xn.
Etape 2. Pour chaque w ∈ Xn, déterminer un polynôme P ∶= πY (Sw) dans Q⟨Y ⟩ et,
grâce à l’algorithme 1, représenter ζ(P) en termes des {ζΣl

}l∈LynY des données de poids
inférieurs, et établir une relation polynomiale comme suit :

i) Si w = x1u,u ∈ x0X∗x1, créer la relation ζ(Sw) = 0 (comme ζ(Sw) = ζ(x1 �
Su) = 0).

ii) Si w ∈ x0X∗x1 LynX , récrire w sous forme de sa factorisation de Lyndon, w =
li11 . . . l

ik
k . Obtenir les ζ(Slj),1 ≤ j ≤ k à partir des données de poids inférieurs et

établir la relation

ζ(Sw) = 1

i1! . . . ik!
ζ(Sl1)i1 . . . ζ(Slk)ik

Etape 3. Réduire toutes ces relations aux représentations des polyzêtas en termes d’élé-
ments irréductibles.

Le lemme suivant va donner une autre façon pour trouver des relations entre polyzê-
tas indexées par les bases {Sl}l∈LynX et {Σl}l∈LynY .

Lemme 3.9. Pour tous mots l1, l2 ∈ (LynX) X (resp. l1, l2 ∈ LynY {y1}), on a

ζ(Sl1� Sl2) = ζ(πY (Sl1) πY (Sl2))(resp. ζ(Σl1 Σl2) = ζ(πX(Σl1)� πX(Σl2))).
Démonstration. Remarquons, pour chaque w ∈ X∗, Sw = w + ∑v≺w αvv et si l ∈(LynX) X , l ∈ x0X∗x1 et que l’on a ζ(l1� l2) = ζ(πY (l1) πY (l2)) et ζ

�

(x1 � l) =
ζ (y1 πY (l)) [Min+00a]. Le résultat s’obtient donc par soustraction.

Exemple 3.10. Pour l1 = x0x1, l2 = x20x21 (dans LynX) et l1 = y2, l2 = y3y1 (dans LynY ),
on a

ζ(Sx0x1
)ζ(Sx2

0
x2

1

) = ζ(Σy2)ζ(Σy3y1) − 12ζ(Σy2)ζ(Σy4),
ζ(Σy2)ζ(Σy3y1) = ζ(Sx0x1

)ζ(Sx2

0
x2

1
) + 1

2
ζ(Sx0x1

)ζ(Sx3

0
x1
).

Algorithme 4. Cet algorithme utilise le lemme 3.9 et l’algorithme 1 pour établir des
relations polynomiales entre polyzêtas sur la base {Sl}l∈LynX ou la base {Σl}l∈LynY . Nous
proposons ici le deuxième cas.

ENTREE : Un entier positif n.

SORTIE : Représentations des polyzêtas de poids n en termes d’éléments irréduc-
tibles entre polyzêtas indexés à la base {Σl}l∈LynY .



106 Structure des polyzêtas et représentation explicite

Etape 1. Lister les mots de longueur n dans x0X∗x1 ou x1x0X∗x1, leur ensemble
sera noté Xn.

Etape 2. Établir des relations polynomiales de poids n comme suit. Pour chaque
w ∈ Xn, déterminer un polynôme, désigné par Pw, dans Q⟨Y ⟩ de la manière
suivante :
i) Si w ∈ LynX , prendre Pw ∶= πY (Sl1) πY (Sl2) − πY (Sl1 � Sl2), où (l1, l2)

est la factorisation standard de w.
ii) Si w = x1w1, prendre Pw ∶= πY (Sx1

) πY (Sw1
) − πY (Sx1

� Sw1
).

iii) Si w = li1l . . . l
ik
k , l1, . . . , lk ∈ LynX, l1 ≻ . . . lk, prendre Pw ∶=

πY (Sl1) i1 . . . πY (Slk) ik − πY (Sl1 � . . .� Slk).
Grâce à l’algorithme 1, représenter ζ(ΣPw

) en fonction des {ζ(Σl)}l∈LynY (ici,
les ζ(Σl) sont pris dans les données de poids inférieurs). En fin, établir la rela-
tion ζ(ΣP) = 0.

Etape 3. Enfin établir la relation entre représentations des polyzêtas en termes
d’éléments irréductibles.

Ces algorithmes donnent des relations polynomiales homogènes entre les coordon-
nées locales {Σl}l∈LynY (resp. {Sl}l∈LynX). Chaque identité est indexé par un mot de Lyn-
don et n’est pas un tautologie de la forme suivante

ζ(Σl) = ζ(Σl) et ζ(Sl) = ζ(Sl). (3.24)

Remplaçant “=” par “Ð→” dans ces relations polynomiales homogènes, nous obtenons
un système de réécriture noethérien dans l’ensemble {Σl}l∈LynY (resp. {Sl}l∈LynX). Ce
système a pour termes irréductibles les polyzêtas donnant une tautologie comme en (3.24)
(éléments finaux), ils sont considérés comme générateurs algébriques de l’algèbre des
polyzêtas convergents [Rac00 ; Min13a ; Min13b].

3.3.4. Exemples obtenus par programe en Maple

Les résultats suivants sont calculés par notre package en Maple [Bui+15a ; Bui+16a]
grâce à l’algorithme 3 (ou l’algorithme 4).

Représentations des polyzêtas en termes des polyzêtas irréductibles sur la base{Σl}l∈LynY
Poids 3

ζ(Σy2y1) = 3

2
ζ(Σy3)
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Poids 4

ζ(Σy4) = 2

5
ζ(Σy2)2

ζ(Σy3y1) = 3

10
ζ(Σy2)2

ζ(Σy2y
2

1

) = 2

3
ζ(Σy2)2

Poids 5

ζ(Σy3y2) = 3ζ(Σy3)ζ(Σy2) − 5ζ(Σy5)
ζ(Σy4y1) = −ζ(Σy3)ζ(Σy2) + 5

2
ζ(Σy5)

ζ(Σy2
2
y1) = 3

2
ζ(Σy3)ζ(Σy2) − 25

12
ζ(Σy5)

ζ(Σy3y
2

1

) = 5

12
ζ(Σy5)

ζ(Σy2y
3

1

) = 1

4
ζ(Σy3)ζ(Σy2) + 5

4
ζ(Σy5)

Poids 6

ζ(Σy6) = 8

35
ζ(Σy2)3

ζ(Σy4y2) = ζ(Σy3)2 − 4

21
ζ(Σy2)3

ζ(Σy5y1) = 2

7
ζ(Σy2)3 − 1

2
ζ(Σy3)2

ζ(Σy3y1y2) = −1730ζ(Σy2)3 + 9

4
ζ(Σy3)2

ζ(Σy3y2y1) = 3ζ(Σy3)2 − 9

10
ζ(Σy2)3

ζ(Σy4y
2

1

) = 3

10
ζ(Σy2)3 − 3

4
ζ(Σy3)2

ζ(Σy2
2
y2
1
) = 11

63
ζ(Σy2)3 − 1

4
ζ(Σy3)2

ζ(Σy3y
3

1

) = 1

21
ζ(Σy2)3

ζ(Σy2y
4

1
) = 17

50
ζ(Σy2)3 + 3

16
ζ(Σy3)2

Poids 7

ζ(Σy4y3) = 35

2
ζ(Σy7) − 10ζ(Σy2)ζ(Σy5)
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ζ(Σy5y2) = 5ζ(Σy2)ζ(Σy5) − 21

2
ζ(Σy7) + 4

5
ζ(Σy2)2ζ(Σy3)

ζ(Σy6y1) = −ζ(Σy2)ζ(Σy5) − 25ζ(Σy2)2ζ(Σy3) + 72ζ(Σy7)
ζ(Σy3y

2

2
) = 3

2
ζ(Σy2)2ζ(Σy3) − 21748 ζ(Σy7)

ζ(Σy2
3
y1) = 7

24
ζ(Σy7)

ζ(Σy4y1y2) = 1

10
ζ(Σy2)2ζ(Σy3) + 7

48
ζ(Σy7)

ζ(Σy4y2y1) = 6

5
ζ(Σy2)2ζ(Σy3) − 17548 ζ(Σy7)

ζ(Σy5y
2

1

) = − 3

10
ζ(Σy2)2ζ(Σy3) + 76ζ(Σy7)

ζ(Σy3
2
y1) = 17

20
ζ(Σy2)2ζ(Σy3) + 5

12
ζ(Σy2)ζ(Σy5) − 301

96
ζ(Σy7)

ζ(Σy3y
2

1
y2) = 2ζ(Σy2)2ζ(Σy3) − 37196 ζ(Σy7) − 54ζ(Σy2)ζ(Σy5)

ζ(Σy3y1y2y1) = 87

20
ζ(Σy2)2ζ(Σy3) − 5

2
ζ(Σy2)ζ(Σy5) − 30132 ζ(Σy7)

ζ(Σy3y2y
2

1
) = 9

5
ζ(Σy2)2ζ(Σy3) + 54ζ(Σy2)ζ(Σy5) − 749

96
ζ(Σy7)

ζ(Σy4y
3

1

) = −2
3
ζ(Σy2)2ζ(Σy3) + 5

12
ζ(Σy2)ζ(Σy5) + 49

32
ζ(Σy7)

ζ(Σy2y1y2y
2

1
) = − 3

20
ζ(Σy2)2ζ(Σy3) + 721480

ζ(Σy7)
ζ(Σy2

2
y3
1

) = − 1

40
ζ(Σy2)2ζ(Σy3) + 54ζ(Σy2)ζ(Σy5) − 1757

960
ζ(Σy7)

ζ(Σy3y
4

1

) = 49

480
ζ(Σy7)

ζ(Σy2y
5

1
) = 33

200
ζ(Σy2)2ζ(Σy3) + 29

144
ζ(Σy2)ζ(Σy5) + 161

180
ζ(Σy7)

Poids 8

ζ(Σy8) = 24

175
ζ(Σy2)4

ζ(Σy5y3) = 126

25
ζ(Σy2)4 − 720ζ(Σy3y

5

1

)
ζ(Σy6y2) = −282125

ζ(Σy2)4 + 2ζ(Σy3)ζ(Σy5) + 288ζ(Σy3y
5

1

)
ζ(Σy7y1) = 6

25
ζ(Σy2)4 − ζ(Σy3)ζ(Σy5)
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ζ(Σy2
3
y2) = 9

2
ζ(Σy3)2ζ(Σy2) − 445 ζ(Σy2)4 − 15ζ(Σy3)ζ(Σy5) + 1440ζ(Σy3y

5

1

)
ζ(Σy4y1y3) = ζ(Σy3)2ζ(Σy2) + 5524

525
ζ(Σy2)4 − 5ζ(Σy3)ζ(Σy5) − 1440ζ(Σy3y

5

1
)

ζ(Σy4y
2

2
) = −688

75
ζ(Σy2)4 + 3ζ(Σy3)2ζ(Σy2) − 10ζ(Σy3)ζ(Σy5) + 1440ζ(Σy3y

5

1
)

ζ(Σy4y3y1) = 2224

175
ζ(Σy2)4 − 5

2
ζ(Σy3)ζ(Σy5) − 1800ζ(Σy3y

5

1

) + 1

2
ζ(Σy3)2ζ(Σy2)

ζ(Σy5y1y2) = −52ζ(Σy3)2ζ(Σy2) + 288

175
ζ(Σy2)4 + 10ζ(Σy3)ζ(Σy5) − 360ζ(Σy3y

5

1
)

ζ(Σy5y2y1) = −45912625
ζ(Σy2)4 − ζ(Σy3)2ζ(Σy2) + 132 ζ(Σy3)ζ(Σy5) + 144ζ(Σy3y

5

1

)
ζ(Σy6y

2

1

) = −617
875

ζ(Σy2)4 + 1

2
ζ(Σy3)2ζ(Σy2) − 52ζ(Σy3)ζ(Σy5) + 144ζ(Σy3y

5

1

)
ζ(Σy3y1y

2

2
) = 25

4
ζ(Σy3)ζ(Σy5) + 1453

200
ζ(Σy2)4 − 1200ζ(Σy3y

5

1
)

ζ(Σy3y2y1y2) = 5ζ(Σy3)2ζ(Σy2) − 133

12
ζ(Σy3)ζ(Σy5) − 84053

21000
ζ(Σy2)4 + 624ζ(Σy3y

5

1

)
ζ(Σy3y

2

2
y1) = 9

2
ζ(Σy3)2ζ(Σy2) − 272 ζ(Σy3)ζ(Σy5) − 12143

1000
ζ(Σy2)4 + 1884ζ(Σy3y

5

1
)

ζ(Σy2
3
y2
1
) = −163

200
ζ(Σy2)4 + 120ζ(Σy3y

5

1
)

ζ(Σy4y
2

1
y2) = −7340ζ(Σy2)4 − 5

4
ζ(Σy3)ζ(Σy5) + 300ζ(Σy3y

5

1

)
ζ(Σy4y1y2y1) = −32ζ(Σy3)2ζ(Σy2) + 6483

1000
ζ(Σy2)4 + 294 ζ(Σy3)ζ(Σy5) − 1044ζ(Σy3y

5

1
)

ζ(Σy4y2y
2

1

) = −5357
3000

ζ(Σy2)4 + 13ζ(Σy3)ζ(Σy5) + 252ζ(Σy3y
5

1

)
ζ(Σy5y

3

1

) = − 67

200
ζ(Σy2)4 + 60ζ(Σy3y

5

1

) − 5

12
ζ(Σy3)ζ(Σy5)

ζ(Σy2
2
y1y2y1) = 5

4
ζ(Σy3)2ζ(Σy2) + 22427875

ζ(Σy2)4 − 15

4
ζ(Σy3)ζ(Σy5)

ζ(Σy3
2
y2
1

) = −14107
2625

ζ(Σy2)4 + 3

8
ζ(Σy3)2ζ(Σy2) + 810ζ(Σy3y

5

1

) − 15

8
ζ(Σy3)ζ(Σy5)

ζ(Σy3y
3

1
y2) = 12767

2625
ζ(Σy2)4 + 3

8
ζ(Σy3)2ζ(Σy2) − 810ζ(Σy3y

5

1
) + 15

4
ζ(Σy3)ζ(Σy5)

ζ(Σy3y
2

1
y2y1) = 114049

7875
ζ(Σy2)4 + 54ζ(Σy3)2ζ(Σy2) − 2430ζ(Σy3y

5

1

) + 45

4
ζ(Σy3)ζ(Σy5)

ζ(Σy3y1y2y
2

1

) = 23927

2625
ζ(Σy2)4 + 3

2
ζ(Σy3)2ζ(Σy2) − 1620ζ(Σy3y

5

1

) + 75
8
ζ(Σy3)ζ(Σy5)

ζ(Σy3y2y
3

1
) = −18856

7875
ζ(Σy2)4 + ζ(Σy3)2ζ(Σy2) + 270ζ(Σy3y

5

1
) + 5

4
ζ(Σy3)ζ(Σy5)



110 Structure des polyzêtas et représentation explicite

ζ(Σy4y
4

1

) = 270ζ(Σy3y
5

1

) − 12641
7875

ζ(Σy2)4 − 54ζ(Σy3)ζ(Σy5) − 1

8
ζ(Σy3)2ζ(Σy2)

ζ(Σy2y1y2y
3

1
) = 227ζ(Σy3y

5

1
) − 188

125
ζ(Σy2)4 + 1

8
ζ(Σy3)ζ(Σy5)

ζ(Σy2
2
y4
1
) = 233

5
ζ(Σy3y

5

1
) − 309

1250
ζ(Σy2)4 − 5780ζ(Σy3)ζ(Σy5) + 3

16
ζ(Σy3)2ζ(Σy2)

ζ(Σy3y
5

1
) = ζ(Σy3y

5

1
)

ζ(Σy2y
6

1

) = 59887

330750
ζ(Σy2)4 + 29

96
ζ(Σy3)ζ(Σy5) + 1

30
ζ(Σy3)2ζ(Σy2)

Représentations des polyzêtas en termes de polyzêtas irréductibles sur la base{Sl}l∈LynX
Poids 3

ζ(Sx0x
2

1

) = ζ(Sx2

0
x1
)

Poids 4

ζ(Sx3

0
x1
) = 2

5
ζ(Sx0x1

)2
ζ(Sx2

0
x2

1

) = 1

10
ζ(Sx0x1

)2
ζ(Sx0x

3

1

) = 2

5
ζ(Sx0x1

)2

Poids 5

ζ(Sx3

0
x2

1
) = −ζ(Sx2

0
x1
)ζ(Sx0x1

) + 2ζ(Sx4

0
x1
)

ζ(Sx2

0
x1x0x1

) = −3
2
ζ(Sx4

0
x1
) + ζ(Sx2

0
x1
)ζ(Sx0x1

)
ζ(Sx2

0
x3

1

) = −ζ(Sx2

0
x1
)ζ(Sx0x1

) + 2ζ(Sx4

0
x1
)

ζ(Sx0x1x0x
2

1
) = 1

2
ζ(Sx4

0
x1
)

ζ(Sx0x
4

1
) = ζ(Sx4

0
x1
)
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Poids 6

ζ(Sx5

0
x1
) = 8

35
ζ(Sx0x1

)3
ζ(Sx4

0
x2

1
) = 6

35
ζ(Sx0x1

)3 − 1

2
ζ(Sx2

0
x1
)2

ζ(Sx3

0
x1x0x1

) = 4

105
ζ(Sx0x1

)3
ζ(Sx3

0
x3

1
) = 23

70
ζ(Sx0x1

)3 − ζ(Sx2

0
x1
)2

ζ(Sx2

0
x1x0x

2

1

) = 2

105
ζ(Sx0x1

)3
ζ(Sx2

0
x2

1
x0x1
) = − 89

210
ζ(Sx0x1

)3 + 3

2
ζ(Sx2

0
x1
)2

ζ(Sx2

0
x4

1
) = 6

35
ζ(Sx0x1

)3 − 1

2
ζ(Sx2

0
x1
)2

ζ(Sx0x1x0x
3

1

) = 8

21
ζ(Sx0x1

)3 − ζ(Sx2

0
x1
)2

ζ(Sx0x
5

1

) = 8

35
ζ(Sx0x1

)3

Poids 7

ζ(Sx5

0
x2

1
) = −ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

) − 2

5
ζ(Sx0x1

)2ζ(Sx2

0
x1
) + 3ζ(Sx6

0
x1
)

ζ(Sx4

0
x1x0x1

) = −5ζ(Sx6

0
x1
) + 3ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

)
ζ(Sx4

0
x3

1

) = −23
60
ζ(Sx0x1

)2ζ(Sx2

0
x1
) − 2ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

) + 5ζ(Sx6

0
x1
)

ζ(Sx3

0
x1x

2

0
x1
) = 2ζ(Sx6

0
x1
) − ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

)
ζ(Sx3

0
x1x0x

2

1

) = − 1

20
ζ(Sx0x1

)2ζ(Sx2

0
x1
) − 1

2
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

) + 19

16
ζ(Sx6

0
x1
)

ζ(Sx3

0
x2

1
x0x1
) = 7ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

) − 3

10
ζ(Sx0x1

)2ζ(Sx2

0
x1
) − 173

16
ζ(Sx6

0
x1
)

ζ(Sx3

0
x4

1

) = 251

720
ζ(Sx0x1

)2ζ(Sx2

0
x1
) + 5ζ(Sx6

0
x1
) − 371

108
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

)
ζ(Sx2

0
x1x

2

0
x2

1
) = 2ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

) − 9

20
ζ(Sx0x1

)2ζ(Sx2

0
x1
) − 2ζ(Sx6

0
x1
)

ζ(Sx0(x0x
3

1

) = −3
2
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

) + 1

2
ζ(Sx0x1

)2ζ(Sx2

0
x1
) + 17

16
ζ(Sx6

0
x1
)

ζ(Sx2

0
x1x0x

3

1

) = −83
27
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

) − 25

72
ζ(Sx0x1

)2ζ(Sx2

0
x1
) + 99

16
ζ(Sx6

0
x1
)

ζ(Sx2

0
x2

1
x0x

2

1
) = −61

16
ζ(Sx6

0
x1
) + 17

30
ζ(Sx0x1

)2ζ(Sx2

0
x1
) + 31

18
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

)
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ζ(Sx2

0
x3

1
x0x1
) = − 73

360
ζ(Sx0x1

)2ζ(Sx2

0
x1
) + 557

108
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

) − 109

16
ζ(Sx6

0
x1
)

ζ(Sx2

0
x5

1
) = 523

3960
ζ(Sx0x1

)2ζ(Sx2

0
x1
) − 5593

2376
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

) + 3ζ(Sx6

0
x1
)

ζ(S(x0x1)3x1
) = −17

30
ζ(Sx0x1

)2ζ(Sx2

0
x1
) − 31

18
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

) + 65
16
ζ(Sx6

0
x1
)

ζ(Sx0x1x0x
4

1

) = −519
880

ζ(Sx0x1
)2ζ(Sx2

0
x1
) + 4ζ(Sx6

0
x1
) − 28

11
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

)
ζ(Sx0x

2

1
x0x

3

1
) = − 937

1320
ζ(Sx0x1

)2ζ(Sx2

0
x1
) + 3ζ(Sx6

0
x1
) − 56

33
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

)
ζ(Sx0x

6

1

) = 815

2376
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx0x1

) − 503
990

ζ(Sx0x1
)2ζ(Sx2

0
x1
) + ζ(Sx6

0
x1
)

Poids 8

ζ(Sx7

0
x1
) = 24

175
ζ(Sx0x1

)4
ζ(Sx6

0
x2

1

) = 6

35
ζ(Sx0x1

)4 − ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx2

0
x1
)

ζ(Sx5

0
x1x0x1

) = − 6638

30625
ζ(Sx0x1

)4 − 149753

4725
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx2

0
x1
)

−
29026

1575
ζ(Sx2

0
x1
)2ζ(Sx0x1

) + 2

5
ζ(Sx0x

2

1
x0x

4

1
)

ζ(Sx5

0
x3

1

) = −11
4
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx2

0
x1
) + 1

2
ζ(Sx2

0
x1
)2ζ(Sx0x1

) + 61

175
ζ(Sx0x1

)4
ζ(Sx4

0
x1x

2

0
x1
) = −149753

9450
ζ(Sx4

0
x1
)ζ(Sx2

0
x1
) − 2794

30625
ζ(Sx0x1

)4
−

14513

1575
ζ(Sx2

0
x1
)2ζ(Sx0x1

) + 1

5
ζ(Sx0x

2

1
x0x

4

1

)
ζ(Sx4

0
x1x0x

2

1

) = −79939
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Conclusions pour ces résultats

En désignant par Zn le Q−espace vectoriel quotient des polynômes par les relations
issues de l’identification des cordonnées locales de poids n. Posons dim(Zn) = dn. De
représentations calculées précédemment, nous obtenons les bases de ces espaces comme
suit :

● n = 2, d2 = 1,
Z2 = spanQ{ζ(Σy2)} = spanQ{ζ(Sx0x1

)}
● n = 3, d3 = 1,

Z3 = spanQ{ζ(Σy3)} = spanQ{ζ(Sx2

0
x1
)}

● n = 4, d4 = 1,
Z4 = spanQ{ζ(Σy2)2} = spanQ{ζ(Sx0x1

)2}
● n = 5, d5 = 2,
Z5 = spanQ{ζ(Σy5), ζ(Σy2)ζ(Σy3)} = spanQ{ζ(Sx4

0
x1
), ζ(Sx0x1

)ζ(Sx2

0
x1
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● n = 6, d6 = 2,
Z6 = spanQ{ζ(Σy2)3, ζ(Σy3)2} = spanQ{ζ(Sx0x1

)3, ζ(Sx2

0
x1
)2}

● n = 7, d7 = 3,
Z7 = spanQ{ζ(Σy7), ζ(Σy2)ζ(Σy5), ζ(Σy2)2ζ(Σy3)}
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0
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● n = 8, d8 = 4,
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● n = 9, d9 = 5,
Z9 = spanQ{ζ(Σy9), ζ(Σy2)2ζ(Σy5), ζ(Σy2)ζ(Σy7), ζ(Σy2)3ζ(Σy3),
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● n = 10, d10 = 7,

Z10 = spanQ{ζ(Σy2)5, ζ(Σy5)2, ζ(Σy3y
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● n = 11, d11 = 9,

Z11 = spanQ{ζ(Σy11), ζ(Σy2)2ζ(Σy7), ζ(Σy2)ζ(Σy9), ζ(Σy2)3ζ(Σy5),
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● n = 12, d12 = 12,

Z12 = spanQ{ζ(Σy2)6, ζ(Σy3)4, ζ(Σy2)ζ(Σy5)2, ζ(Σy3Σy9
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)}.

On peut voir que, les dimensions satisfont la formule d1 = 0, d2 = d3 = 1 et ∀n ≥ 4, dn =
dn−2 + dn−3 jusqu’au poids 12. C’est-à-dire que les résultats vérifient encore la conjecture
des dimensions de Zagier sur les polyzêtas (ce qui est remarquable parce que cette algèbre
- produite différemment de celle du double mélange - est à priori, “au dessus” de l’algèbre
des polyzêtas). Par conséquent, la conjecture va être confirmer jusqu’au poids 12 si et
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seulement si chacune de deux familles suivantes est algébriquement indépendante.

n in Polyzêtas irréductibles Polyzêtas irréductibles
sur la base {Σl}l∈LynY {y1} sur la base {Sl}l∈(LynX) X
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Conclusion

La thèse utilise l’outil combinatoire pour approcher certains problèmes en théorie
des nombres. Notre contribution se situe dans les quelques résultats suivants :

Dans le chapitre 1, nous étudions systématiquement des déformations du produit de mé-
lange par ajoutant un terme de superposition paramétré. Ceci permet de construire une
structure d’algèbre de Hopf de quasi-mélange q-déformée. Des bases duales (et en dua-
lité) sont également construites grâce à des formules de calcul récursives, l’une suivant le
théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt à partir d’une base de l’algèbre de Lie des éléments
primitifs et l’autre suivant le théorème MRS (et qui en constitue une déformation à un pa-
ramètre). Avec ces bases de transcendance indexées par les mots de Lyndon, nous avons
établi un système de coordonnées locales pour le groupe de Lie (de dimension infinie) des
séries de type groupe.

Dans le chapitre 2, comme vérification la structure de mélange ou de quasi-mélange,
les séries génératrices des polylogarithmes ou des sommes harmoniques sont des types
groupe pour les coproduits ∆

�

et ∆ respectivement. Ceci nous permet de représenter
ces séries en factorisations infini associées des mots de Lyndon. Nous avons effectué
déterminer les développements asymptotiques de ces sommes harmoniques sur l’échelle
des {N−i log(N)j}i,j∈N grâce à la série génératrice et à la formule d’Euler Maclaurin.

Comme les polyzêtas apparaient dans les développements asymptotiques des polyloga-
rithmes et des sommes harmoniques, nous établissons l’équation du pont des polyzêtas
reliant entre deux structures d’algébriques de mélange et de quasi-mélange. De cette fa-
çon, nous identifions les relations polynomiales des polyzêtas indexées par les mots de
Lyndon. Ces résultats donnent les relations polynomiales entre polyzêtas qui donnent les
éléments irréductibles et les éléments de la base, par poids, des polyzêtas jusqu’au poids
12 qui vérifie encore la conjecture des dimensions de Zagier sur les polyzêtas.

Par ailleurs, pour accompagner cette étude théorique, nous avons écrit un package en
Maple qui implante les algorithmes et permet de calculer des exemples de la thèse. Ce
package est un outil effectif pour nos recherches en combinatoire.

Concernant ces recherches, plusieurs questions restent en suspens.

1. L’équation du pont peut-elle donner toutes les relations entre polyzêtas ?
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2. En suivant les formules de relations entre polyzêtas données dans les propositions
3.7, 3.8, peut-on montrer la conjecture des dimensions de Zagier ?

3. Peut-on déterminer complètement les développements des polylogarithmes et des
sommes harmoniques ?
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4.1. Annexe A : Séries doubles, graphes, convolution et
limites

Les sommes et produits infinis de séries s’emploient couramment en informatique
théorique [Ber+85 ; Sch65 ; Luq99] et en combinatoire [Sch65 ; Reu93 ; Las90]. Nous
donnons ici les définitions utiles.
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4.1.1. Séries et polynômes

Définition 4.1. Soit M un monoïde et R un ensemble de coefficients (anneau, semi-
anneau ou corps, commutatifs ou non). On noteraR⟨⟨M⟩⟩ ≃ RM , l’ensemble des fonctions
de M dans R (séries) et R[M] = R⟨M⟩ = R(M), l’ensemble des fonctions à support fini
(polynômes) 1. On a alors un produit scalaire 2 (“pairing” en anglais)R⟨⟨M⟩⟩⊗RR⟨M⟩→
R donné par ⟨S ∣ P ⟩ = ∑

m∈M

⟨S ∣m⟩⟨P ∣m⟩ (4.1)

où, pour une série T , ⟨T ∣m⟩ désigne T (m), appelé coefficient de m dans T .

On dira qu’une famille (Si)i∈I est sommable [Reu93] si, pour tout w, l’application
i → ⟨Si ∣ w⟩ est à support fini. En ce cas, sa somme est la série T ∈ R⟨⟨M⟩⟩ telle que, pour
tout w ⟨T ∣ w⟩ =∑

i∈I

⟨Si ∣ w⟩ (4.2)

Remarque(s). On remarque que, pour toute série S ∈ R⟨⟨M⟩⟩, la famille (⟨S ∣ m⟩m)m∈M
est sommable, c’est ce qui justifie la notation

S = ∑
m∈M

⟨S ∣m⟩m

4.1.2. Séries doubles et calculs sur les graphes

Soient X,Y deux alphabets. Les séries doubles sont les séries sur le monoïde X∗ ×
Y ∗. Une telle série s’écrit 3

T = ∑
(u,v)∈X∗×Y ∗

⟨T ∣ u⊗ v⟩u⊗ v. (4.3)

Comme l’application canonique (u, v) ↦ R⟨X⟩⊗R R⟨Y ⟩ est injective, on notera ce
monoïde indifféremment X∗ × Y ∗ ou X∗ ⊗ Y ∗. Ces séries s’écrivent donc

T = ∑
u,v∈X∗

⟨T ∣ u⊗ v⟩u⊗ v . (4.4)

1. Le même polymorphisme existe aussi dans le monde commutatif puisque R[Z] désigne tout à la
fois l’espace des polynômes d’alphabet Z et, si Z est un monoïde, son algèbre et, si Z est un élément, une
extension.

2. Le produit tensoriel de deux modules sur un semi-anneau a été résolu par D. Krob [Kro00 ; Kro91].
Les semi-anneaux ne permettant plus d’utiliser la soustraction (les modules sont des monoïdes additifs),
la construction repose que la notion de congruence. Cette construction permet, par exemple de montrer
que les séries rationnelles sont stables par produit de Hadamard, de shuffle et d’infiltration et de construire
automatiquement leurs automates.

3. Ceci, à cause de l’isomorphisme R⟨X⟩ ⊗R R⟨Y ⟩ → R⟨X∗ × Y ∗⟩ qui identifie la base {u ⊗
v}(u,v)∈X∗×Y ∗ avec la base {(u, v)}(u,v)∈X∗×Y ∗ (comme dans le cas d’un monoïde général, les éléments
sont identifiés à la fonction caractéristique du singleton associé).
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On définit un calcul avec les produits tensoriels complétés comme suit :
D’abord, si (Si)i∈I ; (Tj)j∈J sont des familles sommables de polynômes, la famille double(Si ⊗ Tj)(i,j)∈I×J (qui est dans R⟨X⟩⊗R⟨X⟩) est sommable et sa somme vérifie

∑
(i,j)∈I×J

Si ⊗ Tj = ∑
(u,v)∈X∗×Y ∗

⟨∑
i∈I

Si ∣ u⟩⟨∑
j∈J

Tj ∣ v⟩u⊗ v .
Elle ne dépend donc que des sommes∑i∈I Si et ∑j∈J Tj .
Ceci construit une correspondance

R⟨⟨X⟩⟩⊗R⟨⟨X⟩⟩→ R⟨⟨X∗ ⊗X∗⟩⟩ (4.5)

que l’on notera provisoirement ⊗̂.
À tout homomorphisme (linéaire) f ∈ HomR(R⟨X⟩,R⟨⟨Y ⟩⟩), on peut faire correspondre
son graphe

Γ(f) ∶= ∑
u∈X∗

u⊗̂f(u) . (4.6)

Une telle application f admet un adjoint f∨ ∈ HomR(R⟨Y ⟩,R⟨⟨X⟩⟩) (au sens des deux
produits scalaires canoniques) si

(∀(u, v) ∈X∗ × Y ∗)(⟨f(u) ∣ v⟩Y = ⟨u ∣ f∨(v)⟩X) (4.7)

on a alors
∑
u∈X∗

u⊗̂f(u) = ∑
v∈Y ∗

f∨(v)⊗̂v (4.8)

Exemple 4.1. Ceci permet de vérifier par exemple que πX et πY sont adjoints l’un de
l’autre.

Les graphes permettent un calcul particulièrement simple sur les convolutions. On
rappelle qu’étant donnés

— Une cogèbre (C,∆)
— Une algèbre (A, µ)

la convolution de deux éléments f, g ∈ Hom(C,A) se définit par

f ⋆ g = µ ○ (f ⊗ g) ○∆ (4.9)

si l’algèbre est associative avec unité (AAU) 1A et la cogèbre est coassociative avec coü-
nité ǫC , alors Hom(C,A) est une AAU d’unité 1A ○ ǫC . On a

Γ(f ⋆ g) = Γ(f)⍟ Γ(g) (4.10)

où ⍟ est la loi définie sur les séries doubles par [Reu93]

S ⍟ T = ∑
ui∈X∗;vi∈Y ∗

⟨S ∣ u1 ⊗ v1⟩⟨T ∣ u2 ⊗ v2⟩(u1� u2)⊗ v1v2 (4.11)
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(on vérifie que la famille ci-dessus est bien sommable).
Ces opérations permettent de manipuler facilement le projecteur eulérien π1 et son adjoint
π∨1 par

log(DX) = ∑
w∈X∗

w ⊗ π1(w) = ∑
w∈X∗

π∨1 (w)⊗w (4.12)

4.1.3. Limites

On peut donner le critère de convergence d’une suite généralisée 4 qui correspond à
la sommabilité définie plus haut (cf 4.1.1.). Soit (Sα)α∈A une telle suite. Elle converge
vers T (la limite se fait coefficient par coefficient 5) limα(Sα) = T ssi, pour tout w ∈ X∗,
on a limα(⟨Sα ∣ w⟩) = ⟨T ∣ w⟩.
Soit maintenant une famille F = (Si)i∈I (I est totalement ordonné) de séries. Pour tout
F = {i1 < ⋯ < in} ⊂ I , on note

F↑(F ) = ↗∏
i∈F

Si = Si1⋯Sin ; F↓(F ) = ↘∏
i∈F

Si = Sin⋯Si1 (4.13)

La famille (F↓(F ))F⊂finiI forme une suite généralisée 6 et sa limite, si elle existe, est
notée

↘

∏
i∈I

Si (4.14)

Les produits infinis sont utilisés en Informatique Théorique pour le traitement des
algorithmes des factorisations et de leurs logarithmes (cf le théorème de Schützenberger
[Sch65] sur les codes circulaires et son extension à d’autres monoïdes par J-G. Luque
[Luq99]).

Les notions développées ici peuvent être rapprochées de celle d’algèbre topologique
([Rac00], Préliminaires) en effet, il s’agit ici d’une topologie faible (i.e. initiale), l’en-
semble des coefficients étant muni de la topologie discrète. Avec la même construction
(topologie faible i.e. convergence coefficient par coefficient), mais en conservant aux sca-
laires (R,C,H(Ω)) leur topologie d’origine, on obtient la topologie de Treves [Tre67],
utile quand on veut faire varier continûment les coefficients dans la factorisation MRS.

Lorsque l’alphabet est fini (comme ici Z =X qui a deux lettres) ou infini (comme ici
Z = Y qui est infini), on met un poids 7 sur le monoïde libre Z∗ (longueur dans le cas de

4. Une suite généralisée ou filet est une famille indexée à un ensemble ordonné filtrant supérieurement
(A,<). C’est à dire tel que

(∀α1, α2 ∈ A)(∃β ∈ A)(αi ≤ β i = 1,2)

5. Ici la limite est stationnaire
6. L’ensemble des parties finies de I est ordonné par inclusion
7. [Rac00] Definition 3.4 et suiv.
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X et poids dans le cas de Y ) de façon que k⟨Z⟩ ait pour complété k⟨⟨Z⟩⟩. Nous donnons
les définitions ci-dessous.

Définition 4.2 ([Rac00] def 3.4). Soit M un monoïde. Un poids sur M est un morphisme∣ ● ∣ ∶M →N.

Remarque(s). En particulier, si le monoïde est libre (M = X∗), les poids sur M sont en
bijection avec les distributions de poids sur X i.e. les applications X → N (on prendra
garde qu’il peut y avoir des lettres de poids 0, comme dans l’alphabet Y0 = {yk}k≥0 avec
yk ↦ k).

Un poids induit aussitôt la partition M = ⊔n≥0Mn du monoïde avec Mn = {m ∈
M ∣ ∣m∣ = n}, une graduation de R⟨M⟩ et la filtration décroissante associée ([Bou07a], Ch
III)

Rn⟨Z⟩ = spanR(Mn) ; R≥N⟨⟨Z⟩⟩ = spanR(∪n≥NMn) (4.15)

cette filtration forme un base de voisinages de zéro dans R≥N⟨⟨Z⟩⟩ et induit une structure
d’anneau topologique sur R⟨⟨Z⟩⟩. Cette filtration est toujours séparée 8, mais les complé-
tés que l’on obtient ne sont pas toujours les espaces de séries correspondants comme le
montre l’exemple suivant.

Exemple 4.2. i) Si on munit Y ∗ (Y = {yk}k≥1) du poids usuel (yk) = k, on a

R̂⟨Y ⟩(●) = R⟨⟨Y ⟩⟩ (4.16)

ii) Avec la longueur usuelle ∣ ● ∣, on a seulement

R̂⟨Y ⟩∣●∣ = {S ∈ R⟨⟨Y ⟩⟩ ∣ (∀n ∈N)( ∑
∣w∣=n
⟨S ∣ w⟩w ∈ R⟨Y ⟩)} (4.17)

en particulier, la somme des lettres n’est plus dans le complété et on ne peut pas traiter
correctement les éléments de type groupe comme g = 1 +∑n≥0 yn ∈ R⟨⟨Y0⟩⟩.
Remarque(s). i) La notion de sommabilité développée dans [Reu93] correspond, pour un
alphabet Z et son espace de séries R⟨⟨Z⟩⟩, au système de voisinages de zéro

R≥α⟨⟨Z⟩⟩ = {S ∈ R⟨⟨Z⟩⟩ ∣ (∀w ∈ Z∗)(∃x ∈ Z)(∣w∣x < α(x))Ô⇒ ⟨S ∣ w⟩ = 0} (4.18)

avec α ∈ N(Z). Cette topologie coïncide avec celle donnée par la longueur ordinaire
lorsque l’alphabet est fini et est différente dans le cas d’un alphabet infini (voir l’exemple
ci-dessus).
ii) Dans le cas où R n’est pas un anneau, la construction ci-dessus n’est plus valable, c’est
pourquoi, en Informatique Théorique, la notion de sommabilité est définie indépendam-
ment de celle de voisinages de zéro. Elle correspond à la topologie produit R⟨⟨M⟩⟩ ≃ RM

(R est alors muni de la topologie discrete).

8. Et munit donc R⟨Z⟩ d’une structure d’anneau topologique ([Bou07c] Ch III §6.3), ce qui permet
d’écrire les limites avec des égalités.
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4.1.4. Partitionnement des indices

Soit I = ⊔j∈JIj une partition de I et (Si)i∈I une famille de séries (dans R⟨⟨X⟩⟩). Pour
que (Si)i∈I soit sommable il faut et il suffit que

1. pour tout j ∈ J (Si)i∈Ij soit sommable

2. la famille (∑i∈Ij Si)
j∈J

soit sommable

dans ce cas

∑
j∈J

(∑
i∈Ij

Si) =∑
i∈I

Si . (4.19)

De même pour les produits infinis, si la partition I = ⊔j∈JIj correspond à une somme
ordinale, on a :
Pour que (Si)i∈I soit multipliable il faut et il suffit que

1. pour tout j ∈ J (Si)i∈Ij soit multipliable

2. la famille (∏↘i∈Ij Si)
j∈J

soit multipliable

dans ce cas
↘

∏
j∈J

( ↘∏
i∈Ij

Si) = ↘∏
i∈I

Si . (4.20)

4.1.5. Factorisation des produits infinis et des caractères

Pour pouvoir appliquer les caractères à la factorisation MRS des séries diagonales
DX ; DY , on construit les sous algèbres Iso(R,X) (resp. Iso(R,Y )) de R⟨X∗ ⊗ X∗⟩
(resp. R⟨Y ∗ ⊗ Y ∗⟩).
Soit U ∈ R⟨⟨X⟩⟩ un caractère de (R⟨X⟩,�,1X∗), on remarque que U ⊗ Id est un mor-
phisme

(R⟨X⟩,�,1X∗)⊗ (R⟨X⟩, conc,1X∗)→ (R⟨X⟩, conc,1X∗) (4.21)

(moyennant l’identification usuelle R ⊗R R⟨X⟩ ≃ R⟨X⟩) et on souhaite l’appliquer à la
factorisation MRS.

Malheureusement, ce morphisme n’est pas continu en général : si, par exemple, l
est un mot de Lyndon pour lequel ⟨U ∣ l⟩ = 1, alors (U ⊗ Id) envoie constamment la
suite l�n ⊗ 1X∗ (qui tend vers zero) sur 1X∗ . On remarque toutefois que DX et toutes ses
métamorphoses usuelles (i.e. les facteurs de la factorisation MRS) vivent dans l’adhérence
de la sous ⍟-algèbre

Iso(R,X) = {T ∈ R⟨X∗ ⊗X∗⟩ ∣ supp(T ) ⊂ Isomon(X)} (4.22)
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où Isomon(X) est le sous monoïde de X∗ ⊗X∗ défini par

Isomon(X) = {u⊗ v ∣ ∣u∣ = ∣v∣} (4.23)

On vérifie que, pour tout caractère U de (R⟨X⟩,�,1X∗), le morphisme (4.21) est
continu sur Iso(R,X), que l’adhérence de Iso(R,X) est

Iso(R,X) = {T ∈ R⟨⟨X∗ ⊗X∗⟩⟩ ∣ supp(T ) ⊂ Isomon(X)} . (4.24)

et que DX ainsi que tous les facteurs de MRS sont bien dans Iso(R,X). Par suite

U = ∑
w∈X∗
⟨U ∣ w⟩w = U⊗̂Id(DX) = ↘

∏
l∈Lyn(X)

e⟨U ∣Sl⟩Pl (4.25)

Ces constructions s’adaptent à R⟨⟨Y ⟩⟩, pour le stuffle, en remplaçant la longueur par
le poids.

4.1.6. Développements asymptotiques

Nous n’utiliserons que trois systèmes de voisinages (ou plutôt de parties) parmi les-
quels

— soit les voisinages de l’infini dans N

VN = {n ∈N ∣ n ≥ N} = [N,+∞[N (4.26)

— soit les voisinages fendus de 0

WR = {z ∣ ∣z∣ < R,z ∉] −∞,0[}0<R<1 (4.27)

Ces systèmes de parties (notés B) possèdent en commun les propriétés suivantes

1. ∅ /= B ⊂ C
2. ∅ ∉ B

3. (∀U,V ∈ B)(∃W ∈ B)(W ⊂ U ∩ V )
autrement dit, B est une base de filtre dans C [Bou07b ; Den+11 ; E R91 ; Die80].
Nous noterons F(B,C) l’ensemble des fonctions à valeurs complexes dont le
domaine de définition contient un élément de B et suivrons [Bou07b ; E R91 ;
Die80] 9 pour poser la définition suivante adaptée à notre contexte 10.

9. Sans la multiplicativité de [Die80] dans un premier temps.
10. Ces théories ont des points de contact avec [Hoe97 ; Hoe06]
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Voisinages de Base Fonctions

+∞ {[B,+∞[N}B∈N≥1 (logk(N)N−l)(k,l)∈Z2

” {[B,+∞[N}B∈N≥1 (Hk
1(N)N−l)(k,l)∈Z2(Br(1) ∩Ω)0<r<1 =

1 {z ∈ C ∣ ∣z − 1∣ < r et z ∉ [1,+∞[} (log(1 − z)k (1 − z)l)(k,l)∈Z2

TABLE 4.1 – Test Table

Définition 4.3. Soit B une base de filtre sur C. On appellera échelle de compa-
raison (relative à B) un ensemble E de fonctions telles que

1. f ∈ E Ô⇒ f ∈ F(B,C) et f /≡ 0
2. E est totalement ordonnée par la relation

(f ≺ g)⇐⇒ (∃D ∈ B)(∃ε ∈ CD)(limB ε(z) = 0 et f ≡∣D εg) (4.28)

Remarque(s). La relation f ≺ g se note aussi f = os(g) (où s est un indice visant
à distinguer ces fonctions lors du calcul).

Dans ce mémoire, nous utilisons les échelles de comparaison suivantes

Définition 4.4. Soit f une fonction à valeurs complexes telle queDom(f) ⊃ D ∈
B. On appelle développement asymptotique de f , selon E et à la précision ϕ, une
expression (si elle existe)

f ≡X (∑
g⪰ϕ

ag g) + os(ϕ) (4.29)

où X ∈ B; ϕ ∈ E et (ag)g∈E; g⪰ϕ est à support fini.

Par abus de langage, une telle expression sera souvent notée avec l’égalité

f = (∑
g⪰ϕ

ag g)+ os(ϕ) (4.30)

étant convenu que la restriction se fait sur l’intersection des domaines des fonc-
tions en présence ou même un domaine plus petit, mais dans B (par exemple si
on a à manipuler plusieurs développements asymptotiques).
Cette définition induit les propriétés usuelles (unicité, troncature).
On utilisera plusieurs fois le lemme suivant
Lemme 1. Soit E−, une échelle de comparaison (strictement) dominée par 1X

pour un certain X ∈ B et u ∈ F(B,C) tel que u ≻ 1X et v = on(un) pour tout n
et v ∈ E−, alors

1. {un}n≥0 ∪ E− = E est une échelle de comparaison
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2. SoitA(E) l’ensemble des f ∈ F(B,C) qui admettent un développement de la
forme

f = P (u) +Os(v) (4.31)

pour une certaine v ∈ E−.

Alors f → P induit un caractère 11 de A(E)/R∞ à valeurs dans C[X].
E− u

(logk(N)N−l)k≥0; l≥1 log(N)(Hk
1(N)N−l)k≥0; l≥1 Hk

1(N)(log(1 − z)k (1 − z)−l)k≥0; l≥1 log(1 − z)
TABLE 4.2 – Installation du lemme.

11. La relation R∞ est celle de la construction des germes [Bou07b ; Den+11 ; E R91].
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4.2. Annexe B : Programme en Maple

Nous allons introduire ici quelque procédures en Maple dans notre package qui a
être utilisé dans le calcul de l’algèbre de quasi-mélange q-déformé et affichant toutes les
exemples dans la thèse. Grâce aux algorithmes dans la thèse, le package est programmé
pour représenter structure des polyzêtas et déterminer les développements asymptotiques
des sommes harmoniques.

Dans ce package, on peut définir un certain alphabet dont les lettres associant aux
nombres totalement ordonnés. Il est une extension du package préexistant StringTools de
Maple.
Les notations dans les programmes :

1. X : nom d’un alphabet qu’on veut utiliser.

2. Z : l’ordre des indices associées aux lettres de l’alphabet.

4.2.1. Calculs sur des mots

Ce programme décompose un mot à la forme de produit décroissant des mots de
Lyndon (par la théorème de Chen-Fox-Lyndon [Che+58]) :

LyndonFact:=proc(word1, Z)

local indice, res;

option remember;

res := map(element -> [element], [op(word1)]);

indice := nops(res) - 1;

while evalb(0 < indice) do

while evalb(indice < nops(res)) and [lessLex](

op(indice, res), op(indice + 1, res), Z) do

res := [op(1 .. indice - 1, res),

[op(op(indice, res)), op(op(indice + 1, res))],

op(indice + 2 .. nops(res), res)];

if indice < nops(res) - 1 then indice := indice + 1

end if

end do;

indice := indice - 1

end do;

op(0, word1)[op(res)]

end proc;

Ce programme détermine la factorisation standard d’un mot de Lyndon (défini dans
le paragraphe 1.1.2.) :
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StandFact := proc (Lyndonword, Z)

local indice, res,i,temp,X;

option remember;

X:=op(0,Lyndonword);

res := [op(Lyndonword)]; indice := nops(res)-1;

while evalb(1 < indice) do

while evalb(indice < nops(res)) and

[lessLex](X[op(op(indice, res))], X[op(op(indice+1,

res))], Z)

do

res := [op(1 .. indice-1, res), [op(op(indice, res)),

op(op(indice+1, res))], op(indice+2 .. nops(res), res)];

indice := indice+1

end do;

indice := indice-1

end do;

if nops(res)=1 then res:=X[[op(Lyndonword)]]

else

temp:=[op(op(1,res))];

for i from 2 to nops(res)-1 do

temp:=[op(temp),op(op(i,res))] end do;

temp:=[[op(temp)],[op(op(nops(res),res))]];

res:=op(0,Lyndonword)[op(temp)] ;

end if;

res;

end proc;

4.2.2. Calculs dans l’algèbre de quasi-mélange q-déformé

Ce programme détermine le produit de quasi-mélange q-déformé, q, de deux po-
lynômes.

q_StuffleProduct:=proc(poly1, poly2, q, X, length)

local res, indice1, indice2, poly1_e, poly2_e, lenp1, lenp2,

Lp1, Lp2, mn;

poly1_e := expand(poly1);

poly2_e := expand(poly2);

if nargs = 4 then

[x_poly_stuffle_q](poly1_e, poly2_e,q,X)

elif 4 < nargs then

lenp1 := min([xdegree](poly1_e, X), length);
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Lp1 := map((list1, X, pol1) ->

[homogeneousPart](pol1, X, list1),

[‘$‘(0 .. lenp1)], X, poly1_e);

lenp2 := min([xdegree](poly2_e, X), length);

Lp2 := map((list1, X, pol1) ->

[homogeneousPart](pol1, X, list1),

[‘$‘(0 .. lenp2)], X, poly2_e);

res := 0;

for indice1 to lenp1 + 1 do

mn := min(lenp2 + 1, length + 2 - indice1);

for indice2 to mn do res := res +

[x_poly_stuffle_q](Lp1[indice1],

Lp2[indice2],q, X)

end do

end do;

res

end if

end proc;

Ce programme détermine le produit de concaténation de deux polynômes.

ConcaProduct:=proc(poly1, poly2,length)

local res, indice1, indice2, poly1_e, poly2_e, lenp1, lenp2,X,

Lp1, Lp2, mn;

poly1_e := expand(poly1);

poly2_e := expand(poly2);

if type(poly1,‘+‘) then X:=op(0,op(1,poly1)) else

X:=op(0,poly1) end if;

if nargs = 2 then

[poly_cat](poly1_e, poly2_e,X)

elif 2 < nargs then

lenp1 := min([xdegree](poly1_e, X), length);

Lp1 := map((list1, X, pol1) ->

[homogeneousPart](pol1, X, list1),

[‘$‘(0 .. lenp1)], X, poly1_e);

lenp2 := min([xdegree](poly2_e, X), length);

Lp2 := map((list1, X, pol1) ->

[homogeneousPart](pol1, X, list1),

[‘$‘(0 .. lenp2)], X, poly2_e);

res := 0;

for indice1 to lenp1 + 1 do

mn := min(lenp2 + 1, length + 2 - indice1);

for indice2 to mn do res := res +
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[poly_cat](Lp1[indice1],

Lp2[indice2], X)

end do

end do;

res

end if

end proc;

Ce programme détermine le coproduit, la loi duale de produit q, de deux poly-
nômes.

DeltaStuffle_q:=proc(poly,q)

local DeltaLetter,res,j,list,temp,DeltaWord,coeff,word,deltalet;

res:=0;

if type(poly,‘+‘) then list:=convert(poly,list) else

list:=[poly]

end if;

for temp in list do

DeltaWord:=L[]*R[];

coeff:=1;

if type(temp,‘*‘) then

for j to nops(temp)-1 do coeff := coeff*op(j,temp) end do;

word:=op(nops(temp),temp);

else

word:=temp;

end if;

for j to nops(word) do

deltalet:=[DeltaLetter](Y[op(j,word)],q);

DeltaWord:=[ProductTensorPoly](DeltaWord,deltalet);

end do;

res:=res+coeff*DeltaWord;

end do;

res;

end proc;

Ce programme détermine le coproduit, la loi duale de produit de concaténation, de
deux polynômes.

DeltaConca:=proc(poly)

local temp,coeff,word,n,i,res;

if type(poly,‘+‘) then map(procname, poly)

else

if type(poly,fraction) or type(poly,integer) then res:=poly
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else

temp := [mono_decompose](poly,Y);

coeff:= op(1, temp);

word:= op(2, temp);

n:=nops(word);

res:=L[]*R[op(word)]+L[op(word)]*R[];

if n<>0 then

for i to n-1 do

res:=res+L[op(1..i,word)]*R[op(i+1..n,word)]

end do

end if;

res:=coeff*res;

end if;

end if;

end proc;

4.2.3. Calculs sur les bases en dualité

Ce programme calcule π1 (défini dans (1.56)) d’une lettre :

Compute_pi1:=proc(letter)

local j,l,index,poly,k,Try;

Try:=proc(l)

local i,m,temp;

if j=1 then poly:=op(0,letter)[k]

else

temp:=k-sum(op(m,index),m=1..l-1);

if l=j and temp>0 then if type(j,even) then

poly:=poly-1/j*Y[op(1..l-1,index),temp] else

poly:=poly+1/j*op(0,letter)[op(1..l-1,index),temp] end if

else

for i to k-j+1 do

if l=1 then index:=[i]

else if temp>0 then

index:=[op(1..l-1,index),i];

else break

end if

end if;

Try(l+1);

end do

end if

end if
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end proc;

k:=op(letter);

poly=NULL;

for j to k do Try(1) end do;

poly;

end proc;

Ce programme détermine d’un élément de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt,{Πw}w∈Y ∗ , associé au mot entrée :

PiOfWord:= proc(word,Z,q)

local res,LyndonFactor,i, temp, X;

X:=op(0,word);

LyndonFactor:=[LyndonFact](word,Z);

res:=[op(LyndonFactor)];

temp:=1;

for i to nops(res) do

temp := [ConcaProduct](temp, [PLynwordStuff_q](X[op(op(i,

res))],X, Z,q))

end do

end proc;

Ce programme détermine d’un élément de la base duale, {Σw}w∈Y ∗ , associé au mot
entrée :

SigmaOfWord:=proc(word,Z,q)

local LyndonWord, L, T, k, s,l,index,res,Lyndonfactor, temp,M,

i, poly,tautology, j,factor,X;

X:=op(0,word);

Lyndonfactor:=[LyndonFact](word,Z);

res:=[op(Lyndonfactor)];

temp:=1;

for i to nops(res) do

poly:=0;LyndonWord:=X[op(op(i,res))];

L:=ListOfStandarSequences(LyndonWord,X,Z);

for T in L do

j:=1;

while j<=nops(T) and nops(op(j,T))=1 do

k:=j+1;index:=[];

while k<=nops(T) do

if k<nops(T) and

greatLex(X[op(op(k+1,T))],X[op(op(k,T))],Z) then

break
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else

index:=[op(index),op(op(k,T))];

k:=k+1;

end if;

end do;

if k > nops(T) then

s:=0; for l to j do s:=s+op(op(l,T)) end do;

if nops(index)>0 then

poly:=poly+ (q^(j-1)/(j!))*
ConcaProduct(X[s],procname(X[op(index)],Z,q))

else

poly:=poly+ (q^(j-1)/(j!))* X[s]

end if;

end if;

j:=j+1;

end do;

end do;

if poly <>0 then temp:=[q_StuffleProduct](temp,poly,q,X)end

if;

end do;

temp/([TautologicNumber](Lyndonfactor));

end proc;

Ce programme représente un polynôme sur la base {Πw}w∈Y ∗ :

ExpressByPi:=proc(polynom,Z)

local res, poly,temp,word,n, List, mono,i,alpha;

poly:=polynom;

if type(poly,‘+‘) then temp:=op(1,poly) else temp:=poly end

if;

mono:=[mono_decompose](temp,Y);

word:=op(2,mono);

n:=0;

for i to nops(word) do n:=n+op(i,word) end do;

List:=[[ListOfWeight](Y,n)];

for temp in List do alpha[op(temp)]:=0 end do;

for temp in List do

i:=1;

if type(poly,‘+‘) then

n:=nops(poly);

mono:=[mono_decompose](op(1,poly),Y);

else

n:=1;
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mono:=[mono_decompose](poly,Y)

end if;

word:=op(2,mono);

while temp <> word and i<=n do

i:=i+1;

if i<=n then mono:=[mono_decompose](op(i,poly),Y);

word:=op(2,mono); end if;

end do;

if i<=n then

alpha[op(word)]:=alpha[op(word)]+op(1,mono);

poly:=poly-alpha[op(word)]*[PBWL_wordStuff](word,Y,Z);

end if;

end do;

res:=0;

for temp in List do

res:=res+alpha[op(temp)]*Pi[op(temp)]

end do;

res;

end proc;

Ce programme représente un polynôme sur la base {Σw}w∈Y ∗ :

ExpressBySigma:=proc(polynom)

local res, poly,temp,word,n, ListInc, ListDec,

mono,i,beta,Z,fac,tauto,sig;

poly:=polynom;

if type(poly,‘+‘) then temp:=op(1,poly) else temp:=poly end

if;

mono:=[mono_decompose](temp,Y);

word:=op(2,mono);

n:=0;

for i to nops(word) do n:=n+op(i,word) end do;

Z:=[seq(i,i=n..1,-1)];

ListInc:=[[ListOfWeight](Y,n)];

ListDec:=[seq(op(i,ListInc),i=nops(ListInc)..1,-1)];

for temp in ListDec do beta[op(temp)]:=0 end do;

for temp in ListDec do

i:=1;

if type(poly,‘+‘) then

n:=nops(poly);

mono:=[mono_decompose](op(1,poly),Y);

else

n:=1;
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mono:=[mono_decompose](poly,Y)

end if;

word:=op(2,mono);

while temp <> word and i<=n do

i:=i+1;

if i<=n then mono:=[mono_decompose](op(i,poly),Y);

word:=op(2,mono); end if;

end do;

if i<=n then

beta[op(word)]:=beta[op(word)]+op(1,mono);

poly:=poly-beta[op(word)]*[SigmaOfWord](word,Z,1);

end if;

end do;

res:=0;

for temp in ListDec do

res:=res+beta[op(temp)]*Sigma[op(temp)]

end do;

res;

end proc;

4.2.4. Élimination structure des polyzêtas

Les programmes dessous sont grâce aux algorithmes 2 et 3 dans la thèse.

Ce programme détermine structure des polyzêtas sur la base {Σl}l∈LynY :

StructurePolyzetaOnSigma:=proc(order)

local res, temp,word,n, Z,ListInc, ListDec,

ListRelation,i,List, word1, degree,zeta,setsolution,fact,

polyX,polyY, wordX,equa, ListSolution,

wordY,mono,beta,fac,tauto,sig;

for degree from 3 to order do

print(‘Polyzetas of weight‘, degree);

List:=[ListLengthIdentityBetweenZeta_X](degree);

Z:=[seq(i,i=degree..1,-1)];

ListInc:=NULL;

for temp in List do

ListInc:= ListInc,[pi_Y](Y,temp)

end do;

ListInc:=[ListInc];

ListDec:=[seq(op(i,ListInc),i=nops(ListInc)..1,-1)];

ListSolution:=NULL;
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for temp in List do

if nops([LyndonFact](temp,[0,1]))=1 then

wordY:=[pi_Y](Y,temp);

if nops(wordY)>1 or (op(1,wordY) mod 2 =0) then

ListSolution:=ListSolution,wordY end if;

end if;

end do;

ListSolution:=[ListSolution];

ListRelation:=NULL;

for word1 in List do

if op(1..2,word1)<>(1,1) and op(1..2,word1)<>(0,0) then

ListRelation:=ListRelation,word1;

if op(1,word1)=1 then

wordX:=X[op(2..nops(word1),word1)];

polyX:=[ShuffleProduct](X[1],wordX,X);

polyY:=[pi_Y](Y,polyX)-[q_StuffleProduct](Y[1],[pi_Y](Y,wordX),1,Y)

else

fact:= [StandFact](word1,[0,1]);

polyX:=1; polyY:=1;

for i to nops(fact) do

wordX:=X[op(op(i,fact))];

polyX:=[ShuffleProduct](polyX,wordX,X);

polyY:=[q_StuffleProduct](polyY,[pi_Y](Y,wordX),1,Y);

end do;

polyY:=polyY-[pi_Y](Y,polyX);

end if;

if type(polyY,‘+‘) then temp:=op(1,polyY) else temp:=polyY

end if;

mono:=[mono_decompose](temp,Y);

word:=op(2,mono);

if nops(word)=1 then n:=op(word)

else

n:=0;

for i to nops(word) do n:=n+ op(i,word) end do;

end if;

for temp in ListDec do beta[op(temp)]:=0 end do;

for temp in ListDec do

i:=1;

if type(polyY,‘+‘) then

n:=nops(polyY);

mono:=[mono_decompose](op(1,polyY),Y);

else

n:=1;
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mono:=[mono_decompose](polyY,Y)

end if;

word:=op(2,mono);

while temp <> word and i<=n do

i:=i+1;

if i<=n then mono:=[mono_decompose](op(i,polyY),Y);

word:=op(2,mono); end if;

end do;

if i<=n then

beta[op(word)]:=beta[op(word)]+op(1,mono);

polyY:=polyY-beta[op(word)]*[SigmaOfWord](word,Z,1);

end if;

end do;

equa[word1]:=0;

for temp in ListDec do

fac:=[LyndonFact](temp,Z);

if op(fac)=1 then

equa[word1]:=equa[word1]+beta[op(temp)]*zeta[Sigma[op(temp)]];

else

tauto:=[TautologicNumber](fac);

sig:=1;

for i to nops(fac) do

sig:=sig*zeta[Sigma[op(op(i,fac))]];

end do;

equa[word1]:=equa[word1]+1/tauto*beta[op(temp)]*sig;

end if;

end do;

end if;

end do;

setsolution:=eliminate({seq(equa[word1],word1 in

ListRelation)},{seq(zeta[Sigma[op(wordY)]],wordY in

ListSolution)});

setsolution:=(op(1,setsolution));

for temp in setsolution do

zeta[op(op(1,temp))]:=op(2,temp)

end do;

print(setsolution);

end do;

end proc;

Ce programme détermine structure des polyzêtas sur la base {Sl}l∈LynX :

StructurePolyzetaOnS:=proc(order)
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local res, polyX,polyY,temp,word,n, Z,ListInc, ListDec,

mono,i,beta,tauto,sig,LHS,List,word1,wordX,wordY,degree,zeta,Listeqs,

ListSolution,setsolution,lyndonfac,standafac, polyirr;

zeta[S[1]]:=0; zeta[S[0]]:=0;

for degree from 3 to order do

print(‘Polyzetas of weight‘, degree);

Z:=[seq(i,i=degree..1,-1)];

ListInc:=[[ListLengthIdentityBetweenZeta_X](degree)];

ListDec:=[seq(op(i,ListInc),i=nops(ListInc)..1,-1)];

Listeqs:=NULL; ListSolution:=NULL;

for word1 in ListDec do

lyndonfac:=[LyndonFact](word1,[0,1]);

if nops(lyndonfac)=1 then

wordY:=[pi_Y](Y,word1);

standafac:=[StandFact](wordY,Z);

if nops(standafac)<>1 then

ListSolution:=ListSolution,word1;

polyX:=[ShuffleProduct]([pi_X](Y[op(op(1,standafac))]),[pi_X](Y[op

polyY:=[q_StuffleProduct](Y[op(op(1,standafac))],

Y[op(op(2,standafac))],1,Y);

polyX:=polyX-[pi_X](polyY);

else

if type(op(op(standafac)),even) then

ListSolution:=ListSolution,word1 end if;

next;

end if;

elif op(1,word1)=1 then

wordX:=X[op(2..nops(word1),word1)];

polyX:=[ShuffleProduct](X[1],wordX,X);

polyY:=[q_StuffleProduct](Y[1],[pi_Y](Y,wordX),1,Y);

polyX:=polyX-[pi_X](polyY);

else

polyX:=SigmaOfWord(word1,[0,1],0);

polyY:=SigmaOfWord([pi_Y](Y,word1),Z,1);

polyX:=polyX-[pi_X](polyY);

end if;

if type(polyX,‘+‘) then temp:=op(1,polyX) else temp:=polyX

end if;

mono:=[mono_decompose](temp,X);

word:=op(2,mono);

for temp in ListDec do beta[op(temp)]:=0 end do;

for temp in ListDec do
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i:=1;

if type(polyX,‘+‘) then

n:=nops(polyX);

mono:=[mono_decompose](op(1,polyX),X);

else

n:=1;

mono:=[mono_decompose](polyX,X)

end if;

word:=op(2,mono);

while temp <> word and i<=n do

i:=i+1;

if i<=n then mono:=[mono_decompose](op(i,polyX),X);

word:=op(2,mono); end if;

end do;

if i<=n then

beta[op(word)]:=beta[op(word)]+op(1,mono);

polyX:=polyX-beta[op(word)]*[SigmaOfWord](word,[0,1],0);

end if;

end do;

res[op(word1)]:=0;

for temp in ListDec do

lyndonfac:=[LyndonFact](temp,[0,1]);

if nops(lyndonfac)=1 then

res[op(word1)]:=res[op(word1)]+beta[op(temp)]*zeta[S[op(op(lyndonfac))]];

else

tauto:=[TautologicNumber](lyndonfac);

sig:=1;

for i to nops(lyndonfac) do

sig:=sig*zeta[S[op(op(i,lyndonfac))]]

end do;

res[op(word1)]:=res[op(word1)]+1/tauto*beta[op(temp)]*sig;

end if;

end do;

if res[op(word1)]<>0 then Listeqs:=Listeqs,word1 end if;

end do;

setsolution:=eliminate({seq(res[op(word1)],word1 in

[Listeqs])},{seq(zeta[S[op(wordX)]],wordX in

[ListSolution])});

setsolution:=(op(1,setsolution));

for temp in setsolution do

zeta[op(op(1,temp))]:=op(2,temp)

end do;

print(setsolution);
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end do;

end proc;

4.2.5. Développement asymptotique des sommes harmoniques

Les programmes dessous sont grâce à l’algorithme 4 dans la thèse.

AsymptExpansionH_Sigma:=proc(n,p)

local Listword,Liststand,word,Z,H,

index,s,j,k,Lyndonfactor,T,l,m;

H[Sigma[2]]:=asympt(sum(1/k^2,k=1..N),N,p)-Zeta(2)+zeta[Sigma[2]];

H[Sigma[1]]:=asympt(sum(1/k,k=1..N),N,p);

Z:=[seq(i,i=n..1,-1)]:

Listword:=QuasiShuffleAlgebra[ListOfWeight](Y,n):

for word in Listword do

s:=op(word):

Lyndonfactor:=QuasiShuffleAlgebra[LyndonFact](word,Z):

if nops(word)=1 then

H[Sigma[s]]:=asympt(sum(1/k^s,k=1..N),N,p)-Zeta(s)+zeta[Sigma[s]];

print(‘H[Sigma[s]]=‘, H[Sigma[s]]);

elif nops(Lyndonfactor)=1 then

H[Sigma[s]]:=0:

Liststand:=ListOfStandarSequences(word,Y,Z);

for T in Liststand do

j:=1;

while j<=nops(T) and nops(op(j,T))=1 do

k:=j+1;index:=[];

while k<=nops(T) do

if k<nops(T) and

greatLex(Y[op(op(k+1,T))],Y[op(op(k,T))],Z) then

break

else

index:=[op(index),op(op(k,T))];

k:=k+1;

end if;

end do;

if k > nops(T) then

m:=0; for l to j do m:=m+op(op(l,T)) end do;

if nops(index)>0 then

H[Sigma[s]]:=H[Sigma[s]]+ (1/(j!)) *
asympt(H[Sigma[m]] * H[Sigma[op(index)]],N,p)

else
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H[Sigma[s]]:=H[Sigma[s]]+ (1/(j!))*H[Sigma[m]]

end if;

end if;

j:=j+1;

end do;

end do;

print("H[Sigma[s]]=", asympt(H[Sigma[s]],N,p));

else

H[Sigma[s]]:=1:

for T in Lyndonfactor do

H[Sigma[s]]:=asympt(H[Sigma[s]]*H[Sigma[op(T)]],N,p)

end do;

H[Sigma[s]]:=H[Sigma[s]]/(QuasiShuffleAlgebra[TautologicNumber](Lyndonfactor))

print("H",s, H[Sigma[s]]);

end if;

end do;

end proc;
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