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Résumé

La résolution de problemes d’onde par une méthode d’éléments finis de frontiére
(BEM) conduit a des systémes d’équations linéaires pleins dont la taille augmente tres
vite pour les applications pratiques. Il est alors impératif d’employer des méthodes de ré-
solution dites rapides. La méthode des multipoles rapides (FMM) accelere la résolution
de ces systémes par des algorithmes itératifs. La méthode des .#°-matrices permet d’ac-
célérer les solveurs directs nécessaires aux cas d’application massivement multi-seconds
membres. Elle a été introduite et théoriquement justifiée dans le cas de I'équation de La-
place. Néanmoins elle s’avere performante au-dela de ce qui est attendu pour des pro-
bléemes d’onde relativement haute fréquence. Lobjectif de cette these est de comprendre
pourquoi la méthode fonctionne et proposer des améliorations pour des fréquences plus
élevées.

Une /f-matrice est une représentation hiérarchique par arbre permettant un stockage
compressé des données grace a une séparation des interactions proches (ou singulieres)
et lointaines (dites admissibles). Un bloc admissble a une représentation de rang faible de
type UV tandis que les interactions singuliéres sont représentées par des blocs pleins de
petites tailles. Cette méthode permet une approximation rapide d’'une matrice BEM par
une /£-matrice ainsi qu'une méthode de factorisation rapide de type Cholesky dont les
facteurs sont également de type .#°-matrice.

Nous montrons la nécessité d'un critere d’admissibilité dépendant de la fréquence et in-
troduisons un critere dit de Fresnel basé sur la zone de diffraction de Fresnel. Ceci permet
de controler la croissance du rang d’un bloc et nous proposons une estimation précise
de celui-ci a haute fréquence a partir de résultats sur les fonctions d’onde sphéroidales.
Nous en déduisons une methode de type HCA-II, robuste et fiable, d’assemblage rapide
compressé a la précision voulue.

Nous étudions les propriétés de cet algorithme en fonction de divers parameétres et leur
influence sur le controle et la croissance du rang en fonction de la fréquence.

Nous introduisons la notion de section efficace d’interaction entre deux clusters véri-
fiant le critere de Fresnel. Si celle-ci n’est pas dégénérée, le rang du bloc croit au plus li-
néairement avec la fréquence ; pour une interaction entre deux clusters coplanaires nous
montrons une croissance comme la racine carrée de la fréquence. Ces développements
sont illustrés sur des maillages représentatifs des interactions a haute fréquence.

Mots-clés BEM, Solveur Direct Rapide, .#-matrice, Noyau de Green, Approximation
Directionnelle, Fonctions d’onde sphéroidales, Electromagnétisme.

Abstract

The boundary elements method (BEM) leads to dense linear systems whose size grows
rapidly in pratice; hence the use of so-called fast methods. The fast multipole method
(FMM) accelerates the resolution of BEM systems within an iterative scheme. The /-
matrix method speeds up a direct resolution which is needed in massively multiple right-
hand sides problems. It has been provably introduced in the context of the Laplace equa-
tion. However, the use of .#-matrices for relatively high-frequency wave problems leads
to results above expectations. This thesis main goal is to provide an explanation of these
good results and thus improve the method for higher frequencies.

A A-matrix is a compressed tree-based hierarchical representation of the data associa-
ted with an admissibility criterion to separate the near (or singular) and far (or compres-
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sed) fields. An admissible block reads as a UVT rank deficient matrix while the singular
blocks are dense with small dimensions. BEM matrices are efficiently represented by .-
matrices and this method also allows for a fast Cholesky factorization whose factors are
also #-matrices.

Our work on the admissibility condition emphasizes the necessity of a frequency depen-
dant admissibility criterion. This new criterion is based on the Fresnel diffraction area
thus labelled Fresnel admissibility condition. In that case a precise estimation of the rank
of a high-frequency block is proposed thanks to the spheroidal wave functions theory.
Consequently, a robust and reliable HCA-II type algorithm has been developed to ensure
a compressed precision-controlled assembly. The influence of various parameters on this
new algorithm behaviour is discussed; in particular their influence on the control and
the growth of the rank according to the frequency. We define the interaction cross section
for two Fresnel-admissible clusters and show in the non-degenerate case that the rank
growth is linear according to the frequency in the high-frequency regime; interaction of
coplanar clusters results in growth like the square root of the frequency. All these results
are presented on meshes adapted to high-frequency interactions.

Keywords BEM, Fast Direct Solver, H-matrix, Green kernel, Directional Approxima-
tion, Spheroidal Wave Functions, Electromagnetism.
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Introduction

Eléments finis de frontiére

De nombreuses applications industrielles relevent de la modélisation de problemes
d’ondes. Citons par exemple en acoustique, la réduction de nuisances sonores dans I'au-
tomobile ou encore I'optimisation de I'acoustique de salles de concert. En électromagné-
tisme, le dimensionnement d’antennes de télécommunications ou la détection d’objets
sont des autres cas d’application. Pour le probleme de la diffraction d'une onde par un
obstacle, le champ diffracté peut étre représenté sous une forme intégrale. La condition
aux limites conduit a une équation intégrale sur la surface I de I'obstacle dont la résolu-
tion permet de retrouver les courants équivalents sur I'obstacle. Les formules de repré-
sentation permettent ensuite de retrouver les champs en tout point de I’espace.

Nous étudions alors I'approximation des équations intégrales par la méthode des él1é-
ments finis de frontiére ; par opposition a la méthode des éléments finis de volume qui
s'intéresse a 'EDP. Les éléments finis de frontiere (ou BEM pour Boundary Element Me-
thod) est une méthode de choix en électromagnétisme pour les applications civiles et mi-
litaires. Cette méthode dispose d’'une base mathématique solide avec traditionnellement
une forte compétence en France. Apres discrétisation de la formulation variationnelle de
I'équation intégrale, nous nous ramenons a la résolution d’un systeme linéaire avec une
matrice A, complexe pleine, souvent symétrique. En effet, les opérateurs intégraux mis en
jeune sont pas locaux ce qui rend les coeffcients généralement non nuls. Dans la pratique,
on considere des matrices de discrétisation pour des tailles allant de quelques dizaines de
milliers a plusieurs millions d’inconnues.

Cette méthode est connue pour sa grande précision. En effet, la représentation intégrale
basée sur le modeéle discrétisé vérifie exactement 'EDP et la condition de radiation a I'in-
fini : c’est dans le noyau de Green. Lerreur est due a la discrétisation de la géométrie et a
la condition aux limites qui n’est vérifiée qu’au sens faible.

La représentation intégrale permet de simplifier I'étape de maillage (surfacique au lieu
de volumique). Notons que I'étape de préparation des données de calcul est trés lourde.
Les coefficients de la matrice pleine Aj, sont obtenus par des intégrales doubles (surface-
surface) souvent cofiteuses a calculer. Le temps d’assemblage et ’espace mémoire néces-
saire pour une telle matrice augmentent comme O (N?); le temps de résolution du sys-
teme linéaire par une méthode directe augmente lui comme 0 (N3). Une méthode itéra-
tive aurait un cotit en @ (N3 x Njer) ol1 le nombre d’itérations Nijer dépend a la fois de la
géométrie, du maillage, de la fréquence ainsi que du second membre (sans compter le
temps de construction d'un tel préconditionneur). De plus, pour un probleme d’ondes, le
nombre d’inconnues croit comme le carré de la fréquence ce qui entraine des difficultés a
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traiter les cas haute fréquence d’apres les complexités précédentes. Des matrices pleines
si grandes sont donc évidemment délicates a manipuler dans la pratique ; I'étape dimen-
sionnante est celle de résolution et le probleme n’est plus résoluble de maniére classique.

D’ou une forte activité dans les communautés académiques et industrielles autour du
développement de méthodes d’assemblage et de résolution rapides pour de tels systémes.
Ces méthodes consistent en la recherche d’'une approximation favorable de la matrice Ay,.
Nous pouvons distinguer deux grandes classes de solveurs : les solveurs directs rapides
et les solveurs itératifs rapides. Ces deux grandes classes de méthodes rapides ne sont
pas réellement concurrentes et 'industrie a recours a chacune d’elles selon I'application
visée. Par ailleurs, les développements récents tendent a souligner que les idées utilisées
pour les méthodes itératives sont souvent adaptées pour les méthodes directes; et vice
versa.

Méthodes itératives rapides

La méthode de référence est la méthode des multipoles rapides (FMM pour Fast Mul-
tipole Method) développée a la fin des années 1980 par V. Rokhlin et L. Greengard. Cette
méthode permet de réduire la complexité du produit matrice-vecteur utilisé dans les mé-
thodes itératives de @ (N?) a @ (Nlog(N)) opérations. Cela a immédiatement permis une
montée en fréquence pour des applications en électromagnétisme comme la SER (Sur-
face Equivalente Radar). Cette méthode est a présent trés largement répandue dans I'in-
dustrie et beaucoup de variantes ont été proposées. Laugmentation des performances
du matériel informatique a également été bénéfique a cette méthode rapide et des im-
plémentations paralléles efficaces ont été développées; 1l s’agit toujours d’'un sujet de re-
cherche actif. Cependant, la FMM souffre malgré tout des défauts des méthodes itératives
que sont :

— le probleme de conditionnement sur des maillages raffinés;

— la croissance linéaire du temps calcul en fonction du nombre de seconds membres
traités.

Méthodes directes rapides

Pour soulever les difficultés liées aux méthodes itératives, 'emploi d'une méthode di-
recte rapide peut étre favorable. Une méthode relativement récente est la méthode des
JC-matrices développées par W. Hackbusch au début des années 2000. Cette méthode re-
pose sur une représentation hiérarchique et compressée des matrices BEM. Elle permet
la construction de solveurs directs rapides présentant les avantages suivants :

— un colit en mémoire en O (Nlog(N));

— un assemblage ainsi qu'une factorisation approchée en & (Nlog(N)) opérations dans
les cas les plus favorables;

— une excellente performance sur les problemes d’'onde moyenne fréquence (y com-
pris pour les maillages raffinés et le grand nombre de seconds membres).

Contexte industriel

Le projet Hibox s’inscrit dans le cadre du dispositif RAPID de la DGA (Direction Géné-
rale de I’Armement) pour la période 2014-2017. IMACS est le porteur de ce projet auquel
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participent également Airbus Group Innovations (AGI) et INRIA. La motivation de ce pro-
jet est de construire une bibliothéque générique de solveurs rapides pour la BEM et plus
particulierement :

— une version stable en fréquence de la FMM (Fast Multipole Method,;
— une version de la méthode GMRES massivement multi-seconds membres;
— une implémentation parallele et haute fréquence des #’-matrices.

Lobjectif de cette bibliotheque est également d’étre facilement intégrable a un code de
calcul client. Cette bibliotheque est constituée d’'implémentations efficaces de solveurs
tres largement utilisés dans I'industrie. Cette thése s’inscrit dans la partie /#-matrice de
HIBOX et plus particulierement dans les applications haute fréquence des .#-matrices.
De plus, ce travail de thése est effectué dans le cadre d’'un contrat CIFRE de I'’ANRT. Les
thématiques étudiées ainsi que les résultats numériques obtenus par IMACS grace a des
implémentations performantes d'un code de calcul intégrale sont a la source de la pro-
blématique auquel cette these répond.

Motivations de cette these

Peu de résultats théoriques sont disponibles dans la littérature pour les cas haute
fréquence. Certaines méthodes FMM sont construites en vue d’applications haute fré-
quence mais les solveurs directs rapides sont tres peu traités, tant sur le plan théorique
que sur les aspects calcul haute performance (parallélisme, out-of-core,...).

Pourtant, la méthode des .#-matrices usuelle avec une compression de type ACA (et
ses variantes) a déja été appliquée avec succes a des problemes d’ondes assez généraux
et relativement haute fréquence en électromagnétisme et en acoustique dans la these de
B. Lizé. La parallélisation efficace des #-matrices a permis de traiter des cas peu usuels
mais souleve néanmoins plusieurs questions :

— Comment expliquer le bon fonctionnement de la méthode ?
— Quel est le comportement a encore plus haute fréquence ?
— Quelle est la marge d’amélioration ?

Dans le cas du noyau de Green oscillant, on s’attend a ce que le rang augmente de
facon rapide et que la méthode soit rapidement inefficace. B. Lizé constate pourtant ex-
périmentalement que la méthode demeure efficace pour des cas d'une taille de 'ordre du
million d’inconnues et des fréquences allant jusqu’au cinquieme de la longueur d’onde.
Ces résultats et le manque d’explications disponibles dans la littérature poussent a une
étude minutieuse et systématique du comportement des blocs de la matrice Ay, en fonc-
tion de la fréquence : c’est la motivation principale de ce travail de thése. Cette theése a
d’'une part pour objectif d’expliquer les bons résultats pratiques observés et d’autre part
d’étudier les possibilités d’amélioration. En effet, pour les applications futures il est in-
téressant d’anticiper les difficultés pouvant étre rencontrées et jusqu’a présent inacces-
sibles aux implementations actuelles. Ces dernieres ne permettent pas de traiter des cas
a tres hautes fréquences.

Plan de la these

Le chapitrel décritla méthode des .#-matrices dans le contexte de la résolution d'une
équation intégrale par une méthode d’éléments finis de frontiere. Apres avoir décrit le

2
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probleme modele de ce chapitre, on présente en détails la construction d’'une approxi-
mation . -matrice. Nous avons choisi d’effectuer une présentation didactique de la mé-
thode en détaillant le plus possible les différentes étapes de cette derniére. Cette construc-
tion se déroule en plusieurs étapes :

— lareprésentation des degrés de liberté par un arbre binaire;
— la construction d'une #-matrice a partir du produit de deux arbres binaires;

— l’assemblage d’'une approximation de rang faible pour chaque blocs matriciel pro-
duit par I'étape précédente.

Le dernier point ci-dessus fait 'objet du chapitre 2. Nous avons préféré exposer cette
étape a part pour plusieurs raisons. Il existe plusieurs méthodes permettant de détermi-
ner une approximation de rang faible et certaines ne sont pas propres aux équations inté-
grales. En effet, d’autres méthodes rapides utilisent le méme type d’approximation et les
méthodes présentées ici peuvent alors étre utilisées dans un autre contexte. Le chapitre 2
consiste en une présentation de méthodes algébriques d'une part et analytiques d’autre
part.

Le chapitre 3 représente la contribution de cette thése a la méthode des /#-matrices.
En effet, 'approximation .#-matrice a été introduite dans le contexte de 'équation de La-
place et les estimations théoriques de la littérature se basent sur le noyau G(x, y) = Flyl
Cependant, cette méthode a été appliquée avec succes a des problemes d’onde relative-
ment haute fréquence avec des résultats dépassant les attentes. Ce chapitre propose une
explication des résultats de la littérature a partir d'une approche directionnelle du noyau.
Ce chapitre contient un nouveau critere d’admissibilité dans le contexte des .#-matrices.
Ce dernier permet également la construction d'une méthode d’assemblage compressée
rapide adaptée au noyau oscillant.

Le chapitre 4 présente les expérimentations numériques que nous avons faites a par-
tir des nouveaux développements présentés au chapitre 3. Plus particulierement, nous
montrons 'intégration des résultats obtenus dans un contexte .#-matrice. Cette implé-
mentation est alors testée sur des problemes d’ondes haute fréquence.

Les chapitres se veulent étre le plus indépendants les uns des autres que possible;

c’est pourquoi nous avons choisi de présenter les références a la littérature rencontrées a
la fin de chaque chapitre.
Les chapitres 1 et 2 permettent la construction d'une méthode .#°-matrice pour le noyau
de Green de I’équation de Laplace. Néanmoins, le chapitre 2 ne fait que trés peu appel a
la méthode des .#-matrices puisqu’il décrit la construction d’'une approximation de rang
faible d’'un bloc (une matrice) quelconque. Le chapitre 3 est réservé a une étude du noyau
de Green oscillant et n’est pas spécifique a la méthode des #-matrices. Enfin, le chapitre
4 et notamment sa premiere partie permet de modifier un code /-matrice existant pour
y intégrer la nouvelle condition d’admissibilité développée.

Contributions

Les principales contributions de cette these sont :

— Une revue didactique des méthodes de compression couramment utilisées dans les
méthodes rapides. Ces méthodes ne sont pas nécessairement concurrentes; selon
les besoins, nous disposons de plusieurs approches rapides, performantes et bien
documentées.
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— La détermination de criteres d’admissibilité pour découper la zone d’interactions
lointaines en fonction de la fréquence. On met en valeur un critere d’admissibilité
original permettant des interactions plus proches que le critére usuel de la littéra-
ture. Ce nouveau critére permet d’expliquer en partie les bons résultats obtenus par
la méthode des .#-matrices sur des cas relativement haute fréquence. Plus préci-
sément, on constate que les interactions traitées par les #°-matrices avec le critere
d’admissibilité standard ne sont pas suffisament haute fréquence pour que le cri-
tere fréquentiel puisse avoir une influence.

— Sous réserve d’admissibilité, nous présentons une approximation du noyau oscil-
lantal’aide d'une approche directionnelle. Cette approximation permet d’employer
des résultats sur les fonctions d’onde sphéroidales afin de fournir une estimation
du rang a haute fréquence. Nous disposons alors d'un parametre décrivant la crois-
sance du rang du noyau dans une direction de I’espace. Par produit tensoriel nous
disposons d’'une estimation du rang du noyau oscillant dans la zone d’admissibilité
fréquentielle déterminée.

— Lestimation du rang dont nous disposons nous permet de construire une méthode
d’approximation compressée rapide, fiable et robuste du noyau oscillant. 1l s’agit
d’'une amélioration d'une méthode de la littérature dont nous controlons les para-
metres et la précision.
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CHAPITRE 1. PANORAMA SUR LES #¢- MATRICES

1.1 Probleme modele

1.1.1 Une équation intégrale

On consideére une courbe fermée du plan R? que 1'on note I ainsi qu'un espace de
Hilbert de fonctions ou de distributions sur I' que I'on note H. On note H' son dual ' et
I'on considere I'’équation suivante dite équation de Fredholm du premier type

du=f, (1.1)
ou l'opérateur intégral «/ est défini par
of H—H
w [ Keepuare), (12)

avecK(x,y) =— % log(llx—yll2). Le second membre f del’équation appartient a H'. Lopé-
rateur «f est dit opérateur de simple couche et intervient par exemple lors de la résolution
de I'équation de Laplace —Au = 0 (muni de conditions aux limites appropriées) dans R?.

Dans la suite de ce paragraphe, I'’équation (1.1) (et plus particulierement la définition
de «f) est utilisée a titre d’exemple simple afin d’introduire les notions employées dans la
suite de ce manuscrit. Létude numérique de ce type d’équation peut étre consultée dans
[TAO7]. Par ailleurs, le chapitre 4 se propose de résoudre le méme type d’équation dans
le cas de la diffraction d'une onde électromagnétique (ce qui est également traité dans
[TAO7]).

1.1.2 Discrétisation par éléments finis

La formulation variationnelle associée a I’équation intégrale (1.1) s’écrit

{Trouver ueHtq: (1.3)
alu,v)=w< f,v>g VYv(x)eH,
ol <.,.>p représente le crochet de dualité et,
a(u,v) =y <ul,v>y
:frer(x,y)u(y)v(x)dF(y)dF(x) (1.4)
w < f, v>H:fFf(x)v(x)dI“(x) (1.5)

La résolution de I’équation intégrale (1.1) est équivalente a la résolution de la formu-
lation variationnelle (1.3). On discrétise alors la formulation variationnelle a ’aide de la
méthode des éléments finis.

Pour ce faire on consideére une discrétisation I'j, de I ainsi qu'un sous-espace de dimen-
sion finie Hy, de H. On obtient alors la formulation variationnelle discrétisée suivante,

Trouver u" €e Hy, tq:
{ niq (1.6)

ap(up, vp) =< f,vp> Vv, €Hy,

1. Dansl’exemple que nous allons choisir et pour les spécialistes, on prendraH = H? M) etH = H*? o),
mais peu importe ici.
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ap(up, vy) = fr fr K(x, y)u" () v"(x)dI'(y) dI (x) (1.7)
h h
<f,v>= f F) v (x)dI (%) (1.8)
l—‘h

Lespace Hj, est de dimension finie et 'on note N sa dimension. On se donne alors une
base {¢;}i=1,..n de cet espace et 'on écrit la décomposition d'un élément v;, de Hj, sur
cette base,

N
vy = Z vid;(x). (1.9)

i=1

Par linéarité, le probléme variationnel discret (1.10) est équivalent a

Trouver u" € Hy, tq :
{ i (1.10)

ap(up, &) =(f,¢;) pouri=1,...,N.

.....

discret se résume alors a la résolution du systeme linéaire
AU=E (1.11)

Les coefficients de la matrice A et du second membre F = (f1, fo,..., fN)T sont donnés par
Aij :fr fr K(x, )& (»)d;(x)dl,(x) AT (y) (1.12)
h h
fi =fr f@)d;i(x)dlM,(x) (1.13)
h

Les coefficients u; du vecteur U = (u1, uo,..., uN)T représentent les inconnues du systeme
linéaire.

1.1.3 Résolution d’un systeme linéaire

Dans la pratique, le traitement d’'un systeme linéaire s’effectue en trois étapes :
1. Le calcul des coefficients A; j (individuels ou par blocs) ;

2. L'assemblage : c’est la copie en mémoire des coefficients dans la matrice;

3. Larésolution du systeme linéaire.

L'étape (2) est une opération informatique délicate en raison des sauts en mémoire

que I'on peut étre amené a effectuer. Son cofit n’est pas négligeable par rapport au cofit
de calcul de I'étape (1). Le calcul des coefficients de la matrice est de 'ordre de cN? oi1 ¢
est le colit moyen d’un coefficient. Celui-ci varie suivant la nature du noyau K(x, y).
Dans le cas ot les coefficients sont des réels représentés en double précision, chaque réel
est décrit par 8 octets soit 8N? octets au total. Par exemple, pour N = 1.10%, la mémoire
nécessaire pour stocker la matrice est de 8To. Une telle taille n’est pas accessible a '’heure
actuelle et cela montre qu’il est impératif d’obtenir des algorithmes permettant une forte
réduction de la taille mémoire utilisée.
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1.1.3.1 Méthodes de résolution

Classiquement, I’étape de résolution (3) du systéme (1.11) peut étre effectuée de deux
facons différentes :

— Par une méthode itérative;
— Par une méthode directe.

Chaque méthode possede ses avantages et ses inconvénients et I’on retrouve les deux uti-
lisations dans la pratique. On note Ax = b le systeme linéaire que I’on souhaite résoudre;
A étant une matrice inversible de taille N x N, x et b sont des vecteurs de taille N. Le vec-
teur x est la solution du systéme linéaire et b est le second membre.

Méthode itérative Les méthodes itératives [GL96; HS52] utilisent le produit matrice-
vecteur afin de déterminer une solution approchée du systéme linéaire. A partir d’'une ap-
proximation Xy, choisie arbitrairement, de la solution x on détermine des approximations
successives X, ..., Xn,,, delasolution x jusqu’a obtenir la convergence de la solution. Pour
une norme choisie, par exemple la norme spectrale, on considere que 'on a atteint la
convergence lorsque || xn;,, — XN;.,~1ll2 est plus petite qu'une tolérance fixée. Le nombre
d’itéations Njer requises pour obtenir la convergence de la solution dépend du condi-
tionnement de la matrice et est d’autant plus lente que ce dernier est élevé. Le produit
matrice-vecteur étant d'une complexité de 'ordre de © (N?) I'obtention d’une solution
approchée du systéme linéaire par une méthode itérative s’obtient en @ (N? Njier) Opéra-
tions. Pour N, seconds membres, la complexité est donc de I'ordre de @ (N? Njter Ngm)
opérations.

Les deux principaux obstacles en pratique sont le nombre de seconds membres ainsi
que le conditionnement de la matrice. La complexité d’'une méthode itérative devient cu-
bique lorsque le nombre de seconds membres est de I'ordre de N et ceci rend inefficace
la méthode.

Le second probleme est celui du conditionnement de la matrice. La solution idéale est
d’améliorer le conditionnement a I'aide d'une formulation mathématique aboutissant
apres discrétisation a un meilleur conditionnement. Dans la pratique, cela n’est pas tou-
jours possible et il est plus aisé de recourir a ce que I'on appelle un préconditionneur. I
s’agit de trouver une matrice inversible C -le préconditionneur- et de résoudre le systéme

(C'A)x=C7'p,

au lieu du systéme original Ax = b. C est construit de facon a ce que le conditionnement
de (C™'A) soit inférieur a celui de la matrice A. Ainsi, le nombre d’itérations Nj; requis est
plus faible. Sans donner plus de détails, soulignons toutefois qu’en général on ne construit
pas directement la matrice C mais que I’on développe des algorithmes permettant le pro-
duit rapide de C~! par un vecteur.

Cette approche itérative est utilisée par exemple dans le contexte de la méthode des mul-
tipoles rapides.

Méthode directe La résolution d'un systéme linéaire par une méthode directe est effec-
tuée en deux étapes : la factorisation de la matrice ainsi que la résolution de systemes
linéaires plus simples.

10
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Factorisation Pour la résolution du probléme par une méthode directe, on procede
a une factorisation de la matrice afin de se ramener a une structure plus favorable. Par
exemple, on peut utiliser la factorisation LU d'une matrice [GLI6],

A=LU, (1.14)

ou L et U sont respectivement triangulaires inférieure et supérieure. D’autres factori-
sations existent selon les propriétés de la matrice comme la factorisation de Cholesky
A=LL" dans le cas ol1 la matrice est symétrique et définie positive ou encore la factorisa-
tion de Crout A = LDL! avec D une matrice diagonale inversible [GLI6].

La détermination d'une factorisation LU d’'une matrice est une opération d'une com-
plexité cubique.

Résolution A l'aide de la factorisation (1.14), on peut résoudre plus simplement le
systeme linéaire Ax = b. En effet, on a I’écriture suivante en remplagant A par la décom-
position LU,

(LU)x =b (1.15)
La résolution du systéme linéaire Ax = b est équivalent aux deux systémes linéaires

Lz =b, (1.16)
Ux =z. (1.17)

On résout dans un premier temps le systeme triangulaire inférieur (1.16) puis le systeme
triangulaire (1.17) ol le second membre est la solution du systeme inférieur. Classique-
ment, la résolution d'un systeme linéaire triangulaire requiert de I'ordre de NTZ opérations
[GL96] soit une complexité de I'ordre de N? opérations pour les deux étapes (1.16) et (1.17)
dans le cas d'un second membre. Pour Ny, seconds membres, le cotit de I'étape de réso-
lution est de @(N? Ngp,,) opérations et la résolution par une méthode directe est donc de
O (N3 + N2 Nsm) opérations.

Contrairement a une méthode itérative, une méthode directe est particulierement adap-
tée au cas « massivement seconds membres » car ’étape de factorisation n’est effectuée
qu'une seule fois et est utilisée pour tous les seconds membres. La méthode des /-
matrices que I'on décrit dans ce chapitre permet de construire un solveur direct rapide.

1.1.3.2 Structure de la matrice, lien avec la complexité

La matrice de discrétisation A de 'opérateur «f est en général pleine car 'opérateur
o/ n'est pas local; le noyau K(x, y) est non nul donc le terme général de la matrice est
non nul également. Une méthode numérique pour résoudre le systeme linéaire associé a
A doit étre efficace pour les matrices pleines (ou matrices denses). En effet, considérons
le cas d'un systeme d’équations linéaires, a coefficients complexes, dont la matrice pleine
est d'une taille de 78000 x 78000. On suppose que les cefficients sont représentés en simple
précision ; unréel est alors représenté par 4 bits et un complexe par 8 bits. La mémoire né-
cessaire pour contenir I’ensemble de la matrice est alors d’environ 25Go. Le calcul ainsi
que I'assemblage (les affectations en mémoire) de la matrice sont des opérations d’'une
complexité quadratique. La résolution du syteme linéaire a I’aide d’'une méthode directe
est effectuée en environ 1h30 sur une machine dotée de six processeurs Intel(R) Core(TM)
i7-3930K et 64Go de mémoire. Cette étape de résolution est cubique. En doublant la taille
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de la matrice, le temps d’assemblage sera multiplié par 4 tandis que le temps de résolu-
tion sera multiplié par 8 ce qui est vite pénalisant. Lemploi d'une méthode directe est
donc vite limité dans la pratique. Pour pallier cet inconvénient, nous souhaitons utiliser
une approximation de la matrice de discrétisation ayant une structure particuliere et qui
permet un gain de temps et de calculs.

Un type de matrices trés utilisées dans la pratique est le cas des matrices creuses. Il

s’agit de matrices dont les coefficients sont majoritairement nuls. C’est typiquement le
genre de matrice de discrétisation obtenue lors d'une discrétisation par différences finies
de I'équation de Laplace. Le nombre de coefficients d'une telle matrice sont de I’ordre de
O (N) etles opérations telles que le produit matrice-vecteur oula somme de deux matrices
creuses sont d'une complexité linéaire. Dans le cas d'un produit de matrices A et B, le pro-
duit AB est en général moins creux que les matrices de départ tandis qu'une factorisation
LU est pleine.
Ces matrices ne sont pas adaptées a notre probleme plein. Cependant, I'idée de « creu-
ser » la matrice est envisageable dés lors qu’on partitionne la matrice en blocs matriciels
dotés de «bonnes propriétés » ; ceci permet alors une réduction de la taille mémoire et du
temps de calcul. Lexemple du paragraphe suivant introduit une classe de matrices dont
le colit en mémoire ainsi que les opérations algébriques élémentaires sont linéaires ou
quasi-linéaires.

1.1.4 Approximation dégénérée du noyau

Supposons que le noyau K(x, y) s’écrive sous la forme suivante,

r

K(x,y) = ) ug(x)vg(y), (1.18)
q=1
ol r est un entier non nul. Dans ce cas particulier, la séparation des variables et la com-
mutativité de la somme et 'intégrale permettent d’écrire le terme général (1.12) de la ma-
trice de discrétisation comme

r

Aij=) (f Ug(x)d;(x) th(x)) U vg(Nb;(y) th(y)) : (1.19)
g=1\JT'p Iy

On note que cette écriture du terme général est favorable car elle découple les variables x

et y et ne fait donc intervenir des intégrales simples au lieu d'une intégrale double. Pour le

calcul élémentaire (1) cela représente un avantage car le cott de calcul unitaire est moins

élevé.

Le noyau (1.33) est appelé noyau dégénéré et I'entier r est le rang du noyau. Pour une
norme et une précision relative € donnée, on peut définir le rang a la précision € par

Définition 1.1 (Rang numérique d’'un noyau). Soit K(x,y) :HxH — K (K =R ou C) un
noyau. On note ||.||g une norme sur H et € un réel tel que 0 < € < 1. On note K, une ap-
proximation dégénérée de rang r de K (1.33). Si K, vérifie I'inégalité

IK=Krllu < elKll#, (1.20)

on dit que r et le rang numérique a la précision € du noyau. On notera r, ce rang.

On remarque que le rang numérique peut varier selon la norme employée. Par ailleurs,
I'inégalité (1.35) peut étre remplacé par 'inégalité |[K — K, [z < € (avec € > 0) et 'on parle
dans ce cas d’erreur absolue.
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nale; [-1,1] x [-1,1]. (3,5] x [-1,1].

FIGURE 1.1 - Profil du noyau de Green 2D.

La figure 1.1a illustre la régularité du noyau en dehors de la diagonale x = y. Lorsqu’on
est proche de la diagonale, les coefficients définis par (1.12) nécessitent un traitement
particulier. En effet, méme si le noyau est singulier sur la diagonale, il est intégrable et
les coefficients diagonaux sont correctement définis. En dehors de la diagonale, le noyau
K(x, y) est régulier comme le montre la figure 1.1b.

On se place donc dans le cas ou I'; nT'; = @. Le cas singulier I'; = I'; correspond a
I'auto-réaction (self-interaction dans la littérature) et nécessite un traitement particulier
du fait de la singularité. Il s’agit d'un point crucial et la qualité d'un code de calcul intégral
dépend de ces intégrales proches. Ce point ne fait pas parti des développements de cette
these.

1.1.4.1 Rangdu noyau K(x, y)

L'exemple suivant présenté plus en détails dans [GGMR09] présente une approxima-
tion a variables séparées et introduit la notion de matrice de rang faible.

Exemple 1.2. On consideére les domaines I'; = [3,5] et I'; = [-1,1] et on considere x € T';
et yeI';. Dans ce cas, ona x > y et le noyau s'écrit simplement

1
K(x,y) = ~om log(x—y).

Admissibilité de 'interaction La configuration quel’on s'impose permet d’introduire la
notion de séparation. En effet, les intervalles [3,5] et [-1,1] sont séparés en ce sens ou la
distance entre ces intervalles est supérieure a leurs diametres. Plus précisément, on a les
définitions suivantes

Définition 1.3 (Diametre d'un intervalle). Pour deux réels a et b tels que a < b, on note
Diam([a, b]) le diametre de I'intervalle défini par

Diam([a, b]) = b— a. (1.21)
Définition 1.4 (Distance entre deux intervalles). Pour deux intervalles non vides [a, b] et
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[c,d], on note Dist([a, b], [c, d]) 1a distance entre les deux intervalles définie par

c—b sic>b
Dist([a, bl,[c,d]) =< a—d sia>d (1.22)

0 sinon

Ces deux notions interviennent a travers la condition suivante

Définition 1.5 (Condition d’admissibilité). Pour deux intervalles [a, b] et [c, d], on appelle
condition d’admissibilité I'inégalité suivante

min (Diam([a, b]), Diam([c, d])) < nDist(la, b], [c, d]), (1.23)
ol 1 est un petit parametre positif.
Pour I'exemple 1.2, on vérifie la condition
min (Diam([3,5]), Diam([—1, 1])) < Dist([3,5],[—1,1]). (1.24)

On parle alors de condition d’admissibilité. Cette derniére est une condition nécessaire
pour la construction d'une bonne approximation du noyau sur le domaine considéré.
En effet, la fonction K(x, y) est analytique sur le domaine [3,5] x [-1,1] et cette fonction
coincide avec sa série de Taylor dans un voisinage de y pour y € [-1, 1]. Pour I'interaction
entre les domaines [3,5] et [-1,1] on parle d’'interaction admissible car elle vérifie une
relation de la forme (1.24). On parle d’'interactions lointaines (ou en champ lointain)
pour les interactions admissibles et d'interactions proches (ou en champ proche) pour
celles ne vérifiant pas la condition (1.24).

1.1.4.2 Approximation d'une interaction admissible

On verra dans un prochain paragraphe que la condition d’admissibilité (1.24) corres-
pond a la condition nécessaire pour que la série de Taylor du noyau converge. Pour cet
exemple, cette condition est respectée et le développement de Taylor du noyau au voisi-
nage de y =0, x étant fixé dans [3,5], s’écrit

—ilo (x— )——i lo (x)+§ S (1.25)
om B TYIE |08 qzzq.qu ' '

Afin d’obtenir une approximation dégénérée, on souhaite tronquer la série (1.25) pré-
cédente apres r termes.

La troncature du développement aux r premiers termes fournit une erreur de I’ordre
de 37" [GGMRO09]. C’est la majoration du terme de reste dans le développement de Taylor
qui fournit ce résultat.

Ainsi pour une précision relative € donnée, le nombre r de termes nécessaires pour
approcher le noyau dans [3,5] x [-1,1] a la précision € vérifie

r =0(|logsz(€)|). (1.26)

La décomposition (1.25) est une approximation a variables séparées K du noyau que 'on
écrit sous la forme

r—1

K,y =) ug(x)vg(y). (1.27)
q=0

14



CHAPITRE 1. PANORAMA SUR LES #¢- MATRICES

Erreur discrete en norme [ La figure suivante représente le maximum de I’erreur entre
le noyau K(x, y) et 'approximation K(x, y) obtenue par le développement de Taylor (1.25)
sur une grille cartésienne composée de 200 x 200 nceuds représentant le domaine [3, 5] x
[—1,1]. Pour tous les couples (x, y;) de la discrétisation de [3,5] x [-1,1], on représente
I'erreur absolue E,; définie par

Epq =IK(xp, yg) —K(xp, y9)l. (1.28)

10 10
0.09 0.00032
0.08 0.00028
05 0.07 05
0.00024
0.06
0.00020
0.05
00 00 0.00016
0.04
0.00012
0.03
-05 -05
002 0.00008
\ 0.01 0.00004
-19 0.00 -19 0.00000
3.0 35 4.0 45 5.0 30 35 4.0 45 5.0

(a) Approximation de rang r = 2. (b) Approximation de rang r = 8.

FIGURE 1.2 — Erreur absolue en norme [*° de la troncature de la série de Taylor.

Matrice de rang faible On peut alors utiliser cette expression dans I'expression des co-
efficients de la matrice de rigidité et former une approximation A;; de A; ; définie par

Aij:frfrﬁ(x,y)cbi(x)cbj(y) dI'(x)dI'(y),

r—1
q=0

r—1
= ZO Fuq(x)q),-(x)dl“(x)frvq(y)cbj(y)dI‘(y),
q:

ettelle que |A;j —A;j| = O(e).
Cette écriture correspond au produit scalaire de deux vecteurs U; et V; respectivement de
tailles r définis pour g € {1,...,r} par

(Ui)q=fruq(x)¢>i(x)dF(x),

(Vj)q:frvq(y)cbj(y)dF(y),
Ajj :UiV]T.. (1.29)

Cet exemple est plus simple que les cas que I'on souhaite traiter dans la pratique mais
il illustre parfaitement I'idée d’exprimer le noyau comme une somme de produits a va-
riables séparées. C’est ce qui motive la méthode des #-matrices ainsi que les approxi-
mations étudiées dans ce manuscrit. Nous souhaitons construire de telles approxima-
tions pour des noyaux plus complexes comme le noyau de Helmholtz G(x, y) = %
Ceci sera l'objet du chapitre 4.
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Lorsque 'on regroupe plusieurs degrés de liberté {i, ..., i;;} d'une part et {ji,..., ju}
d’autre part, leurs interactions définissent un sous-bloc matriciel A”**"* de la matrice de
rigidité que I'on cherche de facon similaire a (1.29) a écrire sous la forme

A =gVt (1.30)

ol U et V sont des matrices de tailles respectives m x r et n x r avec r le rang de I'ap-
proxmation du noyau. Dans la suite, on désigne par s et ¢ respectivement les ensembles
{i1,...,im}et{ji,..., jn} de degrés de liberté. On considere les sous-domaines de I" corres-
pondants

ri= U T (1.31)
i€s={i1,...,im}

r.= U 7Ty (1.32)
Jet={j1,...jn}

et]’on notera A, la matrice correspondant a I'interaction des degrés de liberté s et ¢.
Supposons que le noyau K(x, y) s’écrive sous la forme suivante,

.

K(x, 1) =) ug®)vg(y), (1.33)
q=1

ol r est un entier non nul. Dans ce cas particulier, la séparation des variables et la com-

mutativité de la somme et l'intégrale permettent d’écrire le terme général (1.12) de la ma-

trice de discrétisation comme

r

Aij=) (fr ug(x)P;(x) drh(x)) (fr vg(M)b;(y) th(y)) . (1.34)
q=1 h h

On note que cette écriture du terme général est favorable car elle découple les variables x

et y et ne fait donc intervenir des intégrales simples au lieu d'une intégrale double. Pour le

calcul élémentaire (1) cela représente un avantage car le cotit de calcul unitaire est moins

élevé.

Le noyau (1.33) est appelé noyau dégénéré et I’entier r est le rang du noyau. Pour une
norme et une précision relative € donnée, on peut définir le rang a la précision € par

Définition 1.6 (Rang numérique d'un noyau). Soit K(x,y) :HxH — K (K =R ou C) un
noyau. On note |.|l une norme sur H et € un réel tel que 0 < € < 1. On note K, une ap-
proximation dégénérée de rang r de K (1.33). Si K, vérifie I'inégalité

IK=Krllu < elKllu, (1.35)

on dit que r et le rang numérique a la précision € du noyau. On notera r, ce rang.

On remarque que le rang numérique peut varier selon la norme employée. Par ailleurs,
I'inégalité (1.35) peut étre remplacé par 'inégalité |[K — K, [l < € (avec € > 0) et I'on parle
dans ce cas d’erreur absolue.

1.1.4.3 Obtention d’une interaction admissible

Le paragraphe précédent montre qu'’il est possible d’approcher correctement le noyau
K(x, y) pourvu qu'’il soit régulier dans le domaine connsidéré. Considérons le cas suivant
ol les deux domaines I's et I'; sont voisins. On illustre ce cas par les deux intervalles
['s=10,1] ety = [-1,0] dont le seul point commun est {0}.
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Exemple 1.7. On considere la matrice de discrétisation A, (n > 0) de taille n x n définie
par

An(i, j) =log(x; — yj), (1.36)

avecpourie€{l,...,ntetje{l,...,n},

X =——0, (1.37)

S (1.38)
Yi= P .
Les points {x;};=1,...,n €t {y;}j=1,.,n SOt respectivement dans les intervalles [0, 1] et [-1,0].
Dans ce cas, on note s et ¢ les ensembles d’indices de lignes et de colonnes respective-
ment, soit

s={1,...,n}, (1.39)
t={1,...,n} (1.40)

A unindice i € s est alors associé le point x; tandis que y j estassocié al'indice j € t.

A une constante multiplicative prés, on obtient la matrice définie par 1.7 lorsque 'on

considere une partition en n sous-domaines de I'; et I'; et que ’'on approche les intégrales
al’aide d'un seul point de Gauss. Dans le cas de 'exemple 1.7, on ne peut utiliser directe-
ment le développement de Taylor car les deux domaines ne sont pas séparés.
Une approche naturelle est alors de considérer des subdivisions des domaines I et T';.
Pour illustrer ce processus de subdivision, on suppose que ’on ne procede qu’a une sub-
division de l'intervalle I's = [0, 1] mais I'on pourrait (et on le fait dans la suite) effectuer
également une partition de I'intervalle I'; = [-1, 0].

On considere la subdivison suivante de I'intervalle [0, 1],
[0,1] =[0,1/2]U[1/2,1]. (1.41)

— Le sous-intervalle [0,1/2] possede toujours un point en commun avec l'intervalle
[-1,0] mais le second intervalle [1/2,1] est a présent séparé de [—1,0] et vérifie de
plus la relation (1.24). Il s’agit de I'exemple précédent ou le noyau peut étre ap-
proché par son développement de Taylor avec un nombre de termes de |'ordre de
O (|log(e)|) pour une précision de 'ordre de €. Les indices i des points x; apparte-
nant a [1/2,1] sont regroupés dans le sous-ensemble sy. (représenté en bleu sur la
figure 1.3)

— On découpe l'intervalle [0, 1/2] de la fagcon suivante,
[0,1/2] =[0,1/4] U [1/4,1/2]. (1.42)

Comme précédemment, I'intervalle [1/4,1/2] est séparé de 'intervalle [-1,0] et vé-
rifie la condition (1.24). On approche alors le noyau a 'aide de & (|log(e)|) pour une
précision de I'ordre de €. Les indices i des points x; appartenant a [1/4,1/2] sont
regroupés dans le sous-ensemble s;. (représenté en rouge sur la figure 1.3)

— De méme,

(0,1/4] =[0,1/8]uU[1/8,1/4], (1.43)
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et 'intervalle [1/8,1/4] est bien séparé de l'intervalle [-1,0] et on peut approcher
le noyau a I'aide de &(|log(e)|) termes. Les indices i des points x; appartenant a
[1/8,1/4] sont regroupés dans le sous-ensemble s,. (représenté en vert sur la figure
1.3)

— On peut itérer le processus jusqu’a obtenir P = [log, (n)| intervalles disjoints de [0, 1].

La partition de I'intervalle [0, 1] est équivalente a la partition de I'’ensemble s = .# suivante
P
s=J sk (1.44)
k=0

La figure ci-dessous représente les sous-blocs matriciels construits par le schéma de sub-
division ci-dessus pour sp, 51 et sp. Les sous-matrices (Ay)s,xz,(An)s,xr €t (Ap)g,x¢ sont de
tailles respectives n x r, 5 x r et 4 x r o1 r est le rang des approximations du noyau dans
les domaines correspondants et vérifiant 'approximation (1.24).

t=1{1,...,n}
SoCS
11 1
sies -1 082 2 1
An: o . - .
SpC S yj€[-1,0] x;€l0,1]

FIGURE 1.3 — Séparation des degrés de liberté en 1D.

La matrice A, écrite sous sa forme par blocs,

Ap= An)gpxe | (1.45)
(An)slxt

(An)s()x t

peut également étre considérée comme une somme de P matrices,

[0

P .
Ap=) [Apsxt|, (1.46)

k=1 .

|0

ol chaque matrice est de rang inférieur a r = @(|log;(€)|). La majoration du rang d'une
somme est donnée par la somme des rangs des termes et I'on ne dispose pas de borne
plus précise dans le cas général. Ainsi le rang de la matrice A, vérifie

rg(A,) =0 (Pr)
=0 (log,(n)log;(€)). (1.47)
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On retrouve cette estimation et la remarque suivante dans [GGMR09]. A l'aide d’'une dé-
composition SVD ([GL96]), on peut déterminer le rang numérique pour une précision €
donnée en formant une décomposition de la matrice de la forme

A, =U,ZV] +0e), (1.48)

ou U, etV, sontde tailles nxr" avec r < r’ et £ une matrice diagonale strictement positive
de taille r'xr'. r’ est appelé le rang numérique de A, ala précision €. Le chapitre 2 contient
une exposition plus détaillée des méthodes permettant des décompositions de la forme
(1.48). On remarquera qu’en écrivant = = 2/231/2 (les coefficients de X sont strictement
positifs), on peut se ramener a la forme (1.30) en effectuant les produits U, 22 et V,,Z1/2.
Pour I'’exemple considéré, on obtient les résultats suivants,

€ n=10 n=100 n=1000
r(1.47) rsyp (1.48) r rsyp r IsvD

1073 21 4 41 5 62 5
1074 27 4 55 6 83 7
107> 34 5 69 7 104 9
1076 41 6 83 8 125 11

TABLEAU 1.1 — Comparaison entre la borne (1.47) et le rang numérique déterminé par la décom-
position SVD (1.48) pour € € {1076,107°,1074,1073} et n € {10, 100, 1000} pour I'exemple 1.7

Le rang numérique obtenu est toujours inférieur a la borne (1.47) que 'on a détermi-
née. Cependant, le point important que 'on peut retenir est la faible dépendance avec
la taille n de la matrice (au pire log(n) d’apres I'estimation (1.47) et bien mieux d’apres
les résultats contenus dans le tableau 1.1. Il s’agit d'un point important pour une mé-
thode d’approximation car dans le cas de deux géométries I's et I'; non admissibles et
non confondues, la matrice de discrétisation A, ; peut étre partitionnée en des blocs ma-
triciels dont le rang est faible et ce indépendemment de la taille des blocs.

La seule condition est une condition géométrique sur les domaines I'; et I';. C’est la
condition d’admissibilité (1.24).

1.1.4.4 Résumé

Les deux exemples précédents ont permis de mettre en avant les points principaux
d’'une méthode d’approximation d'une matrice dont les coefficients sont de la forme (1.12).
Le premier exemple a montré que des que I'on est suffisament loin de la singularité x = y
le noyau K(x, y) admet une approximation dégénérée (i.e de rang fini) a variables sépa-
rées. Le second exemple montre que des domaines voisins peuvent étre récursivement
découpés de sorte que le noyau puisse étre approché dans les sous-domaines construits.
Ces propriétés sont directement liées a celles de 'opérateur « (notamment sa compa-
cité) ce que I'on ne détaille pas dans ce chapitre.

Une méthode d’approximation efficace de la matrice de rigidité A décrivant tout le
domaine I' repose sur trois points principaux :

— Une procédure pour subdiviser efficacement I' de facon a produire des domaines
pour lesquels leurs interactions mutuelles conduisent a des matrices de rang faible
(c’est une partition des indices de lignes et de colonnes de la matrice) ;

— Un critere pour arréter la subdivision : le critere d’admissibilité décrit par la formule
(1.24) (c’est une partition de la matrice en sous-blocs) ;
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— Un algorithme d’approximation pour les sous-matrices admissibles, il peut étre ana-
lytique (1.27) ou algébrique (1.48).

Une méthode populaire dans la pratique estla méthode des .#-matrices qui est consti-
tuée des trois points précédents. Cette méthode, comme d’autres méthodes rapides, uti-
lisent des approximations de blocs matriciels de la forme (1.30) afin de déterminer des
approximations avec une complexité inférieure a @ (N?).

Le paragraphe suivant décrit brievement les opérations disponibles sur I’ensemble des
matrices de la forme (1.30). On trouve dans la littérature, la dénomination de matrice de
rang faible ([BGH12; Beb00]) pour de telles matrices.

1.2 Matrices de rang faible

On introduit dans ce chapitre les notions et définitions utilisées tout au long de ce

manuscrit. Les méthodes d’approximation développées par la suite sont basées sur I'em-
ploi de matrices de rang faible. Par définition, ces matrices contiennent beaucoup moins
d’information a garder en mémoire car on peut exhiber de nombreuses combinaisons li-
néaires entre les colonnes et/ou les lignes de la matrice.
Nous verrons dans la suite que de telles matrices sont tres utiles en pratique afin de ré-
duire la quantité d’espace disque utilisée ainsi que le nombre de calculs effectués lors de
la résolution d'un probleme d’équation intégrale. Lobtention d’approximations de cette
forme est ’objet du chapitre prochain et I'on décrit ici I'utilisation que 'on peut faire de
ces matrices. On suppose alors dans cette partie que de telles matrices peuvent étre obte-
nues pour approcher un sous-bloc de la matrice de rigidité.

1.2.1 Représentation efficace

Puisque parmi les 7 colonnes d'une matrice A € C]"*" seulement k sont nécessaires
pour représenter la totalité des coefficients de la matrice, on peut stocker la matrice A
autrement que de maniere totale, les coefficients superflus pouvant étre omis.

Définition 1.8 (Rang d'une matrice). Pour une matrice A quelconque de taille m x n, on
note Im(A) I'espace image de A. On définit le rang d’'une matrice noté rg(A) comme la
dimension de cet espace,

rg(A) =dimIm(A). (1.49)
De plus, on arg(A) < min(m, n). Dans la suite, on note également r =rg(A).

Définition 1.9 (Matrice de rang faible). On note R/"**"* (respectivement C/**"*) 'ensemble
des matrices réelles (respectivement complexes) de taille m x n et de rang inférieura r.

Théoreme 1.10. Une matrice A€ R™*" (respectivement C""*") appartient aR]**"* (respec-
tivement C"*")si et seulement si il existe deux matrices Up € R"*" (resp. C"™*") etV € R
(resp. C"*") telles que

A=UpV, (1.50)

Cette représentation (1.50) est appelée représentation compressée ou somme de pro-
duits tensoriels. En effet, si I'on note u, et v, pour g = 1,...,r les colonnes respectives de
U, et Vj, alors la représentation (1.50) est équivalente a

.
A= Z uqvg. (1.51)
q=1
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Ainsi, au lieu de stocker les mn coeffcients de la matrice A, on se contente des r(m + n)
coefficients des vecteurs u, et v,.

Outre le fait de réduire '’espace mémoire utilisé, cette représentation facilite aussi le
produit matrice-vecteur

Ax =(UpVy)x
Ax =Up(Vy)x. (1.52)

La mise a jour y:= y+ Ax n’est pas effectuée élément par élément, on effectue le produit
Ax en deux étapes

1. z:= Vgx, z est un vecteur de taille n;

2. y:=Upz;

ce qui ne nécessite que 2r(m + n) — r opérations au lieu des 2mn opérations usuelles.
On note cependant que cette représentation peut ne pas étre efficace! Supposons que
m = n et que la matrice considérée est de rang maximal,alors la représentation tensorielle
améne a manipuler 2n? coefficients soit deux fois plus que sous sa forme usuelle. On
caractérise alors les matrices de faible rang a I’aide de la définition suivante.

Définition 1.11 (Matrice de rang faible). Une matrice A € C/"*" est appelée matrice de
rang faible si et seulement si

r(m+n) <<mn. (1.53)

Par abus de langage, on parlera aussi de matrice compressée. On notera toujours une
telle matrice sous sa forme tensorielle( ou compressée) UAVK plutdt que sous la forme A.

Calcul de normes Typiquement calculées en tant que critere d’arrét d'un algorithme,
les normes matricielles sont d’autant plus faciles d’acces avec des matrices compressées.
Ainsi, la norme de Fobénius d’'une matrice compressée de rang r peut étre calculée en
2r?(m+ n) opérations en remarquant que

.
IUAVAIE = Y () uj)(w] v)), (1.54)
i,j=1

tandis que la norme spectrale, donnée par

IAll2 =1/p(VAURUAVY), (1.55)
=1/P(ULUAV V), (1.56)

p(A) désignant le rayon spectral de la matrice A, peut étre calculée en O (r2(m+ n)) opé-
rations en calculant les matrices UgUA et VKVA de tailles r x r puis la plus grande valeur
propre du produit. On note que cela est avantageux sil’on vérifie I'inégalité r?(m + n) <<
mn ce qui est une condition bien plus restrictive que la définition de faible rang précé-
dente.

21



CHAPITRE 1. PANORAMA SUR LES #¢- MATRICES

Décomposition orthonormale 1l peut parfois étre utile que les colonnes de Up et Vp
soient orthonormales. Dans ce cas, on doit introduire une matrice X € R"*" de coefficients
et remplacer la décomposition sous forme tensorielle par une décomposition de la forme

A=UpXV,. (1.57)
Dans ce cas, le calcul de la norme de Frobénius se simplifie de la facon suivante

IUAXV, Ik =X (1.58)

(1.59)

Ceci ne requiert que @ (r?) opérations. La norme spectrale vérifie quant a elle la relation
suivante

IUAXV A 2 =[1XIl2, (1.60)

menant au calcul de la plus grande valeur propre d’'une matrice de taille r x r.

1.2.2 Opérations élémentaires sur les matrices compressées

Le stockage d'une matrice A de rang faible sous sa forme compressée UAVK permet de
gagner en espace mémoire. Cependant, l'utilisation de cette forme permet aussi d’écono-
miser des calculs lors d’opérations matricielles élémentaires comme le produit matrice-
vecteur. Les paragraphes suivants décrivent les opérations courantes effectuées sur les
matrices a savoir la multiplication et I’addition. On présente également une décomposi-
tion SVD approchée pour les matrices de rang faible ce qui permet d’affiner I'algorithme
d’addition. On trouve le descriptif de ces opérations dans [Beb00] ainsi que dans [BGH12].
On présente les résultats pour des matrices réelles, les résultats s’adaptant aisément au
cas complexe.

1.2.2.1 Multiplication de matrices compressées

On rappelle que lorsqu'une matrice A de taille m x n peut étre représentée sous la
forme d’'une somme de produits tensoriels UAV§ avec Uy et V respectivement de taille
mxretnxrour<<m,n estlerangdel’approximation. On dit alors que A est compres-
sée.

On veut obtenir sous forme compressée le produit matriciel C = AB ou A est compressée.
On distingue alors deux cas suivant la nature de la matrice B en comparant dans chaque
cas le nombre d’opérations effectuées avec la multiplication de matrices usuelles.

B est non-compressée On effectue le produit C = AB et 'on note C = UCV(T: la repré-
sentation compressée de la matrice C. Comme A est une matrice compressée, on a AB =
(U AVX)B. Par substitution, on obtient I'égalité suivante,

UcV¢ = (UpV,)B. (1.61)

On cherche a déterminer les matrices Uc et V¢ en fonction de Uy, Vi et B. On peut définir
Uc et V¢ de la facon suivante,

Uc =U,, (1.62)
V¢ =V, B. (1.63)
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Dans ce cas Ug est déterminé sans aucun calcul (c’est une copie en mémoire de U,) et
ainsi le nombre d’opérations pour le produit C = AB repose uniquement sur le calcul de
Vg = VX.B soit (rnp) opérations par rapport a (mnp) dans le cas usuel. Le rapport entre
ces deux quantités est

knp k .
=—<<1 si k << m. (1.64)
mnp m
Le gain de calcul est donc du premier ordre en %

B est compressée On suppose a présent que les deux matrices A et B sont données sous
forme compressée, B = UBVé ol Ug € R™" et Vg € RP*" avec r << n, p. Avec les mémes
notations que précédemment pour les matrices A et C, on a

UcV{ =(UaV,) (UpVy) (1.65)
=UA(VAUp)Vy (1.66)
=UpA(X)Vg. (1.67)

La matrice intermédiaire X = VKUB est un produit scalaire avec un nombre réduit
d’opérations (knr). On doit alors effectuer le produit de X avec Up ou Vg ce qui respecti-
vement mene a (mkr) ou (rkn) opérations. Finalement, le cofit total du produit C = AB
est de {knr + mkr} ou {knr + rkn}. Le rapport entre les colits des méthodes compressée
et usuelle est donné par

knr+mkr  kr(m+n)
mnp mnp
Dans le cas ol les matrices sont carrées (m = n = p) le rapport est du second ordre

<1 sik,r<<m,n,p. (1.68)

knr+mkr kr .
— =2—<1 sik,r<<m.
mnp m

1.2.2.2 Décomposition SVD d’'une matrice compressée

L'acces a une décomposition en valeurs singuliéres d'une matrice peut avoir un inté-
rét lorsque 'on souhaite en extraire I'information principale portée par ses plus grands
éléments singuliers. Un exposé plus détaillé de cette décomposition et ses propriétés est
présent au chapitre 2. On dispose dans le cas de matrices compressées d'une méthode
peu coliteuse afin d’en construire une décomposition SVD.

On considere une matrice compressée donnée par sa représentation efficace A = UAVX
avec Up € R™K v, € Rk et k << min(m, n). On souhaite obtenir la décomposition sui-
vante

UpVy =377, (1.69)

avec % € R™k 7 € Rk des matrices dont les colonnes sont orthogonales et X € Rkxk
une matrice diagonale sont les coefficients sont positifs.

On obtient cette décomposition en commencant par orthonormaliser les colonnes des
matrices Uy et Vj al’aide de la factorisation QR :

Ua =QuRy, (1.70)
Va =QvRy. (1.71)
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On forme alors le produit R = RU.R$ en utilisant le fait que k << min(m, n). En effet,
dans les décompositions QR ci-dessus, cette inégalité implique que les ma — k etles ny —1
dernieres colonnes respectives de Ry et Ry sont nulles. Ainsi le calcul de R ne nécessite
que la connaissance des k premieres colonnes de Ry et Ry.

On effectue une décomposition en valeurs singulieres de la matrice réduite R,

R=%3VT, (1.72)

ot1 % € RFF 7 e RE*K et = e RF*F,
Puisque les matrices Qy et Qv sont orthogonales, les matrices % et 7 définies par

U =Qu, (1.73)
v =QyY, (1.74)
le sont également et ’on obtient ainsi une décomposition SVD approchée de la matrice A.

Pour la différencier de la décomposition SVD « usuelle » d'une matrice on appellera cette
décomposition SVD approchée rSVD.

Cotitdeladécomposition Le détail des opérations effectuées a chaque étape dela construc-
tion précédente est résumé dans le tableau (1.2).

Décomposition QRde Uy etVay  4r2(m+n)—28r3
Calculde R %r3+1—61r2—2%r
Décomposition SVD de RUR\T, 2213
Calculde % etV r@2r—1)(m+n)
Total ~6r2(m+ n) +20r3

TABLEAU 1.2 — Cofit de la décomposition SVD approchée d’une matrice de rang faible A = UV?.

1.2.2.3 Addition de matrices compressées

On note pour toute cette partie,

A=UpV, (1.75)
B=UpVg (1.76)
C=UcV¢{ (1.77)

avecUp e R™*7™ V) € R Ug € R"™*'8 Vg e R™"8, U e R™*" Ve e R et ra, rg <min(m, n), r <
ra+1B.

Concaténation On effectuel’addition C = A + B en construisant les concaténations sui-
vantes

Uc =[UaUg],
Ve =[VaVgl, (1.78)

Uc et V¢ étant des matrices de tailles respectives m x (ray + rg) et n x (ra + rg). Le produit

UCVé correspond a la somme A + B et la forme compressée du produit est obtenue sans
effectuer aucun calcul (hormis les copies en mémoire éventuelles).
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Cependant, on ne possede pas de borne inférieure sur le rang d’'une somme de matrices.
Ainsi, il est possible (on verra dans les applications numériques que cela est bien le cas)
que le rang r de la somme soit nettement inférieur a r + rg et c’est précisement ce rang
inférieur qui nous intéresse dans la pratique.

On dispose fort heureusement d’'un moyen économique pour parvenir a déterminer
le rang (et éventuellement le réduire) de la somme a partir des concaténations. Cette di-
minution du rang permet donc de réduire I'espace mémoire nécessaire au stockage de
la somme et par la méme de réduire le nombre d’opérations élémentaires lors de calculs
impliquant cette somme.

Recompression Etant données les matrices concaténées U € R7* (ka+kp) ot Vc e R (ka+ks)
du paragraphe précédent, on peut construire une approximation de rang plus faible de la
somme C = A + B a I'aide de la décomposition SVD vue auparavant en @ ((ka + kg)3) opé-
rations.

Proposition 1.12. Soient A € R" et B € RiZ*" deux matrices de rang faible ra et rp res-
pectivement. Soitr € N tel que r < rp + rg. On note C = A+ B. Ainsi, on peut déterminer une
matrice de rang faible S de taille m x n et de rang r réalisant le probléeme de minimisation
suivant

[A+B—Sl| = min [[A+B-M|>. (1.79)
MeR)™*"

Cette matrice S peut étre obtenue en 6(rp + rB)2 (m+n)+20(rp + rB)3 opérations.

Il s’agit1a d’'une application directe de la décomposition SVD d'une matrice compres-
sée vue a la section précédente a la représentation efficace obtenue par les concaténa-
tions Uc = [Ua Ugl, V¢ = [Va Vg] en tronquant la SVD aux r premiéres valeurs singuliéres.

Remarque 1.13. On peut étre amené lors de certaines applications a calculer une somme
A=A +A+...+ANA; € [R]’c’fxn,i = 1...N de matrices compressées pour lesquelles la
1

concaténation amenerait un coefficient (Zli\lzl r,-)2 devant (m + n). Pour éviter cette situa-
tion, on effectuera les additions deux a deux ce qui réduit le nombre d’opérations a

N-1 N-1
6 (ri+ri)*(m+m+20Y (ri+ri41)°, (1.80)
i=1 i=1

au détriment de la meilleure approximation.

Remarque 1.14. On considere une somme de matrices compressées du type A=A; + Ay +
..+ AN, A; € R, i =1...N. Nous avons constaté dans la pratique qu'’il est préférable
de les trier par rang croissant au préalable. Ainsi, on commence par sommer (au sens
compressé) les matrices de plus petit rang et 'on s’attend a ce que la recompression lors
de la somme permette au rang de ne pas trop croitre. Les blocs dont les rangs sont les plus
élevés ne “polluent” alors pas les sommes puisqu’ils sont sommés a la fin. Généralement,
cette manipulation permet de réduire le temps de calcul car les rangs restent petits tout
au long des sommations. La précision demeure la méme.

1.2.3 Agglomération de matrices de rang faible

On décrit dans cette partie une autre opération possible sur les matrices de rang faible.
Cette étape est décrite dans [Beb00]. Il s’agit d'une opération cruciale de la méthode des
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J€-matrices que I'on va décrire plus loin. Cette opération permet de regrouper des sous-
blocs de rang faible constituant une partition de la matrice en une matrice plus grande
mais toujours de rang faible.

Sans perdre de généralité, on considere une matrice A de taille 2m x 2n définie en tant
que matrice bloc 2 x 2 de la sorte

A1 Ay

Ay Agl’ (1.81)

-

ol chacune des matrices A; est de taille m x n et représentée sous une forme compressée
de rang r par

Ai=U;V;, (1.82)

avec pour i = 1,...,4, U; et V; respectivement de taille m x r et n x r. Dans la pratique,
on est amené a traiter des approximations de rangs différents sans que cela ne change la
méthode. On se restreint pour I'exposition de la méthode au cas constant.

On cherche une décomposition de la matrice A sous la méme forme

A=UVT, (1.83)

avec U et V respectivement de tailles 2m x r’ et 2n x r’ et r’ tel que r’ << min(m, n).

Premiere approche naive Comme dans le cas d'une somme compressée, on peut re-
marquer que A s’exprime comme une somme de quatre matrices

0 o],
A; 0

0 0
0 A4

A10+
0 0

+ . (1.84)

Al A
Ay Ay

0 Ay
0 O

On peut alors construire une somme compressée de ces matrices en utilisant la décom-
position SVD approchée du paragraphe 1.2.2.2. En effet, on a la décomposition suivante,

A=0VT, (1.85)
avec
. [Uy, U, 0 o0
U—[O o Us UJ (1.86)
Vi 0 V3 0
V=10 v, 0 v, (1.87)

Dans ce cas, la présence des blocs nuls augmente le nombre de coefficients a garder en
mémoire. Il ne s’agit pas de la facon la plus rapide de procéder.

Une meilleure approche : orthogonaliser les concaténations On décrit a prséent une
facon rapide d’obtenir ’agglomération des blocs en suivant la méthode décrite dans [Beb00].
On forme les décompositions QR des concaténations suivantes

[U; U] =Q1Ry, (1.88)
[U3U4] =Q2Ro, (1.89)
[V1V3] =Q3R3, (1.90)
[V2 V4] =Q4Ry, (1.91)
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ol1 les matrices R; sont de taille r x 2r. On les partitionne de la fagon suivante, avec R’, et
R toutes deux de taille r x ,

R; =[R/R]. (1.92)

La matrice A peut alors s’écrire sous la forme

) 0

0= %1 Qz] (1.93)

V- Q03 34] (1.94)

. R/ R/T R//R/T

X: 1 3T 1 4T (1.95)
ROR!T RIRY

Comme précédemment pour la méthode SVD compressée, la matrice intermédiaire X est
de dimension plus faible que celle de A (2m x 2n). On peut alors écrire une décomposition
SVD de la matrice X,

X=azv?, (1.96)
et on peut alors effectuer les produits

U=0%, (1.97)
vV=V7, (1.98)

et ainsi former une approximation de la forme

A=UXV. (1.99)

Cofit de la méthode Les étapes de cette méthode sont similaires a celles développées
au paragraphe 1.2.2.2. De la méme facon, on regroupe le détail des opérations dans le
tableau 1.3.

Décompositions QR de 16r2(m+n)—5r3
Calcul de X1,X2,X3,X4 2r3,4r3,4r3 613
Décomposition SVD de RyR{, 22(4r)3
calculs unitary % etV 8r2(m+ n)
Total =24r*(m+ n) + 14085 r°

TABLEAU 1.3 — Cofit de I'agglomération d’'une matrice bloc 2 x 2 dont les blocs sont des matrices
de rang faible.

Le cofit total est alors linéaire par rapport a la taille des blocs et la partie dominante
est celle en @(r?(m+ n)). Cette opération d’agglomération est efficace d’'un point de vue
de la mémoire si et seulement si

4

r'@m+2n) <) ri(m+n), (1.100)
i=1

ot 1’ est le rang de I'approximation de rang faible de I’agglomération. Le cas échéant,
nous sommes amenés a garder plus de coefficients en mémoire ce qui dégrade les perfor-
mances de la méthode.
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Remarque 1.15. On pourrait agglomérer les sous-blocs [A] Ay] et [A3 A4] avant d’agglomé-
rer les résultats. Cepdendant, on ne peut garantir que le résultat obtenu est la meilleure
approximation de rang fini possible ([Beb00]).

Ce paragraphe montre que les matrices de rang faible peuvent étre manipulées avec

un nombre réduit d’opérations. Par exemple, pour des matrices de taille 2, la multiplica-
tion de matrices est une opération qui nécessite de 'ordre de n® opérations pour le cas
général. Dans le cas ou les matrices possedent une structure particuliere comme (1.30), il
est également possible de garder en mémoire le produit sous la forme (1.30) en @ (rr'n)
opérations.
Ces matrices que I'on a exhibées a partir des exemples 1.2 et 1.7 sont au cceur de la mé-
thode des .#-matrices. Dans les deux exemples développés, nous avons considéré des
sous-domaines de la courbe I" dont la courbure est nulle afin de se ramener a des inter-
valles réels. Dans la pratique,on doit cependant traiter des sous-ensembles de I' qui ne
sont pas des intervalles. Dans le cas d’'une courbe dans le plan ou d’une surface dans R3,
il est nécessaire de disposer d'un outil pratique pour mesurer I’éloignement des domaines
I'; et I's. Une fagon suffisante et maniable est d’utiliser des boites englobantes contenant
les domaines.

1.3 Approximation /“matrice

1.3.1 Motivations

Dans toute la suite de ce manuscrit et sauf mention contraire, I' fait référence a une
surface réguliere de R® et I'on considére a présent I’équation intégrale du type (1.1) sur I".
La méthode de résolution conduit également a considérer un nuage de N degrés de liberté
(on parle également de particules dans un contexte de probleme a N corps) {x; }r=1,..N
de R? a partir desquels on construit une matrice d’interaction A de taille N x N dont les
coefficients sont définis par

Aij=frer(x,y)cbj(y)cbi(x)dF(y)dF(x), (1.101)

ou comme précédemment les fonctions ¢;(y) et ¢(x) sont des fonctions de base locali-
sées aux degrés de liberté {x; } =1, ~. En dimension trois, le noyau G(x, y) est défini par

Glx,y = 1 1
Y i x—yl

(1.102)

Le noyau G(x, y) est le noyau de I'équation dans Laplace dans I'’espace libre et est défini
comme la solution élémentaire de 'équation de Laplace munie de la condition de radia-
tion aI'infini. Comme le noyau K(x, y), il posséde une singularité en x = y et on parle éga-
lement de singularité sur la diagonale. Cette solution élémentaire intervient par exemple
en électrostatique lorsque I'on travaille avec une représentation intégrale du champ élec-
trique ou les solutions de I'’équation de Poisson sont déterminées en effectuant un produit
de convolution avec G.

Lassemblage de la matrice de discrétisation s’effectue en @ (N?) opérations tandis que
sa factorisation s’effectue en G (N3) opérations. Comme pour le cas en dimension deux,

I'approche usuelle consiste a exploiter les propriétés analytiques du noyau G. En effet,
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pour deux degrés de liberté distincts et de support disjoints, leur interaction est principa-
lement déterminée par le comportement du noyau G(x, y).

Sous certaines hypotheses, on peut regrouper les particules suivant leurs proximité
géométrique. La méthode des #-matrices que nous nous proposons de décrire ici est
basée sur une représentation par arbre du nuage de points {x;,}; . Une méthode basée
sur une structure d’arbre utilisant les coordonnées des particules permet de rapidement
partitionner ces dernieres de facon a scinder les interactions en interactions proches et
lointaines. En « croisant » les groupes d’inconnues associés aux lignes et aux colonnes,
on réalise bien une découpe hiérarchique des blocs de la matrice originale A en blocs
proches et lointains.

Les blocs décrivant les interactions proches contiennent la singularité du noyau et
sont de rang maximal. Ce sont des matrices pleines et elles sont assemblées avec une
complexité quadratique. Les blocs représentant les interactions lointaines possedent une
propriété de rang faible que I'’on peut exploiter efficacement par la suite. Afin de minimi-
ser le nombre d’opérations d’interactions proches a effectuer, on souhaite alors obtenir
des blocs d’interactions lointaines les plus gros possibles.

On décrit brievement dans ce paragraphe la construction d’'une approximation com-
pressée de la matrice de discrétisation A : c’est une approximationpar une /-matrice
A z. Dans un premier temps, on introduit la notion de boite englobante ce qui facilite la
manipulation des degrés de liberté (1.3.2.1). Le paragraphe 1.3.2.2 décrit un point crucial
de la construction, la partition des degrés de libertés en groupe ou paquets de degrés de
liberté. Enfin, on peut écrire la matrice de discrétisation comme une partition de blocs dé-
crivant I'interaction de groupes de degrés de libertés suffisament éloignés. Pour ce faire,
on a besoin d’'un critere de séparation appelé critere d’admissibilité. On fera référence
aux exemples et notions introduites dans le cas en dimension deux car il s’agit de no-
tions communes et indépendantes de la dimension. Cependant, les applications visées et
développées au chapitre 4 sont, elles, en dimension 3.

1.3.2 Construction d’'une ./#-matrice
1.3.2.1 Boites englobantes

La manipulation des degrés de liberté dans le plan ou dans I'espace est facilitée par
I’emploi de conteneurs tels que les boites englobantes. Il s’agit d'un outil de base utilisé
par la plupart des méthodes rapides [Syl02; BGH12].

Définition et propriétés Pour faciliter la construction et la gestion de groupes d’'incon-
nues on utilise des boites englobantes dont les cotés sont paralleles aux axes. Elles pré-
sentent I'avantage de travailler directement avec les coordonnées des points du nuage.

Définition 1.16 (Boite englobante). Considérons N points {x; };=1,..n de R3. On définit
une boite englobante B par le produit cartésien suivant,

B =[a1, b1] x [ag, bo] x [a3, b3], (1.103)

de telle facon a ce que pour tout point x;, = ((xik)l, (Xi)2, (.X'ik)g)T deR3 ona

ay <(x;)v < by pourv=1,2,3. (1.104)
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Dans la suite, on indexe la boite par le sous-ensemble d’indices qu’elle contient. Ainsi,
pour ¢ ={iy,..., in}, on notera B; la boite englobante contenant les points d’indices iy € ¢.

Dans le cas général, les cotés de la boite ne sont pas nécessairement de la méme di-
mension. De plus, la détermination des dimensions de la boite se fait en &(N) opérations
(boucle simple sur les points). La figure (1.4) illustre ces boites englobantes dans le cas
d’une courbe fermée de R?.

FIGURE 1.4 - Boites englobantes B; et B; pour deux sous-ensembles de degrés de liberté. En bleu
les degrés de liberté associés au sous-ensemble s, en rouge ceux associés a 'ensemble ¢ et en noir
les autres degrés de liberté du domaine I'. Les degrés de liberté de s et ¢ définissent une interaction
entre les domaines I' et T';.

Pour les applications, on souhaite pouvoir calculer le diametre d’'une boite et la dis-
tance entre deux boites. Ceci est fait en ©(1) opérations a 'aide des formules suivantes.

Proposition 1.17 (Diametre d'une boite). On noteB = [ay, b1] x [ay, b2] x [as, bs], une boite
englobante. Son diametre diam(B) est défini par la relation suivante

3
diam(B) = (bg — aq)?. (1.105)
q=1

Proposition 1.18 (Distance entre deux boites). On définit la distance dist(B;,B;) entre
deux boites B; = [al,b}] x [a}, bi] x [a}, bl] et By = [aj, bj] x [a5, b3] x (a3, b3] de la fagon
suivante

3
dist(B,By) =, | Y dist(lal, bL], [, bS))2. (1.106)
q=1

Lutilisation de ces boites est utile dans la pratique lorsque 'on cherche a regrouper
des points par proximité géométrique. Lorsque les points sont distribués suivant une géo-
métrie particuliere (par exemple sur une surface comme dans le cas du domaine I' de la
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figure (1.4)), ces boites ne sont pas optimales en ce sens ou I’on peut trouver une orienta-
tion dans laquelle la boite englobante est plus petite. On peut construire une boite orien-
tée al’aide de ’analyse en composantes principales ([GL96; Mes11]).

B,

diam(B;) +— o e degrésde liberté

dist(Bs, B,)
id /’.

<& diam(Bjy)
4 o

Bs

FIGURE 1.5 - Illustration graphique des diameétres des boites englobantes ainsi que de la distance
entre ces boites.

Boite englobante orientée On considere les mémes N points {x; };=1,..n) de R3. On
cherche a construire une boite englobante orientée qui serait plus adaptée a la distri-
bution des points {x;,}-1,..n). On note xg le centre de gravité de ce nuage de points et
I'on note X la matrice des coordonnés centrées en xg (i.e xg estl’origine du systeme) et de
taille 3 x N.

La méthode consiste a déterminer les directions principales du nuage de points et corres-
pond a ce que 'on trouve dans la littérature sous I'appellation d’analyse en composantes
principales. On note Cx la matrice symétrique dite matrice de covariance, de taille 3 x 3
définie par

Cx =xX". (1.107)

La diagonalisation de la matrice Cx fournit alors une nouvelle base orthonormée U telle
que

Cx =UDU", (1.108)

ou D :=diag(A;,A2,A3) est une matrice diagonale dont les valeurs propres sont positives.
On note alors u;, uy, us les colonnes de cette matrice U. Quitte a exprimer les coordonnées
des points du nuage de degrés de liberté original dans la nouvelle base, on peut obtenir
une boite orientée B; dont les dimensions sont adaptées a la distribution de points. En
effet, en notant X les coordonnées du nuage dans le systeme de coordonnées (xg, U), la
relation de changement de base s’écrit pour chaque degré de liberté x;,, k € {1,...,N} avec

%i, = (X, (Xi)2, (%i)3) 7,

Xi, =xg + UX;,. (1.109)
Comme U~ =UT, on obtient
%i, = U (x5, — xg). (1.110)
Les dimensions de la nouvelle boite B, = a3, [)f] X ... % [d;, le] centrée en xg sont
d\/ = min xiyv, (1.111)
i=1,..,N
by = max X, (1.112)

i=1,..,
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pour v =1,...,d. La figure suivante illustre les deux boites englobantes B; possibles évo-
quées sur I’exemple de du domaine I'; de 'exemple .

FIGURE 1.6 — Boites englobantes B, et B; pour deux sous-ensembles de degrés de liberté. En trait
plein, les boites englobantes dans le systéme d’axe cartésien. En trait pointillé, la boite englobante
adaptée a la direction principale du groupe d’'inconnues considéré.

On constate sur 'exemple décrit par la figure 1.6 que la boite orientée B, (resp. By)
est plus adaptées a la géométrie I'; (resp. I'). On utilisera au chapitre 4 une construction
similaire pour 'approximation du noyau de Helmholtz.

1.3.2.2 Regroupement des degrés de liberté

On consideére N points {x;, } =1 N de R3 appelés degrés de liberté. On souhaite construire
des groupes de points de fagon hiérarchique suivant en cela 'exemple 1.7. Dans la suite,
onnoteI={1,...,N}. Un élément k € .# est associé au degré de liberté x;, .

Différentes numérotations Dans la suite de ce chapitre, plusieurs numérotations co-
existent et selon les objets considérés nous n’'utiliserons pas la méme numérotation.

Degrés de liberté La numérotation des degrés de liberté est la premiere numéro-
tation que I'on manipule. Les degrés de liberté x;_ sont indexés par les indices i; pour
k € {1,...,N}. Les indices i} ne sont pas nécessairement contigus. Dans la pratique, cette
numérotation provient d'un logiciel de CAO ou d’un mailleur et suivant les applications
visées cette numérotation a un lien avec la physique du probleme. Les indices k forment
eux un ensemble d’indices contigus.

Matrice de discrétisation A partir de N degrés de liberté, on assemble une matrice
de discrétisation de taille N x N. Ainsi, ’ensemble .# = {1,..., N} est un ensemble d’indices
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naturellement adapté a la description de la matrice. La kK ligne de la matrice de discré-
tisation correspond a l'interaction du degré de liberté x;, avec I'ensemble des degrés de
liberté.

Groupe d’inconnues, arbre et stratégies de partition Comme nous l'avons déja men-
tionné, laméthode des #-matrices repose sur une construction hiérarchique en scindant
les inconnues a I'aide d'un arbre. Cette idée est trés répandue dans la pratique ([Cip00])
pour construire des méthodes rapides. On rappelle les notions sur les arbres utiles pour
la compréhension de la méthode des #-matrices [BGH12; Liz14].

Définition 1.19 (Groupe d’indices [BGH12]). On considere un ensemble d’indices non
vide I. On définit un groupe (ou cluster dans la littérature en anglais) d’indices ¢ comme
un sous-ensemble d’indices de 1. Par exemple, ¢ = {23,17,89} est un groupe d’indices in-
clus dans I ={1,...,100}. Dans la suite, on parle simplement du groupe ¢. On notera |¢| le
cardinal de ’ensemble t.

Pour chaque élément k d'un groupe ¢ < I, on peut considérer le nuage de points
Xy = {xj } ke, correspondant. De la méme fagon que 'on associe a I'indice iy le degré de
liberté x;,, on associe au groupe ¢ le nuage X;. Dans un contexte matriciel, r désignera
ainsi un sous-ensemble de lignes (ou colonnes) tandis que dans un contexte d’approxi-
mation du noyau de Green, ¢ désignera le nuage X; ou son support.

Pour une quantité géométrique w;, associée au degré de liberté x;,, on peut associer
au groupe f la quantité

w: = wi,. (1.113)
ket

Par exemple, le support Supp(#) d'un groupe ¢ est I'union des supports des degrés de
liberté le constituant et ainsi

Supp(#) = ) Supp(x;,) (1.114)
ket
=SuppXy) (1.115)

Les exemples des précédents paragraphes montrent que le noyau de Green G(x, y)
peut s’approcher de maniére efficace lorsque les degrés de liberté sont séparés géométri-
quement. D’un point de vue matriciel, cela revient dans un premier temps a considérer
des sous-ensembles des lignes et des colonnes.

En tant qu’ensemble, il est possible de partitionner un groupe suivant plusieurs cri-
teres afin d’obtenir des sous-groupes («les enfants » en terme d’arbre).

Définition 1.20 (Partition d’'un groupe). Siun groupe ¢ est partitionné en n,, sous-groupes,
on les notera t4,..., In,- Ces nj, sous-ensembles respectent les conditions suivantes :

tpct pour i=1,...,n,
np
= Umun
i=1
LiNtj=9 si I #].

Le groupe ¢ est dit pere desfils 1, ..., 1,,,.
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Arbre de groupes La partition répétée de maniere hiérarchique (i.e appliquée ré-
cursivement aux fils) aboutit a la construction d’'un arbre, noté T . A chaque étape, le
nombre maximal de fils est appelé I'arité de I'arbre. On fournit les points de vocabulaire
[Liz14] relatifs aux arbres et utilisés par la suite :

— On appelle nceuds de I'arbre les différents groupes construits a chaque étape de la
partition hiérarchique. On parle également de sommets d'un arbre;

— L'unique nceud n'ayant pas de pere (de prédécesseur) est appelé la racine;
— Pour un nceud ¢, on note S(¢) 'ensemble de ses fils;

— Un neeud n’ayant pas de fils est appelé une feuille. On notera £ (J7) 'ensemble des
feuilles de I’arbre

L91)=1{teIJy : S(t) = p}. (1.116)

— Un arbre est dit complet si toutes ses feuilles sont a la méme distance de la racine.

— Le niveau d'un nceud ¢ est la distance entre ce nceud et la racine. Par exemple, les
fils de la racine sont au niveau 1 de I’arbre tandis que leurs fils sont eux au niveau 2.
On note niveau(t) le niveau du groupe .

— On note L(97) la profondeur de |’arbre. Cette derniere est définie par

L(97) = max niveau(?). (1.117)
teJy

La profondeur de I'arbre correspond au niveau maximal des feuilles de I'arbre.

Dans la pratique, la méthode des #-matrices consiste a effectuer une partition des
degrés de liberté a I’'aide d’un arbre binaire (i.e d’arité 2) tandis que la méthode des mul-
tipoles rapides utilise elle un arbre d’arité 8 (un octree). 1l existe aussi dans la littérature
([Beb00],[BGH12]) des arbres ternaires (arité 3). Un arbre est de plus dit entier si chaque
neceud est soit le pere de deux fils, soit une feuille.

Dans la pratique, on se fixe un parametre entier ny,ax > 0 que 'on appelle taille de
feuille maximale. Cet entier correspond a la taille des groupes de plus haut niveau dans
I'arbre. Les feuilles ayant un cardinal inférieur a n,,,, ne sont pas partitionnnées.

niveau:

Arbre 97 : 1=1{1,...,20} [ = 0(racine)

{1,. ,20} =1
Feuilles
(,...,14) =2
{1,. -{15,16,17} {18,19,20}
[=3

{6,...,10} {11,...,14}

FIGURE 1.7 — Exemple d’'un arbre de groupe 7 basé sur 'ensemble I ={1,...,20} avec npax = 5.
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La figure (1.7) illustre les définitions précédentes. A partir de 'ensemble I = {1,...,20},
on construit un arbre de groupes. Chaque point (noir ou bleu) est un nceud de I'arbre 7.
Si un nceud possede des fils, on fait figurer une aréte (trait noir plein) reliant ces nceuds.
Par exemple, le nceud ¢ = {1,...,14} possede deux fils ' = {1,...,5} et t”" = {6,...,14}. Ainsi,
ona

S(1) ={{1,...,5}, {6,...,14}}.

Le fils d'un nceud possede un niveau supérieur a celui de son pére (cf coté droit de la
figure). Les noeuds n'ayant pas d’enfant sont les feuilles de I'arbre (points bleus sur la
figure). Sur la figure, les feuilles sont tous les nceuds sous la ligne pointillée bleue et I'en-
semble Z(J7) des feuilles de cet arbre J7 est donné par

<L) ={{1,...,5},16,...,10},{11,...,14},{15,16,17}, {18,19,20}}.

L'arbre construit ici est entier mais n’est pas complet car les feuilles ne sont pas toutes au
méme niveau (ici, 2 et 3). La profondeur L(J7) de I'arbre est donnée par

L(97) := max{niveau(t)}
tegy

=3.

Enfin, la taille de feuille maximale sur cet exemple est fixée a nmax =5 i.eles feuilles de I7
ne contiennent pas plus de 5 éléments.

Pour cet exemple, nous avons choisi de représenter les éléments d'un sous-ensemble de
maniere consécutive. On peut aisément se ramener a ce choix dans la pratique en effec-
tuant une renumérotation a chaque bissection.

Algorithme de partition Lalgorithme 1 suivant réalise la partition de I'ensemble I a
partir de la racine ¢ = I. Le parameétre n,,,, est choisi par I'utilisateur.

Algorithme 1 Construction d’un arbre de groupes

1: Fonction CreationArbre(t) :
2: Si |t] < nypax Alors

3 S()=¢

4: Sinon

5: 11, to = Partition(7)
6: CreationArbre(f;)
7 CreationArbre(t,)
8 S() ={n, 2}

9: Fin Si

10: finFonction

Cet algorithme nécessite une fonction réalisant la bissection (partition en deux sous-
ensembles) d'un groupe ¢ donné. Plusieurs stratégies sont envisageables et 'on en dé-
taille dans la suite trois différentes. Le point commun de ces méthodes est de construire
des sous-ensembles de degrés de liberté qui sont géométriquement proches. Pour ce faire,
on utilise la boite englobante B; du groupe définie par 1.16. La partition du groupe ¢
consiste alors a couper la boite B; en deux par un plan. Tous les indices associés aux
degrés de liberté situés d'un coté du plan forment le premier fils tandis que les autres
constituent le second fils. C’est cette opération que la fonction Partition de I'algorithme
1 réalise.
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Position du plan de séparation Avec les notations de la définition (1.16), les vecteurs
(a1, a»,a3)" et (by, by, b3)T définissent les points extrémaux de B;. La plus grande dimen-
sion i* est alors déterminée par

i* =argmax;_, , ; |b; — a;l. (1.118)

Le plan de séparation est alors le plan orthogonal a la direction i*. On peut a présent dé-
placer ce plan le long de la direction i *. Deux choix classiques sont possibles pour réaliser
la découpe souhaitée :

Découpe médiane : on positionne le plan de séparation de sorte a obtenir approximati-
vement le méme nombre de degrés de liberté de chaque coté du plan;

Découpe géométrique: on positionne le plan de séparation de fagon a découper la boite
B, en deux boites B{" et B’ de méme taille. Les points présents dans la boite B'"
forment le fils #; et les autres le fils ;. En d’autres termes,

1
[l;z{ket : (xik)i*<5(bi* +a,-*)}, (1.119)
1
) ::{kE r: (xik)i* 2 5 (bi* +ai*)}. (1120)
(1.121)

(a) Boite originale (b) Découpe géométrique (c) Découpe médiane

FIGURE 1.8 - Illustration du positionnement du plan de séparation en 2D. En vert, le plan de sépa-
ration et en pointillés noirs la boite englobante du groupe a partitionner. En rouge et en bleu, les
éléments associés aux fils du groupe .

Dans les deux cas, on remarque que la partition d'une boite englobante (donc d'un
groupe) ne produit pas de boite vide ne contenant pas de degrés de liberté. L'arbre ainsi
créé est alors entier.

Ces deux choix obéissent a des objectifs distincts. La découpe médiane permet de di-
viser par deux le cardinal des groupes a chaque niveau de I'arbre et fournit ainsi un arbre
de profondeur minimale. La découpe géométrique permet quant a elle de diviser par deux
le volume de la boite englobante a chaque niveau sans se préoccuper du nombre de de-
grés de liberté contenus dans chaque boite.

La création de l’arbre de groupes est un point important de la méthode des .#-matrices
et doit étre créé avec minutie. D'un point de vue informatique, la découpe médiane pro-
duit un arbre convenable mais les boites englobantes associées aux nceuds de I'arbre pos-
sedent des tailles trés hétérogenes. Il s’agit du cas typique ou la distribution de degrés de
liberté est concentrée en une zone de I’espace (cas d'un raffinement local). Lemploi d'une

36



CHAPITRE 1. PANORAMA SUR LES #¢- MATRICES

condition du type (1.24) faisant intervenir les diametres des boites montre que cela n’est
pas un avantage de travailler avec de grandes boites. La découpe géométrique permet
de manipuler des boites de dimensions homogenes mais le nombre de degrés de liberté
dans chaque boite n’est pas homogene. On est alors amené a découper plusieurs fois les
boites afin d’atteindre la taille de feuille maximale. Ainsi, la profondeur de 'arbre 97 peut
étre plus élevée que lors de la découpe médiane, ce qui représente également un incon-
vénient.

La figure (1.9) montre différentes partitions dans le cas d'un cone-sphere. Il s’agit
d’'une demi-spheére attachée a la base d'un cone de révolution. Cet objet est un cas test
usuel pour valider les résultats d'un code de diffraction en électromagnétisme et possede
la particularité d’avoir une plus forte densité de degrés de liberté dans la partie sphérique.
La figure (1.9) souligne les différences entre les deux stratégies de découpe mentionnées.
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On remarque qu’a chaque étape, les boites englobantes épousent le plus possible la
géométrie. En effet, la boite englobante est recalculée a chaque niveau de 'arbre afin de
travailler avec des boites les plus petites possibles. Un critere d’éloignement sera dans la
suite basé sur ces diametres et il serait néfaste de travailler avec des boites trop grandes.
Sans surprise la découpe géométrique fournit des boites plus adaptée a la géométrie.
Nous n’avons pas connaissance d’'une découpe « optimale » pour nos applications mais
'on préférera une découpe géométrique pour les applications visées. En effet, nous déve-
lopperons des approximations basées sur les dimensions des boites et non sur le nombre
de degrés de liberté qu’elles contiennent. Par ailleurs nos approximations seront orien-
tées dans R? et se rapprochent d'une méthode de bissection par la direction principale.

Partition équilibrée par direction principale Le précédent paragraphe a montré
qu’il est également possible de déterminer une boite orientée d'un groupe ¢. La diagona-
lisation de la matrice de covariance en (1.108) fournit une base orientée de R*. On note i
la direction associée a la plus grande valeur propre, c’est la direction principale du groupe.
On peut alors considérer un plan de séparation normal a cette direction et passant par le
centre de gravité xg du groupe. On possede alors un moyen de partitionner le groupe ¢ en
deux sous-groupes f; et f,

ni={ker: (xj—xg) <0}, (1.122)
fi={ket: (x;,—xg) w=>0}f. (1.123)

On illustre cette construction en dimension deux par la figure 1.10.

Pour des géométries ne présentant pas de raffinement local tres fin, on constate de

plus dans la pratique que I’analyse en composantes principales fournit des fils contenant
un nombre d’éléments similaire.
Cette méthode nécessite d’effectuer des calculs supplémentaires pour déterminer la di-
rection principale des élements lors de chaque bissection. Pour la partition de N indices,
I'étape onéreuse est la détermination de la matrice de covariance dont chaque coefficient
est un produit scalaire de vecteurs de taille N (soit une complexité linéaire). La diago-
nalisation de la matrice de covariance s’effectue en @ (1) opérations. La complexité de la
partition est donc bien linéaire.

Remarque 1.21 (Autres méthodes de regroupement). Il existe beaucoup de méthodes per-
mettant de répartir des points dans I’espace suivant des criteres variés (par exemple géo-
métrique ou ordinal). Dans la pratique, on peut citer la méthode de bissection spectrale,
des méthodes algébriques lors de I'utilisation de matrices creuses ou la décomposition de
domaines ([BGH12; Beb00; Mes11]).

Complexité La proposition suivante permet de relier les dimensions des groupes de 97
a la dimension de I'’ensemble de départ 1. Ce type d’estimation sera utilisé par la suite
pour obtenir des estimations sur les .#-matrices.

Proposition 1.22 ([Beb00], Lemme 1.21). Soit 91 un arbre de groupe pour l'ensemble 1.
Alors,

Y ltl L@, (1.124)
teJy
Y Itllog(7]) <L(I7) 1] log(1)). (1.125)

teg]

38



CHAPITRE 1. PANORAMA SUR LES #¢- MATRICES

(a) Découpage géométrique (b) Découpage médian

FIGURE 1.9 - Illustration graphique de la méthode de regroupement inconnues sur le cas d'un
cone-sphere. La colonne de gauche correspond a un découpage géométrique tandis que la co-
lonne de droite représente une découpe équilibrée basée sur le nombre d’inconnues.
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FIGURE 1.10 - Boite englobante orientée B,. En vert, le plan de séparation normal a la direction
principale. En rouge; les degrés de libertés appartenant a , et en bleu ceux appartenant a ;.

De plus, pour unréelc >0, ona

Y minfc, |#1%} <3V/clll. (1.126)

teJy

(1.127)

L'étape de regroupement des degrés de liberté est une étape économique. Dans le cas
d'un découpage équilibré, la profondeur de I'arbre est au plus celle d'un arbre binaire
complet plus un. On a ainsi

L(97) <llog,(N)] +2. (1.128)

Chaque niveau de I'arbre nécessite un nombre linéaire d’opérations pour déterminer la
position du plan de séparation des boites englobantes. L'arbre comportant L(97) niveau,
I'étape de regroupement des degrés de liberté est donc en & (Nlog(N)) opérations. Pour
un nuage de N points.

Le cas d'une découpe géométrique peut engendrer un arbre déséquilibré. Dans ce cas, il
est impossible de fournir une borne meilleure que @ (N?) a cause de cas particuliers (voir
par exemple [Liz14]). Dans la pratique, les degrés de liberté sont trés souvent associés a
des éléments géométriques tels des arétes, des triangles ou des sommets et dans la plu-
part des applications, on observe un cotit bien meilleur que la borne pessismiste.

Dans la pratique, le comportement moyen constaté de la partition des degrés de liberté a
I'aide d’un arbre binaire est de &(Nlog(N)) opérations.

La partition des indices en groupes réalisée correspond a une partition d’indices de
lignes et/ou de colonnes de la matrice de discrétisation. Chaque groupe créé représente
une petit « paquet » de degrés de liberté localisé dans’espace. En suivant!’exemple 1.7, on
s’intéresse a la possibilité de découper la matrice de discrétisation en blocs représentant
des interactions distantes de paquets de degrés de liberté. C’est'étape de la création d'un
arbre de blocs.
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1.3.3 Découpe hiérarchique d’'une matrice

Dans la suite, on considere une matrice carrée de taille N x N. Les indices de lignes et
de colonnes sont partitionnés et cette partition est représentée par I’arbre de groupes J7.
La méthode que I'on va décrire demeure valable pour des matrices quelconques a condi-
tion de considérer les arbres d’indices de lignes 97 et de colonnes 95 adaptés [BGH12;
Beb00]. La répartition des indices en clusters revient a créer des petits paquets imbriqués
de points dans R3. La motivation premiére de ce travail est 'assemblage de la matrice d’in-
teraction G. Ainsi un bloc matriciel extrait de G donné correspond a l'interaction de deux
paquets de points. Intuitivement, la création d'un arbre de clusters fournit une partition
des indices des lignes et/ou des colonnes. On considére alors deux ensembles d’indices I
et ] a partir desquels on a respectivement construit les arbres J7 et J7.

1.3.3.1 Arbre de blocs

De la méme facon que I'on a représenté le nuage de degrés de liberté sous la forme
d’un arbre binaire, on va donner une représentation sous forme d’arbre des blocs extraits
de la matrice de discrétisation. On définit un arbre de blocs de la fagon suivante

Définition 1.23 (Arbre de blocs). Onnotel ={1,...,N} et]’on considére un arbre de groupes
J1.Un arbre 9 est appelé arbre de blocs pour le produit 97 x 7 si et seulement si les
conditions suivantes sont vérifiées :

1. Laracine de 9 est le produit de la racine de 97 avec elle-méme :
racine(9J ) =racine(97) x racine(J7). (1.129)

2. Chaque nceud b de 9 est de la forme
b=txs, (1.130)

avecte gy et s€ J7.

3. Comme dans le cas des arbres de groupes, on note S(b) 'ensemble des fils d'un
nceud b. Pour chaque nceud b tel que S(b) # @, on a

{txs :s €S(s)} siS()=@,S(s)#
Sb)=X{t'xs:t'eS()} siS()#@,S(s) =9 (1.131)
(! xs" : ' eS(1),s"€S(s)} sinon

On associe a un élément de 97 les degrés de libertés correspondant et de mémes, on asso-
cie aux nceuds de 9 des blocs matriciels et ’'on note 97,1 cet arbre de blocs. Lensemble
IxIvérifie le premier point de la liste ci-dessus et correspond a la matrice de discrétisation
A tandis que les feuilles de 74 forment une partition disjointe de la matrice de départ.

Pour un nceud (matrice) de I'arbre 9141, le troisieme point de la définition 1.23 précise
que I'’on peut obtenir trois types de fils (sous-matrices).
Pour deux groupes ¢ et s, le nceud b = ¢ x s correspond a la matrice A;«;. Dans le cas ou
S(t) = @ et S(s) # @, on effectue la partition 1 x 2 suivante

Asxs = [Atxs, Atxs]- (1.132)
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Le cas S(1) # @ et S(s) = @ correspond a la partition en 2 x 1 suivante

At xXS§
A= ! (1.133)
txs Atzxs
Enfin, le cas S(7) # @ et S(s) # @ correspond a la découpe en une matrice bloc 2 x 2,
Apxsi Apxs ]
Apy, = |axst Bnxs | (1.134)
rxs Atgxsl Al’g><52

Ainsi, chaque nceud de I'arbre de blocs peut avoir trois types de fils. A ce stade, cet arbre
posseéde des feuilles qui sont toutes des matrices de taille au plus nmyax X max par défini-
tion des arbres de groupes J71. Lexemple (1.7) suggere que sous réserve que les groupes ¢
et s soient suffisament éloignés, la matrice de l'interaction ¢ x s est de rang faible et peut
étre approchée de maniere rapide et efficace.

Par ailleurs, cet exemple ainsi que ’exemple (1.2) suggerent que le rang d’'une interaction
t x s ne dépend pas de la taille des groupes mais de la précision € de 'approximation sou-
haitée. On va donc chercher a « élaguer » 'arbre des blocs de fagon a obtenir des feuilles de
tailles hétérogenes et de plus grande taille possible. Pour cela, on utilise deux ingrédients
distincts.

Définition 1.24 (Interactions de niveau constant). On considére un arbre de blocs J7x1
associé a un arbre de groupe J7. On dit que I'arbre de blocs est a niveau constant si et
seulement si pour tout nceud b = ¢ x s, on vérifie la propriété suivante,

niveau(b) =niveau(s), (1.135)

niveau(b) =niveau(s). (1.136)

Avec cette définition, les partitions (1.132) et (1.133) ne sont pas tolérées et chaque
bloc matriciel est soit conservé intact soit subdivisé en une matrice bloc 2 x 2. On rappelle
que les arbres de groupes sont entiers. Chaque nceud possedant des fils en possede exac-
tement deux. Dans le cas de I’arbre de blocs, I’arité de I’arbre est de quatre, soit le carré de
celle de I'arbre de groupes.

Cette limitation de I'arbre est un choix et est en partie motivée par I'obtention d’'une
structure de matrice blocs 2 x 2 lors des subdivisions de matrices. Ceci facilite les opé-
rations algébriques récursives que I'on effectue par la suite.

Pour obtenir des blocs matriciels de grande taille, il est nécessaire d'utilser un autre
ingrédient afin de modifier 'arbre 971 pour obtenir des feuilles de plus grandes dimen-
sions : c’est la condition d’admissibilité.

1.3.3.2 Conditon d’admissibilité

Lexemple (1.2) a montré que si les groupes ¢ et s sont séparés alors le noyau est ré-
gulier et I'on peut 'approcher de maniere efficace. La relation (1.24) était la condition
choisie pour le noyau logarithmique K(x, y) et des intervalles de R. Dans le cas d'une sur-
face de R3, on peut généraliser cette condition a 'aide des boites englobantes B, et B des
groupes tets:

min (diam(B;), diam(B;)) <ndist(Bg, B;), (1.137)

ou diam(Bj) (resp. diam(B;)) estle diametre de la boite englobante By (resp .B;) et dist(Bs, B;)
est la distance entre les boites B; et B;.
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Il s’agit de la condition d’admissibilité utilisée pour le noyau de Green de I"équation de
Laplace dans la littérature [BGH12; Beb00; Liz14; BGO5]. Par ailleurs la condition de sé-

paration usuelle dans la FMM est également une condition de ce type liant le rayon “73
d’une boite cubique de coté a a la distance R des centres des boites [Syl02]. La condi-
tion de séparation requiert que les boites ne se touchent pas ce qui est vérifié des que
R>2aV3.

Dans le cadre des .#-matrices, on parle dans ce cas d’admissibilité faible ; 'admissibilité

forte correspondant a la condition similaire en prenant max (dist(Bs), diam(B;)). Par op-
elkllx=yl

position au cas du noyau oscillant G(x, y) = prph

tion de statique.

La condition (1.137) réalise la séparation des interactions proches et lointaines et sous ré-
serve de satisfaire a cette condition, on verra au chapitre prochain que le noyau de Green
G(x,y) = ﬁ m peut étre approché par une somme dégénérée a variables séparées. On
présentera au chapitre 3 une condition adaptée au noyau oscillant garantissant égale-
ment une approximation dégénérée a variables séparées.

on qualifiera par la suite cette condi-

La condition d’admissibilité est un critére binaire. On désigne par f(s, t) la fonction
suivante, a valeurs dans I’ensemble {0, 1},

f:91 x 91 —{0,1} (1.138)
1 sisettsontsatisfont (1.137)

0 sinon

(s,t)Hf(s,t)={

1.3.3.3 Création de I’arbre des blocs

Grace a la propriété de niveau constant et a la condition d’admissibilité (1.137), on

peut construire un arbre de blocs avec des feuilles de grandes tailles représentant des
interactions lointaines de rang faible. La procédure est récursive et conduit a une partition
hiérarchique de la matrice de discrétisation.
Partant de la matrice complete décrite par ¢ x s = I x I, on teste I'admissibilité (1.137) de
tous les fils t' x s’ de t x s. En cas de succes, un fils admissible devient une feuille de I'’arbre
de blocs et le cas échéant, on applique la méme procédure a ses fils de maniere récursive.
Les feuilles inadmissibles sont par construction de petites tailles, au plus de taille 75 x
Nmax- L'algorithme (2) permet la création d'un arbre de blocs.

Algorithme 2 Construction d'un arbre de blocs

1: Fonction CreationArbreBlocs(t € J7,s€ 97) :
2: 8i f(t,s)=10uS(t) =@ ouS(s) =9 Alors

3 S(txs)=¢

4: Sinon

5. S(txs)={t'xs : t'eS(1),s €S(s)}

6

7

8

9

Pour ' x s’ € S(t x s) faire
CreationArbreBlocs(t/,s)
Fin Pour
: Fin Si
10: finFonction

Remarques On peut effectuer les remarques suivantes a propos de I'algorithme (2) :

43



CHAPITRE 1. PANORAMA SUR LES #¢- MATRICES

— L'étape de récursion montre que I'arité de 1. est le carré de celle de J7 ;

— Larbre de blocs 741 n'est pas complet grace a la condition d’admissibilité. C’est
une caractéristique voulue pour obtenir des feuilles a un bas niveau de I'arbre (i.e
de grandes dimensions). L'arbre est néanmoins entier;

— Les feuilles non-admissibles sont de petite taille car min(| |, |s|) < 7max;

— Selon la condition d’admissibilité, les feuilles peuvent étre arbitrairement grandes.

1.3.4 Lensemble des ./#-matrices

Larbre de blocs 97,1 décrit une partition possible de la matrice de discrétisation A
suivant des critéres choisis par I'utilisateur d'une part et liés au noyau de Green (condition
d’admissibilité). Il s’agit du squelette d'une matrice et 'on peut définir une .#°-matrice de
la sorte

Définition 1.25 (/#-matrice). Soit A une matrice carrée de taille NxN.OnnoteI ={1,...,N}
et 91 I'arbre de groupes correspondant. On note également 97,1 I'arbre des blocs sur 7.
Pour un entier r donné, I’ensemble

H(Tx1,7):={Ade taille N x N :1g(A;xs) <1,V 1 x s€ L(T1x1)}, (1.139)

estl’ensemble des #-matrices définies sur la partition J1.. Un élément A s de A4 (J1x1, 1)
est appelé une /-matrice. C’est une approximation de A représentée hiérarchiquement.
On parle également d’approximation compressée car les blocs A;«s admissibles de A
sont représentés par des matrices de rang faible.

Cette structure de représentation hiérarchique par blocs dépend de :
— La découpe (médiane, géométrique, par composantes principales,...) ;
— La taille de feuille maximale 7, ;
— La constante d’admissibilité n.

Par ailleurs le nombre de subdivisions effectuées sur les lignes et les colonnes sont égales
au nombre de feuilles de 97. On s’arréte lorsque les feuilles sont inférieures a la taille
maximale précisée par nmay. La structure de .#-matrice est composée majoritairement
de blocs matriciels décrivant des interactions admissibles (lointaines).

Selon le méme modele qui a été utilisé dans les exemples en dimension deux, les
feuilles admissibles sont représentées par des matrices de rang faible de la forme (1.30).
Elles peuvent étre approchées de deux facons différentes. Si 'on considere le bloc ma-
triciel associé a une feuille ¢ x s, alors on peut utiliser une méthode d’approximation al-
gébrique de la forme (1.48) pour obtenir la représentation de rang faible. L'autre possi-
bilité est d’interpréter l'interaction ¢ x s comme l'interaction de deux nuages de degrés
de liberté et construire une approximation du noyau de la forme (1.27) et d’utiliser cette
approximation pour assembler une représentation de rang faible directement a partir de
I'expression des coefficients (1.12).

L'ensemble .#(J1x1,7) n'est pas un espace vectoriel. En effet, le rang d'une somme
de deux matrices étant borné par la somme des rangs des matrices, on a pour A,B €
JE€(T1x1,1), A+ B € A (J1«1,2r). Cela n'est pas un obstacle a I'utilisation de la méthode
car dans la pratique la borne n’est pas nécessairement atteinte. De plus, au lieu de fixer
un rang maximal r, on préfere se donner une erreur € et construire des approximations
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satisfaisant I’erreur prescrite. Cela revient a considérer I'ensemble #(J1«1,€). Sauf men-
tion contraire, lorsque 'on considere une approximation .#-matrice, on considere qu’il
s’agit d'un élément de .#(J11,€).

L'avantage majeur de cette méthode d’approximation est que 'on dispose d’opéra-
tions algébriques sur les .#-matrices. Sous réserve de travailler avec des partitions de
blocs compatibles, on peut les sommer et les multiplier entre elles.

Dans le cas ol1 la matrice est inversible, la résolution d'un systeme linéaire de la forme
Ay -x=h, (1.140)

peut s’effectuer en construisant une approximation .7°-matrice del'inverse A~! ou al'aide
d’une factorisation A = LU ce qui permet d’écrire le systeme sous la forme

LUy x=h, (1.141)

ol les matrices L # et U _z sont respectivement triangulaires inférieure et supérieure. On
est alors amené a résoudre successivement deux systémes triangulaires. Cela est particu-
lierement adapté a la résolution de systemes linéaires pour un grand nombre de seconds
membres.

1.3.5 Estimations liées a 'assemblage d’'une ./Z-matrice

Les points précédemment développés ont montré qu’il est possible d’assembler une
approximation hiérarchique et compressée d’'une matrice a partir de matrices de rang
faible. A I’échelle d'un bloc admissible, I'utilisation de matrices de rang faible permet de
réduire la quantité de mémoire requise pour stocker la matrice A 7. On s’intéresse dans
ce paragraphe a des estimations a priori sur la mémoire totale nécessaire a ce stockage.
On se limitera cependant au cas du noyau de Laplace dans ce paragraphe et I'on souli-
gnera le point de I'analyse ot cette limitation devient nécessaire. Dans ce cas du noyau
de Laplace, ces estimations ont été vérifiées dans la pratique a plusieurs reprises sur des
cas de nature diverses ([Beb00], [BGH12],[Liz14]).

1.3.5.1 Constante de rareté

Une mesure de la complexité de la partition en blocs décrite par ’arbre de blocs 14
est donnée par la constante dite de rareté (sparsity constant en anglais dans la littéra-
ture, [GHO3]). Cette quantité est ’analogue de la constante que 1'on retrouve lors de la
manipulation de matrices creuses pour lesquelles on s’intéresse au nombre maximal de
termes non nuls par ligne et par colonne. Dans le contexte d'une découpe hiérarchique
par blocs, cette rareté décrit le nombre maximum de blocs dans la partition associés a un
groupe donné. Les estimations a priori sur les /-matrices développées dans la littérature
I'ont été sans cette notion ([Hac99; HK00]). Cependant, la constante de rareté permet de
démontrer des résultats plus généraux et nécessitant moins d’hypotheses. On renvoie a
[Beb00] pour un exposé détaillé de cette notion.

Définition 1.26 (Constante de rareté). Soient J7 et 9} des arbres de groupes associés aux
indices I et ] respectivement. On note 91, ’arbre de blocs associé a ces arbres de groupes
et t x s désigne un élément de cet arbre de blocs.

Le nombre de blocs ¢ x s € 91«5 associés al’arbre de groupes T 4 est donné par

cl(g'lx],t):Card({scI: txSE€ETN}). (1.142)
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De méme, pour un groupe s € 7, on définit
c“(Tixy,8) =Card({rcl: txse T}, (1.143)

qui représente le nombre de blocs ¢ x s associés a l'arbre de groupes J7j.

La constante de rareté, notée c,, d'un arbre de blocs est définie par

Cra :max{max cl(ﬂ'lx], t), max CC(F/’Ix],s)} (1.144)
teJy N
$1
!
S
I
c'(Ti.g, ) =3
2 c!( Ty, 12) =4
3 Cl(g—Iny t3) =1

FIGURE 1.11 - Illustration graphique de la constante de rareté .

Lafigure (1.11) illustre la constante de rareté. Pour les trois groupes £, et t3 de 91, on
détermine les quantités c! (ﬂ'lx],tl),cl(g'lxl 1) et cl(F/'IXJ , 1) correspondantes a 'aide de
la définition (1.26). Sur cet exemple, on constate que max;cg; cH(F1x5, t) = 4 (par exemple
pour ¢ = f»). Le méme travail sur 'arbre 9} associé aux colonnes de la matrice donne
maXgeg; c“(J1xj,8) = 3. On remarquera dans ce cas que le nombre de blocs associés au
groupe s; est plus élevé (c“(J1«j,s) = 3) que les nombres de blocs associés a ses fils si et
81 (c“(T1xy,87) = ¢“(T1xj, 57) = 2). En effet, la constante de rareté c;, n’est pas uniquement
déterminée par les petits blocs. Pour cet exemple, on a ¢4 = 4.

Exemple d’utilisation de ¢, Beaucoup d’algorithmes sur les .#’-matrices peuvent étre
appliqués par blocs. C’est par exemple le cas du calcul de la norme de Frobénius ou du
nombre de coefficients stockés en mémoire. Dans ce cas, le cofit de ’algorithme est alors
la somme des cotits de chaque bloc.

Cas d’'un coiit borné Supposons que pour chaque bloc le colit est borné par une
quantité ¢ > 0. On rappelle que I'on désigne par £ (J1«j) I'ensemble des feuilles de J14;j.
Le cott total est ainsi la somme des cofts des feuilles. On a alors

> =2 > c (1.145)

txs€eZ(J1xy) ted) s€Jj : txSseZL(T1xy)
=c ) Card({s€J: rxseTiqg}) (1.146)
teJ]
=c Z c! d'apres(1.142) (1.147)
teJy
<cct (1.148)
<c ¢ | (1.149)

46



CHAPITRE 1. PANORAMA SUR LES #¢- MATRICES

La majoration (1.148) se déduit du fait que le nombre d’éléments d’'une partition d’'un
ensemble fini est inférieur au cardinal de cet ensemble.
De méme, en échangeant les roles des groupes f et s, on a

Y c<cenlll (1.150)
thEg(gilxj)

Cas d’un cotit borné linéairement par la taille des groupes Dans le cas ol le cotit
est borné linéairement avec la taille des blocs comme c(|£] + |s|), on a

Y, clt+Ish=c ), Y 17| (1.151)

txs€ZL(J1xy) teg] {s€Ty 1 txs€L(T1xy)}

+e ), > Is] (1.152)

s€Ty {ted] : txs€eL(T1x)}

<c cra( Yolel+ ) Isl) (1.153)

tegy’! seJy!

<c Ll T1xp) (1971 +1971) d’apres(1.22). (1.154)

T1' (resp. 93') est un sous-arbre de J7 (resp. J7) utilisé pour la construction de J1.; par
(on obtient 9}’ en échangeant les roles de I et ] ainsi que et s)

Ji'={tegy:I' crets cIy:t' xs' € Ty }. (1.155)

1.3.5.2 Coiit en mémoire d’'une /#-matrice

Position du probleme On note A, une feuille de la #-matrice A s. Cette feuille repré-
sente un bloc matriciel de taille |£| x |s|. Ces blocs peuvent étre de deux types distincts :

— Une matrice pleine, soit |¢| x |s| coefficients;
— Une matrice de rang faible de rang r, soit r(|#| +|s|) coefficients.

L'estimation de la mémoire nécessaire au stockage d'une .#-matrice revient a fournir
une estimation du nombre total de coefficients de la .#-matrice. Il s’agit simplement de
la somme des coefficients sur les feuilles et 'on peut simplement employer I’estimation
(1.154). Il est donc nécessaire de trouver une borne linéaire en |£| +|s| pour chaque feuille.

Hypothese sur lerang Dans le cas d'un bloc de rang faible, on travaille dans la pratique
avec une précision donnée et le rang est un résultat de I'approximation de rang faible
effectuée. Pour effectuer les estimations suivantes, il est nécessaire de se donner un rang
maximal rnax qui n'est dépassé par aucune feuille admissible. Dans le cas du noyau de
I’équation de Laplace, on peut utiliser I'estimation suivante, similaire a (1.47),

r =0 (|log(e)?). (1.156)

Ce résultat sera justifié au chapitre 2 a travers une présentation de différentes méthodes
d’approximation de rang faible.

Dans le cas du noyau oscillant, le noyau de Green de ’équation de Helmholtz, cette hypo-
thése n'est pas correcte. En effet, une borne maximale trop grande serait inefficace pour
une estimation pertinente et le rang dépend généralement de la fréquence d’étude. A
haute fréquence, on s’attend a obtenir un rang plus élevé. Cette observation est justifiée
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par le simple fait qu’a haute fréquence, le noyau oscille de plus en plus et qu'il est néces-
saire de « capter » ces oscillations. C’est 'objet de ce manuscrit que d’étudier les variations
du rang d'une approximation de rang faible en fonction de la fréquence et I'’on abordera
cette étude au chapitre 3. La complexité générale de la méthode des .#-matrices repose
sur le comportement du noyau de Green ainsi que sur la structure de ’arbre (c.f Beben-
dorfOscillant). Dans la suite de ce chapitre, on suppose pour toute feuille admissible (i.e
de rang faible) A;s que I'on vérifie I'estimation suivante,

rang(Asxs) < I'max (1.157)

ol I'max Vérifie (1.156) pour une précision € fixée. On souhaite majorer le nombre de coef-
ficients des blocs A« s pleins en fonction de (|¢| +|s|) comme dans le cas des blocs de rang
faible. Les blocs denses sont petits et vérifient par construction des arbres de groupes,

min(|z],s]) < Pmax- (1.158)

Ainsi, on a immédiatement
[2] -|s| =min(|z],|s]) max(|£],]s]) (1.159)
<Pmax (1] +181) (1.160)

Dans tous les cas, en notant c¢;«s le nombre de coefficients d'un bloc A;xs, on a

Crxs SMaAX{Nmax, 'max} (| £] +18]),
<collt] +1sl), (1.161)

ol ¢y := max{fmax, 'max}- On peut alors donner une estimation de la mémaoire totale de la
matrice A z grace al'inégalité (1.161) ainsi que 'estimation (1.154) (en prenant ¢ = ¢p)

Proposition 1.27 (Espace mémoire d’'une #-matrice,[Beb00]). Soit T y«y un arbre de
blocs associé a l'arbre de groupe T g. On note 6corr(A), le nombre de coefficients de la
JC-matrice A y. Alors,

Gcorr(Az) <craco (LITN#IT +L(I7)#T}). (1.162)

Pour des réels stockés en double précision, la mémoire requise pour la J€-matrice est de
86 corr(A ) octets.

1.3.5.3 Norme d’une ./A-matrice

Lemploi de matrices dans une méthode numérique va souvent de pair avec le calcul

de sa norme. Plus particulierement lorsque celle-ci est une approximation d'une autre
matrice, il est alors intéressant de pouvoir mesurer I’erreur commise.
La construction d'une #-matrice s’effectue bloc par bloc et dans la pratique, on possede
une bonne mesure (voire optimale si la SVD est disponible) a I’échelle d'une feuille de
T #«.# et'on cherche a observer I’erreur sur la matrice entiere. La constante de rareté dé-
finie au paragraphe précédent permet d’écrire des estimations globales.

Deux normes sont courament utilisées, la norme de Frobénius ainsi que la norme
spectrale ( aussi appelée norme 2). Pour une matrice quelconque A de taille N x N, la
norme de Frobénius notée ||Al|r est définie par

N N
IAIE =Y 1A%, (1.163)
i=1j=1
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tandis que la norme spectrale ||A||, est caractérisée par

lAx|>
xeCNx20 [xll2

IAIIS = (1.164)

La norme de Frobénius en tant que somme de carrés de modules peut étre décompo-
sées en la somme sur les blocs d'une partition P donnée. La norme spectrale ne se préte
pas facilement a ce genre de manipulation mais I’on peut néanmoins utiliser la norme
spectrale d’'un sous-bloc pour la matrice complete. Dans le cas d'une subdivision hiérar-
chique en matrice blocs 2 x 2, on peut montrer le résultat suivant issu de [Beb00],

Théoreme 1.28. On considére une partition P de l'ensemble 1 x ] obtenue en partitionnant
chaque bloc en 2 x 2 matrices au plusL fois. On suppose par ailleurs que pour deux matrices
A et B, les blocs Ay, et By, pour b € P vérifient

lApll2 <IIBpll2. (1.165)
Alors, on a
Al <2"(IBll,. (1.166)

Dans la pratique, L = min(|97|,|97|) est un choix fréquent et alors le coefficient 2L est
del’ordre de min(|1], [J|). Le théoreme précédentrelie I'erreur sur un bloc al’erreur globale.
La borne 2! est par ailleurs une borne pessimiste et 'on peut s’attendre a une borne plus
faible dans le cas ou la partition P est plus fine. C’est typiquement le cas de la partition
constituée par les feuilles d'un arbre de blocs d'une #-matrice.

Le théoreme suivant [Beb00] fournit une estimation de I'erreur en norme 2 d’'une /-
matrice en fonction des erreurs commises a 1’échelle des feuilles.

Théoréme 1.29. Soit P = £(J14j) lensemble des feuilles d'un arbre de blocs J1xy. Pour A
et B deux /€-matrices définies a partir de cet arbre, on a

— La norme spectrale de A est liée au bloc de plus grande norme par

max||Apll2 < [[All2 < crall(J1xy) max||Apll2 (1.167)
beP beP

— Simaxpep||Apllz < maxpepllApll2,
IAll2 < cralL(T1x))IBll2 (1.168)

Ce théoreme peut permettre d’évaluer une erreur relative sur la matrice compléte a
partir de la connaissance des blocs en particulier grace a (1.167).

Calcul approché de normes Le calcul de la norme de Frobénius est lui aisé car il s’agit
d’une quantité additive qui peut étre calculée de maniére similaire a (1.154) avec au plus
Cramax{r2 .y, Nmax} (1110g (1) + [T log(I7]) .

La norme spectrale peut étre calculée avec une complexité log-linéaire par une méthode
de puissances itérées appliquées a AMA (A étant la transposée de la matrice conjuguée)
al'aide d’un produit matrice-vecteur, le produit AHA n’étant jamais effectué en tant que
tel.

1.3.6 Opérations sur les Z-matrices

Lintérét principal de la méthode des #-matrices est la possibilité d’effectuer des opé-
rations algébriques sur ces dernieres et d’obtenir un résultat de méme nature.
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Principe de base Le principe de base a partir duquel on construit des méthodes sur les
JC-matrices est la découpe par blocs en matrice 2 x 2 suivante,

(1.169)

A A
A:[“ 12]

Ax1 A

1.3.6.1 Produit matrice-vecteur

Le produit matrice-vecteur est une opération d’une trés grande importance pour des
solveurs itératifs. A partir d'une approximation x,, la résolution d’un systéme linéaire
Ax = b par une méthode itérative construit des approximations x, pour n = 1,...,N;zr de
la solution a partir de produits matrice-vecteurs par la matrice A. Le nombre Nj, d’ité-
rations requises afin d’obtenir la convergence peut parfois étre élevé et il est bon d’avoir
un produit matrice-vecteur rapide. Dans le cas matrices pleines, cette opération est d'une
complexité quadratique avec la taille N de la matrice. Par «rapide », on souhaite une com-
plexité de I'ordre de &' (Nlog(N)) (idéalement O (N)).

Dans le cas des #-matrices, une fois que 'on a construit I'arbre de blocs décrivant
la découpe hiérarchique de la matrice, le produit par un veceur est une opération tres
simple a effectuer. U'avantage de cette opération provient du produit rapide d’'une matrice
de rang faible par un vecteur comme décrit par I'expression (1.52).

Remarque 1.30 (Renumérotation). On rappelle par ailleurs que les degrés de liberté ont
été renumérotés lors de I'étape de construction de 'arbre de groupes. L'approximation
JC-matrice A 7 d'une matrice A est exprimée naturellement a I'aide de cette renuméro-
tation et il convient d’effectuer la bonne permutation du vecteur x au préalable. Ainsi, le
résultat est également obtenu avec cette numérotation et ’on peut obtenir le résutat dans
la numérotation originale en utilisant la permutation inverse.

Algorithme du produit matrice-vecteur L’algorithme (3) décrit le calcul récursif du pro-
duit matrice-vecteur y = Ax d'une .#-matrice et d'un vecteur.

Algorithme 3 Produit matrice-vecteur entre une .#°-matrice et un vecteur

Données: Une /-matrice A découpée en blocs par 14 et un vecteur x de taille N.
But: Calculer un vecteur y tel que y = Ax, y étant initialisé a 0.
1: Fonction MatriceVecteur (A, X, V) :
2: Si tx sestune feuille de J7,; Alors
3 Ve Vit ArxsXs
4: Sinon
5:  Pour t'x s €S(t x s) faire
6 MatriceVecteur(A, .y, Xy,))
7:  Fin Pour
8: Fin Si
9: finFonction

Comme pour I'assemblage d'une .#-matrice, on considere le cas d'une matrice carrée
construite a l'aide de I'arbre de blocs J7«1. Pour un vecteur x de taille N, on forme le
produit y = Ax al’aide de la structure hiérarchique de la matrice A. Pour un groupe ¢ € 97,
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le vecteur y; désigne le sous-vecteur de taille || défini par
(yi=We (1.170)

avec pour i =1,...,|t], t; € t. On définit de maniére équivalente le vecteur x;.
On n’effectue les produits qu’au niveau des feuilles de I'arbre J14;. Pour s, € 97, on a la
caractérisation suivante,

Vi= ) ApsXs (1.171)
thEx(%x[)

Dans le cas o1 A;« est une matrice de rang faible, on effectue le produit par le vecteur
xs d’apres (1.52) tandis que le cas plein est effectué de facon usuelle avec une complexité
quadratique mais sur un bloc de dimensions de I'ordre de 7yax X Pmax-

Complexité du produit matrice-vecteur La proposition suivante donne I’estimation de
la complexité du produit matrice-vecteur. On se limite a une matrice carrée construite sur
I'arbre J71.

Proposition 1.31 (Produit matrice-vecteur). Soit 91«1 un arbre de blocs associé a l'arbre
de groupe 91 pour l'ensemblel = {1,...,N}. On note é\mv (A ), le nombre d'opérations né-
cessaires pour effectuer le produit A z.x. Alors, on a

Emv (Aw) <2.6corrr(A), (1.172)

olL 6¢corrr (A ) est le nombre de coefficients de la /€ -matrice A s défini par la proposition
1.27.

Il s’agit d’'une complexité similaire a celle de I’assemblage d'une .#°-matrice ce qui est
attendu car le coefficient d'une matrice n’intervient qu'une seule fois lors d'un produit
matrice-vecteur que ce soit au format .#°-matrice ou au format usuel. On dispose alors
d’un produit matrice-vecteur rapide ce qui permet de construire un solveur itératif pour
lequel le produit matrice-vecteur est accéléré par I’approximation .#-matrice.

1.3.6.2 Addition de .#-matrices

La multiplication d'une matrice par un vecteur est une opération de type BLAS —2,
c’est-a-dire une opération entre une matrice et un vecteur. Les opérations d'un niveau
supérieur sont celles de type BLAS — 3 qui font intervenir des oppérations entre matrices.

Lopération la plus simple entre deux .#-matrices est d’en effectuer la somme. Pour
cela, il est nécessaire qu’elles soient formées d’apres le méme arbre de blocs. On peut
trouver dans la littérature (notament [Liz14]) des algorithmes permettant la somme de
matrices dont les structures sont légerement différentes a I'aide de méthode de conver-
sion hiérarchique basées sur I'opération d’agglomération décrite au paragraphe (1.2.3).
Nous ne détaillons pas ces méthodes dans la suite et 'on renvoie a [Liz14; BGH12; Beb00].

Pour A € #£(T14) et B € A (J145), onnote C = A+B. Les matrices A et B étant construites
sur le méme arbre de blocs, la somme C;. de deux blocs A« et B;xs peut prendre trois
formes différentes :

— Lebloc t x s est une matrice de rang faible;
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— Lebloc t x s est une matrice dense;
— Lebloc t x s n’est pas une feuille et est donc subdivisé.

Dans le cas de matrices denses, on somme les matrices élément par élément de facon
standard. Notons que le fait de sommer des blocs matriciels est une opération BLAS — 3
particulierement bien adaptée a la parallélisation et se traite simplement dans la pratique.
Le cas des matrices de rang faible se traite a partir de I’opération de sommation de ma-
trices de rang faible décrite au paragraphe 1.2.2.3 consistant a obtenir C sous sa forme
compressée UCVE. La concaténation formée d’apres les matrices de rang faible Usz et
UBV}E est exprimée sous la forme d’'une décomposition en valeurs singulieres approchée

UcVe =uzv?. (1.173)

La troncature de la matrice X fournit une matrice compressée d’'un rang k fixé ou a une
erreur € donnée. On note A @ B, la somme des ces deux matrices.

Algorithme AXPY L’algorithme (4) suivant décrit 'opération similaire
A—A+aB (1.174)

ol o est un scalaire. Il s’agit de I'opération AXPY de la librairie BLAS.

Algorithme 4 Algorithme d’AXPY pour des ./-matrices
1: Fonction AXPY (A;xs, Bixs, @) :

2: Si t x s est une feuille pleine de J7,; Alors

3 Apxs — Apxs + aByxs

4: Sinon Si 1 x s est une feuille compressée de J1,; Alors
S5t Apxs — Apxs ® 0By
6
7
8
9

: Sinon
Pour ' x s’ € S(t x s) faire
AXPY (Ayxg,Byxg ,a)
Fin Pour
10: Fin Si
11: finFonction

L'avantage de cette opération est que I’on connait facilement la structure du résultat
avant le calcul car les matrices sont toutes construites sur le méme arbre de groupes. De
plus, le nombre limité de configurations possibles permet de fournir une estimation de
la complexité avec la méme méthode que celle employée pour I'analyse de I'espace mé-
moire d'une /-matrice.

Complexité La complexité de I’addition de deux #-matrices peut étre obtenue de la
méme fagon que I'assemblage. Notons 65y (A, B) le nombre d’opérations nécessaires a la
formation de la somme A + B. Comme pour "assemblage, les briques élémentaires sont
les opérations sur les feuilles de J7.;.

— Le cas A« + Bsxs dense nécessite |£| - |s| additions (c’est le nombre de termes) et
ainsi on peut écrire I'inégalité,

2] - Is| <Pmax(] +1s1). (1.175)
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— Pour le cas compressé, en supposant que A, et By aient un rang commun fixe r,
le cotit de leur somme compressée est de 'ordre de 24r2(|t| +1s]) d’apres (1.12).

Alaide de (1.161) on peut déterminer la complexité de la somme de deux /#-matrices,

Proposition 1.32 (Somme de /#-matrices). Soit I1x1 un arbre de blocs associé a l'arbre de
groupe J1. On note 6sm (A, B.), le cotit de la somme de deux /€ -matrices. Alors,

Esm(Aze,Bap) <2¢ra coL(I7)|T7| (1.176)

avec ¢y = max{nmax,24rr2nax}.

1.3.6.3 Multiplication de .”Z-matrices

La multiplication de deux .#-matrices est une autre opération de type BLAS — 3 que
I'on peut réaliser avec des .#°-matrices. Si la somme est une opération relativement ai-
sée a implémenter, la multiplication de deux .#-matrices n’est pas une opération triviale
et son implémentation n’est pas aussi triviale que les opérations précédentes. La réfé-
rence [Beb00] contient un exposé détaillé de la multiplication de #-matrices tandis que
[Liz14] en fournit une implémentation robuste et paralléle. Dans la suite, nous nous limi-
terons a présenter les points difficiles et reproduire les estimations théoriques de la litté-
rature. Cette méthode n’est par la suite pas requise pour les développements effectués sur
le noyau de Helmholtz.

Structure du résultat Contrairement a la somme de deux #-matrices, le produit de
deux .#-matrices nécessite d’introduire un nouvel arbre de blocs. En effet, dans le cas
ou 'on considere A € A (J1xj) et B € A (Jj«k), la compatibilité entre les colonnes de A
et les lignes de B implique que le produit de ces deux matrices est une matrice associée
au produit des deux arbres de groupes 971 et k. Il est donc nécessaire de disposer d'un
arbre de blocs dont la racine est 97 x 9k . On définit alors I'arbre produit I3k de la facon
suivante [Beb00],

Définition 1.33 (Arbre produit). Soient J7,; et 97« deux arbres de blocs associés respec-
tivement aux arbres de groupes J7 et ) d'une part et 95 et I d’autre part. On définit
I'arbre produit de J14; et Jj«x, noté Iy, par

1. racine(Jyx) =1 xK.

2. Auniveau (! > 0) de Ik, 'ensemble S(z x s) des fils de ¢ x s est défini par

S(tx ) :{t’ xs' :Aregy O r e ;U x ' €St x 1) et ' x 5" € Sy (1 x s)}
(1.177)

On illustre -partiellement- cette définition a I'aide d’'un schéma. On considere pour
plus de simplicité, le cas suivant souvent présenté dans la littérature.
Trois arbres de groupes sont mis en jeu lors de cette opération, J7, I} et Ik .

Exemple de produit Pour les deux matrices de la figure, on détermine I'arbre de blocs
produit Ik . On commence par appliquer la définition pour le niveau [ = 0 et 'on déter-
mine les fils de ¢ x s. D’apres le schéma des arbres de groupes, on a les partitions suivantes
t=tut',r=r'ur’ets=s"us". Lensemble des fils de t x s est constitué de

— t' x s’ en considérant le fils ' dans (1.177).
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A B

FIGURE 1.12 — Exemple de produit de matrices C = AB.

It Iy JK: niveau
L r N [=0
t/ t.// rl r// S/ S/l l — 1
[=2

FIGURE 1.13 — Arbres de groupes mis en jeu dans le produit C = AB.

— t' x " en considérant le fils r’ dans (1.177).
— 1" x s’ en considérant le fils r’ dans (1.177).
— " x s en considérant le fils " dans (1.177).

Le premier niveau de 'arbre de blocs J7jx est représenté par la figure (1.14).

JK:
rxs

! 1!

t!'xs t'"xs t!'xs" t'"xs

FIGURE 1.14 — Arbre produit Jyx .

Pour le niveau [ = 1, on détermine alors les fils de chacun des nceuds de ’arbre. Dans
ce cas précis, t' et t” n’ayant pas de fils, la définition (1.177) donne S(¢’ x s') = @. Dans
ce cas, aucun enfant de ¢ x s n'a de descendance et ces enfants sont donc des feuilles
de I'arbre de bloc J7jx. Larbre produit 93k est donc représenté par la figure (1.15) ci-
desssus et la matrice C a donc la structure suivante, On peut constater sur cet exemple
que la détermination de I'arbre produit Ik n’est pas une chose aisée a la main. Dans la
pratique, on peut utiliser un parcours en largeur des arbres et tester la condition (1.177)
pour chaque candidat.

Méme si les matrices A et B sont identiques, il n'y a pas de regle quant a la structure
du produit et ’arbre produit peut étre plus grossier, plus fin voir completement différent
[Liz14] comme le montre d’ores et déja I'exemple précédent.

Estimation de la constante de rareté La constante de rareté de I'arbre produit vérifie
I'estimation suivante issue de [Beb00].
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C

FIGURE 1.15 - Structure de la matrice produit C = AB.

Proposition 1.34 (Constante de rareté de Ik ). Larbre produit Iy est un arbre de blocs
basé sur les groupes I1 et Ik . Sa profondeur, notée L(Ijx ) vérifie l'inégalité

L(Tyx) < min{L(J1p), LT} (1.178)
La constante de rareté de Ik satisfait l'inégalité suivante,
Cra(toji]K) gcra(cojix])cra(cojj'xK)- (1179)

Lestimation (1.179) est une borne maximale de la constante de rareté du produit Jyjx
et 'on peut obtenir une constante plus petite. Lexemple illustratif précédent met en jeu
des matrices dontla constante de rareté est 2 tandis que le résultat possede également une
constante de rareté de 2 ce qui est inférieur (4 dans ce cas) a la borne maximale donnée
par (1.179).

Algorithme de multiplication La construction del’arbre produit 93k représente la pre-
miere étape du produit de matrice. Une fois que I'on a créé cette structure, on effectue le
calcul effectif des produits. L'algorithme de multiplication doit tenir compte de la struc-
ture de I'arbre produit. En effet, le calcul du produit dépend de la structure du résultat.

Dans le cas de la multiplication, on a A et B respectivement construites sur les arbres
J1x) et Tyxx - La matrice C est alors construite a partir de 'arbre J7.x et ces matrices sont
compatibles et 'on peut effectuer le procuit C = AB. Chacune de ces trois matrices peut
intervenir sous trois formes différentes :

— Une matrice de rang faible;
— Une matrice pleine;
— Une matrice subdivisée en une matrice-bloc 2 x 2 (une .//-matrice).

Au total, on a donc 33 = 27 combinaisons possibles et seul le cas ou toutes les matrices
mises en jeu sont des /£-matrices est un cas de récursion. [Liz14] fournit une description
exhaustive de cet algorithme que I'on ne reproduit pas ici. Signalons tout de méme qu’il
peut étre nécessaire d’agglomérer des matrices de rang faible a I’aide de la méthode dé-
crite au paragraphe (1.2.3). A contrario, il est possible de créer une partition d'une matrice
de rang faible a partir de sa représentation compressée. En effet, pour un bloc compressé
A;xs S'écrivant sous sa forme réduite UV, on écrit les partitions suivantes,

_ U1

U= Ul (1.180)
_ V1

V= [Vz] , (1.181)
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et]’on peut obtenir la partition en matrice bloc 2x2 de la matrice A« ; de la facon suivante,

U,V{ U1V,

Aixs= Uzvif UZVE (1.182)

Il s’agit donc d’'une matrice bloc 2 x 2 dont les sous-matrices sont des matrices de rang
faible. Cette opération fait apparaitre quatres matrices de rang faibles virtuelles qui ne
sont pas présentes dans |’arbre original. Elles représentent simplément une étape inter-
meédiaire dans le calcul et d’ailleurs sans traitement particulier, cette opération double la
mémoire nécessaire pour stocker I'interaction ¢ x s. Ceci montre que cette étape doit étre
traitée avec précaution sous peine de dégrader les performances de la méthode. Ce sont
les étapes de conversions hiérarchiques développées dans [Liz14].

Complexité du produit matriciel Contrairement aux opérations précédentes, le fait que
la structure de Ik soit différente rend ’analyse de la complexité plus délicate. Cela est dii
au fait que la structure du résultat est totalement différente de la structure originale ce qui
requiert de nombreuses conversions hiérarchiques. On introduit alors une constante dont
le role est de mesurer la qualité de I'arbre produit 7k . C’est la constante d’idempotence.

Définition 1.35 (Constante d’'idempotence). Soit 91«1 un arbre de blocs basé sur I'arbre
de groupes J7. Pour un bloc ¢ x s de 141, on définit la constante d’idempotence c;q(t x s)
pour ce bloc par

cig(txs)=|{t'xs : ' e€S(t),seS(sHetIr'e Ty : ' xr' e T, r' xs €T}, (1.183)
Al'échelle de la matrice, on définit la constante d’idempotence c¢;4(J1x1) par

Cia(T1x1) = max cijg(txs) (1.184)
id\JIxI 1x €. (Tin) id
Cette constante s'interprete comme le nombre de termes composant un terme du pro-
duit matriciel. Ceci établit le lien avec I'estimation de complexité suivante,

Proposition 1.36 (Multiplication d’#-matrices,[Liz14]). Soit 91«1 un arbre de blocs as-
socié a l'arbre de groupe 91. On note p la profondeur de l'arbre J141 et l'on rappelle que
crq désigne la constante de rareté de la matrice. Pour deux #€-matrices A € S (J1x1,T) et
B € #(J1x1,1), leur produit AB peut étre représenté par une matrice de /€(J1x1,1) et dé-
terminé en 6\m opérations avec €\ Vérifiant l'estimation suivante,

G <K.¢} ¢34 (p+1)° max{|l], | £ (T, (1.185)

K étant une constante indépendante de la dimension des matrices.

1.3.6.4 Autres opérations

Les paragraphes précédents ont montré que I'on peut additionner et multiplier des
JC-matrices entre elles et que le résultat est encore une #-matrice. C’est la nature hié-
rarchique des .#-matrices qui est exploitée par ces opérations et les rend efficaces. De
plus, en effectuant I'hypothése que le rang n’explose pas au cours des opérations, on a
exhibé des estimations a priori de la complexité de ces opérations et ces derniéres sont
plus rapides que leurs équivalents classiques respectifs.

Le produit matrice-vecteur développé permet d’utiliser un solveur itératif rapide mais
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dans le cas ol1 le nombre de seconds membres est important, on préfere utiliser un sol-
veur direct afin de résoudre un systeme linéaire Ax = b. Pour cela, on peut envisager plu-
sieurs méthodes selon la matrice A.

Les opérations effectuées ne le sont pas toujours au plus bas niveau de I'arbre et
peuvent étre effectuées sur un nceud de I'arbre de blocs. Ce nceud peut étre :

— Une matrice dense;
— Une matrice de rang faible;
— Une /-matrice.

Les deux premiers cas correspondent a des feuilles et 'on peut effectuer des opérations
sur ces dernieres de maniere efficace. Les matrices denses sont par construction de petite
taille tandis que les matrices de rang faible peuvent étre manipulées efficacement grace
aux opérations décrites au paragraphe 1.2.2. Dans le cas ou le nceud est une .#-matrice
(i.elui-méme subdivisé en blocs) on peut continuer de maniere hiérarchique I'algorithme
jusqu’a atteindre une feuille (C’est le cas de I’addition) ou effectuer une opération sur ce
nceud en tant que /°-matrice dans le cas des factorisations que I’on décrit a présent.

Nous nous sommes restreints a des arbres de groupes binaires et ainsi, les nceuds de
I’arbre de blocs sont des matrices 2 x 2 par bloc. Si le nceud ¢ x s de I'arbre 914 n’est pas
une feuille, le bloc matriciel associé a ce dernier est de la forme

Atlxsl Atlxsll

) (1.186)
At”xs’ At"xs"

Apxs= [

ou ', t" et s/, s” sont les fils respectifs des groupes ¢ et s. L'idée principale des opérations
suivantes est d’exploiter cette structure de matrice bloc 2 x 2 en écrivant de facon hiérar-
chique les algorithmes écrits pour les matrices 2 x 2. Notons que dans le cas d'un nceud
t € 91 quelconque, ses fils ne sont pas nécessairement de méme cardinal et les blocs de la
matrice 2 x 2 par blocs ne sont pas de la méme dimension. Ceci ne pose aucun probléeme
pour écrire les algorithmes suivants.

Dans toute la suite de ce paragraphe, on considere un arbre de blocs 74 associé a un
arbre de groupes J7. Cette restriction correspond a considérer une matrice de discrétisa-
tion du nuage de degrés de liberté sur lui-méme soit «1'objet » en entier.

Inversion d’'une matrice A l'aide de la somme et du produit de .7/-matrices, on peut
construire une inverse d’'une matrice A s sous la forme d’'une #-matrice également. On
considere la matrice inversible A suivante

A1 A

A=
Az Az

) (1.187)

ou le bloc A;; est inversible. Le complément de Schur S [GL96] du bloc A, dans A est
donné par

S =Ags — Az A1 Ap. (1.188)
S est inversible et I'on peut relier A™! 2 S~! par

_ AL +ATTALRS T IANA —A[ARST!

-1
A S 1Ay A7 sl ]

(1.189)
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Dans le cas ou A est une #-matrice, le calcul de I'inverse de Aﬁl ainsi que du complé-
ment de Schur S™! est effectué de maniére hiérarchique. Le calcul du cas de base (au plus
haut niveau de I'arbre de blocs) s’effectue nécessairement sur une matrice dense. En effet,
une matrice de rang faible n’est par définition pas inversible et la quantité A~! n’est pas
définie. On n’explicite pas ici le détail de cette récursion et I’on renvoie a [Liz14; BGH12]
pour un exposé plus approfondi. [Liz14] fournit également des tests numériques de I’al-
gorithme sur des cas pratiques en électromagnétisme et en acoustique.

Ce calcul d'une matrice inverse approchée A;,,; de A permet de résoudre le systeme li-
néaire A s x = b en calculant le produit matrice-vecteur

x=A,b. (1.190)

De plus, on peut également se servir de cet inverse approché comme préconditionneur
dans un solveur itératif [Beb00]. Cependant, on préfere dans la pratique utiliser une fac-
torisation de la matrice A .

Factorisation LU La méthode usuelle pour résoudre un systeme linéaire Ax = b consiste
en deux étapes. Dans un premier temps on cherche une décomposition particuliére de la
matrice puis I'on résout un systéme linéaire équivalent mais plus simple [GL96]. Les rai-
sons de cette décomposition sont a la fois la complexité de la méthode et la stabilité nu-
mérique de la méthode. En effet, le cofit de la résolution d’'un systeme linéaire avec une
factorisation LU est deux fois plus faible que sil’on utilise une méthode d’inversion de la
matrice [LT86; GLI6].

On sait que toute matrice A de taille N x N peut s’écrire sous la forme
A=P7'LU, (1.191)

ol P est une matrice de permutation, L une matrice triangulaire inférieure dont les élé-
ments diagonaux sont unitaires et U une matrice triangulaire supérieure (on peut choisir
la diagonale de U comme unitaire a la place de celle de L). Le systeme Ax = b devient alors
P~1LUx = b, ce qui est équivalent a résoudre successivement deux systémes triangulaires.

Pour des matrices par blocs, la factorisation LU sans pivotage (i.e P = Iy) est stable et
ne présente pas d’instabilité dans la pratique si la matrice est symétrique et définie posi-
tive ou a diagonale dominante [Liz14] contrairement au cas général ou la factorisation LU
sans pivotage d’'une matrice A peut présenter un comportement instable [GL96; TB97].
C’est cette version par blocs et sans pivotage que I'on va décrire ici.

Comme pour l'inversion, nous nous contentons de décrire le motif de récursion et
renvoyons a [Liz14] pour un exposé détaillé des algorithmes. L'objectif fixé est d’écrire
une factorisation LU d’'une matrice bloc 2 x 2,

(1.192)

el ah i

Loi Lo 0 Uz
En effectuant le produit et en identifiant terme a terme, on obtient les quatre équations
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suivantes
Ay =L11Uyy, (1.193)
Aj2 =L11Uy2, (1.194)
Aoy =L1Uyy, (1.195)
App =L1U12 + LopUps. (1.196)

L'équation (1.193) est une factorisation LU d'un sous-bloc de A et représente un cas
de récursion. Dans un contexte de .#-matrices, on effectue I'opération de factorisation
de maniere hiérarchique sur A;;. Les équations (1.194) et (1.195) sont respectivement la
résolution d’un systéme triangulaire inférieur et supérieur ot les seconds membres sont
respectivement A et Ap;. Ces opérations sont également effectuées de facon récursive
dans un contexte de .#-matrices.

Enfin, I'’équation (1.196) peut s’écrire sous la forme

Ao —Lo1Uq =Loo Uy,

ce qui correspond a la factorisation LU de la matrice Aps — Lo U;2. Cette derniere corres-
pond a un produit et une somme de #-matrices tel que décrit précédemment. Toutes les
opérations ci-dessus sont donc effectuées hiérarchiquement et 'on peut alors former la
factorisation LU d'une .#°-matrice A _# et I'on peut alors résoudre le systéme A x = b a
I'aide de cette factorisation [BGH12; Beb00; Liz14].

Complexités Dansle cas de 'inversion hiérarchique, [BGH12] fournit une estimation de
la complexité en fonction de la complexité de la multiplication de matrices car il s’agit en
effet de 'opération la plus utilisée lors de I'inversion.

Dans le cas de la factorisation, I'analyse de la complexité n’est pas aisée a obtenir. En par-
ticulier, I'hypothese effectuée sur le rang parait trop optimiste et on constate une crois-
sance du rang au cours de la factorisation. De plus, les opérations ne sont pas effectuées
avec des opérandes de méme type (feuilles entre elles) et on a recours a de multiples
conversions hiérarchiques. On constate une complexité de 'ordre de @(Nlog®N) pour
des problémes de taille N et pour N allant jusqu’a plusieurs millions de degrés de liberté.
[Liz14] fournit une implémentation paralléle et efficace de la factorisation LU d'une /-
matrice et constate également cette croissance asymptotique sur des matrices issues de
la discrétisation du noyau de Helmholtz.

Remarque 1.37 (Autres décompositions). D’autres décompositions sont étudiées dans la
littérature, la factorisation QR dans [Beb00] ou la factorisation de Crout LDLT dans [Liz14].

1.4 Conclusion

La discrétisation par éléments finis de I'équation modele considérée en début de cha-
pitre conduit a un systéme linéaire plein. Cette équation modele est une équation inté-
grale fréquemment utilisée dans la résolution de probléemes physiques comme la résolu-
tion des équations de I'électrostatique ou en acoustique et le besoin de méthodes appro-
chées rapides et robustes résolvant ce type d’équation est réel dans I'industrie.

Sans méthode adaptée, la complexité d’assemblage de la matrice de discrétsation de taille
N x N est en @ (N?) tandis que la résolution du systéme linéaire associé est en O (N3). Ces
complexités s’averent étre vite pénalisantes et I'on cherche a construire des méthodes
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d’assemblage et de résolution rapides i.e d'une complexité de I'ordre de & (Nlog(N)) opé-
rations.

L'idée principale d'une méthode rapide est d’utiliser au maximum les propriétés ana-
lytiques du noyau de I’équation. Dans notre exposé, nous avons considéré un noyau sin-
gulier sur la diagonale et montré par des exemples simples mais représentatifs que ’éloi-
gnement de la diagonale est un point clé d'une méthode rapide car cela permet de construire
des approximations efficaces du noyau. Il est donc nécessaire d’éloigner les degrés de li-
berté du probleme afin d’obtenir de telles approximations.

La méthode des #-matrices que I'on a développée dans ce chapitre réalise exacte-
ment cette séparation des degrés de liberté. Le point initial de cette méthode consiste a
représenter ’ensemble des degrés de liberté a I'aide d'une structure d’arbre binaire. Cette
structure permet la séparation rapide et efficace des inconnues du probleme et représente
une partition des lignes et des colonnes de la matrices. L'interaction entre deux nceuds de
cet arbre binaire définit un sous-bloc matriciel de la matrice de discrétisation et le choix
de ces nceuds s’effectue grace a un critere de séparation géométrique appelé critere d’ad-
missibilité. Ce critéere permet d’obtenir a partir de I’arbre binaire représentant les degrés
de liberté (arbre de groupe) un nouvel arbre représentant une partition hiérarchique par
blocs de la matrice : c’est une #-matrice.

Ces blocs correspondant ainsi a des interactions lointaines, on peut les représenter effi-
cacement a I'aide de matrices de rang faible, c’est-a-dire des matrices dont le rang est trés
inférieur a ses dimensions. Des matrices de rang faible de taille m x n et de rang r peuvent
étre sommées et multipliées avec une complexité de I'ordre de @ (r? (m+ n)) ce qui est une
complexité linéaire a l’échelle d'un bloc. Ces propriétés sont exploitées hiérarchiquement
afin de construire les opérations d’addition et de multiplication sur les .#-matrices.

On a également présenté un produit matrice-vecteur pour les .Z°-matrices en 0 (Nlog(N))
opérations ce qui permet I'utilisation d’un solveur itératif rapide a partir des #-matrices.
Par ailleurs, un avantage majeur des .#-matrices est la possibilité d’effectuer le calcul
d’'un inverse approché en conservant le méme format ainsi que de construire une facto-
risation LU d'une matrice. Ces opérations rendent possible la construction d'un solveur
direct rapide a partir des #-matrices. Il s’agit d'une méthode actuellement utilisée dans
I'industrie pour la résolution de grands systémes linéaires pleins avec un temps de calcul
et une précision maitrisés. Par ailleurs, le développement d’'implémentations paralleles
efficaces de cette méthode est un champ de recherche dynamique.

Les matrices de rang faible apparaissent suite a I'approximation du noyau de |’équa-
tion intégrale par une décomposition analytique ou lorsque I'on effectue une approxima-
tion algébrique d’'un bloc matriciel déja assemblé. Le chapitre suivant porte sur les mé-
thodes -analytiques et algébriques- existantes pour obtenir une matrice de rang faible :
c’est la compression d'une matrice.
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CHAPITRE 2. COMPRESSION D’UNE MATRICE

2.1 Introduction

Lobjectif de ce chapitre est de présenter des méthodes permettant de compresser une
matrice (un sous-bloc dans le cas d'une méthode hiérarchique). La compression d’'une
matrice est 'un des principaux ingrédients d'une méthode rapide telle que la FMM ou les
Jf-matrices. Pour une matrice M de taille m x n et une tolérance € données, on cherche
une représentation approchée de la forme M = AB' o1 A et B sont de tailles respectives
mx r et nxr avec la condition r << m, n et telles que

IM—AB" > <elM]l,. (2.1)

_r

FIGURE 2.1 — Représentation compressée d'une matrice. La matrice est exprimée en tant qu'une
somme de produit tensoriels.

Dans un contexte d’éléments finis de frontiere, on s'intéresse a des matrices dont le
terme général est donné par une intégrale double de la forme suivante,

M,-j=frer(x,y)qaj(y)¢§(x)dr(x)dr(y). (2.2)

On distinguera deux classes de méthodes selon que 'on approche le noyau de Green
G(x,y) (méthodes analytiques) ou la matrice de discrétisation (méthodes algébriques).
Ces deux approches peuvent étre complémentaire et généralement sont toutes les deux
utilisées dans un code de calcul.

Méthodes algébriques Dans le cas des méthodes algébriques, on ne réalise pas réelle-
ment la séparation des variables. Par exemple, pour une précision € donnée, la décompo-
sition en valeurs singulieres (SVD) fournit 'approximation de rang minimal satisfaisant
2.1. Pourtant, cette décomposition ne sépare pas les variables x et y. Elle traite simple-
ment la matrice en totalité pour trouver un nombre minimal de vecteurs (donc un rang)
pour représenter la matrice a la précision voulue.

Ces méthodes supposent peu d’hypotheses sur la matrice et ont en général un com-
portement de type “boite noire”. L'algorithme de référence pour effectuer la compression
d’une matrice générale est la décomposition en valeurs singulieres. Cette décomposition
est tres largement utilisée, au moins de maniere théorique, des que I'on souhaite obte-
nir des estimations d’erreur. La factorisation QR et ses dérivés permettent de trouver une
base de 'image de M (notée Im(M)). La notion de compression intervient dans la réduc-
tion de cette base afin de ne conserver que les éléments qui contribuent le plus a décrire
I'espace Im(M). Il est également possible d’obtenir une base de I'espace constitué des

63



CHAPITRE 2. COMPRESSION D’UNE MATRICE

lignes de M en appliquant la factorisation QR a la transposée M! de M. On introduit a
la section 2.2.3 une version probabiliste de la méthode QR afin d’accélérer les résultats.
En effet, il suffit de remarquer que si Qy est une base de 'image de Y = MQ alors Qy est
également une base de I'image de M. C’est le produit par une bonne matrice test Q qui
permet la réduction rapide de I'image de M. Pour toutes ces méthodes, I'intégralité de la
matrice est utilisée afin de déterminer I'approximation de rang fixe voulue et cela impose
une complexité d’au moins @' (mn) en I’absence d’hypothése particuliére (matrice creuse,
matrice structurées, ...). On améliore ce point a I'aide d'une version heuristique de I'éli-
mination de Gauss, I'algorithme ACA. Cet algorithme est détaillé en 2.2.6 et on constate
qu’il fournit de tres bons résultats dans la pratique des que les valeurs singulieres de la
matrice affichent un profil a décroissance rapide.

Méthodes analytiques Contrairement aux méthodes algébriques, ces dernieres sont plus
intrusives et nécessitent en général une bonne connaissance du noyau G(x, y). Leur fonc-
tionnement est malgré tout commun en ce sens ou elles cherchent a obtenir une approxi-
mation du noyau G(x, y) a variables séparées et de rang fini de la forme

r—1
G, y) =Y ug(x)vg(y). (2.3)
q=0
En injectant I’aproximation 2.3 dans 2.2, on se ramene a une somme de produits de deux

intégrales simples au lieu d'une intégrale double,

Mij

frfrG(x,y)q)j(y)q)f(x)dfx(x)dfy(y)
xvly

fx‘/l:y q:
r—1

Y U uq(x)q>§(x)drx(x)) (f
q:() l“x r

r—1

ug(x)vg(y)
0

1

D (y)P; (x)dT (x)dT y(y)

1

vg())®; (y)dFy(y)).

y

En posant

Ay = (fr uq(x)d>§(x)drx(x)),

Bjg (fry vq(y)fbj(y)dfy(y)),
on retrouve bien I'approximation matricielle 2.1.

Dans le cas des équations de Laplace et de Helmholtz, on dispose d’'une décomposi-
tion adéquate a travers le développement multipolaire pourvu que x et y soient séparées
d’une distance suffisante dite condition d’admissibilité. Ce développement est a la base
de la méthode des multipoles rapides (FMM) développée par Rokhlin et Greengard dans
les années 80. Il est néanmoins trés spécifique et présente certains inconvénients dans la
pratique. Pour des applications particuliéres que nous ne développerons pas ici, d’autres
méthodes utilisant une famille de fonctions orthogonales ont été utilisées. Sous certaines
hypotheses de régularité sur le noyau, on peut utiliser la méthode générique du déve-
loppement en série de Taylor puis tronquer la série afin d’obtenir une approximation de
rang fini. Une méthode plus simple a manipuler car ne nécessitant pas les dérivées suc-
cessives de G est I'interpolation polynémiale. Enfin, on revient également sur la méthode
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d’approximations croisées (ACA) dans le cas d'une matrice “BEM” de la forme 2.2. Avec
I’hypothése supplémentaire que G est asymptotiquement lisse, cette méthode construit
une approximation dégénérée de rang r (r petit). Cette donnée d’hypotheses supplémen-
taires sur le noyau permet d’affiner I'algorithme notament le choix du premier pivot. Il
s’agit d'un point essentiel de la méthode d’Hybrid Cross Approximation (HCA) présentée
ci-aprés qui combine approximations croisées et interpolation polynémiale. On se limi-
tera dans ce chapitre au noyau de Green de I’équation de Laplace.

2.2 Méthodes algébriques

Notations Dans tout ce chapitre, on note par ¢ et s les ensembles suivants, t = {1,...,m}
et s ={1,...,n}. On note également 7 = {iy,..., i}, r lignes extraites de la matrice, 7 est un
sous-ensemble de ¢ = {1,..., m} dont les éléments ne sont pas ordonnés. De facon simi-
laire, on note § un sous-ensemble des colonnes. On notera M|;, ; la matrice extraite de
taille r x r dont les coefficients sont donnés par

Mlixg)pg =Mi,,j,-

' Jaj2 Jjs N

I3

;i 111 t=1i1, iz, 03,4}
§:{j1yj2)j3!j4}

W

FIGURE 2.2 - Lignes et colonnes extraites d'une matrice.

Avec ces notations, M|(;;xs et M|;xj; désignent respectivement la ligne i et la colonne
j de la matrice M.

2.2.1 Décompositions en valeurs singuliéres (SVD)

Les résultats suivants introduisent la notion de décomposition en valeurs singuliéres
(SVD). Ce résultat est au coeur de nombreux résultats théoriques d’algebre linéaire. On se
contente ici d’en exposer les grandes lignes nécessaires a la compression d'une matrice.
On renvoie le lecteur a [GLI6] pour un exposé plus précis.

Théoreme 2.1 (Décomposition en valeurs singulieres). SoitM € C"*", on note p = min(m, n).
Alors il existe des matrices orthogonales U = [uy,..., U] € C"™" etV = [uvy,...,v,] € C""*"
telles que

UMV = X

= diag(oy,...,0,) eR™*"

01202 = ...20,=0.

On appelle respectivement u; et v; les i°""° vecteurs singuliers gauche et droit. o; est la i°™°
valeurs singulieres de la matrice M aussi notée o ;(M).
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On peut relier les propriétés algébriques d’'une matrice quelconque M a sa décompo-
sition en valeurs singulieres M = UZV*.

Proposition 2.2 (Développement en valeurs singuliéres). Soit l'entier non nul r défini par

01=...20;>0p41 = ...=0p=0.
Alors,
rang(M) = T,
Ker(M) = Vec(Vys1y...,Un),

ImM) = Vec(uy,...,u,).
On peut alors former le développement en valeurs singulieres de la matrice M par la quan-
tité
;
M, = ) oiuv;.
i=1

Le développement précédent nous permet également d’établir des résultats pour dif-

férentes normes matricielles.

Proposition 2.3 (Normes matricielles et SVD). Le développement en valeurs singulieres
précédent et 'orthogonalité des vecteu rs singuliers impliquent les égalités suivantes,

2 2 2
Mg = of+...+07%,
Ml = oy,

Mx|l2
= 0, (m=n).
x#0 || xll2

Les deux propriétés précédentes montrent I'utilité de la décomposition en valeurs sin-
gulieres dans la pratique. Le théoreme suivant dii a Eckart et Young montre que cette der-
niere permet également de former une approximation d’'une matrice au sens de la norme
spectrale et ainsi d’en former une représentation efficace. On considere le développement
en valeurs singuliéres de la matrice M du paragraphe précédent.

Théoréme 2.4 (Meilleure approximation/Eckart-Young). Soient k < r = rang(M) et My €
C"™" définie par

k

I3

M = ) ojuvt.
i=1

Alors on a,

min M-Sl = [M—Mgl2=0k41.
rank(S)=k

Ce résultat énonce que pour un rang donné, le développement en valeurs singulieres
fournit la meilleure approximation au sens de la norme spectrale. Dans la pratique, on
préfere se donner une tolérance € et trouver le meilleur approximant possible au sens de
la norme spectrale. On rappelle que le rang numérique r.(M) de M a € prés est défini par

M) = i S
re(M) ”Mrpslﬁserang()

Le théoréme de meilleure approximation précédent entraine que
01=...20,> € =0p+412...20p,p=min(m,n).
Lutilisation adéquate des inégalités ci-dessus permet des lors la construction d'un ap-

proximant a précision fixe.
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Application 2 la construction d’une approximation de rang faible Etant données une
matrice M € C"*"" et une tolérance €,0 < € < 1, on souhaite construire une approximation
de la forme M =~ A.B telle que I'erreur relative en norme spectrale vérifie,

IM—~AB'[l2 < elM|.

Puisque o1 (M) = [M]l», il suffit de normaliser les valeurs singuliéres, et quitte a poser G; :=
g—i(i =1,...,p), on obtient

1=6,= ... zép,p:min(m,n).

11 suffit alors de choisir I'entier r, tel que

0]‘6 2 € Z 6r€+1.
La troncature M,, du développement en valeurs singulieres au r. premiers termes fournit
alors I'approximant de rang minimal vérifiant le critére d’erreur relative.

Pour i =1,...,1¢, on note #; := /0;.u; et ; := y/o;.v;. On peut alors construire une ap-
proximation de rang faible a partir de 'approximant M,..

— .17/t
M, = Zalulvi

ouU = [ay,..., ir] € R etV = [vy,...,v,] € R"*¢. On obtient alors I'approximation
voulue dont le rang est par construction re.

Calcul numérique delaSVD Dans la pratique, nous avons utilisé la librairie d’algebre li-
néaire LAPACK qui contient des implémentations performantes de plusieurs algorithmes
de SVD dont I'algorithme de Golub-Reinsch.

Pour une matrice de taille m x n, le cotit de I'algorithme de Golub-Reinsch est €pp =
AmPn+8mn?®+9n3. Si m = n, ce coft est cubique (O (n%)). Ceci rend I'utilisation de cette
méthode peu utilisable en pratique des que les matrices sont de grandes tailles. On notera
également que la construction d'une approximation de rang faible nécessite de connaitre
I'intégralité de la matrice.

Les autres méthodes algébriques existantes (QR,LU,...) tentent de déterminer une ap-
proximation de facon plus rapide quitte a perdre la notion de meilleure rang.

2.2.2 Factorisation QR d'une matrice
2.2.2.1 Existence de la factorisation QR

On décrit ici les principaux résultats de la factorisation QR d’'une matrice. On renvoie
le lecteur a la référence [GL96] pour de plus amples détails ainsi qu'un exposé complet
des algorithmes. Nous ne détaillerons pas les algorithmes permettant le calcul de cette
décomposition et nous suggérons de consulter -outre la référence [GL96]- la documenta-
tion de la librairie LAPACK, laquelle contient des implémentations performantes de ces
algorithmes.
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Proposition 2.5 (Factorisation QR). SoitM une matrice réelle de taille m x n. Alors il existe
une matrice orthogonale Q de taille m x m et une matrice triangulaire supérieureR de taille
m x n telles que

M = QR. (2.4)

Remarque 2.6 (Processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt). La méthode d’ortho-
gonalisation de Gram-Schmidt prouve par construction I’existence de la factorisation 2.5.
L'existence de cette factorisation est prouvée par son calcul Notons enfin que la méthode
de Householder fournit également la factorisation QR d’'une matrice.

Sans perdre de généralité, on suppose que m > n. On va relier 'image de M avec
I'image de Q grace a la proposition suivante ce qui permet également de faire le lien avec
la notion de rang puisque le rang d’'une matrice est la dimension de son espace image.

Proposition 2.7. Soit M = QR la factorisation QR d’'une matrice M de taille m x n de rang
plein. On partitionne les matrices M et Q selon leurs colonnes et on note M = [My,...,M;]

etQ=10Qq,...,Q,]. Alors :
Vec(My,...,M;) =Vec(Qq,...,Q;), r=1,...,n.

En particulier, si l'on note Q11 = [Qy,...,Qul et Q12 = [Qu+1,...,Qml de telle sorte a avoir

Q11 =[Q11Q12], alors :

Im(M)
Im(M)*

Im(Q;1), (2.5)
Im(Q12), (2.6)

etM = Qq1Ry; avecR; =R(1: n,1: n). Cette factorisation est la factorisation QR réduite de
M. On notera de plus que cette factorisation QR réduite est unique.

Grace a la proposition précédente, on montre que le rang de M est aussi le rang de
Q1 et ainsi, la détermination du rang d'une matrice peut étre effectuée par le biais de sa
factorisation QR réduite.

Dans le cas ou I'on travaille a précision donnée, la proposition suivante montre qu'’il est
possible de relier la factorisation QR d’'une matrice avec son rang numérique (cf [GLI6] et
[HP92]).

Proposition 2.8 (e-rang). Soit une précision fixéee. On écrit M = QR la factorisation QR de
la matrice M de taille m x n. On décompose la matrice R par blocs de la facon suivante,

R Rlz]

R= 0 Rox

oitRi1 ER™", Ron € R(n=r)x(n=r) etRyp € R™>=1)_ Sj de plus,
Omin(R11) >> [R2z2ll2 = O (e),
alors le rang numérique de M a la précisione estr.

Cependant, dans le cas d'une matrice de rang faible, la factorisation QR peut ne pas
donner une base pour I’espace image de M (voir [GL96] p.248 par exemple). Une solution
est alors d’appliquer la factorisation QR a une permutation MP des colonnes. On obtient
alors:

MP = QR.
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Calcul de la factorisation QR avec pivots On peut obtenir cette factorisation en utilisant
la méthode de Housholder pour la détermination de la factorisation QR (algorithme 5.4.1
de [GL96] et voir [BG65] pour la référence originale). En effet, pour une matrice de taille
m x n de rang k, I'algorithme proposé dans [GL96] a un cotit €pgr donné par

6por = 4mnr —2r*(m+n) +4r°,

soit 6pgr = O (mnr). On note que ce colt est inférieur a celui du calcul de la décom-
position en valeurs propres tant que le rang est faible et est comparable au cott de la
méthode de Gram-Schmidt avec pivots. Toute la difficulté réside dans la détermination
d’'une bonne permutation -selon des criteres a définir- et ce de maniere économique d’'un
point de vue calculs. Dans nos applications, le rang n’est pas connu a priori et on souhaite
I’obtenir en plus d'une factorisation QR. La factorisation adéquate est liée a la notion de
factorisation QR révélant le rang que nous développons dans la partie suivante.

2.2.2.2 Factorisation QR révélant le rang

On s’intéresse a une factorisation QR partielle d'une matrice complexe M de taille m x
n de la forme MP = QR ou Q est orthogonale et R est décomposée par blocs de la facon
suivante,
Ri1 R

R= 0 Ro

’

oll, Ry; € R™*" est bien conditionnée, Roy € R >~ est de norme spectrale petite et
R, € R™*("=7) estlinéairement indépendante de R1; et ses coefficients sont bornés, r étant
un entier non nul. Cette forme de factorisation est particulierement utile pour étudier le
rang dans le cas ol les blocs diagonaux de R sont de normes différentes.

On décrit a présent la notion de factorisation QR révélant le rang aussi appelée RRQR
(Rank Revealing QR) dans la littérature. Dans un premier temps, on adoptera la définition
fournie dans [GE94] (voir également [MGO03]).

Définition 2.9. On appelle factorisation QR révélant le rang une factorisation QR par
blocs de la forme précédente et dont les blocs vérifient les conditions suivantes,

o,M)

p(r,n)
Omax(R22) < 0,41 (M) p(r, n),

WV

Omin(R11)

ou p(r,n) est un polyndéme en 7 et r de bas degré et borné.

D’autres définitions moins restrictives existent, notamment dans [HP92]. On présente
une de ces définitions fortement liée a la propriété 2.8.

Définition 2.10. Supposons qu'une matrice réelle M de taille m x n ait un rang numérique
r.S’il existe une permutation P de ses colonnes telle que la factorisation QR de MP s’écrive
MP = QR avec,

R;p R
R:[” 12},

0 Roax

Ry € R™" et
Omin(R11) >> [|Raz2ll2 = O (e),

alors la factorisation MP = QR est appelée factorisation QR révélant le rang.
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Cette définition impose des conditions sur les blocs diagonaux de la matrice R qui
sont liées a la notion de rang numérique. On peut utiliser une définition équivalente
en travaillant avec la norme de Frobénius en utilisant le fait que pour toute matrice M,
IMll2 < IM]|g.

Définition 2.11. Supposons qu'une matrice M de taille m x n ait un rang numérique r.

S’il existe une permutation P de ses colonnes telle que la factorisation QR de MP s’écrive
MP = QR avec,

R R

R= [N Rz

Ry eR™7 et

—— >> ||[Ra2llp =0 (),
IRT; IIg

alors la factorisation MP = QR est appelée factorisation QR révélant le rang.

Il se peut néanmoins que la factorisation RRQR précédente ne soit pas numérique-
ment stable si la norme de Rfllng est grande. On introduit alors la notion de factorisa-
tion RRQR robuste abordée dans [GE94] ou [MGO03]. La premiere définition donnait des
conditions sur omin(R11) et omax(R22), on définit la factorisation RRQR robuste a travers
une condition sur RfllRlz.

Définition 2.12. En gardant les mémes notations que dans la définition 2.9, on dit qu'une
factorisation RRQR est robuste si et seulement si il existe un polynéme ¢(r, n) borné et de
bas degré en r et en n tel que

|(R111R12),-j| <q(r,n),pouriefl,...,rtetje{l,...,n—r}.

L'existence de telles factorisations est demontrée dans [GE94] et les auteurs fournissent
par ailleurs des résultats sur ce que sont les polyndmes mis en jeu. De plus, cette facto-
risation possede I'avantage de déterminer le rang de la matrice M comme le montre les
résultats suivants, issus de [GE94] (on peut aussi consulter [CGMRO05] pour une utilisation
pratique de ces résultats).

Le premier théoreme montre que pour toute matrice M, il est possible de trouver
une permutation P de ses colonnes telle que MP puisse étre décomposée sous la forme
MP = QR ot Q est une matrice dont les colonnes sont orthonormales et R est triangu-
laire supérieure. De plus, les valeurs singulieres de la sous-matrice d’ordre r de R sont de
bonnes approximations des r plus grandes valeurs singulieres de M. Le théoreme stipule
également que les r premieres colonnes de MP forment une base bien conditionnée de
I'image de M a la précision g ,.;(M).

Le second résultat suivant montre qu’'on peut obtenir une factorisation QR révélant le
rang en un temps raisonnable si I'on relache les conditions sur la matrice R.

Théoreme 2.13 (Gu-Eisenstat). Soit M une matrice de taille m x n, posons | = min(m, n)
et soitr un entier tel que 1 < r < L. Alors il existe une factorisation

MP = QR

ou P est une matrice de permutation de taille n x n, Q est une matrice ayant ses colonnes
orthonormales de taille m x | et R est une matrice de taille | x n triangulaire supérieure. En
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décomposant Q etR de la sorte :

[Qu Qu2
Q21 Qo2

_ Ri1 Ry
0 Rx

ot Qi1 et Ry sont de taille r x r, Qy; de taille (m—r1) x 1, Q2 de tailler x (I —1), Qo de
taille (m—r) x (I —r),Ria de tailler x (n—r) et Ry, de taille (I —r) x (n—r), on obtient les
inégalités suivantes

1
R > —0,(M), 2.7
o/ (R11) M) 2.7)
01(Rp) < vV1+r(n—-r)o+1(A), (2.8)
IR;{Rizlle < Vr(n—r) (2.9)

On remarque que I'approximation de M par une matrice de rang r conduit naturelle-
ment a considérer que 0,41 (M) = € avec € suffisamment petit.

Théoréme 2.14 (Gu-Eisenstat). Etant donnée une matrice M de taille m x n décomposée
sous la forme MP = QR précédente qui au lieu des conditions du théoreme 2.13 vérifie les
conditions suivantes

1
R > ——o,(M),
or(Ry1) \/mar( )
01(Ro2) vit+nr(n-r)o,+1 (M),

<
IR;{Ie < Var(n—r)

peut étre calculée en ©(mn?) opérations.

Remarque 2.15. 1l s’agit 1a d'une borne pessimiste. Typiquement on obtient un nombre
d’opérations similaire au nombre d’opérations requis pour effectuer un processus de Gram-
Schmidt pivoté soit G (mnr).

2.2.3 Méthodes algébriques randomisées

Considérons une matrice de rang exactement r dont on cherche une base de I’espace
image. Soient r vecteurs aléatoires (on ne se préoccupe pas de leurs distributions) oW i=
1,...,r.Pouri=1,...,r, on forme les produits suivants,

vi=Muw;,i=1,...,1,

que I'on note matriciellement Y = MQ. Chaque y est un élément aléatoire de I’espace
image de M et de par le caractere aléatoire des »”), I'ensemble {0?,i = 1,...,r} est trés
certainement linéairement indépendent. Ainsi, I'ensemble {y(i),i =1,...,r} est tres cer-
tainement une base de I'image de M.

Supposons a présent que M = B + E ou B est une matrice de rang r et E telle que | E||, est
petite. C’est I'information contenue par la matrice B que 'on cherche a déterminer. De
maniére analogue, les vecteurs y,i = 1,...,r ont & présent moins de chance de former
une base de ’espace image de B a cause des perturbations dues a E. Pour pallier ce dé-
faut, on se donne p vecteurs aléatoires supplémentaires de maniére a ce que ’ensemble
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enrichi { y(i), i =1,...,r + p} constitue une base de I'image de B. La pratique montre que
cela fonctionne avec une probabilité d’échec faible pour un parameétre p petit.

En d’autres termes, pour une matrice M de taille m x n et de rang r, on peut chercher
une base de I'espace image de M parmi les (r + p) colonnes de Y au lieu des n colonnes
de M ce qui diminue potentiellement le nombre de calculs, en supposant peu cheére la
construction de Y.

2.2.3.1 Factorisation QR randomisée a rang fixé

Algorithme randomisé Dans ce paragraphe, on fixe un entier r désignant le rang voulu
de la matrice M dont on cherche une base de I'image. L'algorithme suivant décrit dans
[HMT10] fournit une telle base.

Algorithme 5 Résolution de la factorisation QR a rang fixé

Données: Une matrice M € R”"*", des entiers r >0 et p>0.Onnote [ =7 + p.
1: Tirer aléatoirement une matrice test Q € R*!
2: Effectuer le produit de matrices Y = MQ
3: Déterminer une base Q de Im(Y) : Y = QR, Q € R"*!

Coit de lalgorithme On note 6 le colt de construire la matrice test Q , 6\, le cotit
d’un produit d’'une matrice par un vecteur et enfin 6qr(m, n) le cotit d'une factorisation
QR d’'une matrice de taile m x n.Dans la pratique, les méthodes de Gram-Schmidt, de
Householder ou de Givens fournissent de bons résultats pour la détermination de la ma-
trice Q lors de I'étape 3. Le cotit de I'algorithme 5 est directement la somme des cotits de
chaque étape :

ng, :%Q+l<€Mx+<€QR(m, D). (2.10)
Lamatrice Y ayantunrang proche de [, les résultats de la section 2.2.2 fournissent 6qr(m, I) =
ml?. En'absence d’hypothéses supplémentaires sur M, le produit matrice-vecteur est en
O (mn) opérations tandis que la construction de la matrice Q nécessite au moins nl opé-

rations quitte a supposer peu onéreuse la construction d'un de ses coefficients. Ainsi, le
cotit de cet algorithme devient

<€5:nl+mnl+ml2, (2.11)

ce qui est la méme complexité qu'un algorithme RRQR.

Estimation d’erreur a posteriori Dans le cas d'une matrice réelle et d'une matrice test
gaussienne, on peut obtenir une estimation de I’erreur commise par I'algorithme 5 en
fonction des valeurs singulieres de la matrice M et des entiers r et p :

Théoréme 2.16 (Erreur a posteriori,[HMT10]). En supposant les calculs effectués en arith-
métique exacte, si M est une matrice réelle de taille m x n, r est le rang visé (r > 2) et p est
un petit parametre de suréchantillonage (p > 2) tel que r + p < min(m, n), alors

4
EII—QQ*M]» < 1+—;7r_+1’9\/min(m,n) Gr i1 M. (2.12)

E désigne l'espérance par rapport a la variable aléatoire Q) tandis que o1 (M) est la (r +1) ‘
valeur singuliere de M.
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Le parametre de suréchantillonage p intervient dans I'estimation d’erreur a poste-
riori et 'on aimerait pouvoir quantifier le surplus qu’il représente. Dans la pratique, on
constate qu’il dépend principalement de la taille de M et du comportement de ses valeurs
singulieres. Une matrice de grande taille nécessitera un parametre de suréchantillonage
plus élevé de méme qu'une matrice dont les valeurs singulieres ont une décroissance
lente. On souhaiterait se donner une précision fixe et déterminer le rang de la matrice
(ainsi que le parametre p). Pour ce faire, nous devons obtenir une estimation de I'erreur
d’approximation facilement calculable.

2.2.3.2 Estimation de la norme spectrale d’'une matrice

Lemme 2.17 (Estimation de la norme spectrale). M étant une matrice réelle de taille
m x n, on se donne un entier r et un réel a. On considere r vecteurs aléatoires gaussiens
indépendants et identiquement distribués {w;};=; . Alors,

2
IM]l2 < ;,max IMw;ll2, (2.13)
i=

=1,...,

sauf avec une probabilité a™".

Remarque2.18 (Estimation de lanorme spectrale par une méthode de puissance). [LWPG*07]
fournit un estimateur plus précis de la norme spectrale utilisant les puissances de la ma-
trice M*M. On se donne un vecteur gaussien o de taille 7 et on note ® = w/|w||2. Pour un
entier g > 1, on définit a,;(M) par

(M) = [(M*M)46 |
TV 1M M) e o

Onmontre alors que 10.a,(M) > [M[|» avec une probabilité supérieure a1-4\/n/(q —1) 10079,

2.2.3.3 Factorisation QR randomisée a précision fixée

La norme spectrale étant approchée a I'aide de produits matrice-vecteurs, son calcul
devient peu onéreux et on peut I'utiliser comme estimaterur d’erreur dans I’algorithme 5.
Une premiere solution consiste a partir d’'une estimation de r et de vérifier I'’erreur com-
mise a la fin de I'algorithme. Sil’on double cette estimation en cas d’échec, on ne dégrade
pas la complexité asymptotique de I'algorithme. Une autre solution consiste a construire
itérativement la base Q de I’étape 3 avec une méthode de Gram-Schmidt modifiée tout en
controlant I’erreur en cours grace a 2.13.
€ étant une tolérance fixée, on cherche un entier / et une matrice orthogonale Q(” tels que

10-QP QM) *)Ml; <. (2.14)

On commence avec une matrice QQ vide puis on construit une base en ajoutant un a
un les vecteurs ¢;. Pour chaque nouvel élément ¢; de la base, le calcul se décompose de
la sorte.

1. Tirer un vecteur gaussien w; et poser y; = Mw;.
2. Calculer g; = (1-QU=Y(QU=)*)y; .

3. Normaliser g; et former la matrice Q(”l) = [QU) qgil.
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Les g; calculés en 3 sont ceux qui interviennent lors de I'estimation 2.13 et 'algo-
rithme s’achéve lorsque la précision est atteinte. L'algorithme suivant est le résultat de
l'utilisation de I’estimateur d’erreur dans ’algorithme 5 afin de déterminer une base véri-
fiant 2.14.

Algorithme 6 Factorisaton QR randomisée révélant le rang

Données: Une matrice M de taille m x n, une tolérance €, un entier r,(r = 10 par ex.)
But: Lalgorithme suivant détermine une base orthonormale Q telle que ?? soit vérifié
avec une probabilité d’au moins 1 — min(m, n)107".

Tirer r vecteurs gaussiens de taille n: w1,...,0,
Pouri=1,...,r faire
Calculer y; = Mw;
5: Fin Pour
j=0
Qo =[] est une matrice vide de taille 72 x 0
Tant que max{llyj+1ll2,..., 1 Vj+rll2} > €/(10v/2/m) faire
j=j+1
10:  Remplacer y; par (I—Qj_lQ}f_l)yj .
q;j=yillyjl2
Q;=1Qj-14;]
Tirer un vecteur aléatoire gaussien w ;. de taille n
Vi+r = (I_QjQ;)MUJj+r
15:  Pouri=(j+1),...,(j+r—1) faire
Remplacer y; par y;— < q;,yi > .q;
Fin Pour
Fin Tant que

Q:Q(j) .

Remarque2.19. Le nombre d’éléments / de la base est généralement plus grand que celui
de la base minimale vérifiant 2.14.

Remarque 2.20. Dans le cas ot les valeurs singulieres de la matrice ont une décroissance
lente, il existe des variantes de ces algorithmes utilisant une méthode de puissance itérée.
En effet, pour un entier p, la matrice (QQ*)PM possede les mémes vecteurs singuliers que
M mais la décroissance des ses valeurs singulieres est plus rapide.

2.2.3.4 Accélération du produit Y = MQ

En l'absence d'un produit matrice-vecteur x — Mx rapide, I'étape la plus onéreuse de
I'algorithme 5 est le produit par la matrice test Q qui recquiert O (mnl) opérations pour
une matrice dense. Une idée consiste a utilser une matrice test particuliere. Plusieurs ver-
sions sont employées dans [HMT10] afin de réduire le cotit de I'étape 2, mais nous nous
contenterons de décrire le cas des matrices SRFT (Subsampled Random Fourier Trans-
form) utilisées dans [LWPG*07] et [WLRTO07].

Définition 2.21 (matrice SRFT). Soit Q2 une matrice de taille n x [ de la forme suivante

Q= \/gDFR (2.15)
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— D =diag(d,,...,d,), d; étant des variables aléatoires uniformément distribuées sur
le cercle unité du plan complexe.

— Festlamatrice de la transformée de Fourier discréte non-normalisée de taille n x n
dont les coefficients sont donnés par :

Fpqg =exp{-2in(p—1)(g—1)/n}. (2.16)

— Pour [ entiers r; (j = 1,...,1) aléatoires i.i.d uniformément dans {1,..., n} sans re-
mise, on définit la matrice R réelle de taille n x [ dont les seuls éléments non nuls
sont définis par :

R, ;= 1. 2.17)

Cette classe de matrice peut étre utilisée dans I’algorithme 5 afin de diminuer le cofit
de I’étape 2. En effet, la strucutre particuliere d'une matrice test SRFT permet d’en calcu-
ler le produit par une matrice en & (mnlog(l)) en utilisant un algorithme de FFT (cf[137]).
Le nombre d’opérations est donc réduit a

Gsrer = mnlog(l) + I°n. (2.18)

Dans le cas o1 [ << min(m, n) on constate numériquement (cf [LWPG*07]) que les tirages
avec ou sans remise fournissent les mémes résultats. Cependant, nous utilisons dans nos
tests une version sans remise afin de pouvoir traiter des cas oli nous ne sommes pas str
de I'hypotheése précédente.

2.2.3.5 Obtention d'une SVD randomisée

Pour une précision donnée, 'algorithme 6 fournit le rang ainsi qu'une base de 'image
de M en G (mnlog(l) + I? n) opérations vérifiant

II-QQ™ M2 <€ (2.19)

L'algorithme suivant fournit une décomposition en valeurs singulieres approchée de la
matrice M a partir de cette base.

Algorithme 7 Décomposition SVD randomisée et approchée d'une matrice

Données: Une matrice M de taille m x n et une base Q telles que 2.19 soit satisfaite.
But: L'algorithme détermine une décomposition SVD approchée M ~ UXV™* satisfaisant
IM-UZV*|,<e
1: Calculer B=Q*M
2: Déterminer la SVD de la matrice B: B~ UZV*.
3: Construire la matrice U définie par U = QU.

Le cofit de cet algorithme est dominé par la premiére étape consistant a former la
matrice B en &(mnl) opérations et est intéressant dans la situation ot I'on dispose d’'un
produit matrice vecteur rapide.

2.2.4 Décomposition interpolante

La méthode suivante exploite directement les résultats de la factorisation QR rando-
misée pour construire une décomposition d'une matrice M utilisant un sous-ensemble de
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ses lignes(ou colonnes). On notera par ailleurs un lien avec la notion d’approximations en
croix présenté a la section suivante dans [GTZ97]. On renvoie le lecteur au chapitre 7 de
[MT11] pour une premiere approche et a [[WPG*07] et [WLRT07] pour un exposé plus
approfondi. Enfin, une utilisation de cette méthode dans le cas des équations de Laplace
et Helmholtz en électromagnétisme peut étre consultée dans [HG11].

Dans toute la suite, M désigne une matrice complexe de taille m x n et les résultats
restent valables pour une matrice réelle.

2.2.4.1 Déecomposition iD

Le théoréme suivant (¢f [MT11],Théoréme 28) fournit une décomposition d’'une ma-
trice faisant intervenir un nombre réduit de colonnes extraites de cette derniere ainsi
qu'une matrice dont les coefficients sont bornés en module.

Théoreme 2.22. Soient I, m et n des entiers tels que | < m et | < n. On considére une ma-
trice M de taille m x n telle que rang(M) < 1. Alors il existe une matrice B de taille m x | dont
les colonnes sont extraites de M et une matrice C de taille | x n telles que :

M =BC (2.20)

er
ICijl<L,pouri=1,...,letj=1,...,n. (2.21)

De maniere plus générale, le théoréme 2 (section 3) dans [MRT06] et le théoréeme 3
dans [CGMRO05] permettent de généraliser le résultat du théoréme précédent et d’obtenir
la proposition qui va suivre. Cette proposition stipule que pour toute matrice complexe
M de taille m x n de rang r, il existe une matrice B de taille m x r dont les colonnes sont
extraites de M ainsi qu'une matrice C de taille r x n telles que :

1. un sous-ensemble des colonnes de C forme la matrice identité d’ordre r,
2. M=BC,
3. [ICll2 n’est pas trop grand.

De plus, la proposition fournit une approximation
BC=M, (2.22)

dans le cas ot1 le rang exact de M est supérieur & r mais la (r + 1)*™€ valeur singuliére
de M est petite. On appellera décomposition interpolante ou iD, une approximation du
type 2.22.

Proposition 2.23. Soit M € C"*". Soit un entier r tel que r < m et r < n. Il existe une
matrice B € C"™*" dont les colonnes sont extraites de M ainsi qu'une matrice C € C"*" telles
que

1. un sous-ensemble des colonnes de C forme la matrice identité d’ordrer,
2. IC,-jI <1lpouriefl,... r},jell,...,n}

3. IClI < Vr(n—-r)+1,

4. la plus petite valeur singuliere de C est supérieure a 1.

5

. M=BC pourr=mour=n,
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6. Pourr<metr<n,

IBC-Ml2< vr(n—r)+10,41(M), (2.23)

ot 0 ,4+1(M) est la (r + 1) — eme valeur singuliére de M.

Les propriétés (1) a (4) assurent que la décomposition est numériquement stable tan-
dis que le point (6) fournit une estimation de I'erreur absolue en norme spectrale de I'ap-
proximation iD et traduit exactement le fait que BC satisfait la relation 2.22 a condition
que la (r + 1) — eme valeur singuliere de M soit petite.

Il existe des algorithmes (cf[GE94]) permettant de calculer la décompostion du théo-
reme précédent mais leurs cofits sont trop élevés pour étre utilisés en pratique. En effet,
la condition 2.21 est particulierement onéreuse et on préfere assouplir cette derniére.
L'algorithme décrit dans [CGMRO5] (section 4), ainsi que dans [MT11] (chapitre 7), per-
met de construire une approximation iD satisfaisant des conditions affaiblies sur C.

La premiere étape consiste a écrire la matrice M sous la forme suivante :

M= QRP,

ou Q est une matrice de taille m x r dont les colonnes sont orthonormales, R est une
matrice triangulaire supérieure de taille r x n et P est une matrice de permutation de taille
nxn.

On choisit de partitionner les colonnes de R de la facon suivante,

R =[R11/R12],

avec Ry de taille r x r représentant les r premieres colonnes tandis que les autres co-
lonnes sont contenues dans R, qui est de taille r x (n—r). On obtient alors une factorisa-
tion iD sous la forme 2.22, avec

B= QRll)
et

C=[LIRR12]P

ou (Rfll)Rlz désigne une solution du systeme linéaire R1;X = Rj2 (¢f[CGMRO5]). Par
construction, B est bien constituée de colonnes de M. Cependant, la matrice C ne vérifie
pas la propriété 2.21 méme si ses coefficients demeurent petits dans la pratique.

On peut assouplir la condition 2.21 et obtenir la proposition suivante ([MT11]).

Proposition 2.24. Soit M € C"*"*. Soit un entier r tel que r < m et r < n. Pour toutfy > 1,
il existe une matrice B € C"*" dont les colonnes sont extraites de M ainsi qu'une matrice
CeC™" telles que

1. un sous-ensemble des colonnes de C forme la matrice identité d’ordrer,
2. |Cijl<Ppouriefl,...,r},jefl,...,n}

3. ICI < VBPrin-n+1,

4. la plus petite valeur singuliére de C est supérieurea 1.

5

. M=BC pourr=mour=n,
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6. Pourr<metr<n,

IBC—Mll2 <\/p?r(n—r1)+10,+1(M),

Dans [LWPG*07], un algorithme proposé dans [CGMRO05] (voir également [GE94]) pour
le calcul de B et C est utilisé avec § = 2 afin d’obtenir une décomposition iD tout en gar-
dant un coft raisonnable.

Dans la pratique, il est plus courant de se fixer une précision € et de chercher le plus pe-
tit entier r tel que ||[BC — M|l = €. L'algorithme mentionné permet une telle modification
([WLRTO7],[MT11]).

Cotit de laméthode Le cotit de la méthode donnée dans [CGMRO5] recquiert de I'ordre
de logp(n) fois plus de calculs qu'une factorisation QR avec pivots. Le cott total est donc
del'ordrede @ (mnrl 08p (n)). Cependant, dans la pratique, on observe un comportement
de 'ordre de © (mnr) ce qui est semblable a celui d'une factorisation RRQR.

Remarque 2.25. On peut également écrire une décomposition iD sur les lignes de la ma-
trice en considérant I’adjoint de la matrice.

2.2.4.2 Algorithmes rapides pour la décomposition iD

Un algorithme efficace pour le calcul de la décomposition iD d'une matrice est pro-
posé dans [HMT10] et [WLRTO07]. Cet algoritme utilise la factorisation QR randomisée afin
d’obtenir une méthode rapide. On note Q la matrice orthogonale de rang r obtenue par
I'algorithme 22 telle que

I10-QQ™Ml <e. (2.24)

On note J un sous-ensemble de {1,...,r} et Q(J,:) la sous-matrice extraite de QQ corres-
pondant a ces lignes. En utilisant la proposition 2.24 et 'algorithme associé, on forme une
décomposition iD des lignes de Q de la forme :

Q=XQ(,>). (2.25)

De 2.24, il vient que M =~ QQ*M et en utilisant 2.25 on a

<
u

QQ*M (2.26)
XQ(UJ,)Q*M. (2.27)

U

Puisque X(J,:) =1, M(J,:) ~ Q(J,:)Q*M et quitte a poser B=M(J,:) et C =X, on obtient
une décomposition iD sur les lignes de M de la forme

M =~ CB.
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Algorithme 8 Décomposition iD d'une matrice

Données: M de taille m x n.
But: Lalgorithme détermine une factorisation iD de la matrice M vérifiant a la fois la
proposition 2.24 et |BC — M|z < 0741 (M).
1: Effectuer la factorisation QR randomisée de M al’aide de 6.
2: En utilisant la proposition 2.24 et 'algorithme associé, former une iD sur les lignes
pour la base Q dterminée par QR sous la forme

Q~=XQdJ,).
3: Construire B=M(J,:) et C =X tels que

M =~ CB.

Cet algorithme probabiliste possede une probabilité d’échec faible grace aux controles
effectués lors de I'algorithme 6. Des tests de convergence sont proposés dans [WLRT07]
pour s’assurer du succes de l’algorithme. L'estimation d’erreur 8 est prouvée dans [WLRT07]
a la section 5.1 et fait intervenir la norme de la matrice test utilisée dans la factorisation
QR randomisée. On précise que des implémentations de cette méthode et ses dérivées
sont présentes dans la bibliotheque Scipy.

Cofit de l'algorithme iD Pour une matrice M complexe de taille m x n de rang numé-
rique r, r étant le rang fourni par 'algorithme 6, I’algorithme 8 a un cotit de 'ordre de

€ip = G (mnlog(r) + r*nlog(n)). (2.28)

Dans la pratique, on observe plut6ot un cotit

<

4

b =0 (mnlog(r) +r*n). (2.29)

La décomposition iD construit une approximation d’'une matrice a partir d'un sous-
ensemble de ses lignes(ou colonnes) mais I'algorithme recquiert néanmoins I'intégralité
de la matrice donc la complexité ne peut étre inférieure a @ (mn) opérations. Dans la suite,
nous montrons un résultat prédisant I'existence d’'une approximation a partir d'un sous
ensemble de lignes et de colonnes de la matrice ainsi qu'une méthode heuristique pour
obtenir une dépendance en (m + n) dans la complexité.

2.2.5 Existence d’approximation extraite
2.2.5.1 Rang et sous-matrices extraites

On rappelle que ¢ = {1,...,m} et s = {1,...,n}. De plus, 7 c r et § s désignent des
sous-ensembles de t et s respectivememt.

Lemme 2.26. Soit une matrice M de taille m x n et de rang exact r. Alors il existe une
sous-matrice inversible M de taille r x r de M. De plus, avec les notations précédentes, M
s’écrit

M=CM 'R, (2.30)
C =M]lsxs et C =Ml M = M|;, s ou C=MC(,]) et R = M(],:) sont respectivement consti-
tuées d'un sous-ensemble des colonnes de M et d'un sous-ensemble des lignes de M.
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) Ja 2 J3 1
I3
i2
i [ ]
is
M = c MR

FIGURE 2.3 — Illustration d'une approximation extraite de rang r = 4.

La décomposition 2.30 est la décomposition squelettique de M (skeleton decomposi-
tion). Dans le cas ou rang(M) = r, c’est-a-dire rang(M+E) = r avec ||E||» petite, on cherche
4 savoir si 'approximation M = CM~!R est valide. [GTZ97] montre que |'approximation
vérifie I'estimation d’erreur suivante,

IM—CM™ 'Rl = G(IM3IM ™ [13e), (2.31)

pour € suffisament petit et M non singuliere. Dans le cas général, on ne peut travailler
directement avec M~! car cette matrice est mal conditionnée. C’est pourquoi on va cher-
cher a 'approcher par une matrice X et considérer I’approximation

M = CXR (2.32)

qui sera la décomposition pseudo-squelettique de M. Une approche envisageable est
de déterminer une sous-matrice X de taille r x r telle que IX~1l, soit la plus petite pos-
sible. [GTZ97] cherche X comme la sous-matrice de déterminant maximal comme ap-
proximation et fournit un résultat d’existence d’'une décomposition pseudo-squelettique
2.32.

2.2.5.2 Existence d’'une approximation extraite

Le résultat suivant,di a Goreinov et Tyrtyshnikov (cf [GTZ97]), affirme que sil’on dis-
pose d'une approximation de faible rang raisonnablement précise, alors il existe égale-
ment une approximation extraite de faible rang de qualité presque similaire.

Théoréeme 2.27 (Existence d'une approximation croisée). Soient M,N € R""*" telles que
IM— N2 <€ etrang(N) < r. Alors, il existe des sous-ensembles de r lignes et de r colonnes
noté1 et] ainsi qu'une matriceX e R"*" tels que

IM—CXRll2 <e(l+2V7(Vm+Vn)), (2.33)
avec C=M(,]),R=M(,:) etX de taille r x r. X sera appelée matrice de couplage.

En d’autres termes, sil’on dispose d’'une approximation de rang r de la matrice M a la
précisione, il est possible d’en déduire une approximation extraite de rang r en amplifiant
I'erreur en norme spectrale d’un facteur (1+2/r(y/m++/n)). Notons que I'existence d'une
approximation initiale N est garantie par la décomposition en valeurs singulieres.

La détermination exacte de la matrice X en déterminant les pivots est théoriquement
possible mais d’'une complexité trop grande pour étre réalisé. Pour exploiter ce théoréme,
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nous avons besoin d’'une méthode pour construire la décomposition. Drineas et al. ont
développé un algorithme décomposant la matrice M sous la forme A = CUR ou C et R
sont respectivement des sous-matrices constituées de colonnes et lignes de M tandis que
U est une petite matrice d’interaction. Une implémentation randomisée de 'algorithme
CUR en erreur absolue apparait dans [DKM06a; DKM06b; DKMO06c¢]. Ces deux méthodes
ont en commun d’approcher une base de I'image des colonnes et des lignes de M. La
petite matrice U étant généralement la solution d'un probléme de moindre carré.

Bien que non constructif, ce résultat est tres intéressant en pratique car il montre qu’il
est possible d’utiliser seulement un ensemble réduit de coefficients de la matrice a ap-
procher. Toute la difficulté repose sur la détermination des pivots de lignes et de colonnes
ainsi que de la matrice de couplage.

2.2.5.3 Approximation pseudo-squelettique de rang 1

On cherche une approximation de la forme 2.32 et de rang r = 1 d'une matrice M de
taille m x n. Grace au théoreme 2.27, on sait que 'on a besoin d'une seule ligne et une
seule colonne de la matrice M. 1l suffit de trouver les pivots (les indices de ligne et de
colonne) nécessaires a la construction de la matrice de couplage X qui dans ce cas est un
scalaire. Le scalaire de déterminant maximal n’est autre que le coefficient de plus grand
module. On note (io, jo) = argmax; ;(IM;;|) et ainsi, 'approximation 2.32 s’écrit

M = CXR, (2.34)
X = /Mgt (2.35)
C = Mlixgjpp (2.36)
R = Mligxs. 2.37)

Cette approximation est une approximation sous forme d’un produit tensoriel de rang
1 dela forme M = ab’. On peut alors itérer le processus sur la matrice M' = M — ab’ pour
obtenir une approximation de rang r sous forme d’'une somme de produits tensoriels. En
réalité, il s’agit de I’élimination de Gauss que 'on retrouve par la méthode d’approxima-
tion pseudo-squelettique.

Algorithme 9 Elimination de Gauss

1: Tant que M # 0 : faire

2: rang(M) < rang(M) + 1

3:  Trouver I'élément M; j« tel que M j« = max; j [M; |, &« = M j«
4 M<—M-iM(, jY)M3*,2)

5: Fin Tant que

Lutilisation d'une heuristique pour déterminer le pivot maximal a, on peut détermi-
ner des approximations de rang r a la volée, i.e sans calculer au préalable 'intégralité de
la matrice que I'’on souhaite approcher.

2.2.6 Approximations croisées

La détermination rapide de a est la base de tous les algorithmes rapides. ACA, ACA+
ou les autres méthodes sont des heuristiques pour cette détermination.
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On présente dans cette partie I’algorithme ACA ainsi que ses dérivées. On rappelle que
le but de cet algorithme est d’obtenir une décomposition d'une matrice M réelle de taille
m x n sous la forme

M=S; +E,.

S, est!’approximation voulue de rang au plus r et E, est le reste, idéalement de norme
inférieure a une tolérance donnée €. De plus, on souhaite que I'approximant soit donné
par:

S, =AB',

ol A est de taille m x r tandis que B est de taille  x r.

Le premier algorithme décrit construit une approximation de rang fixe r a I'aide d’'une
stratégie de pivotage total. Dans la pratique, le cotit d'une telle stratégie est prohibitif et
on présente une méthode alternative avec une stratégie de pivotage partiel. Enfin, une
modification du critere d’arrét des itérations de I’algorithme permet de construire un bon
approximant vérifiant au choix, une précision € donnée ou un rang r donné.

2.2.6.1 Approximation croisée avec pivot total

On considere une matrice M de taille m x n dont tous les coefficients sont suppo-
sés étre calculés a I'avance. On cherche une approximation de la matrice sous une forme
compressée et de rang approché r, de la forme :

M ~ ABT,

ou A et B sont respectivement de tailles 7 x r et n x r. On notera par a, la pe colonne de
A et de faon similaire, b, la ]oe colonne de B L'algorithme suivant, détaillé dans [BGH12]
et [Beb00a], fournit une telle approximation en déterminant des approximations succes-
sives de rang 1 comme dans I’exemple du paragraphe 2.2.5.3.
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Algorithme 10 Approximation en croix avec pivot total

1: Pour g=1,...,r faire
2:  Déterminer I’élément maximal en valeur absolue :

(ig)jg) = argmax(i'j)lMijl,G :=Mi,,j,

3:  Sid=0Alors
4: Lalgorithme s’arréte avec le rang exact g — 1 et 'approximation voulue est S ;1.
5:  Sinon
6: On calcule les éléments des vecteurs u, et vy :
(aq),- = Mij,, , i=1,...,m

(bq)]’ :=Miqj/8 , j=1,...,n

7 On soustrait I'approximation de rang 1 a bg :
Mij ‘_Mij_ (aq),-(bq)j , 1€ {1,...,m},j €ll,...,n}

8: FinSi
9: Fin Pour

Propriétés de I'algorithme de pivot total Les trois propriétés suivantes ainsi que leurs
démonstrations sont présentées dans [BGH12].

Lemme 2.28 (Décomposition exacte d'une matrice de rang r). Soit M une matrice de
taille m x n et de rang exactement r. Alors 'algorithme 10 fournit une matrice S, (S, =
;:1 Up v’Ty) telle que
M=S,.
Lemme 2.29 (Reproduction des lignes et colonnes pivots). Soit une matrice M de taille
m x n et de rang au moins r. On considere 'approximation S, fournie par I'algorithme 10.
Alors, pour tout couple de pivots (i*, j*) sélectionnés par 'algorithme, on a

S,ej* = ML@L,]'* et (e,-*)TSr = Mlj*ﬂ@c

Lemme 2.30. Soit une matrice M de taille m x n et de rang au moins r. On considere
I'approximation S, fournie par I'algorithme 10. Alors, cette approximation est de la forme
suivante

.
Sy = apb,=Ml;.Ml; 9 'Ml; ,
p=1

ol 7 et § sont les respectivement les pivots pour les lignes et les colonnes. On remarque
qu'une permutation des indices des pivots ne change pas le résultat. Ce résultat est a
rapprocher de la décomposition 2.32 vu précédemment.

Remarque2.31 (Conditionnement de la matrice de couplage). Dans la pratique, on constate
que la matrice de couplage M| est tres souvent mal conditionnnée. Ceci implique que
I'on ne peut se servir de la fomule 2.30 pour effectuer des calculs. On peut néanmoins
employer la pseudo-inverse de cette matrice plutot que l'inverse.

Remarque 2.32 (Lien avec I’élimination de Gauss). Lalgorithme 10 n’est autre que I’élimi-
nation de Gauss que I'on a écrite a la section 2.2.5.3.
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Cotit de lalgorithme Au cours de chaque étape p =1,...,r de I'algorithme 10, on doit

— déterminer les indices du pivot (i*, j*) en @ (mn) opérations,

— calculer les deux vecteurs u,, et v, en O (m + n) opérations,

— mettre a jour le résidu contenu dans la matrice M de taille m x n en & (mn) opéra-
tions.

Ainsi, pour r étapes de cet algorithme, le cott devient en O (mnr) opérations ce qui est
simialire au cotit d'une méthode RRQR par exemple. La recherche des pivots ainsi que la
mise a jour du résidu sont les points les plus onéreux de I'algorithme. Deux modifications
vont nous permettre d’abaisser le cofit de ces deux points. Pour contourner ce probleme,
on introduit une heuristique pour déterminer les pivots de facon a n’avoir besoin que de
tres peu de coefficients originaux de la matrice et on ne met a jour que certains éléments
de la matrice.

On remarque que les lignes et les colonnes correspondantes aux pivots sélectionnés
par 'algorithme 10 sont nulles apreés la mise a jour. On améliore ainsi cette étape en tra-
vaillant directement avec le résidu. En effet, les approximations a,, et b, sont extraites de
la matrice M otée des approximations de rang 1 successivement effectuées jusqu’al’étape
p — 1. On peut donc se passer de mettre a jour I'intégralité de la matrice afin de réduire la
complexité de |’étape de mise a jour a O (r*(m+ n)) en modifiant la stratégie de recherche
des pivots. On ne va utiliser que I'approximation a, et/ou b, afin de localiser un pivot.

La diminution du cotit de la recherche de pivot est rendue possible grace a une straté-
gie de pivot partiel. En effet, on maximise |[M; ;| (M désignant soit la matrice lors de la pre-
miere itération ou la mise a jour pour les itérations suivantes) seulement dans une seule
direction et on garde I'autre fixée. Pour un indice de ligne quelconque et fixé i* un indice
de ligne quelconque, I'élément de plus gand module de la ligne M|;«, ; peut alors étre dé-
terminée en n opérations. La paire de pivots (i*, j*) ainsi construite ne correspond pas a
un élément maximisant toutes les paires d’indices mais au moins une ligne de la matrice.
Lalgorithme poursuit en partant du pivot j* précédemment trouvé et cherche un nou-
veau pivot de lignes i* maximisant la colonne considérée. On effectue ainsi @ ((m+ n)r)
opérations pour la recherche des pivots au lieu de & ((mn)r) opérations.

Les modifications décrites sont mises en place dans I'algorithme suivant lequel est
présenté dans [BGH12],[ZVL05] ou encore [Liz14].
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Algorithme 11 Approximation croisée avec pivot partiel

Données: M de taille m x n, un rang visé r.

But: Une approximation de rang g < r sous la forme S, = ZZ:l (a,,)(b,,)T, g<r
L q=1i=05=0
2: i*=1
3: Tantque g < r faire

4 T—1u{i*}
50 (bg)j=Misj = X2 (@p)i= (b))
6 J* =argmax;clbgl, 8= (bg)}
7. Sid =0Alors
8 Sit\i=¢ Alors
9: retour
10: Fin Si
11: i*=min{ic P :i¢ 1}
12:  Sinon
13: §—8u{j*}
14: by —byld
15: (aq)i= Mij* _Zg;i(bq);(aq)i
16: [* = argmax;e ;1 aq|
17: qg—q+1
18:  Fin Si
19: Fin Tant que
20: retour

Remarque 2.33 (Cas des matrices creuses). On remarque que dans le cas ou 6 = 0 et que
Card(z — 1) # @, on doit déterminer une nouvelle ligne de départ i* parmi celles restant.
Ceci montre que l'algorithme d’approximation croisée avec pivot partiel est en général
inefficace dans le cas d'une matrice creuse.

Coftit de I'algorithme Les étapes de I'algorithme 11 ont les complexités suivantes :
— Calcul des lignes/colonnes de M en & ((m + n)r) opérations.
— Détermination des pivots en O ((m + n)r) opérations.
— Construction des approximations A et Ben & ((m + n) r?) opérations.

La complexité totale de I'algorithme est donc de @ ((m + n)r?) opérations.

Remarque 2.34 (Assemblage d’une ligne). Dans le cas de nos applications BEM, le cofit
d’assemblage d’une ligne est le point dominant dans les estimations précédentes. En ef-
fet, chaque coefficient d'une ligne et/ou colonne est le résultat d'un appel au calcul d’'une
matrice élémentaire dont on n’utilise pas tous les coefficients d’ou un exces de calculs.
L'algorithme se comporte comme si sa complexité était de G ((m + n)r).

Lien avec la décomposition LU Lalgorithme ACA peut étre interprété comme une fac-
torisation LU révélant le rang. Sans perdre de généralité, supposons qu’a chaque étape g
de I'algorithme ACA, ona i* = g et j* = q. Alors on a

Eq+1 =(I- 6q+1quq+le£+1)Eq = Lq+1Eq:
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ou Ly est de la forme

0

T
_ €gEq1eq

(2.38)

egEq-1eq

_ eLEq_leq

T
quq_leq

L

Lalgorithme produit alors une décomposition LU avec un pivotage des colonnes pour
approcher la matrice M. En effet, la matrice 2.38 ci-dessus ne difféere d'une matrice de
Gauss qu’en le coefficient (g, g).

2.2.6.2 Approximation croisée adaptative, ACA

Dans la pratique, on s’intéresse au probléeme de trouver un rang numérique r lorsque
I'on se donne une précision €. Un point crucial est I'estimation de I'’erreur d’approxima-
tion. Une bonne heuristique est d’obtenir une estimation du reste M — S, sous la forme
d’'une approximation de rang 1 car a une étape fixée, c’est le type d’approximation que
I'on calcule. Ce choix d’approximation nous permet également d’approcher la norme du
résidu de la fagon suivante

IM=S,lIl SIM=Sp_1ll = ISp =Sp-1ll = lupllivpll. (2.39)

Les deux vecteurs u, et v, étant construits durant I'approximation, le calcul de leurs
normes n'entraine pas de surcott. Ainsi, les quantités

lupll2lvpll2, (2.40)
lupll2lvplz/luli2 vy ll2. (2.41)

€abs(P)
€rel(p)

peuvent étre utilisée pour obtenir une estimation de I'erreur |[M —S,|l> (absolue ou
relative) en norme euclidienne. Il est possible de travailler en norme de Frobénius avec
les quantités suivantes :

s (@) = lupl2llvpla, (2.42)

p
e (p) = luplalivplla/ leluqllﬁllvqllg- (2.43)
q:

Pour une précision donnée €, on remplace alors le critere d’arrét “p < r” de 'algo-
rithme 11 par I'un des estimateurs suivants

€§bs(i’_ 1) <eou erFel(p— I)<e. (2.44)

Cette méthode est qualifiée d’adaptative car on détermine le rang au fur et a mesure
de I'approximation. Cette méthode est 1’ Adaptive Cross Approximation que I'on retrouve
dans la littérature (voir par exemple [BGH12],[Beb00b],[Mes11],[Sha08]).
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Coit de Palgorithme Le nombre d’opérations est de G ((m + n) r?) opérations. Cepen-
dant, il ne prend pas en compte le prix d’assemblage d'une ligne/colonne de M. Dans le
cas d'une matrice provenant de la BEM, ce calcul est onéreux car 'assemblage est effectué
al’aide de matrice élémentaires dont on n'utilise pas tous les coefficients. C’est ce temps
qui domine I'algorithme et sa complexité est donc de & ((m + n)r) opérations.

Contre-exemple pour 'algorithme ACA Le contre-exemple suivant, décrit en détail (dans
le cadre d'une approximation d'un potentiel de double couche en BEM) dans [BGH12] et
[Beb00b] montre que méme pour une fonction réguliere, il se peut que €(r) — 0 bien que
'erreur relative ou absolue soit en & (1). Considérons la matrice M de taille 2m x 2n par
blocs suivante : M 0
11
M= M

Mz,

)

olt M1; et M, sont de tailles m x n.

On note que I'algorithme ACA ci-dessus commence avec un indice de ligne correspon-
dant au bloc My, et va produire un pivot non nul dans ce méme bloc. Des lors, la premiére
approximation de rang 1 a; bf est nulle sur les autres blocs de la matrice et ainsi le reste
possede la méme structure que la matrice M. Avec I'heuristique présentée pour le choix
de la prochaine ligne, on observe que tous les pivots seront des éléments de M;; et que
I’algorithme ne voit pas le bloc M»,. L'estimateur d’erreur sera bon pour I’approximation
du premier bloc mais faux de maniere globale de telle sorte que la norme du reste sera
minorée par la norme du bloc non traité Ma;.

Plusieurs variantes du ACA ont été présentées pour pallier ce défaut, notament dans [BGH12]
ouy est présenté une autre heuristique, nommée ACA+. ACA+ est basé sur une |'utilisation
d’une ligne de référence qui aide a déterminer la nouvelle ligne pivot en plus de I'heuris-
tique de 'algorithme ACA. Néanmoins, [Beb00b] remarque que le choix de cette ligne de
référence influence I'approximation obtenue et empéche d’envisager une preuve de la
convergence.

2.2.6.3 Application des algorithmes ACA sur un exemple

On effectue une comparaison des algorithmes ACA avec pivot total, ACA avec pivot
partiel et la décomposition en valeurs singuliéres sur deux exemples ot le profil de dé-
croissance des valeurs singulieres sont différents et connus.

Exemple 2.35 (Matrice de Hilbert). On considere la matrice de Hilbert M, de taille n x n
dont les coefficients sont donnés par

1
(Ml)ij:—i+j_l- (2.45)

Exemple 2.36 (Matrice exponentielle décroissante). On consideére la matrice M, de taille
n x n dont les coefficients sont donnés par

—yli—jl
(M2);j =exp|————],y=0.01. (2.46)
n
Dans le cas du premier exemple, le profil de décroissance des valeurs singulieres at-
tendu est une décroissance rapide tandis que le second exemple possede une décrois-

sance lente. Pour les deux algorithmes étudiés, on calcul I'erreur relative d’approximation
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de rang r fixé donnée par

IM-Mll M- (AB") |l
IM][2 M2

que 'on compare a l’erreur théorique o,(M)/o; (M) fournie par la décomposition SVD.

- s
—  Pivot total 15
—  Pivot partiel

-- swD
— Pivot total
Pivot partiel

1A = My |la/[| M2

17 = Al

(a) Matrice de Hilbert 2.35 (b) Matrice exponentielle 2.36

FIGURE 2.4 — Représentation graphique de 'erreur d’approximation de rang r fixe (échelle loga-
rithmique pour les ordonnées) ;dans les deux exemples, 7 = 100

L'algorithme avec pivot total 10 fournit une bonne approximation de rang r dans les
deux cas. On remarque cependant que l'algorithme 11 renvoie une approximation de
qualité dans le cas d'un profil a décroissance rapide. En toute généralité, on ne peut se
contenter d’effectuer r itérations de I’algorithme pour obtenir une approximation de rang
r. Il est donc bien plus préférable d’avoir une estimation de l'erreur intégrée a l’algo-
rithme quitte a sélectionner plus de pivots. Toutefois, il est possible d’éliminer les redon-
dances en cas de surestimation du rang a I'aide d’'une technique de recompression. La
décomposition en valeurs singulieres approchée décrite au paragraphe 1.2.2.2 le permet.
On notera également la similarité avec la décomposition en valeurs singuliéres randomi-
sée.Plusieurs heuristiques sont présentes dans la littérature afin de s’assurer de la conver-
gence. [LMPLHO09] propose d’effectuer quelques itérations supplémentaires de ’algorithme
afin de s’assurer que la convergence a été atteinte. Le critere de convergence étant un
point onéreux de I'algorithme, méme sous sa forme adaptative, [HUR15] propose de dé-
terminer I'erreur a I’aide d’'une estimation statistique de la norme de Frobénius du résidu
a chaque étape.

Application a des matrices issues de la BEM A ce stade, I'algorithme ACA parait étre
particulierement adapté a des matrices dont les valeurs singulieres ont une décroissance
rapide. En réalité, cet algorithme a été introduit dans le cadre de I'approximation d’'une
fonction de deux variables en tant que somme de produits de fonctions d’'une variable. On
détaillera ultérieurement ce lien. Les références [Beb0Ob](chapitre 3) et [BGH12](chapitre
4) font état de preuves de convergence de I'algorithme dans certains cas particuliers.
En effet, I'algorithme ACA y est employé dans le contexte de matrices issues de la mé-
thode des éléments finis de frontiére et on y exploite la régularité du noyau de Green
sous-jacent. De plus, la connaissance d’'informations géométriques supplémentaires per-
mettent d’affiner I'algorithme ACA, notamment le choix du premier pivot pour les lignes.
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2.3 Méthodes analytiques

Dans toute la suite de ce chapitre, et sauf mention contraire, G(x, y) désigne le noyau
de Green de I'’équation de Laplace défini par

1
G(x,y) = ——. (2.47)
lx =yl
Cette fonction posséde une singularité sur la diagonale i.e I'’ensemble des points {(x, y) :
x = y}. En dehors de cet ensemble, cette fonction est analytique et on considere deux
domaines X et Y de R® dans lesquels vivent x et .

Forme de Papproximation cherchée On recherche une approximation G du noyau de

la forme 2.3 : X

-
G, ) =) ug(x)vg(y).

q=0

On introduit la notion de produit tensoriel de fonctions a I'aide de la définition suivante.
Définition 2.37 (produit tensoriel de fonctions). Pour un entier d > 1, on considére deux
fonctions u, v : R — R. On appelle le produit k(x, y) = u(x)v(y) un produit tensoriel de

fonctions. On trouve le terme de functionnal skeleton dans la littérature (par exemple
[Beb0O0Db]).

Lécriture 2.3 est donc une somme de produits tensoriels de fonctions.

Exemple d’application On considére pour illustrer les décompositions obtenues la ma-
trice mentionnée par 'équation 2.2 :

M,-,-:frer(x,y)q>j(y)q>§(x)dr(x)dr(y). (2.48)

ol1 I est une surface fermée de R® provenant de la modélisation de 1'équation de Laplace
par la méthode des éléments finis de frontieres. Les fonctions @ l’ et ®; sont des fonctions
de base telle que leurs supports respectifs sont inclus dans I'. Il s’agit de la discrétisation
de I'opérateur de simple couche,

p— Lulx) = er(x, Nuy)dr(y),xer.

par la méthode des éléments finis de frontiere. C’est a cette matrice a laquelle on fait
référence par la dénomination de matrice de simple couche. Si requis, on effectuera I’hy-
pothese que X,YcT.

Noyau asymptotiquement lisse On effectue '’hypothése de noyau asymptotiquement
lisse suivante :

Définition 2.38 (Noyau asymptotiquement lisse). Soit f(x, y) une fonction de R3 x R3 a va-
leurs complexes. On dit que f est asymptotiquement lisse s’il existe des constantes C;,Co
et un degré de singularité o > 0 tels que pour deux multi-indices a et 5 de I\Ig on a

3300 £(x, )| < (o + B (Callx - yl)~1o+P1. (2.49)
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Cette condition permet d’obtenir un controle des dérivées d’ordres supérieures du
noyau. Le noyau de I'équation de Laplace vérifie cette propriété avec C; =Cy =1eto =
0. Dans le cas du noyau oscillant, on a ’estimation suivante dont la borne dépend du
nombre d’onde. On se limite a présenter les résultats connus uniquement dans le cas du
noyau de Green de I'équation de Laplace méme si certaines méthodes restent valables
pour le noyau de Helmholtz G(x,y) = e/**~¥/|x — y|. La principale difficulté liée a ce
noyau est qu'une estimation du type 2.49 dépend du nombre d’onde k et I'étude de ce
noyau sera effectuée séparément.

Proposition 2.39 (Noyau oscillant pour Helmholtz). On considére le noyau de Green de
I'équation de Helmholtz défini par

eiklx—yl
G(x) y) = (2-50)
|x—yl
ol k est le nombre d’onde. Alors on a l'estimation suivante sur les dérivées de G,
%G, y)] < (a+P)IC (A +kllx— yID'**PHCyx — yl) T PI=0, (2.51)

Conditions d’admissibilité On consideére deux domaines X et Y de R que I’on souhaite
séparer afin de s’éloigner de la singularité du noyau.

Définition 2.40 (Diametre et distance). Pour les deux domaines X et Y, on définit leurs
diametres et leur distance par

diam(X) = max|x—x/|,
x,x'eX

diam(Y) = max|y—)/|,
»y'eY

dist(X,Y) = min [x—yI.
xeX,yeY

Dans la pratique il est souvent plus aisé de travailler avec des boites englobantes dans
R3. On définit une boite englobante par

Définition 2.41 (Boite englobante). Soit X c R3. On définit la boite englobante By de X
par
Bx = [a1, b1] x [az, b2 x [as, bs],

ou pour tout x = (x1, X2, x3) € X, les intervalles ci-dessus vérifient pouri =1,2,3:

a; < x; < b;.

On peut alors calculer le diametre d'une boite ainsi que la distance entre deux boites
en O(1) opérations. Ces quantités sont des majorants de diam(X) et dist(X,Y) respective-
ment.

Lemme 2.42 (Diametre d’'une boite). Soit Bx = [ay, b1] x [az, b2] x [asz, bs], on définit le
diametre diam(Byx) d'une boite

3 1/2
diam(By) = (Z(bi - a,-)z) (2.52)
i=1
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Lemme 2.43 (Distance entre deux boites). Soient Bx = [aq, b;1] % [ap, bo] x [as, b3] et By =
[c1,d1] x [c2,d>2]  [c3,d3], on définit la distance dist(By, By) entre les boites par

1/2

3
dist(Bx, By) = | Y_ max(0, a; — d;)* + max(0, ¢; — b;)* (2.53)
i=1

On supposera que les domaines vérifient la condition suivante, dite condition d’ad-
missibilité. Cette condition réalise la séparation en champ proche et champ lointain pour
des noyaux asymptotiquement lisses.

Définition 2.44 (Critéres d’admissibilité). Soit n> 0 un parametre fixé. Deux domaines X
et Y sont dits faiblement admissibles si

min(diam(X),diam(Y)) < ndist(X,Y). (2.54)
On parlera d’admissibilité forte si'on a
max(diam(X),diam(Y)) < ndist(X,Y). (2.55)

Ces inégalités sont également employées pour les boites englobantes en substituant Bx et
By a X et Y respectivement. Si les boites englobantes Bx et By sont admissibles, il s’ensuit
I’admissibilité des domaines X et Y.

Les interactions admissibles (champ lointain) sont de bonnes candidates pour I'ob-
tention d'une approximation a variables séparées tandis que les interactions inadmis-
sibles (champ proche) ne peuvent étre approchées efficacement de la sorte.

2.3.1 Développement de Taylor du noyau

On rappelle que I'on cherche une approximation a variables séparées et de rang fini
du noyau G(x,y) avec xe XcT'et ye Y c I, I' une surface fermée de R4. En supposant le
noyau suffisament régulier, on montre dans cette partie que le développement en série de
Taylor du noyau fournit la décomposition voulue. En se placant dans le cas de I’hypothese
de noyau asymptotiquement lisse et en imposant une certaine condition entre X et Y, on
peut également majorer le reste du développement de Taylor et obtenir une estimation
du rang de I'approximation construite.

2.3.1.1 Formule de Taylor-Cauchy en dimension 3

On considere le noyau G(x, y) = 1/|x — y| en dimension d = 3. La fonction G étant
analytique en dehors de la diagonale x = y, on le développement de Taylor a I'ordre p
avec reste de Cauchy autour d'un point yp € YcR3:

p-1

1 1

Gx,y) = Y — (7= 10956, yo) + E(y—yo)agG(x, 7) (2.56)
|(X|=0 . .

= Sp,, () +eplx,y) (2.57)

avec y € Y et ny_ le nombre de termes dans la somme. La somme indéxée par le multi-
indice a correspond al’approximation souhaitée. On aura alors une approximation conve-
nable sile terme de reste est controlé lorsqu’on augmente |’ordre dans le développement.
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2.3.1.2 Majoration de I'erreur

Noyau asymptotiquement lisse On rappelle que I'hypothése de régularité sur le noyau
G(x, y) implique qu'’il existe des constantes c;,c, et un degré de dégénérescence o tel que
pour tout multi-indice f € N3 on a

185G 0x, I < crlplicy " x— y| 7P, (2.58)
Pour yp, ¥ €Y, on a les inégalités suivantes pour tout xe X et y €Y,

ly=yl < diam(Y),
lx—7 > distX,Y).

Alors le reste e, (x, y) du développement de Taylor peut étre majoré de la fagon suivante

1
lep(x, 1) < |—|d'“'|y—yo|“|a°‘G(x, P

o
g1y = Yol sl
< g add
lox|
< @ BT X, ) ey

dist(X,Y)!«
< adistX,Y) " (ndcy)®

Condition d’admissibilité On assure la décroissance exponentielle du reste en impo-
sant une condition liant les domaines X et Y : c’est la condition d’admissibilité. Ainsi, on
impose la condition suivante,

diam(Y) < ndist(X,Y), (2.59)
avec ndc, < 1. Alors le reste est majoré de la sorte

lep(x, )| < crdist(X,Y) " (ndc), (2.60)

et 'errreur commise est donc € := ¢; dist(X,Y)_"(ndcz)|°‘|.

Remarque 2.45 (Développement en x). On peut effectuer le méme développement sui-
vant la variable x. Dans ce cas, on impose la condition

diam(X) < ndist(X,Y). (2.61)

2.3.1.3 Approximation d'une matrice BEM

On peut utiliser le développement 2.56 pour approcher la matrice donnée par 2.2 en
remplacant le noyau par son approximation, y, étant fixé dans Y,

Mij

fr fr G(x, y)@; ()@} (x)dT (x)dL (y)

I

frfrsnp_l(x,y)<Dj(y)<I>f(x)dF(x)dF(y)

p-1 1
B frfr( 2 o~ 10706, yo) ®; ()P (0)dT (x)dT (y)
Ja|=0
p_l 1 o . t
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En posant

g
s
!

fr 05G(x, yo) @} (x)dI (x),
1
Bl = | <=y "@,(aro),
on obtient la décomposition de rang faible M = AB voulue.

Choix du nombre de termes En considérant x € X fixé, on remarque que la somme

A 2 . . 4 . 3 ,
est un polyndme en y de degré au plus p — 1 en dimension 3. On désigne par P -1 I'en-
semble de ces polynomes. Ainsi, le nombre de termes dans la somme n;,_; est borné par
le nombre de monomes y“ linéairement indépendants dans P;_l soit

Np-1 = c3.p°, (2.62)

c3 étant une constante.

Cas de la matrice du simple couche La matrice définie par 2.2 pour le noyau de I'équa-
tion de Laplace G(x, y) = 1/|x — y| est la matrice de 'opérateur de simple couche. Dans ce
cas, les constantes dans ’hypothese de noyau asymptotiquement lisse valent ¢; = ¢, = 1
et 0 =0 et ainsi, le développement de Taylor du noyau a I’ordre p fournit une approxima-
tion de rang borné par c3p® avec une erreur de (31)” pour n < 1/3. Pour une précision €
fixée, I'ordre d’interpolation p est donné par

p=0(=log(€)), (2.63)
et le rang r. ala précison € vérifie donc
re=0(~10gy(e)). (2.64)

Le développement de Taylor fournit une approximation dont on peut borner le rang
en fonction de la précision voulue en se placant dans I'hypothése de noyau assymptoti-
quement lisse 2.58 et en imposant une condition d’admissibilité 2.59. Cependant, cette
approximation recquiert le calcul des dérivées successives du noyau et il s’agit en général
d’un calcul couteux et pénible. Cependant, on est assuré de 'existence d'une approxi-
mation de rang faible avec une estimation d’erreur ainsi qu'une estimation du rang de
I’approximation en fonction de la précision.

2.3.2 Approximations croisées du noyau de Green
2.3.2.1 Position du probleme

Dans cette partie, G(x,y) désigne le noyau de Green de 'équation de Laplace avec
x € X et y € Y deux domaines de R3. On suppose de plus que ces deux domaines satisfont
la condition d’admissibilité suivante

min{diam(X), diam(Y)} < ndist(X,Y), (2.65)

ol n est un parametre fixé. Pour une fonction asymptotiquement lisse, cette condition
suffit a garantir I'existence d’'une approximation de rang faible via sa série de Taylor. On
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cherche alors a obtenir I’approximation a variables séparées sans avoir a calculer des dé-
rivées du noyau par une méthode d’approximations croisées. Pour ce faire, on écrit le
noyau sous la forme suivante

G(x,y) = s (x, ) +er(x,), (2.66)
ol s,(x, y) est une somme de r produits tensoriels de fonctions et e, est un résidu tel que
ler(x,y)] <€ €—0quand r — oo.
2.3.2.2 Algorithme fonctionnel

On construit itérativement les fonctions {s,} et {e,} de la sorte

so(x,y) = 0,
eo(x,y) = Glx, ),
etpour g >0,
eqgr1(%,y) = eq(x,y)—08g+1184(x, ¥}, )eq(Xiy,, ), (2.67)
Sqg+1(,y) = $q(x,¥)+8g+1164(X,¥j,.)eq(Xiy 1, V), (2.68)

ol 6q+1 = (eq(x,-w,yjqﬂ))_1 etx,,, ety choisia chaque étape q tels que eq(x,-qﬂ,yjqﬂ) #
0

La premiere itération de I'algorithme consiste a déterminer un pivot non nul §; =
G(x;,,yj,) et on considere le functionnal skeleton s, (x, y) défini par

si6,y) = Gx,y;)(Gxiy, y;,) ' G(xiy, )
u(x)v1(y),

avec u; (x) = G(x, yjl)/\/ﬁ etvi(y) = sgn(S).G(xil,y)/\/W.

La seconde itération de 'algorithme revient a effectuer la méme procédure a la fonc-
tion (G- s1)(x, y) et obtenir une autre approximation associée a un pivot (x;,, y;,) € X x
Y. Quand le nombre de functionnal skeleton augmente, la fonction s,(x, y) interpole le
noyau aux pivots (x;;, y;,), (I = 1,..., q) etle résidu e, (x, y) accumule les zéros

Lemme 2.46 ([Beb00b]). Pour 1 <I< get x€X, onary(x,yj,) =0. On obtient le méme
résultat en échangeant les roles des variables x et y.

On introduit la notation G(x, [y],) pour désigner le vecteur de taille n suivant dont les
coefficients sont des fonctions de x pour les pivots y;,, g =1,..., n fixé

G(x, yj,)
G(x, [yln) =
G(x’ yjn)

Alors, al’étape g de’algorithme, on al’approximation suivante du noyau ([Beb00b],lemme
3.),

Gx,y) = Glx,[yl9)" My 'G(xlg ), (2.69)
ou My est de taille g x g et définie par
(Mq)(xf) = G(xia; y]ﬁ)’

pour o, = 1,..., g. Par analogie avec les approximations extraites traitées dans les mé-
thodes algébriques, on appelle (Mq)_1 une matrice de couplage.
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2.3.2.3 Convergence de la méthode

On considere 'entier r2,,—; défini par 2.62 pour le développement de Taylor et on effec-
tue n,_ étapes de I'algorithme précédent. Par analogie avec le développement de Taylor,
[Beb00Db] relie le résidu en, , au reste d’une interpolation polynomiale dans [P’;’,. Cepen-
dant, I'interpolation polynomiale en dimension supérieure n’est pas aussi aisée que dans
le cas réel ([SX95]). Son existence est garantie mais I'unicité dépend de la distribution des
points d’interpolation. On obtient 'unicité de I'interpolation s’il n’existe pas de polynéme
de P*;’, nul en chaque nceud d’interpolation.

Théoréme 2.47 (Convergence du résidu e, (x, y),[Beb00b]). Pour chaque étape q, un pivot
xi, est choisi tel que
leg-1(xi,, yj, )| = leg-1(x, yj,)|, x €X. (2.70)

Alors le noyau G(x, y) asymptotiquement lisse et les fonctions s;(x, y) eteq(x, y) définies par
2.67 vérifient pour x€X, y €Y,

Gx,y) = sp,, () +en, (X,) (2.71)
avec
Snpa (5,Y) = G(x,[y]n,,_l)T(Mn,,_l)‘lG([x]n,,_l,y). (2.72)
et
len,, (%, )| < cp-1dist™ (X, V)1, (2.73)

et ¢, ne dépend pas de ) mais seulement des points {y jq}Z’i 11 .

Lapproximation s, , (x, y) estune approximation a variables séparées et de rang 1,
du noyau de la forme voulue. On note que la décroissance dépend du facteur d’admissi-
bilité n associé aux domaines X et Y.

Remarque 2.48 (Choix des pivots). Le choix des pivots est crucial pour s’assurer de la
convergence de I'algorithme. Les pivots {y jq}zi—ll servent de nceuds d’interpolation pour
un polyndme minimisant le résidu. Plusieurs stratégies sont explicitées dans [Beb00b].
Une méthode heuristique et similaire a I’algorithme ACA+ est présentée et consiste a ob-
server I'influence du pivots choisis sur d’autres produits tensoriels de fonctions. Une mé-
thode plus précise consiste a s’assurer que les pivots choisis garantissent que le détermi-
nant de Vandermonde issu de 'interpolation polynomiale du résidu ne s’annule pas.

2.3.2.4 Lien avec I'approximation croisée ACA

Pour deux nuages de points de R3 X = {x; :’i ety ={ yi};?:l, on note Bx et By les deux
boites englobantes contenant respectivement les nuages X et Y. On suppose que les deux
boites englobantes satisfont la condition d’admissibilité suivante

min{diam(Bx), diam(By)} < ndist(Bx, By). (2.74)
On considere la matrice M de taille m x n définie par
M;j=Gx;,y),xi €X,y; €Y. (2.75)

Cette matrice est ’équivalent d'une discrétisation des intégrales avec un point de Gauss
dans 2.2, aussi appelée matrice de collocation. Lapplication de I'algorithme algébrique
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ACA n’est autre que la discrétisation de 'algorithme 2.67 en utilisant comme pivots les
points x; et y;. On rappelle que I'algorithme ACA fournit la décomposition de rang r sui-
vante, avec les notations t ={1,...,m} et s={1,...,n},

M = M| xs(Ml;40) "Ml (2.76)

avec f = lig:qg=1,...,rtet§=1{j,:q=1,...,r} deux sous-ensembles de 7 et s respec-
tivement. L'écriture 2.76 n’est autre que la discrétisation de la décomposition du noyau
obtenue en 2.72 ol

Mlix) = Gy, [yj, 10", i=1,...,m
(M|fx{]}):G([xlq]r;y]) ’ j:].,...,n

On remarque que la matrice M|;, ; est exactement la méme matrice que la matrice de
couplage intervenant dans 2.69 en prenant g = r.

Remarque 2.49 (Convergence pour 'algorithme ACA). Ce lien est a la base des preuves
de convergence de l'algorithme ACA avec pivot total. En effet, Bebendorf a initialement
introduit I'algorithme 2.67 dans le cadre de I’approximation de noyau asymptotiquement
lisse. La discrétisation de cet algorithme n’est autre que l’algorithme de pivot total pré-
senté usuellement dans un cadre algébrique. Bebendorf prouve ainsi la convergence de
I'algorithme pour une matrice de collocation a I'aide d’'une interpolation polynomiale du
résidu. Rjasanow et Bebendorf ont alors étendu le résultat pour des matrices de discréti-
sation de type Galerkin ou Nystrom.

2.3.2.5 Approximation du noyau dans Bx x By

Sous réserve d’avoir un nombre suffisant de points x; et y; dans X et Y, on peut obtenir
une approximation du noyau dans Bx x By en utilisant ’algorithme ACA. L'application de
cet algorithme nous fournit une approximation de la forme AB' de M. Quitte & renvoyer
également la liste des pivots de lignes et de colonnes utilisés, on peut alors construire une
approximation de rang fini a variables séparées du noyau dans Bx x By par

r 1
mmwzz(ZGuquJ , 2.77)

I=1\g=1

l
> Glxi,, y)Dyq
qg=1

ou les coefficients C;,; et D;, sont donnés par 'algorithme suivant.
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Algorithme 12 Calcul des coefficients C et D

Données: Une matrice de collocation M de taille m x n construite sur les nuages de points
XetY.
But: Calculer les coefficients C et D de la décomposition 2.77.

1: Compresser la matrice de collocation M par ACA pour obtenir une approximation de
rang r,M = ABT. Renvoyer de plus la liste des pivots t=1{i,...,i; et §= {1y jr}
utilisés par I'algorithme ACA.

2: Initialiser les matrices C et D de taille r x r par zéro. Initialiser deux vecteurs c et d de

taille r par zéro.
Pour [/ =1,...,r faire
Pouri=1,...,]—1 faire
di = O,Ci =0
Pour g =1,...,i faire
ci=cCi+ Cqu(x,-l,yjq)
di =d;i+DiqG(xi, yj)
Fin Pour
10:  Fin Pour
11: Cp= l/m
122 Dy =sgn(A;; )/ /1A,
13:  Pourg=1,...,1—1 faire

14: Cig=0,D;y=0

15: Pouri=gq,..., 1 -1 faire
16: Clq ZClq—CiqdiCll
17: qu :qu_DiqciDll
18: Fin Pour

19:  Fin Pour
20: Fin Pour
21: retour CetD

La qualité de la décomposition 2.77 du noyau dépend de I'’erreur commise par I’algo-
rithme ACA. On peut obtenir une majoration de I'erreur ponctuelle commise par I’algo-
rithme ACA. [BG05] donne une estimation de I'’erreur commise pour chaque coefficient
de la matrice de collocation a partir du théoreme 2.47.

Lemme 2.50. Soit M la matrice dont les coefficient sont donnés par 2.75. Alors, on a
IM;; — (ABY);j1 = 62" (n/2)"") (2.78)
ol r est le rang déterminé par I'algorithme ACA et n est le facteur d’admissibilité.

Dans la pratique, pour le cas du simple couche, [BG05] indique que le facteur 2" n’ap-
parait pas et que pour la matrice du simple couche r = log?(e) est souvent suffisant pour
obtenir une erreur de I'ordre de @ (¢).

Remarque 2.51 (Traitement de la matrice de collocation). Dans nos tests numériques,
nous avons pu constater que I’emploi de I'algorithme ACA avec pivot total est souvent
plus stable que celui utilisant une stratégie de pivot partiel. Dans le cas ol la matrice de
collocation est petite, on peut envisager d’utiliser la SVD et la pseudo-inverse de la ma-
trice M. On introduit ce changement lorsque I'’estimation d’erreur 2.78 n’est pas vérifiée.
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2.3.3 Interpolation polynomiale

Contrairement au développement de Taylor qui requiert les dérivées successives du
noyau, 'approximation polynomiale fournit des résultats intéressants tout en étant plus
maniable dans la pratique. Cette section se veut étre un bref rappel des principaux résul-
tats sur I'interpolation polynomiale afin de pouvoir I'utiliser dans un code de calcul.

On détaille la méthode d’interpolation polynomiale par les polyndmes de Lagrange et de
Chebyshev dans R puis on généralise a R a 'aide de produits tensoriels.

On renvoie a [BGH12] pour un exposé clair et détaillé de I'interpolation par les polynémes
de Lagrange dans le contexte des .#-matrices. La méme méthode est employé dans le
cadre de la méthode des multipoles rapides avec des polynomes de Chebyshev dans la
these de Messner [Mes11].

2.3.3.1 Interpolation de Lagrange dans R

On se donne une fonction f continue de [—1, 1] a valeurs réelles, aussinoté f € €[-1,1],
et notons P, 'ensemble des polyndmes de degré au plus m.

Définition 2.52 (Opérateur d’interpolation). On définit I'opérateur d’'interpolation poly-
nomiale J,, de la maniere suivante

Im:Cl-1,11 — Py,

f — Zf(z,v)gv
v=0

ou les points {&y}y € [-1,1] sont dits noeuds d’interpolation et les polynémes {%,}, sont
les polyndomes de Lagrange vérifiant £y () = 8y, pour v,p € {0,..., m}.

Lemme 2.53. On utilise la transformation affine suivante pour passer de I'intervalle de
réfrence [—1, 1] a un intervalle [a, b] quelconque.

Dgp i l-1,11 — [a,b]
b+ta b-a
2 2

f —

On définit les noeuds et les polyndmes d’interpolation dans [a, b] grace a I'application
@, ) de la sorte

é[u,b],v = CI)[u,b] (E,v)»

" t_ala,bl,u
ZLla,p),v (1)

u=0,u#v Sla,bl,v— E[a,b],p

Choix des noeuds d’interpolation Un probleme typique lors de I'emploi de l'interpo-
lation est le choix des nceuds d’interpolation. Sélectionner m points équirépartis dans
I'intervalle peut conduire au phénomene de Runge pour des grandes valeurs de m et ne
garantit pas la convergence uniforme. Pour atténuer ce probleme, l'usage courant est de
choisir comme nceuds d’interpolation les m zéros du m®™¢ polynome de Chebyshev dé-
finis dans I'intervalle de référence par

2v+1
2m

&[-1,1],v = COS n),v:O,...,m—l. (2.79)
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2.3.3.2 Interpolation polynomiale en dimension 3

La construction d’'un interpolant en dimension supérieure sur un ouvert I'; de R3
n’est pas une tache aisée et de maniére générale, on ne peut pas prouver 'unicité d'une
telle approximation. Pour pallier cette difficulté, on considere une boite englobante B =
a1, b1] x [ay, bo] x [as, bs] telle que I' < B et on cherche une approximation dans cette boite.
Pour ce faire, on utilise I'interpolation en une dimension dans chaque direction et on
construit 'opérateur d’interpolation a partir du produit tensoriel suivant.

Définition 2.54 (Interpolation par produit tensoriel). Soit f une fonction de B < R® a va-
leurs réelles. On définit I'opérateur d’interpolation .#2 dans la boite B par le produit ten-
soriel suivant,

jrlfl = Jlar,br),m ® Flaz,by),m ® Flaz, bs),m- (2.80)

Pour un triplet d’entiers inférieurs ou égaux a m, v = (v1, vz, v3), on définit les nceuds et
les polyndmes d’interpolation par

E'E = (ﬁ[alybl]vvl’é[ﬂZbe]yVZ’a[a3vb3]vv3)’ (2.81)
g\lza(x) = g[abbl]yVl(xl)g[ﬂzybz]y\’z(xz)g[dsybd,\’s(x3)' (2.82)

Pour une fonction f de R? a valeurs réelles, on notera I'interpolation de la fagon suivante

IBIf1=Y feB <8, (2.83)
veEM

ou ./ :=10,...,m?.

Remarque 2.55 (Anisotropie). On notera que 'on a écrit les formules d’interpolation en
prenant un ordre constant suivant chaque direction. L'analyse de I'’erreur au prochain
paragraphe montrera que l’on dispose de plus de souplesse dans la pratique ce qui permet
de réduire le nombre de points nécessaire au calcul d'une bonne approximation.

2.3.3.3 Analyse d’erreur

On explicite dans cette partie les principaux résultats de la théorie de I'interpolation
polynomiale en une dimension. Rappelons que pour une fonction continue de [-1,1] a
valeurs réelles, || f [l oo,(-1,1] désigne la norme sup sur 'intervalle [—1, 1].

Dans un premier temps, on donne une définition de la stabilité d’'un schéma d’in-
terpolation puis on utilise cette notion pour exhiber des inégalités sur I'erreur d’interpo-
lation dans le cas de la dimension 1 puis dans le cas d'une approximation par produits
tensoriels en dimension 3.Les détails des résultats suivants figurent dans [BGH12].
Notons enfin que dans toute la suite, le choix de la famille de polynomes n’intervient pas.

Résultats en une dimension d’espace Pour tout entier m, A, est une constante vérifiant
la condition de stabilité suivante pour toute fonction f € €[-1,1],

1T m [ Moo, =1,11 < Amll flloo,(=1,115 (2.84)

Dans le cas ot 'on choisit les noeuds de Chebyshev, on a ([MHO03]) :
2
Ap=—In(m+1)+1<m+1. (2.85)
T

La stabilité et le fait que 'opérateur d’interpolation est un projecteur sur I’espace des
polyndmes de degré inférieur ou égal a m fournissent la propriété suivante.
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Proposition 2.56 (Meilleure approximation dans P,,). Soit J,, vérifiant l'estimation de
stabilité 2.84. Alors, pour toute fonction f continuede[-1,1], ona

If=Tmlflloo-1,1 < QA+AR)nf{llf = vloo-1,1: V EPul.

Cette propriété traduit le fait qu'un schéma d’interpolation stable fournit la meilleure
approximation possible a une constante pres. En supposant la fonction f plus réguliere,
par exemple f € €M1 ([-1,1]), on peut améliorer I'inégalité précédente et obtenir

If =Tl flloo-1,1) < (m—H),IIf‘”“” lloo,1,1]- (2.86)

Dans le cas de l'intervalle [a, b], la relation 2.84 est inchangée tandis que pour une
fonction f € €¢™*1([a, b)), on obtient I’estimation suivante :

~ 2 b—a)\"™! (m+1)
I f = Tmlf oo, a,n < ! ( 1 ) If ll oo, (@, b1 -
Pour les applications courantes, on souhaite travailler avec les dérivées successives de
la fonction f. Une solution possible serait de dériver la fonction puis de I'interpoler, ce
qui nécessiterait de dériver la fonction au préalable et que cette dérivée devienne un ar-
gument du code de calcul. On préférera dériver I'interpolant car il est plus aisé de dériver
un polynome.
Le résultat suivant permet de relier la norme d’'un polynéme et de sa dérivée 1°™¢.

Proposition 2.57 (Inégalité de Markov itérée). Soient | un entier strictement positif et u €
P,,.Ona,

2
| .
(ﬁ) lulloo, -1, Sil<m,

sinon.

1P oo 1,11 < (2.87)
Cette propriété permet de définir une condition de stabilité similaire a 2.84 pour les
dérivées successives.

Proposition 2.58 (Stabilité des dérivées). Soit [ € {0,...,m}, on considere f € € (la,b)). Si

3%’19 ] satisfait la condition de stabilité 2.84 alors il satisfait également la condition suivante,

I D D llooab) < AL Plloo,a,b, (2.88)
avec la constante de stabilité
AD .= Am ( m! )2 (2.89)
mn \m=-0) " '

La condition de stabilité précédente permet de prouver une majoration de 'erreur
similaire a I'estimation de meilleure approximation de la proposition 2.56.

Théoréme 2.59 (Approximation des dérivées). Soientl€{0,...,m},n€{0,...,m—1} et une
fonction f € €(la, bl). Sous réserve de stabilité (2.84) et de meilleure approximation (2.86),
ona

20D +1) (b—a
(n+1)! ( 4
A ce stade, on dispose d'une majoration de I'erreur d’interpolation dans une direction
en fonction de I'ordre d’interpolation et de la dimension de l'intervalle aussi bien pour la
fonction que pour ses dérivées successives. On généralise ces résultats au cas de l'inter-
polation par produits tensoriels en dimension 3 a I'aide de 'opérateur 2.83.

n+l
179 = @ N lootab < ) 1P oo apy. (290)
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Résultats en dimension 3 Le théoreme suivant prouve d’une part la stabilité de I’opéra-
teur d’'interpolation 2.83 et d’autre part fournit une majoration de I’erreur d’interpolation
dans le cas de I'interpolation par produits tensoriels. La norme ||. ||, g désigne de maniere
similaire au cas 1D la norme de la convergence uniforme sur B < R3. En I'’absence de pré-
cision supplémentaire, les notations sont les mémes que celles du paragraphe précédent.

Théoreme 2.60 (Interpolation par produits tensoriels). SoitB = [ay, b1] % [az, b2] x [as, bs].
Soit un entier m. On suppose pour i € {1,2,3} que les opérateurs 3[,2"’ 2 respectent la condi-
tion de stabilité 2.84 et l'estimation d'erreur 2.86. On considere de plus I3, l'opérateur d'in-
terpolation dans la boite englobante B défini par 2.83. Pour toute fonction f € € (B) cet

opérateur vérifie alors l'inégalité suivante :

138 [ lloos < AN Fllco,B- (2.91)

Si l'on suppose de plus que la fonction f est m+ 1 fois dérivable, on a

diam(B) "' max{[|07"*! flleo,p : i €1{1,2,3}}
) . (2.92)

_~B < BA2
||f Jm[f]”oo,B\GAm( 4 (m+1)!

Remarque 2.61 (Interpolation anisotrope). [BGH12] montre qu’il est possible d'utiliser
un ordre moins élevé dans une direction plus petite sans modifier I’erreur commise. On
construit par la suite des boites “épousant” la surface I' © B a I'aide de I'analyse en com-
posantes principales.

Enfin, de maniere similaire au cas 1D, on peut montrer une inégalité sur ’approxima-
tion des dérivées successives dans une boite B.

Théoréme 2.62 (Interpolation des dérivées par produit tensoriel). SoitB = [a;, b]x [ay, ba] x
las, bs], soient m un entier et |\ un triplet tel que pour tout entieri € {1,2,3},1; < m. Soitn
un entier tel que n < m— [\; pour tout entieri € {1,2,3}.

On suppose pouri € {1,2,3} que les opérateurs J%i /bl respectent la condition de stabilité

2.84 et l'estimation d’erreur 2.86. On considére 35, L'opérateur d’interpolation dans la boite
B. Quitte a poser

3
A%) = H(A%Z) +1),
i=1

on a alors pour toute fonction f € C"*1(B),

(W 3
2A b;—a;
IO (f = T8 [ D) lloop < —2 ( —

n+1
(n+1)! 4 ) 10710 £ lloo,- (2.93)
ci=1

2.3.3.4 Application au noyau de Green

On applique le schéma d’interpolation par produit tensoriel au noyau de Green de
I’équation de Laplace. On se limite a ce cas dans cette partie afin de pouvoir se placer
dans le cadre des noyaux asymptotiquement lisses. On effectueral’interpolation du noyau
oscillant ultérieurement.

Notations On considere deux boites englobantes By et By dans R® définies par

Bx la], by] x (a3, b;] x [a3, D3],
By = laj,bj]1x[a),b)]x[a},b}].
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On supposera que ces boites sont faiblement admissibles (fortement si on prend le max),
i.e elles vérifient I'inégalité suivante, pour 1 réel,

min(diam(X), diam(Y)) < ndist(X,Y). (2.94)
Dans toute la suite, x désigne un point de Bx et y un point de By.
Contexte d’application On applique les résultats del'interpolation polynomiale au noyau

de Green G(x, y). On rappelle que ce noyau vérifie '’hypothese asymptotiquement lisse
suivante pour des constantes positives ¢y, C et o :

1025G(x, )| < Cla+ Bl — yi=o~loHpl,
En particulier, les fonctions G, et G, définies par

Gy:Bx— € By) , x—Gl(x,.),
Gy:By—%€"Bx) , y—G()),

vérifient les estimations suivantes pour tout multi-indice o et p de N®

10°Gx (oo < Clallc)dist(By, By) 7,
10°Gy (Mllooy, < CIBllcl dist(Bx, By) 7P,

Interpolation du noyaudans R® En utilisant I'inégalité 2.85, le théoréme 2.60 nous four-
nit les estimations suivantes pour x € Bx et y € By

~B
IGx =T [Gxllloopy <

2Cd(m+1)%"1 [ ¢odiam(By) \"**!
dist(Bx, By)© (4dist(BX, By) ) ’
2Cd(m+1)%"1 [ cydiam(By) |
dist(Bx, By)? (4diSt(Bx,By)) '

~B
IGy =T [Gylllopy <

Alors I'approximation G du noyau dans By x By est donnée par

NBX . . < s
3 {Jm [Gx](x)(y) sidiam(By) < diam(By) (2.95)

Gx,y) =
L [Gyl(x)(y) sinon
Dans le cas ot diam(By) < diam(By), on en conclut que

IG(x, ) -Glx, | = IGx,y)— ) G(Eg,y).fff’x(x)l
Vel

= (Gy = TG () ()]
2Cd(m +1)4-1 ( codiam(By) )’"“
dist(Bx,By)? \4dist(Byx, By) '

On peut obtenir le méme type d’'inégalité si diam(Bx) > diam(By). La condition d’admis-
sibilité 2.94 exprime le lien entre les diameétres et la distance de Bx et By pour finalement

donner
P(m) (@)mﬂ

G, )) =G I < g3
1G(x, y) = G(x, y)I dist(Bx,By)? \ 4

) (2.96)

ou P(m) = 2Cd(m + l)dr]U est un polyndéme en m. Il suffit alors d’imposer la condition
n <4/cy pour que le schéma d’interpolation converge exponentiellement.
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Approximation de rang fini En remplacant G(x, y) par son approximation dans |'ex-
pression des coefficients de la matrice de simple couche 2.2, dans le cas ou diam(Byx) <
diam(By) on obtient

M frfrG(x,y)<I>j(y)<I>§(x)dr(x)dr(y)
f f Y. GE L )
I'JT \veu

Y (fr,%EX(x)q>§(x)dr(x)) (LG(EE,y)d)j(y)dF(y)

Vel

Y AivBjy.
VEM

1

D; ()@l dI (x)dI ()

1

I

Il s’agit bien d’'une approximation a variables séparées et de rang fini Card(.#) = 6 (m?>).

Remarque 2.63 (Critére d’admissibilité). On note que c’est le critére d’admissibilité qui
implique la convergence exponentielle du schéma d’interpolation. Dans le cas de |'ad-
missibilité forte, on peut effectuer une interpolation polynomiale dans les deux variables
x et y. Dans le cas d'une admissibilité faible, seule la variable associée a la plus petit boite
peut étre développée.

Interpolation des dérivées du noyau dans R® Dans la modélisation par les équations in-
tégrales, on utilise fréquemment des opérateurs définis par les dérivées du noyau G(x, y).
Un exemple typique est I'opérateur de double couche dont les coefficients de la matrice
de discrétisation sont

D;; = ffa—G(x YD (V)DL(x)dT (x)dT ()
ij = rraﬁy y YIPiY)D; y

ff <x_y’ﬁy><1> (VP! (x)dT (x)dT (y)
A ¢ ) ‘“(x X
rJr lx—yB IV Y

ol 71(y) est la normale extérieure a I' au point y. En général, ce noyau n’est pas lisse et on
ne peut appliquer directement les résultats précédents a ce noyau. Pour se ramener aux
résultats précédents, on peut écrire la dérivée normale du noyau sous une autre forme,

oG -
— =<V,G(x, y),n(y) >. (2.97)
07iy
G(x, y) étant asymptotiquement lisse, il en va de méme pour V,G(x, y). On peut alors
remplacer le noyau par I’approximation suivante,

oG -
— =<V, G(x, ), Ay) > (2.98)
Gny

Cela revient a dériver I'approximation polynomiale obtenue pour le noyau G(x, y) ce qui
diminue I'ordre de I'approximation de la dérivée. Ceci impose d’approcher le noyau G(x, y)
avec un ordre suffisament élevé sous peine de perte de précision. Sans perdre de généra-
lité, on suppose que I'on a diam(By) < diam(Bx) et on effectue I'interpolation de G(x, y)
en la variable y, x étant fixé dans Bx. En remplacant le noyau par son approximation il
vient
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o
I

frfr <VyG(x,y), 7i(y) > @ (1)@} (x)dT (x)dT (y)

I

I

frfr<vyé(x,y),ﬁ(y)><I>j(y)<1>§(x)dl“(x)dr(y)
ff<vy Y G(x,éﬁY)sz(y)),ﬁ(y)><D,-(y)c1>§(x)dr(x)dr(y)
rJr Vel

y fr fr <V, (G825 (7)), 1) > B} (1) @L AT (T (7)
VEM

I

1

Y (fFG(x,EEY)q>§(x)dr(x))fr(< vyggv(y),ﬁ(y)>q>j(y)dr(y))
Vel

Z Ai,ij,v
Vel

I

On retrouve bien I'approximation de rang faible a variables séparées de rang Card(.#) =
@ (m3) pour la matrice du double-couche.

Estimation d’erreur pour les dérivées Dans un cas plus général, on considere une déri-
vée du noyau de Green de la forme

F(x,y) = 055G (x, y),

u et { étant des multi-indices de N3.

On peut obtenir une majoration de I’erreur similaire a celle obtenu en (2.96) en se pla-
cant avec les mémes hypothéses de régularité et d’admissibilité. On se limite a présenter
le cas ol1 diam(Bx) < diam(By), I'autre cas se traitant de maniere similaire. On effectue
I'hypothese supplémentaire que 'ordre d’interpolation du noyau est suffisament grand
pour que p; < m pour i =1,2,3.. On fixe un entier n tel que n < m—; pour i =1,2,3.
D’apres le théoréeme 2.62 on a alors la majoration de I'erreur d’interpolation pour une
approximation F de F dans B x By :

() 299)

dist(By, By)o+M \ 4

IF(x, ¥) = F(x, ) llooByxBy < "

ol1 P¥(m) est un polyndome en n (¢f [BGH12]). Lapproximation F(x,y) de F(x,y) étant
donnée par

Fxr,y) = Y, oYX 0d5GEN, y). (2.100)

Vel

Contrairement a I’estimation d’erreur pour 'interpolation du noyau, on observe une conver-
gence en (con/4)"*! au lieu de (con/4)"*!. Ceci est dii a la dérivation de I'approximation
du noyau et souligne encore que I'ordre d’approximation initial m doit étre suffisament
grand pour approcher les dérivées souhaitées.

Remarque 2.64 (Estimation de I'ordre d’interpolation). Contrairement au développement
de Taylor, on ne dispose pas d'une estimation précise de I'ordre d’interpolation d’apreés
les estimations d’erreurs. A cause des constantes qui interviennent, on trouve dans la
pratique un ordre d’interpolation trop grand. En effet, le rang de la matrice approché se
comporte comme m° et le nombre de nceuds devient vite trop important. On choisit dans
la pratique de se fier a 'estimation obtenue pour le développement de Taylor et dans le
cas du simple couche, on prend m = log;,(€) comme ordre d’interpolation.
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2.3.4 Hybrid Cross Approximation (HCA)
2.3.4.1 Contexte d’utilisation

On présente la méthode d’ Hybrid Cross Apprximation(HCA) présentée dans [BGO5].
Cette méthode combine les notions d’interpolation polynomiale dans R? et I'approxima-
tion croisée ACA. On vise I'obtention d’'une approximation M de rang faible d’'une matrice
M issue de la méthode des éléments finis de frontiéres. On prendra comme exemple la
matrice de 'opérateur de simple couche de taille m x n,

M;; = fFfFG(x,y)d),?(x)q>j(y)dr(x)dr(y),

aveci€t={iy,...,imlet jes={ji,..., jn}
Aux ensembles ¢ et s, on associe les supports Supp(t) et Supp(s) définis a partir des
supports des fonctions de base par

m

Supp(t) = | Supp(@; )
q=1

Supp(s) = USupp(‘qu)

Par abus de notation, on désignera indifféremment par ¢ et s les ensembles d’indices ou
les supports suivant I'usage. Avec les notations précédentes, cela revient a considérer les
domaines X = Supp(?) et Y = Supp(s). Dans toute la suite, on considére que xe tet y€ s
et on note B; et B leurs boites englobantes respectives.

2.3.4.2 Interpolation du noyau G(x, y)

On applique les résultats d’interpolation précédents au noyau de Green. L'opérateur
d’interpolation étant appliqué successivement aux deux variables, cela recquiert I'utilisa-
tion du critere d’admissibilité forte 2.55 :

max(diam(B;),diam(B;)) < ndist(B;, By).

En conservant les notations précédentes, I’approximation polynomiale du noyau a I’ordre
p dans B, x B; est alors donnée par

G(x,)

Y Y GEY )L L (.
VEM pEM

G(x,y)

I

Cette écriture permet d’ores et déja la séparation des variables x et y. Cependant, nous
avons observé a la section 2.3.3 que le nombre de nceuds d’interpolation peut étre élevé
si 'on souhaite une approximation fine du noyau. A ce stade, notre approximation est de
rang fini et bornée par Card(.#) = (p+ 1)3 := K. En substituant G(x, ¥) par son approxima-
tion et en échangeant les signes somme et intégrale, on obtient

M;; = ffG(x,y)<I>§(x)<Dj(y)dF(x)dF(y) (2.101)
- ff( Y GEEDL (L) (1) |00 (AT (x)dl(y)  (2.102)
U'\vett pett

Y ¥ ( f @ﬁ(x)zﬁf(x)dr(x))G(E‘S‘f,aﬁf) ( f Ly (@, (ydr(y)](2.103)
vel pest \IT r
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L'avantage de cette écriture est que le second terme de I’égalité peut étre vu comme un
produit de trois matrices.
M;; = (U.S.VD);;,

oi1 les matrices U € R"™*K § € RX*K et V € R”*X sont définies par

Uy = f O (x) L) (x)dT (),
I

Vi, = fr ©; ()L ()dr(y),

S = GEY,E).

Remarque 2.65 (Calcul des intégrales). Outre la séparation des variables, on remarque
que les intégrales mises en jeu ne sont a présent ques des intégrales simples et non des
intégrales doubles. Ceci est également un gain de calculs. Dans la pratique, les domaines
d’intégration I' N Supp(#) et I N Supp(s) sont discrétisés a I'aide de n; et n; triangles res-
pectivement. Chaque intégration sur un triangle est alors effectuée de maniere approchée
al'aide d’'une quadrature a pg points de Gauss. Dans le cas d'une intégrale double, I'in-
tégration sur un produit de deux triangles recquiert pz, évaluations de l'intégrande ceci
pour les n,n; interactions élémentaires possibles. Les intégrales simples mises en jeu ici
abaissent ce colit a pg(n, + n;) évaluations de I'intégrande.

La matrice de collocation S correspond a I'évaluation aux nceuds d’interpolation du
noyau de Green G(x, y) pour nceuds appartenant a des boites admissibles. On est alors
exactement dans les hypotheses d’utilisation de 'algorithme ACA. Deux approches sont
envisageables. La premiere effectue une compression algébrique de la matrice de cou-
plage, tandis que la seconde consiste a utiliser cette matrice de couplage pour former une
approximation croisée analytique du noyau. Dans [BG05], la méthode algébrique est ré-
férencée par HCA-I et 'approche analytique par HCA-II.

L'algorithme HCA est donc constitué de deux ingrédients :

— l'interpolation fournit un ensemble de nceuds d’interpolation dans un volume afin
de s’assurer de la convergence du ACA. En effet, il s’agit d'une distribution en grille
cartésienne des points et I'algorithme ACA est réputé robuste pour ces situations.
Linterpolation fournit dans un premier temps une borne K = (p + 1) sur le rang de
’approximation.

— l'algorithme ACA extrait un sous-ensemble des nceuds d’interpolation pour fournir
une représentation compressée de la matrice de couplage de rang r <K.

2.3.4.3 Traitement de la matrice de couplage

Le noyau étant supposé asymptotiquement lisse, on s’attend a observer une décrois-
sance rapide des valeurs singulieres de la matrice de couplage en tant qu’évaluation du
noyau aux noeuds d’interpolation. On peut deés lors tronquer les valeurs singuliéres dont
les contributions sont négligeables. On compresse la matrice de couplage a I’aide d'un al-
gorithme quelconque comme une SVD, ACA, rank-revealing LU, QR, etc, ... Lavantage de
compresser la matrice de couplage et non la matrice de départ est qu’elle est de dimen-
sion moindre, K x K.

Approche algébrique (HCAI)
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Obtention de la décomposition En utilisant une méthode algébrique telle que le
ACA ou la SVD, on construit une approximation de rang faible de la matrice de couplage :

S=~ABT,
avec A € RX*" et B e RX*" r < K, vérifiant

IS — A.BY||
— <
IS

On obtient directement une représentation compressée 2.1 de rang r de M

M ~ AB?,
en posant
A=UA,
B =VB,

oUAeR™ " etBeR"" etavec pour i€ t={iy,...,im} et jes=1{ji,..., ju}

Uiv

f O () LY (0)dT (x), (2.104)
r

Vi frcpj (ML () dr (). (2.105)

Complexité On note r le rang de 'approximation obtenue par I'algorithme HCA — 1.
On rappelle que le nombre de nceuds d’interpolation est K La complexité de I’algorithme
HCA —TIest la suivante

— Calcul de la matrice U de taille m x K : &(mK).

— Calcul de la matrice V de taille n x K : ©'(nK).

— Compression de la matrice de couplage : @(2Kr?).
— Produit A = UA : @(mKr).

— Produit B=VB: @nKr).

Au total, la complexité de I'algorithme est donc & ((m + n)Kr + 2Kr?) opérations. On note
que cette méthode est intéressante a partir du moment ou le nombre initial de nceuds
d’interpolation K est petit comparé aux dimensions de la matrice. C’est typiquement le
cas des matrices de discrétisation des opérateurs intégraux associés au noyau de Green
du Laplacien.

Approche analytique (HCA II)

Obtention de ladécomposition Lapplication d'une méthode d’approximations croi-
sées a la matrice de couplage revient a écrire la décomposition suivante

Slixs = Slixs(Slixe) " Slixs) (2.106)

ou 7 et § sont respectivement les r lignes et les r colonnes extraites de la matrice S.
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D’apres les résultats décrit a la section 2.3.2, ceci nous permet de construire la décom-
position G du noyau (c.f 2.77) :

r l l
G,y =Y (Z Cig-Gx &) || X qu.G(ﬁﬁg,y)), (2.107)
q=1

1=1\g=1

ol C et D sont les matrices de coefficients déterminées par 1'algorithme 12 et on peut
utiliser 'expression 2.107 pour obtenir

I

f f G(x, )@ (0D (y)dT (x)dT (y)

(Z Cig- f Gx, €2} (x)dT (x)

l
> qu.er(Egg,ymj(y)dF(y))
g=1

Cette écriture correspond a un produit de quatre matrices,
M= Uch.(vbhH?, (2.108)

ol C et D sont les matrices de coefficients déterminées par 'algorithme 12 et,

f @} (x).Glx, £ ) dT (x), (2.109)
r

Vig

frq>j(y).G(a‘3;,y)dr(y). (2.110)

En posant A= UCT et B= VD', on obtient 'approximation de rang r de la forme souhai-
tée.

On remarque que les matrices U et V dont les coefficients sont donnés par des inté-
grales simples sont de dimensions plus petites que celles mises en jeu dans I'algorithme
HCA - 1. En effet, elle ne contiennent que le nombre de nceuds d’interpolation sélection-
nés par la compression ACA de la matrice de couplage. Dans le cas o1 le nombre initial K
de points d’interpolation est élevé, ceci s’avere étre un gain non négligeable.

Complexité On note r le rang de 'approximation obtenue par I'algorithme HCA - 1.
On rappelle que le nombre de nceuds d’interpolation est K La complexité de I’algorithme
HCA —1I est la suivante

— Calcul de la matrice U de taille m x r : ©(mr).

— Calcul de la matrice V de taille n x r : G (nr).

— Compression de la matrice de couplage : 0O (2Kr?).
— Calcul des matrices C et D : @ (r?).

— Produit A=UC! : 6(mr?).

— ProduitB=VD?! : @(nr?).

Au total, la complexité de |’algorithme est donc O ((m+n) r2+2Kr?) opérations. Le nombre
de nceuds d’interpolation K n’intervient dans cet algorithme qu’avec un facteur r2 contrai-
rement a HCA — I pour lequel on a un facteur (m + n qui peut étre grand. Ultérieurement,
on utilisera cet algorithme pour approcher le noyau oscillant. Le noyau de I’équation de
Helmbholtz recquiert lui plus de points d’interpolation, ce qui nous fait préférer HCA—1I a
I'algorithme HCA - 1.
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Remarque 2.66 (Intégrales simple pour les deux versions). On note, en vue d'un prochain
chapitre que le cotit de calcul des intégrales varie suivant la méthode utilisée, HCA —1 ou
HCA —1II. En effet, la méthode HCA —I n’utilise que des évaluations de polynémes pour
le calcul des intégrales tandis que HCA —II utilise I’évaluation du noyau. Bien que I’on ait
moins d’'intégrales a déterminer dans le cas d'HCA —1I, le calcul unitaire peut étre plus
élevé dans le cas du noyau oscillant par exemple. L'évaluation du noyau en un point re-
vient a un calcul de cosinus et de sinus. Ce type de calcul est plus élevé qu'une somme ou
une mltiplication comme dans le cas du noyau de I’équation de Laplace.

2.3.4.4 Estimation d’erreur

Par construction, I'approximation de rang faible produite par la méthode HCA utilise a
la fois I'interpolation polynomiale ainsi que la compression ACA. Ceci conduit naturelle-
ment a obtenir une estimation de I'erreur tenant compte de ces deux méthodes. Le résul-
tat suivant, présentée initialement dans [BG05] (théoréme 26) puis dans [BGH12](théoréeme
4.11) fournit une estimation de I’erreur obtenue pour la construction de I’approximation
2.107. Une premiere application du schéma d’interpolation amenant une erreur €in(G)
permet de construire la matrice de couplage S de dimension K x K. On se place dans I'hy-
pothese ou l'erreur ponctuelle epacp demandée a 'algorithme ACA vérifié les inégalités
2.78. On utilise alors les pivots sélectionnés par I'algorithme ACA afin d’obtenir une se-
conde interpolation polynomiale donnant 2.107 avec une erreur €int (G).

Théoreme 2.67 (Estimation d’erreur pour HCA). Lapplication de la méthode HCA — 11
pour approcher le noyau de Green dans B, x Bg par son approximation 2.107 G, fournit
Uerreur suivante, pour x € By et y € By

1G(x, 1) — G(x, Y| < €inc(G) + €inc(G) + AS eaca (2.111)

avec la constante de stabilité \,, utilisée par le schéma d’interpolation polynomiale et exca
Uerreur ponctuelle due a la compression de la matrice de couplage vérifiant

(S — AB); ;| < eaca. (2.112)

[BGH12] établit la remarque que dans la pratique on obtient une estimation de la
forme
IG(x, y) = G(x, Y) | < max(€int, €aca)- (2.113)

[Djo06],[BGH12] et [BGO5] fournissent des tests numériques amenant une estimation sui-
vante
IG(x, ) = G(x, Y| < a1€ine + A2€ACA, (2.114)

oua; << 1etay = 1pourl’'opérateur de simple couche tandis que a, =~ 30 pour le poten-
tiel de double couche. Dans la pratique, pour une précision € finale visée, on augmente
légérement I'ordre d’interpolation et on utilise une précision exca = €/30 pour traiter les
dérivées du noyau.

Lestimation d’erreur pour I'approximation M de la matrice de discrétisation M suit le
méme comportement que I'erreur du théoreme précédent (cf 22 corollaire 27),

IM — M|l < B1€int + B2€aca, (2.115)

ol les constantes 3; et 2 dépendent de la géométrie des supports de ¢ et de s ainsi que
de la discrétisation de ces supports pour le calcul des intégrales. De méme, on note une
faible dépendance de I'erreur d’interpolation.
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2.4 Conclusion

La compression d'une matrice M de taille m x n par une représentation tensorielle
de rang r est au cceur des méthodes rapides pour des solveurs directs et itératifs dans
le cadre de la discrétisation par la méthode des éléments de frontieres. Cette méthode
consiste a exprimer la solution a I'aide d’opérateurs intégraux faisant intervenir le noyau
de Green associé au probleme. La discrétisation des ces opérateurs conduit a traiter des
blocs matriciels dont les coefficients sont déterminés a I'aide d’'une intégrale double fai-
sant intervenir le noyau de Green. De ce caractere découle deux approches possibles.

La premiere approche, algébrique, consiste a approcher la matrice a 'aide de mé-
thodes algébriques. La décomposition en valeurs singuliéres permet de justifier I'exis-
tence d'une représentation par produits tensoriels efficace et de rang faible (le meilleur
possible!) au prix d'une complexité en & (mnmin(m,n)) en déterminant des bases ré-
duites de I'image et du noyau de la matrice. D’autres méthodes telle que la factorisation
QR permettent la détermination de base réduite en & (mnr) opérations. L'ajout d'une par-
tie probabiliste -a travers le produit par une matrice test- permet d’accélérer les méthodes
algébriques afin de réduire la complexité a © (mnlog(l) + rinlog(n)) avec I ~ r. Ces mé-
thodes sont trés robustes et ont une probabilité d’échec trés faible tout en conservant une
estimation d’erreur convenable. Enfin, nous savons que les matrices considérées héritent
des bonnes propriétés du noyau de Green et des lors, une version heuristique de I'éli-
mination de Gauss permet d’abaisser la complexité a @ ((m + n)rz] en trouvant un rang
proche de celui de la SVD. Cette derniére méthode est un point essentiel de la méthode
des A -matrices car sa complexité est linéaire en la dimension de la matrice.

La seconde approche consiste a obtenir une approximation analytique du noyau de
Green et de I'utiliser pour le calcul rapide des coefficients de la matrice. La premieére
étape consiste a se placer dans un cas ou les variables x et y sont suffisamment éloi-
gnées pour s'éloigner de la singularité du noyau. C’est la condition d’admissibilité que
I'on applique afin d’éloigner les variables. Ceci correspond a réaliser une séparation en
champ proche et en champ lointain. Dans I'hypothése supplémentaire ou le noyau est
régulier et asymptotiquement lisse, la troncature de son développement de Taylor four-
nit une approximation sous forme de produits tensoriels a variables séparées. Ce type
d’approximation conduit naturellement a une représentation de rang faible pour la dis-
crétisation de la matrice. Cependant, le développement de Taylor recquiert un nombre
important de dérivées d’ordres supérieurs du noyau et cela s’avére limitant pour un code
de calcul performant. Comme la décomposition en valeurs singuliéres, le développement
de Taylor fournit néamoins des estimations du rang et on peut l'utiliser pour construire
une version analytique de 'algorithme ACA. Ce nouvel outil permet alors d’obtenir une
approximation du noyau correcte avec une erreur maitrisée pourvu que I'on soit dans
les hypothese de régularité de d’admissibilité précédentes. Une autre méthode, facile-
ment utilisable dans un code de calcul, est I'interpolation polynomiale. Plusieurs résul-
tats existent afin d’assurer une bonne stabilité de I'approximation du noyau ainsi que de
ses dérivées quitte a utiliser suffisament de nceuds d’interpolation. Ce nombre pouvant
étre élevé suivant les applications, la méthode HCA combine un schéma d’interpolation
avec une compression algébrique d'une matrice d’évaluations du noyau aux nceuds d’in-
terpolation. Cette compression algébrique permet une réduction importante du nombre
de nceuds en ne sélectionnant que ceux dignes d’intéréts pour I’approximation. On peut
alors obtenir un schéma d’approximation stable et précis en @ ((m + n) r2+ 2Kr2) opéra-

110



CHAPITRE 2. COMPRESSION D’UNE MATRICE

tions pour le noyau de Green. Cette complexité est alors la méme que pour la méthode al-
gébrique ACA. Par ailleurs, I'approche mixte du HCA ouvre la voie pour I'obtention d'une
approximation efficace du noyau oscillant quitte a correctement déterminer le nombre
intial K de nceuds d’interpolation.
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CHAPITRE 3. APPROXIMATION DU NOYAU OSCILLANT

3.1 Développement limité de la phase

3.1.1 Notations

On décrit les notations utilisées dans cette partie. La base canonique de R® est notée
(e1, ez, e3). Pour deux points x et y distants, on considere deux spheres Sy et S, de rayon
a et de centres cy et ¢y contenant respectivement les points x et y.

c:Cx_Cy

FIGURE 3.1 - Position des groupes d’inconnues et notations

On note R = |||, la distance entre les centres des spheres et ii3 = c/| c||, est le vecteur
directeur de norme 1 décrivant la direction des centres. On introduit par ailleurs d, =
Cx — X, dy = cy— y ainsi que d = dy — d,. Ainsi, pour tout x€ Sy, y € Sy,

x—yl=lc+d]|, (3.1)

ol ¢ est un vecteur constant de norme R. Seul le vecteur d varie lorsque x et y changent.
On note (uy, up) une base orthonormée du plan I1,, normal a uz avec!’origine le point

Cxt+cC <
%. On complete cette base par le vecteur u3 afin de former une base (11, up, u3) de R3.
Dans cette nouvelle base, on a

X =&y +&aup + &3z, (3.2)
y=mu +nauz +n3us, (3.3)
R
Cx = Eug, (3.4)
R
Cy = ~3 us. (3.5)

3.1.2 Développement limité du noyau de Green

On effectue un développement limité de la phase du noyau de Green de I'équation de
Helmholtz, G(x, y) = e?*=¥/|x - y|.
3.1.2.1 Développement limité de la phase

Ceci revient a effectuer le développement limité de la quantité |x — y| lorsque x et y
sont suffisament éloignés I'un de l'autre.
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Avec les notations précédentes, on a |x — y| = |c+ d|. On se place dans le cas ou % est

petit et on effectue un développement limité de la quantité |c + d|. On a

lc+dP?=<c+d,c+d>
=R*’+|d)*+2<c,d>

=R®’(1+59),

ol s = |d?/R? +2 < ¢,d > /R?. On rappelle que par définition, on a u3 = c/R et ainsi,
s=|d|?/R*+2 < u3,d > /R. En utilisant le développement limité de v/1 + s et en négligeant
les termes d’ordre 5 et plus en |d|, on obtient

(d>- < uz,d >?)
2R
. (< us,d >3 —|d|? <us,d>)
2R2
. 6ld|? < us,d>>-5<us,d>*—|d*
8R3

|x—yl=R+<usz,d>+

(3.6)

+0(d]®)

Le développement précédent fait intervenir les deux quantités |d| et < uz,d >. On
décompose le vecteur d dans la base (u;, uy, u3) afin d’isoler les comportements dans la
direction u3 et dans le plan transverse I1,,

d = d||.u3+dl,
d|| = <d, us>.
Par orthogonalité, on a
|d|? = dj +1d. |,

et par substitution dans (3.6) il vient,

o _ldulPdy | 1doPd) - 1du)

—y|=R+d; + +0(d)? 3.7
lx—yl I+ SR R? e (1d1”) 3.7

3.1.2.2 Ecriture du noyau dans la base (11, 5, u3)

On réécrit le noyau G(x,y) dans la base (1, up, uz) a l’aide du développement (3.7) et
des variables d et d . On note

ikR
Gol(x,y) = , (terme d’ordre 0) (3.8)
|x =yl
G1(x,y) = % (terme d'ordre 1) (3.9)
L1dy 12
Ga(x,y) = e"* 21 (terme d'ordre 2) (3.10)
_ik 1124
Gs(x,y)=e "R (terme dordre 3) (3.11)
'kldLlZ(4dﬁ_|dll2)
Ga(x,y)=¢€' 8R3 .(terme d’ordre 4) (3.12)
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Ainsi, le noyau se décompose sous la forme suivante
G(x,y) = Go(x, y).G1 (%, ).Ga(x, ¥).G3(x, ¥).Ga(x, y).G(x, ), (3.13)

ou G(x, y) contient les termes d’ordres supérieurs ou égaux a 5. On remarque que le terme
G (x, y) défini par 3.9 n'est autre qu'un produit d’ondes planes dans la direction us.

A l'aide de I'écriture 3.13 on peut obtenir des approximations a des ordres variables
pourvu que 'on controdle les oscillations des termes d’ordres supérieurs. Par exemple,
pour décrire le noyau complet G(x, y) par les ondes planes, il suffit de controdler les os-
cillations du terme G(x, y) car les autres termes sont plus petits que le terme d’ordre 2.
La relation obtenue pour le contréle des oscillations des termes d’ordres supérieurs cor-
respond a une relation d’admissibilité fréquentielle, c’est-a-dire dépendant du nombre
d’onde k.

eiklx—yl
[x—yl

3.1.3 Admissibilité fréquentielle pour le noyau

On considere le noyau de Green de I’équation de Helmholtz pour une fréquence non
nulle, soit k > 0. Lemploi du développement limité de la phase (3.6) recquiert la condition

|d]
—<

m 1. (3.14)

Il s’agit de la condition d’admissibilité pour le noyau 1/|x — y| que I'on a déja obtenue en
utilisant le développement de Taylor.

Sous réserve de satisfaire la condition (3.14), on présente deux criteres d’admissibilité
fréquentiels correspondant respectivement a des approximations du premier ordre et du
second ordre du noyau.

3.1.3.1 Admissibilité de type Fraunhofer

Lapproximation consistant a conserver le terme d’ordre 1 On souhaite controler les
oscillations des termes d’ordre supérieurs ou égaux a 2. Pour cela, il suffit de controler les
oscillations de 3.10, c’est-a-dire que I'’on veut borner la phase de G2 (x, y) de la sorte

|dy |?
2R

k

<o2m a<l. (3.15)

Cette condition correspond a I'approximation de Fraunhofer qui consiste a considérer
que dans la zone de champ lointain, le noyau de Green est correctement décrit par les
ondes planes. Il s’agit d'une approximation trés largement utilisée dans la pratique.

3.1.3.2 Admissibilité de type Fresnel

La prise en compte du terme d’ordre 2 dans I'approximation du noyau recquiert de
prendre en compte le comportement de d. En effet, si celui-ci est nul, il convient d’étu-
dier le terme suivant et de borner les oscillations de 3.12. On suppose dans un premier
temps que |d)| > 0 pour x et y donnés. Alors, on a la condition

k|d_l_|2|d||| -

R o.2m, a<l. (3.16)
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Si|d)| =0, le controle des oscillations du terme suivant donne la condition d’admissi-

bilité suivante

|dy|*
k—— <o2m a<1. (3.17)
8R3

Remarque 3.1 (Lien avec 'optique). Le cas ol |d)| = 0 correspond au cas ou x et y re-
posent respectivement sur des plans en opposition. Il s’agit d'un cas fréquent en optique
lorsqu’on observe le motif de diffraction sur un écran.

Remarque 3.2 (Condition de Fresnel). Pour éviter d’avoir a distinguer les cas selon la va-
leur de d, on peut regrouper les termes d’ordre 3 et 4 sous un seul et méme critere d’ad-
missibilité :

|dylld|? N |dy|*@4ldy* +1dL1?)

k
2R? 8R3

<o.2m a<l. (3.18)

3.1.4 Zones d’admissibilité fréquentielles
3.1.4.1 Expressionde d, et d dans (u;, uy, u3)

On note (dV,d®,d®) les coordonnées du vecteur d dans la base (1, 1, u3). Avec les
notations précédentes, on a

dV =& -n,
d® zéz—ﬂz,
d® =& -m3-R,
d’ou
dy=&-1n3—-R,

ldy1? =& —n)? + E —12)?

3.1.4.2 Majorationde d, et d enfonctionde a

Dans le cas des deux sphéres de rayon a décritesen 3.1.1,ona¢; € [—a, al, &, € [—a, al,
m €l—a,al, Nz € [—a,al et &3 € [% - a,% +alns € [—% - a,—% + a]. En notant D = 2a le
diametre des spheres, on a

ldj| <D =2a,
|d,|> <2D? =8a°.
Dans le cas des deux spheres de rayon a décrites en 3.1.1, on a |d| = |dy — dy| < 2a. Le

diametre D = 2a des spheéres est alors une borne maximum de |d| et la condition d’admis-
sibilité (adimensionnée par la logueur d’onde A) est alors

D<R (3.19)
AN ’

On rappelle que le nombre d’onde k est lié a la longueur d’onde A par k = ZT” Pour le
critere de Fraunhofer, en remplacant |d | | et |d|| par leur valeurs, on obtient

(2)2< E (3.20)
X \(x)\. .
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Pour le critere de Fresnel, on a
D)3 R\?
—| <a|=] . 3.21
(A) (A) 82D

On représente les diférentes zones d’admissibilités en fonction du diameétre en lon-
gueurs d’onde a partir des relations adimensionnées (3.19), (3.20) et (3.21).

Distance / \

2 4 6 8 10 12 14 16 18
Diametre / X

FIGURE 3.2 — Représentation graphique des zones d’admissibilités fréquentielles. En abscisse, le
diametre en longueurs d’onde. En ordonnée, la distance en longueurs d’onde.

La représentation ci-dessus permet d’établir une comparaison des différents criteres
d’admissibilité. Pour une sphere de diametre D donné, une autre sphere de diametre D
est Fraunhofer-admissible si la distance les séparant vérifie le critére (3.15), on dit qu’elle
est dans la zone de Fraunhofer (noté “Fraunhofer sur la figure”). Dans cette zone, les
ondes planes fournissent une bonne approximation du noyau. De méme, elle est Fresnel-
admissible si la distance vérifie le critere (3.18) (noté “Fraunhofer sur la figure”). Si cette
distance ne satisfait pas les deux criteres fréquentielles mais est supérieur au diametre, il
s’agit de la zone dite en “1/1”.

Pour une petite sphére, c’est-a-dire une sphere dont le diametre ne représente que
peu de longueurs d’onde (comportement basse fréquence), les zones sont plus resserées.
Au contraire, pour de grandes sphéres (comportement haute fréquence) elles sont plus
grandes. Lintroduction du critere de Fresnel possede un avantage immeédiat en ce sens
ol la limite de champ lointain est plus proche que celle obtenue par le critere de Fraun-
hofer. En effet, d’apres les conditions (3.15) et (3.18), la distance varie comme le carré du
diametre dans la zone de Fraunhofer tandis que dans la zone de Fresnel, la distance varie
comme la puissance 3/2 du diametre.
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3.2 Application au rang du noyau

On utilise la décomposition 3.13 obtenu dans la base (u;, uy, u3) afin d’étudier le rang
du noyau. Plus particulierement, on cherche a obtenir une approximation a variables sé-
parées du noyau par une méthode de type HCA—II tout en controlant le nombre de points
d’interpolation nécessaire.

On s’intéresse aux trois premiers termes de I'approximation 3.13 et et on écrit la dé-
composition suivante du noyau dans la base (u1, uy, u3)

Glx,y) = eI FE=) oz G- )? o Gl oy (3.22)

|x—yl
G(x, y) regroupant les termes d’ordre 3 et plus dans le développement de la phase pré-
cédent. On remarque d’ores et déja que cette écriture permet de découpler les contribu-
tions dans le plan I1,, : le terme quadratique est un produit cartésien de deux fonctions
deRxR—C.

La motivation de cette décomposition est d’obtenir une approximation de rang fini du
noyau. En effet, on rappelle que I'approximation voulue est de la forme

r

Gx,y) = ) ug(Qvg(y), (3.23)
q=1

ou r est le rang approché du noyau. Ce rang dépend de la précision voulue ainsi que
de la fréquence dans le cas du noyau oscillant. On peut utiliser la décomposition 3.22
afin de déterminer une borne maximum sur 'entier r en cherchant une approximation
dégénérée de chacun des termes. Pour chaque terme de la décompositon 3.22, on note
rg(.) 'entier désignant le rang approché par une approximation du type 3.23. Ainsi, on a

! ik(&3—ns) oz G -m)? & (2 —mp)? ~
lx_yl).rg(e 3 3)rg(€2R2 ).rg(eZRZ ).rg(G(x,y)), (3.24)

Cette estimation est une borne maximale, et on peut s’attendre a pouvor construire
une approximation du noyau G(x, y) avec un rang plus petit en exploitant 'admissibilité
de Fresnel introduite plus haut et en observant chacun des termes.

rgrg(

— Sous I'hypothese d’admissibilité de Fresnel, on peut supposer que la phase de G
n'oscille que trés peu et que ce terme ne contribue que trés peu au rang du noyau.
Comme le terme en 1/|x — y| peut étre approché par un noyau dégénéré de rang
faible (a 'aide d'une méthode algébrique ou analytique comme HCA —II), on fait

I’hypothése que
G(x, 1
rg(ﬂ) ~ rg( ), (3.25)
|x—yl |x =yl

G(x,y) )

[x=yl )

— Le terme en (§3 —n3) est le produit de deux ondes planes chacune étant de rang 1 et
ne présente pas de difficulté pour construire une approximation dégénérée de rang
fini. C’est ce terme qui est utilisé dans des développements basés sur un critére de
type Fraunhofer : dans le champ lointain, la phase est correctement décrite par les
ondes planes.

eton note Ng = rg(

— Les termes quadratiques en (§; — r|1)2 et (& — n2)2 sont des fonctions de R x R — C.
On note N; et N, respectivement le rang de chacune des contributions d’ordre 2.
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Finalement, I'apport de chacun des termes sous la condition de Fresnel conduit al’es-
timation suivante du rang,
r < No.Ni.N» (3.26)

Pour une erreur € donnée, les résultats obtenus par le développement de Taylor pour
le noyau 1/|x — y| suggerent que
No ~ O (log(e)). (3.27)

Pour les rangs N; et Ny, on cherche a présent la dépendance vis-a-vis de la fréquence et

de la précison. La contribution du terme quadratique étant un produit cartésien de deux
. . . a1 ik (12
fonctions 1D de deux variables, il suffit d’étudier le noyau x, y — ey,

3.3 Opérateur de Fox-Li

3.3.1 Définition

. b o L ialx—1)? N
On introduit 'opérateur intégral associé au noyau e!**~¥° a > 0 correspondant a
I'une des contributions du terme d’ordre 2 dans le développement de la phase.

Définition 3.3 (opérateur de Fox-Li/Fresnel). Pour des réels d > 0 et a > 0, on considére
I'opérateur intégral ., suivant,

Fo:L2([-d,d]) — L*([—d,d))

d .
A [ Al () = f =Y\ () dy, (3.28)
Cet opérateur borné est dit opérateur de Fox-Li ou encore opérateur de Fresnel dans la
littérature.

Pour nos applications, on a d’'une part a = k/2R et d’autre part on suppose que d et
R sont liés par la relation d’admissibilité de Fresnel. On s’intéresse aux valeurs singuliéres
de l'opérateur %, afin de déterminer un rang numérique a une précision donnée une
fois construit une discrétisation. L'étude des valeurs singuliéres revient a considérer les
valeurs propres de &, %. Avant de procéder au calcul explicite de %, %, on montre le
comportement des valeurs singulieres sur un exemple numérique simple.

3.3.2 Discrétisation °; a un point de Gauss

On discrétise uniformément'intervalle [-d, d] al’aide de 5 points par longueur d’onde
et on consideére une distance R telle que R et d satisfont le critére de Fresnel (3.16). On
considere une discrétisation Py a un point de Gauss de cet opérateur. Les coefficients de
la matrice M de discrétisation de &, sont donnés par

Mij — ei(x(xi_J’j)z,

ou x; et y; sont des points de la discrétisation de [—d, d].

Remarque 3.4 (Matrice de Toplitz). On note que la matrice obtenue est une matrice de
Toplitz. Ce type de matrice est tres particulier et la littérature a propos des valeurs propres
ou du déterminant d'une telle matrice est tres riche.

On peut obtenir les valeurs singulieres de M a l'aide de la décomposition en valeurs
singulieres tel que I'exemple suivant l'illustre.
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Exemple 3.5 (Valeurs singuliéres de M). Les parametres sont d = 10A et R = 55A. On as-
semble la matrice de discrétisation M de taille n x n pour deux discrétisations uniformes
différentes :

— Une discrétisation a 5 points par longueur d’onde : n = 100.
— Une discrétisation a 2 points par longueur d’onde : n = 40.

Bien que la dimension de la matrice de discrétisation varie d'un test a l'autre, ceci n’enleve
aucune pertinence au test sur le comportement des valeurs singulieres. Dans les deux cas,
on cherche a approcher le méme opérateur. On effectue alors la décomposition SVD dans
chaque cas afin d’obtenir les valeurs singulieres. De facon standard, on observe les valeurs
normalisées afin d’observer I'erreur relative.

+— 2 points/x
+— 5 points/A

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
n n

(a) Décroissance des valeurs singu- (b) Comparaison de deux discrétisa-
lieres normalisées de M. Les 50 der- tions uniformes.

nieres valeurs singulieres ne sont pas

représentées. En rouge la valeur singu-

liere a partir de laquelle 'erreur relative

est inférieure 2 1.107%.

FIGURE 3.3 — Décroissance des valeurs singuliéres normalisées de la matrice M dans le cas de
I'exemple 3.5. L'échelle est logarithmique en ordonnée.

On constate que le profil de décroissance des valeurs singulieres de la matrice de dis-
crétisation de I'opérateur de Fox-Li est rapide. Les premieres valeurs singuliéres norma-
lisées sont proches de 1 puis tendent rapidement vers 0. Par exemple, dans le cas de la
figure 3.3a, sil’on s’intéresse au rang numérique de cette matrice a la précision 1.107%, on
obtient un rang numérique r. = 17 pour une matrice de taille 100 x 100.

Dans le cas de la discrétisation a 5 points par longueur d’onde, on note que beaucoup
de valeurs singulieres sont inutiles et correspondent a une erreur proche de la précision
machine. Ceci suggere qu’il n’est pas nécessaire de discrétiser I'intervalle avec 5 points par
longueur d’onde et qu'une discrétisation plus grossiére peut fournir un rang d’'une aussi
bonne qualité. C’estla comparaison représentée par la figure 3.3b. On compare les valeurs
singuliéres déja observées sur la figure 3.3a a celles obtenues par une discrétisation plus
grossiere. Pour cet exemple particulier, on remarque que les valeurs singulieres sont a peu
prés les mémes pour une erreur relative allant jusqu’a e =1.1078.

Dans I'exemple suivant on procede au méme test pour plusieurs valeurs du diameétre
et de la distance.

Exemple 3.6 (Evolution du rang). Pour la précison relative de € = 1.107%, on répete ce
test et 'on représente le rang obtenu a l'aide d’'une discrétisation a 2 points par lon-
gueur d’'onde. On observe alors pour plusieurs couples (d,R) respectivement compris
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entre [A,50A] et [A,1000A]. On représente une cartographie des rangs obtenus par la dé-
composition en valeurs singulieres que I'on tronque a € = 1.10~% en fonction du diametre
2d et de la distance R, adimensionnés par la longueur d’onde.

1000
200
175
{150
< {125
()
|9)
S
3 {100
[a]
{75

50

25

2 100
Diametre/\

FIGURE 3.4 — Cartographie des rangs 2 la précision 1.10~*. En rouge foncé, il s’agit de la zone proche
correspondant a ’admissibilité 1/r ot le calcul du rang n’a pas été effectué.

La partie basse (partie triangulaire rouge) de la carte correspond a des interactions
proches ne satisfaisant pas le critere d’admissibilité pour le noyau 1/|x — y|. Pour ces in-
teractions, le calcul du rang n’a pas été effectué lors du test. Pour I'autre partie de la carte,
on observe que le rang varie selon la relation entre le diametre et la distance : a un dia-
metre donné, la valeur du rang décroit avec la distance. On peut comparer I’allure de cette
figure avecla figure 3.2. Dans la région de Fraunhofer, le rang du noyau est principalement
dii ala partie 1/|x — y|. Ainsi, on s’attend a ce que le rang des termes quadratiques soient
faibles (en bleu foncé sur la figure 3.4). Entre la partie proche et la zone de Fraunhofer,
soit la zone d’admissibilité de Fresnel, le rang décroit plus faiblement ( la zone dégradée
rouge/bleu ciel sur la figure 3.4). C’est cette décroissance du rang qui motive I’étude de
I'opérateur &, en fonction de la précision € et de la fréquence.

3.3.3 Calculde [ %,

On construit la décomposition SVD de % i.e on cherche les valeurs propres de & ; Zq.
Avant cela, on introduit les deux opérateurs suivants :

Définition 3.7 (Opérateurs). Pour des réels d > 0 et a > 0, on considere les opérateurs
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suivants.
To: L?([-d, d]) — L*([-d, d))
A= [TeAl () = e A (x), (3.29)
Onnote que Ty oTq=TyoTy =1d.
Foo: L3 ((~d,d)) — L*([-d,d))

d
A [FaeA] () = f 2\ (1) dy, (3.30)

On a alors la relation suivante entre %y, Foq et T,
Fo=TgoFoq0Ty (3.31)

De par (2?), I'étude de F; %, est ramenée a I'étude de F;O(Fga qui est un opérateur
compact de L2([-d,d]) dans L2([-d,d)). L'expression de F;O(FZO( peut étre réécrite de la
sorte,

d prd
[FSQFZQ)\](X):f f 21V (2)dydz
—dJ-a

La premiere intégrale en la variable y se calcule de maniere exacte par

d .
f e?1 =AY qy = 2dsin. 2da(x — 2)),
—d

ou sin. désigne le sinus cardinal. Par subsitution il vient

d
[F5oF2a]l(x) = de sin.2da(x — z))A(z)dz.
-d

L'étude des valeurs singulieres de F2y correspond a I'étude des valeurs propres de F; Faq
et ainsi on s’intéresse aux couples (o, A) tels que

d
de sin.2do(x — 2))A(z)dz = oA (x).
—d

Lopérateur [F; Faq] est 'opérateur sinus cardinal et agit comme un filtre passe-bande.
C’est ce comportement qui est illustré par le plateau dans la décroissance des valeurs
singulieres de 'opérateur de Fresnel.

Pour I'approximation sur l'intervalle [—d, d], on utilise la fréquence f; définie par:

fo= ad  kd

T T 2R

On discrétise alors I'intervalle avec deux points par longueur d’onde en respectant le cri-
tere de Shanon. Le pas de discrétisation h; étant alors donné par

1

ha = —.
T2
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On constate numériquement sur 'exemple 3.5 que le nombre de points obtenus a
I'aide du pas h; permet de décrire le palier correspondant aux N valeurs propres proches
de 1. Avec le pas h, pour 'intervalle [-d,d], ceci correspond a

No2d_2 kd? (3.32)
- hd - J.[ . R . .
Le rang numérique r. de I'opérateur de Fresnel %, a la précision € correspond au

nombre de valeurs propres de F; Foq supérieures a €. Pour € < 1, on a déja

2 kd*
re2N=—.—. (3.33)
n R
Dans la suite, on poursuit I'étude des valeurs singulieres de I'opérateurs F,, en déter-
minant sa décomposition en valeurs singulieres de maniere explicite. Le premier résultat
sur le rang r. comporte déja une dépendance en fréquence mais la précision € n’intervient
pas. La dépendance en précision de I’estimation (3.33) peut étre obtenue a l’aide d'un ré-
sultat analytique sur I'opérateur F;, qui est lié aux fonctions d’onde sphéroidales d’ordre
Z€10.

3.4 Fonctions d’onde spheroidales

3.4.1 Introduction

Le paragraphe 3.3 a introduit 'opérateur de Fox-Li dans le cadre du développement li-
mité de la phase du noyau de Green G(x, y) = e!**~¥!/| x—y|. ce développement limité sug-
gere que sous réserve de satisfaire le critere d’admissibilité de Fresnel, le rang du noyau
G(x, y) est majoré par le rang du terme du second ordre qui s’écrit comme un produit
tensoriel de deux opérateurs de Fox-Li. Des lors, on se raméne a l’étude du rang de 'opé-
rateur de Fox-Li. La relation (3.31) permet de lier le rang de I'opérateur de Fox-Li a celui
d’un autre opérateur dont on cherche la décomposition en valeurs singuliéres.

Dans cette partie, on étudie le rang de 'opérateur F,, a I'aide de résultats sur les fonc-

tions d’onde sphéroidales d’ordre zéro. On introduit ces fonctions spécialesa travers la
méthode de séparations des variables pour I’équation de Helmholtz dans le systeme de
coordonnées sphéroidales. La séparation des variables conduit a une équation différen-
tielle du second ordre qui commute avec I'opérateur F;, que 'on décrit plus précisément
ici. Enfin, on introduit 'opérateur Q. formé a partir de F} F.. Cet opérateur commute éga-
lement avec I'opérateur L. ce qui permet de décrire ses fonctions propres. Finalement, on
peut décrire la décomposition en valeurs singuliéres de 'opérateur F, et estimer son rang
numérique en fonction de c et de la précision grace a un résultat de Widom.
La littérature sur les fonctions d’onde sphéroidale est abondante et les applications de
ces dernieres sont nombreuses ([Sle83; LW80], applications laser). Lapproximation des
valeurs propres de I'opérateur de Fox-Li est également effectuée par Trefethen avec I'em-
ploi des Chebfun. Sans perdre de généralité, on présente les résultats dans l'intervalle de
référence [—1,1].

3.4.2 Coordonnées sphéroidales

On reprend la définition adoptée dans [Fla57] ; on considere 'axe z comme étant I’axe
de révolution et I'on note d la distance interfocale. Les coordonnées sphéroidales sont
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reliées aux coordonnées cartésiennes par les relations suivantes,

d 1
x=l0 -m))(E* - D2 cosP

y= g[(l—nz)(az—l)ﬁsincp (3.34)
d
z= Eﬂﬁ

avec—1<n<1],1<{<ooet0 <P <L 2m.

La surface ¢ = constante > 1 est un ellipsoide de révolution allongé de grand axe d¢
et de petit axe d/&2 — 1. La surface dégénérée & = 1 est le segment joignant les points
z= —% etz= +§. La surface |n| = constante < 1 est un hyperboloide de révolution dont
les asymptotes forment un angle cos™ ! n avec l'axe z. La surface dégénérée |n| = 1 est
I’ensemble des points z de 'axe z tels que |z| > %. La surface ¢ = constante est un plan
contenant I’axe z et formant un angle ¢ avec le plan xOz.

3.4.3 Séparation des variables pour 'équation de Helmholtz

Dans ce systeme de coordonnées, I’équation de Helmholtz — (A + kz)w =0 admet une
solution a variables séparées. L'expression de I’équation de Helmholtz dans les coordon-
nées sphéroidales recquiert les coefficients métriques hy), h; et hy, tels que

dx*+dy* +dz* = hydn® + hid&® + g dd®. (3.35)

Ces coefficients sont les suivants

1
2_2\2
=4 (a n)
2\{1-1?
1
df(g n)
he = 2(&2_1 (3.36)
d 1
=5 (A-mE* -D)*
L'équation de Helmholtz devient alors
0 6 & -1 2
—(1-n —1)— + =0, 3.37
an( an EE )E @-D(- n2)6¢2 FE - | v (3.37)
ohc:%kd.

On cherche une solution de I’équation 3.37 a variables séparées W, de la forme

Wmn =Smn(c, MRmn(c, &) exp(imd). (3.38)

Les fonctions S, (c,n) et Ry, (c, §) vérifient les équations différentielles suivantes

m2

d 5. d
— (l—n)—Smn(c,n) +

- [Amn — 28— 2 Ryn(c,8) (3.40)

2
&)

[(EZ —1)—Ryn(c,)

dt dg
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La constante A, est la méme dans les équations ci-dessus. La fonction S,,,,;(c, 1) est dite
fonction d’angle tandis que R, (c,1n) est la fonction radiale. Elles sont caractérisées par
la méme équation différentielle linéaire du second ordre, de la forme générale

2

dx
oi1 A et p sont des constantes. Chaque solution pour c¢? # 0 est dite fonction sphéroidale.

+

(1—x2)@(x) u(x)=0 (3.41)
dx ’ ’

A— 252 — M
1_

x2

Remarque 3.8 (Développement du noyau de Green). On trouve dans [Fla57] un dévelop-
pement du noyau de Green G(x, y) = etklx=yl /| x— yldans le systeme de coordonnées sphé-
roidales (§,n,¢) a partir des fonctions sphéroidales S ,,,;, et Ry, -

Ce développement est similaire au développement multipolaire et partagent avec lui
un défaut pour les applications visées. Ce développement est vérifié dans tout I'espace ce
qui est a I’encontre d'une approche directionnelle.

Dansla suite, on s'intéresse particulierement aux propriétés des fonctions d’'onde sphé-
roidales d’ordre zéro.

3.4.4 Fonction d’onde sphéroidale d’ordre zéro
3.4.4.1 Définition et premieres propriétés

On considere I'opérateur différentiel L, défini dans [—1, 1] de la fagon suivante.

Définition 3.9 (Opérateur différentiel L.). Soit ¢ > 0 et ¢ une fonction de | — 1, 1[ deux fois
dérivable, on définit L. par

ag

Lcl ](x)——i((l—xz)—
clé B dx

2.2
Ix (x)) +c"x°G(x). (3.42)

pour -1 < x<1.
Le probléme aux valeurs propres lié a 'opérateur L. est donné par

Définition 3.10 (EDO d’ordre deux). Soit un réel x,, on considere le probleme aux valeurs
propres dans [—1, 1] suivant

LeWy = XnWn. (3.43)
Ce probleme correspond a I’équation différentielle suivante,

(1= X)W (x) = 29, (x) + (X — X)W, (x) =0 (3.44)

On remarque que |’équation différentielle (3.105) est de la méme forme que I'équation
avec P = 0 intervenant lors de la séparation des variables en coordonnées sphéroidales.
Les solutions de I’équation différentielle (3.105) sont appelées fonctions d’onde sphéroi-
dales d’ordre zéro. On notera ¢, (x) la nieme fonction d’'onde sphéroidales d’ordre zéro
afin d’expliciter la dépendance avec le parameétre c.

Le théoréme suivant donne une caractérisation des zéros de ¢, et plus particuliere-
ment ceux compris dans l'intervalle [-1, 1].

Théoreme 3.11 (Zéros de W, (x)). Soitc > 0 la largeur de bande et un entier n > 0. Les zéros
de la fonction y¢, : C — C sont réels et simples. De plus, la fonction ¢, sannule une infinité
de fois mais il y a exactement n zéros dans l'intervalle [-1,1]. Ces zéros sont symétriques
par rapport a l'origine.

Le théoreme précédent stipule qu’en tant que fonction propre del’opérateur de Sturm-
Liouville L. (cf (3.105)), ¢, posséde exactement n zéros dans 'intervalle [-1,1].
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3.4.4.2 Fonction a bande limitée

On définit 'opérateur intégral F, suivant intervenant dans la définition d’'une fonction
a largeur de bande limitée. En effet, on définit une fonction a bande limitée de la facon
suivante

Définition 3.12 (Fonction a bande limitée). On appelle fonction a bande limitée de lar-
geur de bande ¢ > 0 toute fonction f : R — R telle qu'il existe une fonction o de L?([-1,1])
vérifiant

1 .
f(x) :f o(ne'*dr. (3.45)
-1

En d’autres termes, la transformée de Fourier d'une fonction a bande limitée esta sup-
port compact. Lopérateur intégral intervenant dans la definitiond’une fonction a bande
limitée est donné par

Définition 3.13 (Opérateur F.). Soit un réel c > 0, on définit 'opérateur intégral F. de la
facon suivante,

F.:L%([-1,1]) — L3([-1,1]) (3.46)

1 .
P (x) — Fel¢p](x) = f lcb(t)e’CXtdt. (3.47)

F. est un opérateur compact et en tant que tel, il possede des valeurs propres Ag, A1, ...,
supposées ordonnées de la facon suivante,

[Anl = A4l VR (3.48)

On note Y, (x) les fonctions propres associées aux valeurs propres A ,,. On a alors

1 .
f Wa(De' M dr= Ay, (x), (3.49)
-1

pour tout entier n > 0 et —1 < x < 1. On peut lier les opérateurs L. et F, par la proposition
suivante,

Théoreme 3.14 (L. et F, commutent). Soit une largeur de bande c > 0. Soit$: [-1,1] — C
une fonction de €2([-1,1)). Alors,

Le[Feldll(x) = Fe[Le[P]1(x), (3.50)
pour tout x € [—1,1]. On obtient par ailleurs la méme propriété entreL. et F

Comme les opérateurs commutent, ils partagent les mémes fonctions propres a une
constante multiplicative pres [ORX13]. Le théoreme suivant fournit ainsi une description
des valeurs et des fonctions propres de F,.

Théoréme 3.15 (Valeurs/fonctions propres de F.). Pour une largeur de bande c > 0 fixée,
on considere l'opérateur intégral défini par 3.13. Les fonctions propres W ,,, m =0,1,... de
F, sont réelles, orthonormales et completes dans1.?([—1,1]). Les fonctions d’indice pair sont
paires et celles d’indice impair sont impaires. Chaque fonction \V,, possede exactement n
zéros dans lintervalle [-1,1]
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3.4.4.3 Propriétés de 'opérateur FF,
On définit 'opérateur auto-adjoint Q. a partir de 'opérateur F..

Définition 3.16 (Opérateur Q.). Soit un réel ¢ > 0, on définit I'opérateur intégral Q. de la
facon suivante,

Q. :L3([-1,1]) — L2([-1,1]) (3.51)

1 [!si —t
$(0 — Qelpl () = = f %ft”q)mdt (3.52)

1

D’autre part, on peut écrire la caractérisation suivante de Q,,

Qcldl(x) = N-111-F Ve, F[D1E)] (1), (3.53)

oll & : L2(R) — L2(R) est la transformée de Fourier et 1j_, 4 : R — R est la fonction indi-
catrice de l'intervalle [—a, a],a > 0. Q. est un filtre passe-bas suivi d’'une troncature en
temps. Par ailleurs, Q. et F. sont liés par la relation suivante,
Y *
Qc= E'FC Fe. (3.54)
D’apres la relation (3.54), les valeurs propres [, de Q. et A, de F, vérifient pour tout
n=o,
c
W = EIMIZ. (3.55)

La caractérisation (3.53) donne immédiatement p, < 1 pour tout n > 0.
D’apres le lien entre Q. et F, on peut lier 'opérateur Q. et L. par la propriété de com-
mutativité suivante,

Théoreme 3.17 (L. et Q. commutent). Soit une largeur de bande ¢ > 0. Soit$: [-1,1] — C
une fonction de €2([-1,1]). Alors,

Le[Qc Il (x) = Qc[Le [l (x), (3.56)
pour tout x € [—1,1].

Q. et L. partageant les mémes fonctions propres, F, et Q. possedent donc également
les mémes fonctions propres. ceci s’exprime par

1 g -
1 f smete=0),, v, (3:57)

MpWp(Xx) = ; -1

Le théoréme suivant résume les propriétés des fonctions propres de F, et Q.

Théoreme 3.18 (Fonctions propres de F et Q.). Soit ¢ > 0 la largeur de bande. On consi-
dere les opérateurs F. et Q. de L2([-1,1]) dans lui-méme définis par 3.13 et 3.16. Alors les
fonctions d’'onde sphéroidales W, V$,... forment une base orthonormée de L2([-1,1]). Pour
un indice n pair, la fonction ¢, est réelle et paire;pour n impair, la fonction ¢, est réelle
et impaire. De plus, pour tout entier n > 0, V¢, est la n~ fonction propre des opérateurs
intégraux F. et Q. associée aux valeurs propres A, et |, respectivement.

On rappelle que les valeurs propres |, de Q. sont inférieures a 1 pour tout n. Pour
une tolérance 0 < a < 1, le résultat suivant dit a Widom et Landau et initialement présenté
dans [LW80] permet de compter les valeurs propres de 'opérateur Q. supérieures a Q.
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Théoreme 3.19 (Comptage des valeurs propres de Q.). Soit ¢ > 0 une largeur de bande.
Soit 0 < a < 1. On considere l'opérateur Q. défini par la définition 3.16. On note N(c,a) le
nombres de valeurs propres \\,, de Q. supérieures a «. En d’autres termes, on a la caractéri-
sation suivante

N(c,o0) =max{k=1,2,...: pp_1 >af}. (3.58)

Alors,

N =241 (I_—a)lo (©) + o(log(c)) (3.59)
V=T TR % Ty & §Le))- '

Selon I'expression (3.59), il y a environ 2¢/m valeurs propres dont la valeur absolue
est proche de 1 et de 'ordre de log(c) valeurs propres décroissant rapidement. Les va-
leurs propres restantes sont proches de 0. En se donnant une erreur relative € telle que
€? = a, 'entier N(c, ) défini par (3.59) permet de déterminer le rang numérique a la pré-
cision € de I'opérateur F, d’apres la caractérisation (3.55). L'obtention d’'une décomposi-
tion en valeurs singulieres de 'opérateur F,. s’obtient en calculant les valeurs propres p,.
Cependant, on ne dispose pas de formule explicite donnant ces valeurs propres. Dans la
pratique, on peut les calculer a partir des fonctions propres ¢, d’apres la caractérisation

suivante ([ORX13]),

0 1
cn)dt= . 3.60
f_oo (@) de=-13 (3.60)

Dans I'expression ci-dessus, on fait apparaitre clairement la dépendance vis-a-vis de
la largeur de bande pour la valeur propre p,. En effet, ce parametre joue un role tres im-
portant dans le comportement des fonctions propres ¢, ainsi que dans la décroissance
des valeurs propres .
Par exemple, [ORX13] fournit une estimation asymptotique de 1 — p,(c) lorsque ¢ — oo et
n<<c,

1—pn(c):4\/ﬁ-%-cn“’z-e‘c-(uo(l)). (3.61)

De nombreux résultats similaires existent dans la littérature ([Fla57],[ORX13]) et nous ne
les détaillerons pas dans ce manuscrit. Dans la suite, on fournit une bréve description du
comportement des fonctions ¢, en fonction de la largeur de bande c et de 'indice n.

3.4.5 Un point historique

L'étude de I'opérateur F, précédent en lien avec I'opérateur différentiel L, est exacte-
ment ’étude effectuée par Slepian, Landau et Pollak aux Bell Labs dans les années 1960
[SP61; LP61; LP62]. Les Laboratoires Bell (Bell Labs ou Bell Telephone Laboratories ou en-
core AT&T Bell Laboratories) furent fondés en 1925 et implantés a Murray Hill dans I’état
américain du New Jersey. Ces laboratoires ont déposé de nombreux brevets dans des do-
maines tels que les télécommunications (réseau téléphonique, transmission télévisuelle,
communications satellite) et 'informatique (Unix, C et C++). Slepian et ses collaborateurs
ont étudié I'opérateur F. a partir d'un probleme d’ingénierie électrique.

Un appareil ne peut transmettre des sinusoides a une fréquence arbitraire sans per-
turbation. Ainsi, a cause de la limitation en fréquence imposée par I'appareil et la nature
des signaux considérés. Par exemple, I’analyse de Fourier d'un enregistrement d’'une voix
d’'un homme ne comporte pas de fréquences supérieures a 8000 Hz. L'ingénieur en com-
munication est ainsi amené a considérer des signaux a bande limitée. Ce sont des signaux
dont I'amplitude du spectre tend vers zéro pour des fréquences |f| > W ol W est une
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fréquence maximale fixée. L'espace de ces signaux est noté Byy et un élément r(f) de By
s’écrit de la sorte

W .
() = f e IR(fdf. (3.62)
-W

On remarque qu’il s’agit (2 une normalisation pres) de 'opérateur F, introduit précédem-
ment. De facon analogue, un signal est limité en temps s'il existe T > 0 tel que

r()=0 |t|>T
- x

Outre la transmission d'un signal lisse comme la voix humaine, il est également néces-
saire de pouvoir efficacement transmettre des signaux ponctuels comme une impulsion
(en temps donc). Dans le domaine fréquentiel, ce type de signal comporte toutes les fré-
quences possibles et n’est donc pas limité en fréquence. La transmission de ces deux types
de signaux de nature tres différente est un probléme récurrent dans le domaine des télé-
communications. On souhaiterait idéalement obtenir des signaux qui sont a la fois a sup-
port compact en temps et en fréquence. Cependant, le seul signal a la fois limité en temps
et en espace est le signal nul. Des lors, on s’attache a des signaux permettant d’approcher
au mieux ce comportement idéal. Pour ce faire, Slepian et ses collaborateurs se sont inté-
ressés a une mesure de I'énergie du signal transmis : c’est le probléme de concentration
que Slepian décrit dans [Sle83]. Une mesure de la qualité de la transmission est donnée

par les rapports suivants,
RIS USOLL
[ r2(ndt’

—oo T

IR f
S IR(PPAf

(3.63)

B%(W) = (3.64)

Si le signal r () était a support compact dans [-T/2,T/2], le rapport a? serait maximal. Le
probléeme étudié par Slepian, Landau et Pollak est alors de déterminer la valeur maximale
de o pour un signal a bande limité r(¢) € By. Apres réécriture [SP61; Sle83], ils obtiennent
le probléme aux valeurs propres suivant,

fl sinc(x—y)

- < )
R —— v(y)dy =Ay(x) x| <1, (3.65)

ol ¢ = TWT est un parametre fixé. On note que le sinus cardinal est largement employé
en traitement du signal afin de construire des filtres passe-bande. Ce probléme (3.65) est
exactement celui que |'on obtient lors de notre analyse des termes d’ordre deux dans le
développement limité de la phase du noyau oscillant. Incidemment, nous avons abordé
ce probleme de la méme fagon que Slepian. Les expériences numériques précédentes
montrent que le critere de Shannon fournit le nombre de valeurs propres proches de
I'unité : c’est le « théoréeme 2WT ». Slepian décrit ce résultat heuristique utilisé en ingé-
nierie électrique depuis longtemps par : SiWT est grand, l'espace des signaux de durée ap-
proximative T de largeur de bande W a une dimension proche de 2WT [Sle83]. En réalité,
comme nous l’avons constaté, ce résultat fournit seulement les valeurs propres les plus
grandes. A ce stade, I'analyse du probléme (3.65) peut étre approfondie a I'aide des résul-
tats sur les fonctions d’onde sphéroidales. Slepian lui-méme décrit cette étude comme un
travail qu'’ils ont résolu completement a sa plus grande surprise [Sle83]. La description du
probléme aux valeurs propres (3.65) est qualifié de fortuit (« There was a lot of serendipity
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here,clearly. ») car cette résolution est rendue possible par I'opérateur différentiel L. com-
mutant avec 'opérateur intégral F.. Les fonctions propres de 'opérateur différentiel L,
ne sont autres que les fonctions d’onde sphéroidales. Les fonctions propres du probleme
(?2) s’expriment ainsi a partir de ces fonctions spéciales. Par ailleurs, Slepian a généralisé
ce travail dans le cas multi-dimensionnel [Sle64] et en particulier dans le cas d'un disque.
La également, I'étude est rendue possible par I'existence d'un opérateur différentiel com-
mutant avec 'opérateur intégral.

Si le « théoreme 2WT » (plutot une heuristique) est en réalité tres imprécis pour les
faibles valeurs du parametre c, il devient correct asymptotiquement. Les résultats sur les
fonctions d’onde sphéroidales permet a Slepian [Sle65] de caractériser le comportement
des valeurs propres en fonction de la largeur de bande c:

0 n=[(1+n)%]
lim Ay =4 @+ n=|%+2loglc) (3.66)
1 n=1-n,

ol n > 0 est un petit parametre fixé et | x| désigne ici le plus grand entier inférieur a x.
Pour n <« 2c¢/m, la plupart des A, sont proches de I'unité tandis que pour n > 2¢/m elles
sont proches de zéro. Quand n = 2c¢/m, on a A, = 1/2. Lintervalle en n entre les deux
comportements extremaux croit comme log(c). Cette croissance logarithmique est déja
mentionnée par H.J. Landau et H. O. Pollak [LP62]. Ce comportement asymptotique des
valeurs propres de I'opérateur sinus cardinal trouve un équivalent discret. Slepian a fourni
des résultats similaires dans [Sle78]. Une fois discrétisé, les matrices considérées sont des
matrices de Toplitz (les éléments sont constants sur une diagonale) et J. M. Varah fournit
également des résultats dans ce cas discret [Var93]. Il note également qu'une telle matrice
peut servir de cas test pour des algorithmes d’algebre linéaire puisque le comportement
des valeurs propres est connu. La suite logicielle MATLAB répertorie cette matrice dans sa
gallerie de tests. De plus, L. Trefethen utilise également une discrétisation de 'opérateur
F. pour tester la convergence de 'approximation de fonction de deux variables en tant
que série de Chebyshev (les Chebfun).

Le comportement asymptotique des valeurs propres dans le cas continu a été démon-
tré par Landau et H. Widom en 1980 a partir de résultats sur les formes hermitiennes et
les opérateurs de Toplitz. Avant de collaborer pour obtenir ce résultat, Landau et Widom
ont débuté leur carriere par une certaine rivalité. Harold Widom a grandi a Brooklyn, New
York et fréquenta le lycée Stuyvesant ou il était le capitaine de I'équipe de mathématiques.
Le capitaine de |’équipe rivale du lycée du Bronx n’était autre que ...Henry Landau! Cette
rivalité ne se limita néanmoins qu’aux compétitions de mathématiques [BG92] et leur
amitié et collaboration donna lieu a plusieurs articles dont la démonstration rigoureuse
du comportement des valeurs propres A, que I’on utilise ici.

3.4.6 Comportement asymptotique, série de Legendre
3.4.6.1 Polynomes de Legendre

On rappelle succintement les propriétés principales des polynémes de Legendre. Les
polyndmes de Legendre, notés Py, Py, ... sont déterminés par la relation de récurrence sui-
vante,
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Po=1,
P, =X, (3.67)
(k+ 1P =2k+1)X.Pr— kPr_; k>1.

D’apres la définition des polyndmes, il vient immédiatement que pour tout entier
n>0,P,(1)=1et P, est de la méme parité que n. On définit également les polynomes
de Legendre comme la solution de I’équation différentielle (dite équation de Legendre)

suivante
e s
dx dx
Les polynomes de Legendre constituent une base orthogonale et sont complets dans
L2([-1,1]) muni du produit scalaire usuel mais ne sont pas orthonormés. En effet, pour

tout entier n > 0,

+[n(n+1)]P,(x) =0,x€ [-1,1]. (3.68)

1

2n+1"

On construit une base orthonormale de L?([—1,1]) a I'aide des polyndmes normalisés P,

donnés par
P,=P,Vn+1/2. (3.70)

3.4.6.2 Approximation des fonctions d’onde sphéroidales

Larelation entre les fonctions sphéroidales d’ordre zéro et les polynomes de Legendre
permet d’obtenir des approximations des fonctions d’onde sphéroidales d’ordre zéro et
est utilisée dans la pratique depuis les années 1950. On rappelle que ces fonctions véri-
fient I'équation suivante

d

(1 —xz)iq>
dx dx

+ (Xn— X)) W(x) =0,x€ [~1,1]. (3.71)

Par ailleurs, les polynémes de Legendre vérifient I’équation différentielle suivante pour
tout n > 0.

dx

Lorsque c tend vers zéro, I'équation (3.71) se résume a I’équation de Legendre (3.72).
Ainsi, la solution de (3.71) doit tendre vers la fonction de Legendre solution de (3.72)
lorsque c tend vers zéro. Ainsi, on a

(1 —xz)%Pn(x) +[n(n+1)]P,(x)=0,x€[-1,1]. (3.72)

A0 =nn+1),n>0. (3.73)

Lorsque c est différent de zéro, ’équation (3.71) ne différe de I’équation (3.72) que par
I'existence d'une singularité essentielle a I'infini. Ceci suggere alors un développement
de la forme suivante

00 . 00
wa) =Y BUP,(x) = Y arPr(x), (3.74)
k=0 k=0
pour tout —1 < x < 1 avec [3(()”), (1"), ..., définis par
1 —
v = f Wn(0PEdx, (3.75)
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(n) () ARG
etay ,a ..., définis par

1
ag):ﬁgkwk+412:(k+1unj,qh4m§;undm (3.76)
-1

pour k > 0. Quitte a substituer y,(x) par son développement sur les polynomes de Le-
gendre, on obtient les relations suivantes :

Aoo-BY” +A02 8" = XuB”, (3.77)
A B + AR = xa Bl (3.78)
Ak k2B + Ak BY” + Ar k2B, = XnBY (3.79)

pour k=2,3,..., avec Ay k,Ak+2,k €t Ag k+2 définis pour k > 0 par

2k(k+1)-1
2k+3)2k-1 "¢
(k+2)(k+1) 9

@k+3hﬂ2k+DQk+5fc

Arr=klk+1)+

)

(3.80)

Ak k2 = Aks2k =

Ecrit autrement, le vecteur infini ([3(()"), (1”),...)T

suivant

vérifie le probleme de valeur propre

A-xD.BY,8",..0T =0, (3.81)

ou I est la matrice infinie de I'identité tandis que les coefficients non nuls de la matrice A
sont donnés par la relation 3.80.

On remarque que pour un entier k donné, seuls k-2, k et k + 2 interviennent dans
la définition du probleme . Ceci conduit naturellement a séparer la matrice A en deux
parties, I'une constituée des éléments pairs, 'autre des éléments impairs. De plus, par
parité, pour tout couple d’entier (7, k),

ﬁ(") 0, si k+ n est impair. (3.82)

Le théoréme suivant présenté dans [ORX13] établit la relation entre la matrice A et la dé-
composition sur les polyndmes de Legendre.

Théoréme 3.20. Soit une largeur de bande c > 0 et les matrices tridiagonales infinies AP
et AU do [q forme

[Aoo Ao
Ao Azo Azgs
Apainm) _ Az Mg Agp , (3.83)
et _
A Aigs
Az1 Azz Ass
Alimpair,n) _ As3 Ass Asz _ (3.84)
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ot les coefficients A; j sont donnés par 3.80. On note B;’;)ir €l et [Si(gl)pair € 12 les vecteurs
définis par

_ (n) (n) T
ﬁpanr - (B ) (3.85)

(n) _ (n) (n) T
ﬁimpair - (ﬁ ’ (3.86)

avec ﬁ(") . définis par 3.75. Si n est pair, on a
A(pain) ﬁ =X [3(n) (3.87)
pair nFpair* .
Si n est impair, alors
(impair) p(n) _ (n)

A 'ﬁimpair = X”ﬁimpair' (3.88)

Les coefficients des matrices mises en jeu ne possédent pas de propriété de décrois-
sance particuliere lorsque 'indice de ligne et/ou de colonne augmente. Cependant, dans
la on se ramene a un cas fini en considérant la partie supérieure de A. Cette opération est
rendue possible car les coefficients ont une décroissance rapide.

Décroissance des coefficients Les fonctions y, sont analytiques dans C et il s’ensuit la
décroissance rapide des coefficients p dans la décomposition 3.74.

Théoreme 3.21 (Décroissance des coefficients). Soitc > 0. k et m sont des entiers positifs
et on note Py(x) le k° polynéme de Legendre normalisé. On note également \,,(x) la m’
fonction d’onde sphéroidale associée a la largeur de bande c. Enfin, A, est la valeur propre
associée a cette fonction propre et on suppose que k vérifie l'inégalité suivante

k>2(lec]+1),
ot |.] désigne la partie entiere. Alors, on a

1_
UlPk(x)wm(x)dx

En particulier, si pour une tolérancee > 0 k vérifie

1 1
k>2(le.c] +1)+log2( )+log2( ),
Am
alors,

< € (3.90)

1_
1Pk(x)ur!m(x)dx

Régime c petit Dans le cas ol c est petit, [Sle65] décrit le comportement asymptotique
suivant
Y (x) =Pp(x) +0(c),c — 0, (3.91)

ouP, estlen polyndome de Legendre normalisé. Plus précisément, on peut trouver dans
[ORX13] au théoréme 8.3 un développement avec plus de termes. Néanmoins, le déve-
loppement effectué est en c?/m
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3.4.6.3 Approximation par la méthode des puissances itérées

La structure de la matrice A permet d’obtenir des résultats supplémentaires a l'aide de
la méthode des puissances itérées. Pour une matrice A quelconque, sil’on dispose d'une
estimation Ao d'une de ses valeurs propres ainsi que d'un vecteur propre approximatif x.
On pose

B=A-AlIl (3.92)

Alors la suite B™"x, tend vers le vecteur Le vecteur xg = (0,...,0,1,0,...,0)T est une
bonne estimation du vecteur propre.

On pose

= 2k(k+1)-1 2 (3.93)

KT ek+3)2k-1n '
by = Ue+2)(k+ 1) .c2. (3.94)

2k+3)V(2k+1)(2k+5)
Ainsi, on a

Ak,k: k(k+ 1)+ak, (3.95)
A2,k = Ak k+2 = br. (3.96)

Proposition 3.22. Soit ¢ une margeur de bande fixée et 0 < U < v. La matrice A" est a
diagonale dominante. De plus, si | est suffisament grand, on a

YRY ARy v v
Atk ~ Ak > Akl A b (3.97)

pour tout u < k < v — 1. Ainsi, pour | suffisament grand,
Ac(AMY) =~ 2k.(2k + 1), (3.98)
ol \i(AMY) représente la k° valeur propre de la matrice A™.

En considérant la matrice A”~%"~% pour 7 grand, on peut en déduire qu’il existe une
valeur propre proche de XO = n(n+1) dontle vecteur propre associé est proche de (0,...,0,1,0, ..., 0)r.
En effet, pour n grand, a, et b,, sont constants. On peut alors obtenir une approximation
de meilleure qualité grace a la méthode des puissances itérées. L'application de cette mé-
thode fournit 'approximation suivante

Théoréme 3.23 (Approximation des valeurs propres de L.). Soit une largeur de bande c >
0 fixée. Alors, pour tout entier m >0,

c? (:2(4+62) (:2(4+62)

c=mm+1)+—+ — 3.99
Xm(€)=mim+ Dt 5+ 2 32m3 (5:99)
c2(28+13¢?) 2(0+11c¢%)
- (3.100)
128m* 64m>

c2(3904 +3936¢% + 160c* +5¢5)

+ - (3.101)
8192mb

c*(5824 +8416¢% +480c* +15¢° , (B
+f.0|=]. (3.102)

8192m” m8

[PTVE92] pour le calcul de la solution du systéme symétrique tridiagonal par la mé-
thode de factorisation QR.
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3.4.7 Lien avec les polynomes d’Hermite

Les approximations précédentes ne valent que pour une largeur de bande c petite.
Ces développements sont en général utilisés pour c¢ allant de 0 a 10 ([Fla57],[ORX13]).
Ceci est attendu car ce développement se base sur le comportement de 'opérateur L,
lorsque ¢ — 0. Pour de plus grandes valeurs, il est nécessaire d’observer le comportement
de I’équation quand ¢ — oco. Plus précisément, c’est la relation entre I'indice m de la fonc-
tion et la largeur de bande ¢ qui va déterminer le comportement de la fonction y¢, (x).
Dans le cas de I'approximation de Legendre, soit ¢ — 0, alors I'indice m vérifie m >> c.
Par exemple, la méthode des puissances itérées appliquée a la matrice de la méthode de
Bouwkamp fournit des approximations asymptotiques en ¢/ m. Dans le cas ol ¢ — oo, on
s'intéresse aux indices tels que ¢ >> m et les approximations sont en m/c. Nous ne trai-
terons pas ici du cas ou m, c — oo et le rapport m/c n’est pas grand. [ORX13] fournit des
approxiations dans ce cas a I'aide de I'approximation BKW. On commence par donner
le comoprtement asymptotique de I'opérateur différentiel L, quand ¢ — co. On rappelle
succintement les principaux résultats sur les polynémes d’Hermite puis 1'on utilise ces
derniers pour approcher les fonctions d’onde sphéroidale d’ordre zéro.

3.4.7.1 Comportement asymptotique de L. pour c grand

On rappelle que I'opérateur L, est défini par

Lo(d) = 4 2)% + 2 x2P(x), (3.103)

dx

1-x

et que la fonction d’'onde sphéroidale d’ordre zéro ¢ (x) est solution du probleme de
valeur propre dans x € [-1,1],

Le[wil(x) = Xn W5, (%), (3.104)

soit 2y
AW
dx?
[Fla57] fournit une analyse asymptotique de I’équation ?? dans le cas général. On ne
s’intéresse ici qu'aux fonctions d’ordre zéro ce qui correspond a m = 0 dans le développe-
ment de [Fla57].
On cherche une solution y¢ (1) de L.(¢p) = 0 sous la forme

1-x%) (x) - 2x.

d_WICl _ 22.2y,,C _
ax (x) + (Xn — c“x)y;,(x) =0. (3.105)

1
wom =1 -n)zusm. (3.106)
En remplacant dans I'équation en posant = (2¢)~!/2x, on obtient

d*u du
(2c—x")—— —2x

1
dx” +[A,— 5cxz] U, =0 (3.107)

Lorsque c tend vers I’ co, comme x € [-1,1],0on a 2¢ >> x? et ainsi

APup, (1N, 1,

+{=———=x"|u,=0 3.108
dx? (2 c 4 ) " ( )
L'équation (3.108) est de la méme forme que I'équation vérifiée par les fonctions parabo-

liques cylindriques D, soit,

11,
+r45-7|Dr=0 (3.109)
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Pour un entier r > 0, les fonctions D, sont liées aux fonctions d’'Hermite par

1 exn [ 102) e [ L2
D,(x)=(-1)" exp 4x a2 exp 2x (3.110)
:2‘%rexp(—lx2)Hr(i) 3.111)
4 V2

Lorsque ¢ devient tres grand, en considérant les zéros des fonctions, [Fla57] montre que
Uy(x) x D,(x).

Par ailleurs, d’apres (3.108) et (3.109) il s’ensuit que A ,(0) — (2n+1)c, ¢ — oco. Ceci suggere
alors un développement de la forme

r=+o0o

Un(x) Y. h'Dpr(x). (3.112)

r=—00

3.4.7.2 Polynomes d’Hermite

Polynomes d’Hermite On définit les polynomes d’Hermite comme la famille de poly-
noémes vérifiant I'équation différentielle suivante

H” (x) - 2xH' (x) + 2nH,(x) =0 (3.113)

X

. R
Cette famille est orthogonale sur R avec un poids e™ . Ainsi, pour mn >0, ona

f e H, () Hp () dx = V2" 18 . (3.114)

—00

De plus, ces polyndmes satisfont la relation de récurrence suivante

Hy+1(x) = 2xH, (x) —2nHy, -1 (x), (3.115)
avec les conditions initiales

HoX) =1, (3.116)
H; X) = 2X. (3.117)

Dans la suite, on utilise une version normalisée de ces polynémes que 'on note H (x)

. . . _ 2.2
en imposant que les polynomes H¢ (x) soient orthonormaux pour le poids e™* * ,a > 0.
Autrement dit,

® _2x%rsa a
e H), (x)Hj,,(x)dx =8, m. (3.118)
-0
Par suite,
a
HS (x) = - \n/_ -H,(ax), (3.119)
n1.22.(n)?2
et ainsi, )
1 d°Hé(x) dHS (x)
—— -2x +2nH%(x) =0. 3.120
a? dx? dx n() ( )

Ils satisfont également une relation de récurrence a trouis termes :

a _ 2 a n a
Hn+1(X) =ax mHn(X)— mHn_l(X), (3121)
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avec les conditions initiales

1
1\2
HY(X) = a(—) , (3.122)
0 \/_ \/E
1
1\2
HX) =v2a (—) ax. (3.123)
1 \/E
Fonctions d’'Hermite Pour un réel a > 0, on définit les fonctions ¢g, ¢{,$7,... :R— R
par la formule
Gl (x) = e T 12 1 (x). (3.124)

Ces fonctions satisfont la relation de récurrence a trois termes suivante pour n > 1

a1 [n+1 4 1\/ﬁa 3105
(pn(x)_z Tq)n+1(x)+2 Eq)n—l(x)' 3. )

Ces fonctions forment une base complete dans L2(R).

Théoréme 3.24 (Complétude dans L?(R)). Soit un réel a> 0. Pour m,n >0,
+00
f Gh(x).b5, () dx =S . (3.126)

Pour une fonction f € 6€?(R), on peut décomposer f sur les fonctions d’Hermite normali-
sées :

f) =) a,d8x), (3.127)
n=0

ot les coefficients o, sont donnés par

+00
op :f fOd4(x)dx. (3.128)

De plus, si [ est paire, alors asr+1 = 0 pour tout k > 0. Si f est impaire, alors o = 0 pour
toutk > 0.

3.4.7.3 Approximation de y¢, (x) par les polynomes d’'Hermite

On développe la m’ fonction sphéroidale d’ordre zéro ¢, suivantles polyndmes d'Her-
mite

o0
Wi, (x) = ) of'dix), (3.129)
k=0
ot les coefficients o' dépendent de ¢ > 0 et a > 0. On note
A1 =02=0U_3=0_yg = 0, (3130)

et en substituant dans I'équation (3.105), les coefficients vérifient une relation de récur-
rence a cing termes :
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Théoreme 3.25 (Relation de récurrence). Soit a > 0. Pour tout n > 0, les coefficients o)
satisfont la relation de récurrence a cing termes suivante

1
Z\/_3+ nv-2+nv-n+nall,
1
——(@* -V -n+nam
2a? n-2

1
—Xm——(=3a*+2a* +2c* -2a*n+4a*n+4c*n-2a’n?) a)

4a?
I 4
-— (@ -c)V2+3n+na),,

2a?

1
+ZV3+HV4+ nv2+3n+n?al,=0

De la méme facon que pour le développement en série de Legendre, on peut repré-
senter cette récurrence par une matrice infinie symétrique B dont les coefficients b; j sont
donnés pour n > 0 par

1
byn= 4—2(—3a2 +2a*+2c? —2a’n+4a*n+4ctn-2a*n?),
a

1
bpn+2= ——(a*-cAV2+3n+n?,

2a?
1
bn+2,n:_ﬁ(a4_cz)\/2+3n+ n2, (3.131)

bnn+a = i\/(n+ D(n+2)(n+3)(n+4),

bpian= i\/('H (n+2)(n+3)(n+4),

les autres coefficients étant nuls.
On note p™ le vecteur de 12 défini par

" = (g’ of 0., (3.132)

on peut alors obtenir un résultat similaire au développement de Legendre par le théoréme
suivant :

Théoréme 3.26. Soit a > 0, et on considere la matrice définie par les relations (3.131). X
et \,, désignent respectivement la valeur propre et la fonction propre de L.. |, désigne le
vecteur des coefficients du développement de Hermite de la fonction y?,. Alors pour tout
entier m > 0,X, et Wy, sont solutions du probbleme aux valeurs propres

B.Wm = XmMWm- (3.133)

Les coefficients de la matrice B dépendent de a et le choix de la valeur de a permet de
se ramener a une relation de récurrence a trois termes. En effet, pour

a=v/c,

les seuls éléments non nuls sont donnés pour n > 0 par

1
bun=@2n+1)c- Z(3+2n+2nz),

Dpnsa = i\/(n+ D(n+2)(n+3)(n+4),

bpsan= i\/(n+ D(n+2)(n+3)(n+4).
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On considére la sous-matrice B*Y définie par
(B"");; = Byj,

avec u < i,j < v. Pour 0 < p<v—4eta=+/c, B" est symétrique, définie positive et
s’écrit comme quatre sous-matrices tridiagonales. De plus, si v < 2c¢, alors chacune de ces
sous-matrices est a diagonale dominante.

[ORX13] cherche un développement de y¢,(x) de la forme :

lm/4] oo Blk
m+4l(x)+ Z Z m 4l ) (3'134)

Y, (x) =
i=0k=0

La série définie par 3.134 ne converge pas pour i,k — co mais pour un entier n fixé, la
somme finie ;" définie par

Y =) Z
i=0k=0

ol p = min(n, |[m/4]), converge uniformément vers y¢, quand ¢ — oo.
En posant

P n
m+4l(X) ZZ]—,C a0, (3.135)

oaf =y —5F (3.136)
k=0 €
n
i,k
pr=1% ﬁ‘—k (3.137)
k=0 €

On peut réécrire 'approximation sous la forme,

Wy, (%) = Z(x ¢m+4l(x)+25” q>m 4 (), (3.138)

De facon analogue, les valeurs propres x,(c) de L. sont approchées par
" yi(m)
Xm(©) = A +2m)c+ ) ——, (3.139)
i=0 €

Yi(m) étant un polynéme en m. Cette somme finie ne converge pas vers X, (c) lorsque
n — oo. Cependant, a un ordre n fixé, lorsque ¢ — coon a

Clim Xm(€) = X () =0. (3.140)

[ORX13] contient des approximations a 'ordre n = 6 pour les valeurs propres que nous
ne détaillerons pas ici. Le théoréme suivant fournit le comportement asymptotique des
valeurs propres X, ainsi que des fonctions d’onde sphéroidale ¢, :

Théoreme 3. 27 (Approximations asymptotiques). Pour tout entierm >0 et0 < n <5, on
notexm la m’ valeur propre de L. et y$, la fonction propre associée. On note X, lapproxi—
mation définie par 3.139 et vy Uapproximation donnée par 3.138. Alors pour une largeur
de bande c suffisament grande, on a

1
X — Xm| :@’(C—n) (3.141)

et

c,n c 1
”wm _Wm”[—oo,+oo] :@ Cn+1 . (3'142)
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3.5 Retour au noyau de Green

3.5.1 Approximation du terme quadratique

Sous réserve d’admissibilité de Fresnel, on approche le noyau de Green a 'aide d'un
développement limité de la phase faisant intervenir un produit tensoriel de deux opé-
rateurs de Fox-Li définis par 3.3. Dans le cas général, on a cependant x € [-d;,d;] et
Yy € [=d>, d>]. On adapte la définition 3.3 dans le cas général,

Définition 3.28 (opérateur de Fox-Li/Fresnel,cas général). Pour des réels d; > 0,d, > 0 et
o > 0, on considere I'opérateur intégral %, suivant,

Fo L2 ([=dy, dv]) — L2 ([~ d>, db))

d
A= [FeAl(x) = f 1e""‘x‘y)zk(y)dy, (3.143)

dq

L'étude durang del'opérateur &, se ramene al’étude du rang de I'opérateur Fy, défini
par

Définition 3.29 (Opérateur F, cas général). Pour des réels d; > 0,d> > 0 et ¢ > 0, on consi-
dere 'opérateur intégral F, suivant,

F.:L%([~dy,d1]) — L*([~do, d>))
dy
A— [EAl(x) = f 1 '\ (Bdt.
—dl

L'adjoint F} de F, est donné par
F L2 ([~da, do]) = L ([—~d, 1))

d .
p— [Frul(x) :f ’ e '*u(z)dz.
—dy

F. est un opérateur compact de L?([—d;, d;]) dans L?([~d, d>]).

Comme dans le cas d; = d», on s’intéresse aux valeurs singuliéres de 'opérateur F,.
Pour ce faire, on regarde les valeurs propres de F}F,. Le calcul explicite de F}F, donne

dy .
f ezcz(t—x)dz
—ds

On integre alors I'intégrale en z de fagon exacte en ayant fait au préalable le changement
de variable z = ud,. D’ou

dq

[FZF:Al(x) :f A(1)
-d,

dat

dy
[FXF Al = | A

T sin[cdy(t—x)]dt.

Afin de se ramener a l'intervalle de référence [—1,1], on écrit ¢t = vd; et x = ud; et on
obtient la formulation suivante

1
[F:Fc)\](x):f Avd,) )sin[cdldg(v—u)]dv
-1

clv—u

1 : _
(f Mvdl)sm[cdldg(v u)]dv).
-1

= (dy1d>2) pr—

27
Cd1 dz
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Pour d; > 0 fixé, la fonction v — A(vd,) appartient a L?([-1,1]) et 'on peut se ramener a
I'opérateur Q. défini a la section 3.4.4.3 en posant cj2 = cd do,

1 . B
[F:Fc)\] (x) = (dldz) 2n (f )\(Udl) Sin [Cdldz(l/ u)] dv
Cdldg -1 c(v—u)

27
= (dl dZ)Q(,‘lz .
C12

On peut alors obtenir le nombre de valeurs propres (normalisées) de Q,, supérieures a
une tolérance a, que I’on note N(cj2, ) par la formule de Widom (3.59)

IJ C ,(X (0] (0} C .

Dans le cas de’admissibilité de Fresnel, on a ¢ = 2a avec o = k/2R. Lalargeur de bande

c12 est alors donnée par
d2
c12=k—, 3.144
12 R ( )

avec d = \/dyd». Si dy = d» = d, on retrouve bien que le premier terme de I’expression de
N(c12, o) est %dez ce qui est en accord avec I'expression (3.33).
Proposition 3.30 (Rang de 'opérateur de Fox-Li, cas général). Pour d; >0 et d» > 0, on
considere l'opérateur de Fox-Li &), défini de L2([—dy, d1]) dansL?([—d>, d>]) par

Fp L2([—dy, d1]) — L*([~da, da))

d
A= [FpA](X) :f PN dy.

_dl

On suppose que l'on se place dans le cas de U'admissibilité de Fresnel et ainsi, on a p = k/2R.
Soit une erreur relativee €10, 1[, on note « = €2. On note r. le rang numérique a la précision
€ de l'opérateur & . Alors,

2c 1 l1-a
r€=¥+?log o log(c),

ot c est la largeur de bande définie par

avecd =+\/did>.

Remarque 3.31 (Minimisation de la section efficace). Dans le cas de deux objets quel-
conques, il est nécessaire de construire une base (u1, u2) du plan I1,, dans laquelle la sec-
tion efficace est minimale. Plusieurs techniques sont envisageables et on présentera lors
des applications une facon rapide de procéder. Sil’on ne minimise pas la section efficace,
les largeurs de bande déterminées sont plus grandes et ceci conduit a une augmentation
du nombre de nceuds par la formule de Widom.
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3.5.2 Evolution du nombre de nceuds

Dans le cas de I'approximation du noyau oscillant, la largeur de bande ¢ intervenant
dans I'étude du terme du second ordre est définie par

(kd)*
c=
kR

ou k estle nombre d’onde, d et R étant respectivement une dimension caractéristique de
'objet et R une distance carctéristique.

On rappelle dans le tableau suivant la relation entre kd et kR pour chaque zone d’ad-
missibilité ainsi que la relation entre la largeur de bande c et kd. Pour I'admissibilité de
Fresnel, on dissocie le cas ou d| = 0 comme dans le cas de deux plans opposés.

) (3.145)

Zone d’admissibilité Relation entre kd et kR Largeur de bande ¢
1/|x=yl kd ~ kR c~kd
Fresnel (kd)® ~ (kR)2 ¢~ (kd)z
Fresnel (plans opposés) (kd)* ~ (kR)® ¢~ (kd)3
Fraunhofer (kd)?> ~ kR c~1

TABLEAU 3.1 — Comportement asymptotique de la largeur de bande en fonction de kd.

On rappelle que le nombre de nceuds d’interpolation choisi dans chaque direction du
plan transverse est donné par

New=225+110 (1_—0‘)10 ©) (3.146)
T w2 & o 8le). '

Ce nombre de points dépend a la fois de la précision et de la fréquence et on s'intéresse
aux variations de N(c,a) en fonction de la fréquence et de la précision.

3.5.2.1 Dépendance en fréquence

. D’apres les différents criteres d’admissibilité, on suppose que la largeur de bande suit
une loi du type ¢ ~ (kd)P, B > 0. Dans le cas de I'électromagnétisme, on a k = % ol ¢y est

la vitesse de la lumiere et on a

2nd \P

c= (L) 8. (3.147)
Co

On exprime alors le nombre de points N(c,a) en fonction de la fréquence f.

N(c, ) = azﬂ3 + aplog(f) + ay,

avec

2 Co

§ -«
al—ﬁlog T ,

2(2nd)ﬁ
ay=—|—

T\ C

La dépendance en fréquence est présente par les deux termes fP et log(f). Asympto-
tiquement, le terme en fP prédomine et le nombre de points varie comme cette la puis-
sance P de la fréquence. A cause du terme en log(f), il existe un régime transitoire pour

143



CHAPITRE 3. APPROXIMATION DU NOYAU OSCILLANT

les fréquences moins élevées ce qui diminue la croissance dans cette zone transitoire.
On note d’ailleurs que la formule de Widom est une formule asymptotique. Pour notre
choix du nombres de nceuds, on a tronqué cette formule et on l'utilise pour toutes les
fréquences.

On s’'intéresse a la pente moyenne de cette croissance dans un intervalle de fréquence
[ fmin, fmax]- Pour ce faire, on considere la représentation en échelle logarithmique du
nombre de points N(c, a) en fonction de la fréquence f dont la pente fournit la puissance
recherchée.

Considérons le changement de variable u = log,,(f). La pente en un point de l'inter-
valle [log;,(fmin),108;,(fmax)] est donné par la dérivée par rapport a u de la fonction

F(u) =log;o (N(w)).

La pente asymptotique est p,s = 3. Pour des fréquences comprises dans [ fmin, fmax]
la pente moyenne p,,y peut étre estimée par

! e (3.148)
= u u. .
pmoy loglo (fmaX) - loglo (fmin) logm (fmax)

3.5.2.2 Dépendance en précision

On suppose la fréquence (donc la largeur de bande c) fixée. On s’intéresse a la dépen-
dance en précision du nombre de points N(c,«) pour une précision € donnée. Le nombre
de nceuds d’interpolation est une fonction de a = €? soit

N 2¢ 1, (1—<—:2)1 ©
c,e)=—+—lo og(c).
T e 8| Te 8
La dépendance en précision est logarithmique. Ainsi, a fréquence fixe, 'augmentation
ou la diminution de la précision n’a pas une grande influence sur le nombre de points
N(c,€).

Exemple 3.32 (Division par 10 de la précision). On considere un objet dont la grandeur
caractéristique d est de!’ordre de 100A. En supposant que la largeur de bande varie comme
laracine carrée de la fréquence, on obtient une largeur de bande de I'ordre de ¢ = 25. Pour
une précision ¢ =¢/10, le nombre de points supplémentaires est d’environ 2.

3.5.3 Majoration du rang a I'aide de N(c, o)

On s’'intéresse a déterminer une majoration du rang en fonction de N(c,a) dans la
zone d’admissibilité de Fresnel. Idéalement, on cherche une estimation également va-
lable dans la zone d’admissibilité du noyau 1/|x — y|. Létude de la variation de N(c, ) en
fonction de la fréquence fournit le comportement asymptotique du rang. La majoration
du rang permet dans la pratique de fournir des estimations pour 'allocation de la mé-
moire lors d'un code paralléle. Dans le cas général, le nombre de points dans la direction
longitudinale u3 entre en compte et on cherche a observer son influence sur le noyau.
Dans cette partie, on se limite a étudier la partie oscillante du noyau de Green déconvolé
par les ondes planes. On note alors G,(x, y) = e'*(%~¥=<t5,-y>) On montre dans un pre-
mier une borne pour le rang numérique de G, dans le cas de deux plans opposés puis sur
le cas des spheres distantes.
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3.5.3.1 Cas de deux plans opposés

Dans le cas de deux plans opposés de coté L, d = 0 et la partie oscillante du noyau de
Green est approchée par

2 a4
ld) | —lkl J_:‘s
2R e 8R

o 1d 1P 14 ?
lkT(l_

etklx—yl ~ elkRelk

~ elkRg R (3.149)

2
Dans I'expression (3.149), on note par A(d,R) =1 - 'Zﬁﬁ le coefficient venant modifié la

phase. Lexpression de d; dans la base (u;, uy, u3) permet de donner le majorant suivant
ded 1

|dy|* <212
Un majorant de A(d, R) est donné par

LZ
Ad,R<1-—.
(d,R) 2R2
Ce coefficient est donc toujours inférieur a 1 et la partie oscillante G, (x, y) est alors ap-

prochée par
_— o g P
e KXV  TFR pikeq =r (3.150)

avec ke = k. (1 - %)

Quand la distance R est celle correspondant a I’admissibilité de 1/|x — y|, on s’attend
a un rang plus élevé que dans la zone de Fresnel. Dans ce cas, le facteur A(d,R) vient
réduire le nombre d’onde et la phase se comporte comme k., et le rang est ainsi plus
faible qu’escompté. On peut aussi définir une largeur de bande équivalente c,, par

dZ
Ceq = keqf: (3.151)

et on peut déterminer le nombre de points N(c.4, ) al'aide de la formule de Widom.

Exemple 3.33 (Deux plaques carrées de coté L = 1m). On considere deux plaques car-
rées de coté L = 1m et on se donne une fréquence fixe f = 11.43GHz. On effectue les
tests avec une précision relative € = 10™* soit a = 1078, Pour cette fréquence, on éloigne
les deux plaques d’une distance R pour R € [2m,21m]. Pour chaque distance R, on dé-
termine le rang numérique r. a la précision € du noyau G.(x, y) ainsi que les nombres
de points donnés par N(c.4,a) et N(c, a). La section efficace étant un carré, le nombre de
points d’interpolation est donné par N(c,a)?. On note que dans ce cas, on ne place pas de
nceuds d’interpolation dans la direction u3 car les plaques sont d’épaisseurs nulles. On re-
présente alors les rapports 7¢(Ge)/ N(ceq,o()2 et 7.(G.)/N(c,a)? en fonction de la distance
R.

Dans la zone d’admissibilité de 1/|x — y| (en vert clair sur la figure 3.5), on note que
le nombre de points déterminé par N(c,a) (cf courbe en bleu) est surestimé par rapport
a celui obtenu a I'aide de N(ceq,®) (cf courbe en noir). Cette surestimation perdure au
début de la zone d’admissibilité de Fresnel ( en vert foncé sur la figure 3.5). Quand la
distance R augmente et que 'on se trouve dans la zone d’admissibilité de Fresnel, on a
A(d,R) ~ 1 et les estimations N(c, &) et N(c.4, @) deviennent similaires. Dans ce cas, il n’y a
pas de variation suivant la direction u3 car dj = 0. Le rang numérique r. est donc unique-
ment déterminé par le nombre de points utilisés pour décrire les variations dans le plan
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0 5 10 15 20
Distance

FIGURE 3.5 — Majoration du rang numérique r¢(G,) en fonction du nombre de points fournis par
la formule de Widom
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transverse 1.

Dans la pratique, les variations suivant II,, sont correctement décrites a I'aide de
N(c,a) y compris dans la zone de d’admissibilité de 1/|x — y|. Pour le choix d’'une borne
maximale sur le rang, on préfere utiliser N(c.4, ®). En effet, on a

re < C.N(ceq, @)%,

ol C = 1 pour une distance correspondant a I’admissibilité de 1/|x — y| et a’admissibilité
de Fresnel.

Remarque 3.34 (Condition d’admissibilité pour dj = 0). Le test précédent montre éga-
lement qu’il est possible d’assouplir la condition sur y dans la formule d’admissibilité
(3.16). Par exemple, la distance correspondant au premier point des courbes correspond
ay=25.

3.5.3.2 Cas général : deux spheres distantes

Dans le cas général, on a d| # 0 et on écrit la phase en fonction de d). La partie oscil-
lante e?F1*~¥! peut étre approchée par

2 2 2 2
2 gty 1P (Pl )

2R e 2RZ @ 8R3

oI KIX=YI o ikR yikd) Hik

Id, 12 1_ﬂ+ld|||2_|dl|2

k=g R R "2

~ eikReikd” e

- ek dy . ldP? 2
Comme pour le cas précédent, on s'intéresse au facteur A(d,R) = 1— i" + % — %. On
note que dans le cas ot d = 0, on retrouve le cas des plans opposés. Ici, d| peut changer

de signe et ’on doit se contenter de 'approximation pessimiste suivante,

d iz 1d. 12
A(d,R)z1+m+| ||| _| n .
R R 2R

(3.152)

Dans le cas de spheres de rayon a, I'expression de d et d; dans la base (u;, up, uz) donne
les majorations suivantes,

ld)| < 2a,
|d, > < 8a*

Ainsi, un majorant de A(d, R) est donné par
2a
Ald,R) <1+ T (3.153)

Ce facteur est cette fois-ci supérieur a 1 et le nombre d’onde équivalent défini par
keq = k. (1+ %“) est plus élevé que k. Avec la formule de Widom, on obtient donc un
nombre de points plus élevé. Pour une dimension fixée, le facteur tend vers 1 lorsque la
distance augmente. En utilisant la largeur de bande c., définie a I'aide de k4, le nombre
de points N(c.4, ) tend vers N(c, a).

Exemple 3.35 (Deux sphéres de rayon a = 1m). On considére deux sphéres de rayon
a = 1m et on se donne une fréquence fixe f = 11.43GHz. On effectue les tests avec une
précision relative € = 10™* soit a = 1078, Pour cette fréquence, on éloigne les deux spheres
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d’une distance R pour R € [10m,60m]. Pour chaque distance R, on détermine le rang nu-
mérique ¢ a la précision € du noyau G(x, y) ainsi que les nombre de points donnés par
N(ceq,a) et N(c,a). La section efficace étant un disque, le nombre de points d’interpola-
tion est donné par N(c, a)2. Dans ce cas, on place [log,,(e)| nceuds dans la direction ug3
afin de prendre en compte les variations longitudinales. On représente alors les rapports
7e(Ge) IN(Ceq, @) €t Te(Ge)/N(c,®)* en fonction de la distance R.
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0.6

0 10 20 30 40 50 60
Distance

FIGURE 3.6 — Majoration du rang numérique r¢(G,) en fonction du nombre de points fournis par
la formule de Widom

Dans les deux cas, le rapport est supérieur a 1. Ceci s’explique par le fait qu’il est né-
cessaire de prendre en compte les variations longitudinales selon u3. Lestimation N(c, a)?
est correcte pour décrire les variations dans le plan transverse mais ne tient pas compte
de la direction u3. Lutilisation d'un nombre d’onde équivalent permet de rendre le rap-
port plus proche de 1 (¢f courbe en noire sur la figure 3.6). Dans les deux cas, on constate
que le rapport est majoré par deux.

D’un point de vue pratique, si |d)| # 0, on choisit le nombre de points dans le plan
transverse a l’aide de N(c, «) et on obtient une borne maximale réaliste sur le rang a 'aide
de N(ceq,a). Ce dernier est plus str car déterminé par une estimation pessimiste. On a
alors dans ce cas général,

re < C.N(Ceq, )7,

ol 1 < C < 2 pour les distances correspondant a I’admissibilité de 1/|x — y| et a 'admissi-
bilité de Fresnel.

3.6 Validation numérique

3.6.1 Géométries

Les géométries utilisées pour les tests sont les suivantes :

— deux spheres (cf développement limité de la phase),

149



CHAPITRE 3. APPROXIMATION DU NOYAU OSCILLANT

— deux plaques opposées,
— deux plaques alignées.

Dans ces cas simples, la section efficace représentant le motif de la projection dans le plan
I1,, peut étre facilement déterminée et on peut en déterminer une base de fagon triviale.

Pour chaque géométrie, on détermine les parametres géométriques ainsi que la lar-
geur de bande en fonction de la longueur d’onde du probleme et des dimensions de la
géomeétrie. La valeur de la largeur de bande permet d’obtenir une estimation du rang de
I'opérateur de Fox-Li introduit précédemment. Ce rang permet alors de choisir le nombre
de points d’interpolation dans la méthode HCA —1II ci-dessus.

3.6.1.1 Calcul des parametres géométriques et de la largeur de bande

On rappelle que dans la base d’interaction (u;, u2, u3), on a

ld? = (& —n)®+ & -,
ld)| = 1(€3 —n3)l,
avec ElrE,Zv nlrnz € [_d) d]'
La distance centre a centre R est donnée alors par
d.|?\d
k.l L%ldyl
2R?
R>

<27

Lalargeur de bande utilisée pour la détermination du nombrede points dans la partie
transverse est donné par

c=k.—.
R

Pour chaque géométrie, on détermine la valeur de la grandeur d et la distance R telle
que 'on soit dans la zone d’admissibilité de Fresnel. Ainsi, on peut déterminer la valeur
de la largeur de bande c en fonction de la fréquence.

3.6.1.2 Casdelasphere

Valeur de d Dans le cas de deux spheres de rayon a, le motif obtenu par la projection
sur le plan IT,,, est un disque de rayon a que I’on peut inclure dans le carré [-a, al x [-a, al
dans la base transverse (u1, up) soit d = a. Pour i =1,2,3, on a alors §;,n; € [-a, al. d, et
d) vérifient alors les majorations suivantes,

ld,|* < 2a)* + (2a)* = 8a?,
ldj| < 2a.

Valeur de la distance R En choisissant de borner le reste par une oscillation (ie a = 1
dans (3.16)), le critere d’admissibilité de Fresnel est donné par

d,|?d
gldldl o
2R2
En utilisant la relation k = 2n/A et les majorants de |d 1% et |dy|, on obtient la condition

suivante sur la distance centre a centre R,
8 34\1/2
R> (T) . (3.154)

1/2
Afin de se placer au début de la zone de Fresnel, on choisit R = (%) .
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Valeur delalargeur debande ¢ Dans ce cas, lalargeur de bande est déterminée en fonc-
tion du rayon a et de la longueur d’onde A par
d2
c=k.—
R
a\1/2
= 2.22 (X)

Valeurs numériques des parametres Le calcul de la pente moyenne p,,,, est effectué a
I'aide de (3.148) avec les parametres d = a et = 1/2.

Géométrie 2 spheéres de rayon a = 1.0(m)
Physique Electromagnétisme : co = 3.108(m.s™1)
Fréquence f €15.02.108(Hz),3.14.10'° (Hz)]
Longueur d’onde A€1[9.5.1073(m),5.9.10" 1 (m)]
Motif de la projection dans (u;, uz, us) disque de rayon a = 1.0(m)
Distance (limite basse Fresnel) R € [3.65(m),28.93(m)]
Largeur de bande c€[2.87,22.71]

TABLEAU 3.2 — Configuration du cas test pour les plaques opposées

3.6.1.3 Cas des plaques opposées

Valeurde d Dans le cas de deux plaques carrées de coté L opposées, le motif obtenu par
la projection sur le plan IT,,, est le carré de coté L et dans la base du plan transverse, on a
d= % Pouri=1,2,onaalors&;,mn; € [—15, IZ—J]. Comme il s’agit de plaques, les coordonnées
&3 etz sont nulles. d; et dj satisfont les conditions suivantes,
ld, > <12 +12 =212
ldy| =0.

Valeur de la distance R En choisissant de borner le reste par une oscillation (ie a = 1
dans (3.16)), le critere d’admissibilité de Fresnel dans le cas ou d| = 0 est donné par

En utilisant la relation k = 2nt/A et le majorant de |d | |2 on obtient

L4
R=|—
=)
Valeur de lalargeur de bande ¢ Lalargeur de bande est déterminée en fonction du coté
L et de lalongueur d’'onde A par

1/3

2
c:k.d—
R

L\2/3
~1.97|—
0
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Valeurs numériques des parametres Le calcul de la pente moyenne pj,,y est effectué a
I'aide de (3.148) avec les parametres d = L/2 et p =2/3.

Géométrie 2 carrés opposés de coté L = 1.0(m)
Physique Electromagnétisme : ¢y = 3.108(m.s™1)
Fréquence f€12.38.10%(Hz),4.10'°(Hz)]
Longueur d’onde A€ [7.5.1073(m),1.2.10" L (m)]

Motif de la projection dans (u;, up, u3) carré [—0.5(m),0.5(m)] x [-0.5(m),0.5(m)]
Distance (limite basse Fresnel) R € [1.58(m),4.05(m)]
Largeur de bande c€[7.8,51.4]

TABLEAU 3.3 — Configuration du cas test pour les plaques opposées

3.6.1.4 Cas des plaques coplanaires

Valeurded Le motifobtenu par la projection sur le plan I1,,, de deux plaques carrées de

coté L est un segment de longueur 12: soit d = % Dans ce cas, dans le plan transverse, les

coordonnées &, et ) sont nulles et ona &;,n; € [—%, %]. Les coordonnées longitudinales

&3 et ng vérifient §;,n; € [—%, 12:]. On a les estimations suivantes,

ld. > <12,
ld| < L.

Valeur de la distance R En choisissant de borner le reste par une oscillation (ie a = 1
dans (3.16)), le critéere d’admissibilité de Fresnel est donné par

k |dy|?|dy]
© 2R?

(&)

Valeur de la largeur de bande ¢ La largeur de bande est déterminée en fonction du coté
L et de lalongueur d’'onde A par

< 2m.

1/2

Valeurs numériques des parametres Le tableau suivant résume la configuration du cas
de test pour des plaques coplanaires.
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Géométrie 2 carrés coplanaires de coté L =1.0(m)
Physique Electromagnétisme : ¢y =~ 3.10%(m.s™1)
Fréquence fe [2.38.10°(Hz),4.1019(Hz)]

Longueur d’onde A€ [7.5.1073(m),1.2.10" 1 (m)]
segment [-0.5(m),0.5(m)]
R€[1.99(m),8.16(m)]

c € [6.25,25.63]

Motif de la projection dans (u;, uz, us)
Distance (limite basse Fresnel)
Largeur de bande

TABLEAU 3.4 — Configuration du cas test pour les plaques coplanaires

3.6.2 Résultats numériques

Pour chaque géométrie, on détermine la largeur de bande ainsi que le nombre de
points fourni par la formule de Widom nécessaires a I’étude du rang du noyau de Green.
Nos formules étant basées sur un développement limité de la phase, on observe en pre-
mier lieu le rang du noyau G, (x, y) = e/¥I*=¥I=<t3:%=¥>) pyig e rang du noyau Gy, (x, y) =
elk(x=yl=<us,x=y>) j | _ yl. La croissance du rang en fonction de la fréquence est estimée
grace a la formule de Widom et a I'analyse de la section 3.5.2.1.

3.6.2.1 Valeurs numériques des approximationsae=1,0x 10™*

Spheres distantes Dans le cas des spheres, la section efficace est un disque que 'on ins-
crit dans une boite englobante carrée de section minimale. Dans chaque direction u;,u;,
la formule de Widom estimant le rang de I’opérateur de Fox-Li fournitle nombre de points
a utiliser pour I'approximation. On ajoute de I'ordre de |log;(€)| points dans la direction
longitudinale. Dans la pratique le rang est borné par |log,,(€)|N(c, a)? points.

Fréquence (Hz) || distance R c N(c,o) Ceq N(ceq, @) Te(Ge(x, 1) | 1e(Gyy(x,¥)
5,0 x 108 3.6 291 | 3.84 4.52 5.7 89 72
1,0 x 109 5.16 4.06 | 5.20 5.63 6.81 117 91
2,84 x 107 8.7 6.84 | 7.94 8.41 9.33 185 144
4,98 x 107 11.54 9.04 | 9.86 | 10.60 | 11.15 252 192
1,57 x 1010 20.48 16.10 | 15.44 || 17.67 | 16.61 507 367
3,14 x 1010 28.92 2275 | 20.31 || 24.32 | 21.44 806 582

TABLEAU 3.5 — Résultats numériques pour les sphéres poure =1.10"*

Plans opposés Dans le cas des plans carrés opposés, la section efficace est un carré.
Ainsi, dans chaque direction u;,u», la formule de Widom eestimant le rang de I'opérateur
de Fox-Li fournit le nombre de points a utiliser pour I'approximation. Dans ce cas, |'épais-
seur des plaques étant nulles, on n’ajoute pas de points supplémentaires dans la direction
longitudinale. Dés lors, le rang est borné par le nombre de points utilisés dans le plan IT,,, .
Comme les plans sont carrés, il s’agit en tout de N(c, a)? points.
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Fréquence (Hz) || distance R c N(c,®) || Ceq | NlCeq,@) || 7e(Gel(x,y)) | 1e(Gyy(x, y))
2,38 x 107 1.58 7.89 | 8.88 6.30 7.45 106 108
5,02 x 107 2.02 13.02 | 13.07 || 11.42 | 11.81 194 204
1,0 x 1010 2.54 20.62 | 18.78 || 19.02 | 17.60 379 383
2,0x 1010 3.22 32.54 | 27.21 |/ 3097 | 26.12 753 765
4,0 x 1010 4.04 51.87 | 40.39 || 50.28 | 39.32 1582 1621

TABLEAU 3.6 — Résultats numériques pour les plans opposés poure =1,0 x 1074

Plans coplanaires Dans le cas des plans coplanaires, la section efficace est un segment.
Ainsi, la formule de Widom est utilisée dans une seule direction. Ce sont les valeurs de
ces estimations qui sont représentées dans le tableau suivant. Ainsi, le nombre de points
utilisés dans le plan transverse I1,,, est déterminé par N(c, a).

Fréquence (Hz) || distance R c N(c,o) Ceq N(cCeq, @) || Te(Gel(x, ) | 1e(Gyy(x, )
2,38 x 107 1.98 6.29 | 7.44 8.66 9.54 23 26
5,02 x 107 2.88 9.13 | 994 | 11.74| 12.07 26 26
1,0 x 1010 4.08 12.84 | 12.94 | 15.60 | 15.05 30 30
2,0x 1010 5.76 18.19 | 16.99 || 21.07 | 19.10 37 37
4,0 x 1010 8.16 25.68 | 22.40 || 28.63 | 24.49 46 46

TABLEAU 3.7 — Résultats numériques pour les plans coplanaires pour € = 1,0 x 1074
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3.6.2.2 Croissance de N(c,a) en fonction de la fréquence

On utilise I'analyse sur le comportement de la pente développée auparavant. La dé-
pendance en fréquence du nombre de points N(c,a) est explicité par la formule (3.148).
Au debut (a basse fréquence), il y a une compétition entre les deux contributions et la
pente asymptotique n’est visible que pour des hautes fréquences (ie de grands objets).

La figure 3.7 représente la croissance de N(c,a) en fonction de la fréquence pour les
trois cas tests présentés (courbes bleues). Dans les cas des sphéres et des plans opposés
(3.7a et 3.7b), la section efficace est de dimension 2. On représente alors la croissance de
N(c, a)? en fonction de la fréquence. Le cas des plans coplanaires (3.7c) aboutit a une sec-
tion efficace qui est un segment et on représente alors N(c,a) en fonction de la fréquence.

Pour chaque cas, la formule (3.148) fournit la pente moyenne pour la bande de fré-
quence testée. Cette pente moyenne est représenté par une ligne en pointillé rouge dans
chaque cas. On représente également les pentes asymptotiques par une courbe en poin-
tillé noir. On note que 'on n’atteint pas la croissance asymptotique quelque soit le cas
test présenté pour les fréquences considérées. Cependant, dans le cas des plans opposés,
a défaut d’apercevoir le régime asymptotique, on note que la pente est supérieure a 1.
Ceci illustre que dans ce cas la croissance n’est pas linéaire. En effet, le critere de Fresnel
dans le cas de plans opposés conduit a une croissance de pente asymptotique 4/3.
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FIGURE 3.7 — Croissance du nombre de points dansle plan IT,, en fonction de la fréquence (échelle
logarithmique).
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3.6.2.3 Majoration du rang en fonction de N(c, o)

Ce test nous permet de chercher une borne maximale correcte afin d’estimer le rang
a priori. Pour ce faire, on effectue le test sur le noyau de Green déconvolé par les ondes
planes G, (x, ).

Lapproximation du terme quadratique par un produit tensoriel de deux opérateurs
de Fox-Li nécessite de prendre un nombre de points légérement superleur a N(c a) dans
chaque direction. Dans la pratique, on constate qu’en prenant N(c,« ) pour o <, ceci
convient. Uexemple 3.32 de la section 3.5.2.2 montre qu’en prenant une précision relative
€ =¢/10 ceci rajoute de l'ordre de 3 points a N(c,a). Le nombre de points utilisé dans
le calcul correspond a N(c,a) + 3. C’est ce nombre que I'on utilise pour la majoration du
rang que |’on présente dans ce test. On veut obtenir une majoration du rang en fonction
du nombre de points nécessaires a I'approximation des variations transverses dans II;;.
Dans les cas des spheres et des plans opposés (3.7a et 3.7b), la section efficace est de
dimension 2 et le majorant recherché est fonction de (N(c, o) + 3)2.

Asymptotiquement, la croissance du rang en fonction du nombre de points dans le
plan transverse est linéaire comme le montre les figures suivantes. De plus, on constate
numériquement que

De plus, dans le cas des plans opposés, on ne place pas de points dans la direction
longitudinale car dj = 0. La borne sur le rang est donc simplement le nombre de points
d’interpolation utilisé pour décrire les variations dans le plan I1,,, et le rapport r./N(c, a)?
est inférieur a 1. L'utilisation d'un nombre d’onde équivalent permet d’avoir un nombre
de points moins élevés dans ce cas. Dans les autres cas, I'utilisation d’'un nombre d’onde
équivalent n’amene pas d’'informations supplémentaires car le majorant est trop grossier.
Cependant, le rapport r./N(c,a)? dans le cas des plans coplanaires ou r./N(c,«)? dans le
cas des spheéres est majoré par 2 pour les grandes fréquences.

Le rang étant asymptotiquement linéaire en fonction du nombre de points dans IT,,,
on peut en déduire que I'étude de la croissance de N(c,a) en fonction de la fréquence
fournit le comportement asymptotique du rang en fonction de la fréquence. C’est le but
du test suivant.
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1% 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8
N(c,0)?

(a) Cas des spheéres distantes (cf 3.2).

3.4 T T T ! L
: : | - - Droite de pente 1|

(c) Cas des plans coplanaires (cf 3.4)

FIGURE 3.8 - Croissance du rang de G, en fonctiondu nombre de points dans le plan IT,,, (échelle
logarithmique).
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3.6.2.4 Croissance du rang en fonction de la fréquence
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(b) Rang de Gu3 (x, y) — eik(lx—y|—<u3.x—y>)/|x _ y|

FIGURE 3.9 - Croissance du rang en fonction de la fréquence (échelle logarithmique). Cas des
spheres (cf 3.2)

La figure 3.9a représente la croissance du rang du noyau G(x, y) = e?k(x-yl=<us,x=y>)

en fonction de la fréquence (courbe bleue en trait plein) en échelle logarithmique. On
note que cette courbe est constituée de deux parties ot la croissance est différente. Pour
les basses fréquences, la croissance est plus lente tandis qu’elle augmente a haute fré-
quences. Dans le cas des spheres, le calcul explicite du motif de la projection dans I1,,
ainsi que la formule d’admissibilité fournissent les parametres suivants, que 'on peut
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utiliser dans la formule (3.148) :

d=1.0, (3.155)
p=1/2. (3.156)

Cette formule permet de déterminer la pente moyenne de la croissance pour une dimen-
sion d’espace. La section efficace étant de dimension 2, on obtient la pente moyenne en
prenant le double de I'estimation 1D. Cette pente est représentée en rouge sur la figure
3.9a et est déterminée a priori. C’est la conséquence de I'analyse de la section 3.5.2.1
qui permet d’estimer le comportement du rang. La pente moyenne estimée est d’environ
Pmoy = 0.73. D’apres les résultats de la section 3.5.2.1, on sait que la pente asymptotique
est pgs = 1 (droite représentée en noir sur la figure).

La figure 3.9b représente la croissance du rang du noyau de Green déconvolé par les
ondes planes en fonction de la fréquence (courbe bleue en trait plein) en échelle logarith-
mique. On effectue une comparaison avec le rang de la partie oscillante G, représentée en
rouge. On note que le rang du noyau G, est inférieur a celui de la partie oscillante mais
que le profil de croissance en fonction de la fréquence est le méme. La partie en 1/|x — y|
ne joue que par un facteur multiplicatif et ne change pas la croissance.

Dans le cas des plans opposés, on sait que la section efficace est également de dimen-

sion 2 et on exprime le nombre de points dans I1,, par un produit cartésien. Cependant,
dans ce cas, on a d) = 0 et le critere d’admissibilité de Fresnel est différent. La largeur
de bande en une dimension est en (kd)?’® donc pour le terme quadratique complet, le
nombre de points est en (kd)*'3. La pente asymptotique attendu lorsqu’on observe la
croissance durangestdonc p,s = 4/3. Laformule (3.148) avecp = 2/3 et d = 1/2 (la plaque
est un carré unitaire) fournit une pente moyenne p;,,y ~ 0.54 dans la bande de fréquence
testée. Afin d’obtenir la pente en dimension 2, il suffit de doubler cette pente. Ainsi, au
lieu d'une pente asymptotique de 1.33 (droite noire en pointillé sur la figure XX), on a une
pente d’environ 1.08 (droite rouge en pointillé ).
Comme dj = 0, on ne place pas de points dans la direction longitudinale u3 et le rang est
uniquement déterminé par le nombre de points mis dans II,,,. Ainsi, le rang du noyau de
Green déconvolé par les ondes planes est étudié avec les mémes nceuds d’interpolation
que la partie oscillante. A un faible pourcentage pres, le rang de G, est approximative-
ment le méme que celui de G, (cf table 3.6).
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plans opposés (cf 3.3)
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Pour deux plans coplanaires (c¢f 3.11), la section efficace se résume a un segment. Dans
ce cas particulier, on doit s’attendre a un rang tres faible car a haute fréquence, deux telles
géométries ne se “voient” pas. La profondeur de la plaque nécessite que 'on dispose des
points d’interpolation afin de correctement décrire les variations longitudinales (selon
I'axe u3). Cependant, comme nous nous restreignons a I’étude du noyau déconvolépar
les ondes planes, il est moral d’obtenir un rang qui ne dépende que tres faiblement du
nombre de points placé dans la direction uz. Dans ce cas, le critére d’admissibilité de
Fresnel prend la méme forme que celui utilisé dans le cas des sphéres mais le terme |d, |?
est moins important du fait de la section efficace qui est un segment et non une surface.
Dans ce cas, on vise a comparer le rang du noyau a I’estimation par la formule de Widom.
La section efficace étant de dimension 1, il s’agitr d’'une validation directe de la formule de
Widom. La pente asymptotique attendue dans le cas de la partie oscillante G, est p,s =
1/2 (droite noire en pointillé sur la figure YY). On détermine la pente moyenne sur la
bande de fréquence testée a 'aide de la formule (3.148) avec p = 1/2 et d = 1/2. Dans
ce cas, on obtient une pente moyenne p,, = 0.33 (droite rouge). Le noyau de Green
déconvolé par les ondes planes G, possede ici un comportement similaire a celui de G,
et on constate que I'asymptotique déterminée reste valable pour Gy;.

Résumé sur les trois cas Dans ces trois cas, on note que la bande de fréquence testée
correspond a une zone ol I'on atteint pas encore la pente asymtotique. Ceci suggere que
I'on atteint I’asymtotique lorsque I'on traite des objets de trés grandes dimensions (en
terme de longueurs d’ondes). Dans le cas d'un objet de plusieurs millions de degrés de
liberté, il est possible d’atteindre la croissance asymptotique.
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FIGURE 3.11 - Croissance du rang en fonction de la fréquence (échelle logarithmique). Cas des
plans coplanaires (cf 3.4)
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3.7 Conclusion

Ce chapitre représente la contribution majeure de cette these. Les résultats de la lit-
térature sont donnés d’apres le développement limité a I'ordre 2. On en déduit alors une
condition pour le terme de reste; c’est la condition de Fraunhofer. Cette condition d’ad-
missibilité est d'un intérét pratique car seules les ondes planes contribuent a la croissance
du rang de la partie oscillante du noyau. Nous avons alors utilisé le terme du second ordre
pour obtenir des interactions plus proches. La condition que nous introduisons ici est
celle de Fresnel, bien connue en optique. Il s’agit de la premiere contribution de cette
thése sur le noyau oscillant. Nous montrons que sous réserve de satisfaire cette condi-
tion, nous pouvons alors exprimer le terme de second ordre comme le produit cartésien
de deux opérateurs 1D quitte a considérer une base d’interaction adaptée.

Sous la condition de Fresnel, on peut “a la main” obtenir une premiere estimation du
rang a l'aide d’'un raisonnement sur le sinus cardinal et le critere de Shannon. La seconde
contribution, sur le rang du noyau, est obtenue grace aux résultats théoriques sur 'opé-
rateur de Fox-Li Z,. En effet, ces résultats améliorent I'’estimation naive du rang obtenue
par le critere de Shannon. Pour ce faire, nous avons utilisé la formule asymptotique de
Landau-Widom pour la détermination du rang du terme quadratique. Notre approche a
permis de mettre en lumiere I'importance de lalargeur de bande : c’est le principal facteur
intervenant dans la formule de Landau-Widom. Ainsi, nous pouvons obtenir des estima-
tions asymptotiquement précises de la croissance du rang du noyau oscillant. Notons que
I'on retrouve pour le critére de Fraunhofer des résultats sur le rang comparables a ceux de
la littérature. Dans cette zone la largeur de bande est proche de 'unité et le terme quadra-
tique possede un rang numérique proche de I'unité également.

Nous validons ces estimations sur plusieurs géométries canoniques. Le cas ol |d)| =0
fournit une asymptotique en 4/3. Néanmoins, dans le cas d'un objet de la vie courante
comme un fuselage d’avion, ce cas n’est pas fréquent et la croissance asymptotique ne
s'observe que pour de grands objets. La plupart des cas vont se ramener a I'étude des
deux spheres et ont une croissance asymptotique linéaire en la fréquence.

Pour une erreur relative €, on note a = €2 et on obtient la majoration suivante sur le rang
du noyau de Green déconvolué par les ondes planes G, (x, y) :

rG(Gug (xr J/)) < C 'Nl'[u3»

avec
N(c1,)N(cp, ) sicy #0,c0#0

Nnu3 =< N(c,a) sici #Z0,c0=0

N(co, @) sico #0,c1=0

et C < 2 dans la zone d’admissibilité de Fresnel.

Ces résultats montrent que dans la zone de Fresnel, I'’emploi d'une méthode de type
HCA-II est pleinement justifiée. Dans la suite, nous utilisons la largeur de bande pour dé-
terminer le nombre de points d’interpolation a utiliser dans le cas d’'une approche par
HCA-II. Le cas idéal ot le terme de reste est nul pourrait se traiter par une approche de
type HCA-I. En effet, les fonctions d’onde sphéroidales, qui sont les fonctions propres de
I'opérateur &, sont de bons candidats pour remplacer les polynomes de Chebyshev. Ce-
pendant, les fonctions propres peuvent tendre exponentiellement vers zéro sur les bords
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et les méthodes numériques employées doivent impérativement en tenir compte. Le cha-
pitre 4 montre ’emploi des résultats de ce chapitre sur des cas plus complexes comme
la résolution d’'un probleme d’onde haute fréquence avec une formulation EFIE. Nous
montrons qu’'une modification légere de la méthode des #-matrices pour tenir compte
de ces résultats théoriques est possible.
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CHAPITRE 4. APPLICATIONS AUX .#¢- MATRICES

On illustre dans ce chapitre les résultats de I’approximation du noyau oscillant effec-

tuée précédemment sur un cas de diffraction d’'une onde électromagnétique. Signalons
que ces résultats ne sont pas spécifiques a la formulation étudié dans ce chapitre ni a
I'électromagnétisme, on pourrait traiter de la méme facon d’autres cas issus de problemes
d’ondes.
Dans la suite, on choisira comme modele I’équation intégrale du champ électrique dite
EFIE qui résout le probleme de diffraction d’'une onde électromagnétique par un conduc-
teur parfait. Les opérateurs intégraux mis en jeu s’expriment a partir du noyau de Green
scalaire G(x, y) que I'on approche. 1l serait également possible de traiter d’autres condi-
tions aux limites par les mémes techniques que nous présenterons. En effet, celles-ci s’ap-
puient sur 'approximation de rang faible du noyau de Green scalaire et s’adaptent aux
différents opérateurs intervenant dans les problemes d’ondes.

La premiere partie de ce chapitre décrit le contexte d’utilisation de nos approxima-
tions, la diffraction d’'une onde électromagnétique. En particulier, on établira une équa-
tion intégrale au paragraphe 4.1.2 que I'on discrétisera et dont la matrice de discrétisation
sera approchée par une .#-matrice.

La partie 4.2 sera consacrée aux modifications apportées a la méthode des #’-matrices
pour traiter le cas du noyau oscillant a haute fréquence. Il y sera notamment question de
la séparation des interactions proches et lointaines au paragraphe 4.2.1 ainsi qu’a I'as-
semblage compressé des interactions admissibles au paragraphe 4.2.3.

La derniere partie 4.3.3 de ce chapitre sera consacrée aux tests et validations numériques
des modifications évoquées. Suivant le méme plan, on effectuera les validations sur le
critere d’admissibilité et la compression. Ainsi, le paragraphe 4.4 prouvera qu'’il est néces-
saire de travailler avec un critere fréquentiel des lors que la section efficace mise en jeu est
élevée. Cet exemple sera également mis en valeur au paragraphe 4.4.6.2 sur un exemple
inspiré du test présenté dans [Mes11]. Le paragraphe 4.5 décrit 'utilisation pratique que
'on fera de la formule de Landau-Widom pour I'approximation du noyau oscillant.

4.1 Diffraction d’'une onde électromagnétique

4.1.1 Equations de Maxwell — Représentation intégrale des champs
4.1.1.1 Description du probléme

Une onde électromagnétique est caractérisée par les deux champs vectoriels élec-
trique E et magnétique H. On s’intéresse a la diffraction par un objet 2 d’'une onde in-
cidente notée (E™, H™™). Cet objet Q dont la frontiere 0Q2 est noté I est supposé régulier et
borné. La figure 4.1 décrit la position du probleme. On note Q' I'extérieur de I’objet soit
Q' =R3\Q.

On note 7i la normale sortante de Q, €y la permittivité électrique et o la perméabilité
magnétique du milieu Q' supposé homogene. L'objet est de plus supposé parfaitement
conducteur (aussi appelé PEC pour Perfectly Electrically Conducting). On note Zy = \/E:(‘:

I'impédance du milieu. La célérité des ondes dans le milieu est donnée par ¢y = CL eton

oMo
note k le nombre d’onde donné par

ol w est la pulsation ou fréquence angulaire et A la longueur d’onde.
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Q/
% (Ein’ﬁin)

=4

FIGURE 4.1 - Diffraction d'une onde électromagnétique par un obstacle.

4.1.1.2 Equations de Maxwell en domaine fréquentiel

On s’'intéresse au probleme harmonique et pour ce faire, on suppose une dépendance
en temps en e~ '’ des solutions temporelles des équations de Maxwell et 'on considere
ici les équations de Maxwell en domaine fréquentiel obtenues par une transformée de
Fourier des équations temporelles. Les champs E(w, x) et H(w, x) dépendent de la pul-
sation w et du point x. Dans la suite, comme on travaille a fréquence fixée, on écrit de
maniére plus légere E = E(x) et H = H(x).

On résout dans Q' le systeme des équations de Maxwell

rotE—iopggH= 0,
— . (4.1)
rotH+iwegE= 0,

On considére un champ émectromagnétique incident de type onde plane :

ol E/” et E'”* sont les amplitudes des champs (vecteurs complexes constants) et —v est un
vecteur unitaire représentant la direction de propagation de I'onde plane (V est la direc-
tion d’ou vient 'onde vu de I'objet). Ces vecteurs vérifient les relations :
) in
H)' = Z_O() AV (4.4)

E)' = ~ZoH) AV (4.5)

de sorte que le champ incident (E"(x), H(x)) vérifie les équations de Maxwell homo-
génes dans R3.
La condition aux limites sur un conducteur parfait s’écrit

EAn=0 surl. (4.6)

On appelle (E,H) le champ électromagnétique total et (E4T, H4) le champ électroma-

gnétique diffracté défini par:
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Pour fermer le probléme, il est nécessaire d’ajouter aux équations précédentes une « condi-
tion aux limites a I'infini ». C’est la condition de radiation dite de Silver-Miiller (ou condi-
tion d’ondes sortantes) :

. . X
lim |x|. |[BYf— 7z, HYT A = | = 0. 4.7)
| x| =00 x|

Il s’agit de I’équivalent fréquentiel de la condition de causalité dans le domaine temporel.

4.1.1.3 Représentations intégrales des champs diffractés

En prolongeant le champ diffracté dans le domaine Q par une solution quelconque
des équations de Maxwell homogeénes, on obtient grace au théoreme de représentation
intégrale une expression de ce champ en fonction des potentiels vecteurs Ag et Ay et
scalaires g et @y :

Ediff =—7oVDE + ikZ()/_iE — ZOIB)UKM, (4.8)
HYT = — 7,Vdy + ikZoAy + ZoTotAE, (4.9)

Ces potentiels sont donnés par les formules suivantes :

1 .
Or(x) = .—fG(x,y) divr j (»)dI(y),
ik T
1 N
bdm(x) = 7 fr G(x, y)divem(y)dI'(y),
JAg(x) = fr G(x,5) j () dI (), (4.10)

Ap(x) = fr G(x,y) m(y)dI'(y),

eiklx=yl

G ’ =
%,y 4m|x -y

ou G(x, y) estla fonction de Green de I’équation de Helmholtz satisfaisant la condition de
radiation a I'infini : ,
el klx—yl
Gx,y)=——
47|x -yl

et j et m respectivement les courants électrique et magnétique équivalents donnés par
les sauts suivants a travers I :
i = HY AT = HdifflQ AT — Hdiff|Q, AT,
m = [0 AEW =0 AEM - T AR
ou dans ces formules la notation u|, (resp. u|,) désigne la trace de u sur I' venant de Q2
(resp. de Q).
Sil'on prolonge le champ diffracté dans Q par

Edlff —— Ein,
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on obtient en utilisant la continuité du champ incident a travers I' :

—_

< _ _gyin - pqdiff
j=-H|oAn-H"T),

AM=-H| AT,
— odiff = _
—-nAE loy = n/\E|Q,—O.

= _ in A
m=nAE lo

Les potentiels Ay et @y sont donc nuls et 'expression du champ diffracté se simplifie
en:

U = _ 7 Vg + i kZoAg, (4.11)
HYT =7, rotAg. (4.12)

4.1.2 Formulation EFIE - Discrétisation par éléments finis

En traduisant les conditions aux limites, on trouve une équation intégrale a résoudre.
Plusieurs choix sont possibles. Nous utilisons la représentation du champ électrique ce
qui aboutit a ce qu’'on appelle I'’équation intégrale du champ électrique ou EFIE pour
I’acronyme anglais de Electric-Field Integral Equation.

La condition aux limites sur le champ diffracté est donnée par :
Ef(x)Am =-E"(x)Am  surl. (4.13)

Elle s’écrit aussi ' .

M, B (x) = -, E™(x)  surT, (4.14)
ou I, est la projection orthogonale sur le plan tangent a I au point x définie par:

M, 0(x) = B(x) — (D(x) - 1 (%)) B(x),

pour un champ vectoriel 7 quelconque. Notons que pour un champ scalaire u régulier
pres de T, le gradient de ce champ se décompose en une partie tangentielle et une partie
normale de la sorte

ou_,
Vu=Vru+—n,
on
Vru est le gradient tangentiel de u :
I[I,Vu=Vru.

L'équation intégrale du champ électrique s’obtient en injectant la représentation (4.11)
dans (4.14) :

ikZg (Hx fr Gl ) j (ML) + 5 Vr fr G(x, y)divr j () dI'(y) | = —TIE™. (4.15)

On peut calculer les champs E%iff et HYff en tout point de I'espace a I'aide des formules de
représentation (4.11) et (4.12).

Remarque 4.1 (Autres formulations). Il existe d’autres formulations amenant a d’autres
équations intégrales, notamment celle décrivant le champ magnétique H désignée par
« MFIE » dans la littérature (Magnetic Field Integral Equation). De plus, on peut considérer
la formulation combinée, dite CFIE, définie par la combinaison convexe

i
CFIE = aEFIE + (1 — (x)%MFIE.

Ces formulations ne sont néanmoins pas développées dans la suite de ce manuscrit mais
pourraient se traiter de la méme facon.
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4.1.2.1 Discrétisation de 'EFIE

Pour une analyse rigoureuse de I'EFIE, nous renvoyons le lecteur a la these d’état de
A. Bendali [Ben84]. Dans ce paragraphe, nous rappelons succintement les étapes permet-
tant d’aboutir a la formulation du probleme discret en vue d’'une résolution par la mé-
thode des .#-matrices.

Formulation variationnelle Pour introduire le cadre fonctionnel, on définit d’abord I’es-
pace

3 -
.

TH™2(T) = {Te (H‘%(r)) H:o}. (4.16)

. e L 1. .
Le courant électrique j appartient a'espace H™ 2 (div, ') suivant

H™2 (div,T) = {7 etH (), dive § e Hz m}. 4.17)

Le probléme variationnel associé a (4.15) est le suivant,

Trouver T (x)eV= H~2 (div,I') tq::

ikZo fr f Gy T T Wdr () dr)

(4.18)
+ikZy fr fr Gx, y) dive J (dive {0 dT()dr) =- fr E" () dr ()

Viix)ev

Approximation variationnelle On approche la solution de ce probleme a 'aide d’'une
méthode d’éléments finis. Il s’agit donc de remplacer dans (4.18) I'espace continu V par
un espace de dimension finie Vj, ayant de bonnes propriétés. Pour ce faire on approche
la surface I" de I'objet par une triangulation I'j, ou & représente typiquement la finesse de
la triangulation (ex : lalongueur d'une aréte). On travaille avec I'’espace des éléments finis
de Raviart-Thomas [RT77] : les degrés de liberté sont les flux a travers les arétes.

Pour #h fixé, I'espace vectoriel Vj, ainsi obtenu a généralement pour dimension Ny, le
nombre d’arétes de la triangulation (hors bords libres, arétes multiples, ...). Dans le cas
ou I' n'est pas un polyhedre, I';, # I" et Vj, n'est pas inclus dans V : approximation non
conforme.

Le probléme variationnel discret s’écrit :

Trouver un courant j ,(x) € Vj, tq:

ikZo fr fr G, J 1) () dT() dl ()
h

A

+ikZo. 3 ]F fr Glx, y)divr,  p(divr, j 50 dl(y) A0 = fr E"j L (0) dT ()
h h h

Vi L) eV

(4.19)
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Notons (W i)1=i<N,, une base de Vy,. Le courant discret jj s’écrit alors

— Np
jn(x) =) Ajw;(x), (4.20)
j=1

ou les coefficients {A j};<;<n,, sont les degrés de liberté.

Fléments finis de Raviart-Thomas Les fonctions de base des éléments de Raviart-
Thomas sont associés aux arétes du maillage. La fonction de base W; associée a l'aréte A;
possede un flux nul a travers les autres arétes et un flux unitaire a travers A; ce qui suppose
d’avoir choisi arbitrairement une orientation. Nous supposons pour simplifier que A; est
uniquement partagée par deux triangles notés T;, et T;,. Le support de W, est T;, UT;,.On
choisit par exemple d’orienter le flux : le flux de w; sortant de T;, vaut 1 tandis que celui
sortant de T;, vaut —1.

On note S;, et S;, les sommets opposés a I'aréte et appartenant respectivement aux tri-
angles T;, et T;,.

FIGURE 4.2 — Représentation des éléments finis de Raviart-Thomas.

Pour un point M e T;,, w i(M) est donnée par :

w;(x) = , (4.21)
’ 2|T;,|
ol |T| désigne 'aire du triangle T. De méme, pour M€ T, w;(M)ona:
N Si,M
Wil =— _ (4.22)
2|T;, |

Par ailleurs, la divergence surfacique de la fonction de base w; est constante par tri-
angle :

1
— Mc¢ Ti1
T,
divr(w;(M)) ={ _ MEeT;, (4.23)
T4, |
0 ailleurs.
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Ecriture matricielle On rappelle que 'on cherche une approximation du courant j
sous la forme

Ny,
Z w], (4.24)

oltles {A; } sont les inconnues du probléme variationnel discret et les {w J} sont les

fonctions de base décrites précédemment. Comme les w; forment une base de Vh, il suffit
de tester par les fonctions de base et la discrétisation de la formulation variationnelle
conduit ainsi a trouver les coefficients {)\ j satlsfalsant pour tout i € {1,...,Ny},

Nj,
Z)\, (f f G(x, y)( Hx) Wi - dlvrhw (x)dlvrhw](y)) th(x)th(y))
j=

_ 1 in t
=ik frhE (x)w (x)dI'p(x). (4.25)

Matriciellement, cela correspond a résoudre le systeme d’équations
Al Al =ph, (4.26)

avecpouri€fl,... Nytetje{l,...,Ny}

A?j:fr A G(x,y)( Hx) - W(y) - lerhW (x) divr, Wj(p) | AT (x)dT(y),  (4.27)
hY'lh

bl = - klz f E™ (X)W (x) AT (x), (4.28)
0

=g, AN (4.29)

4.1.3 Commentaires

Pour le probleme de la diffraction d’'une onde plane par un obstacle (4.1), nous avons
d’abord représenté le champ diffracté sous une forme intégrale (4.11). La condition aux
limites conduit a une équation intégrale (4.15) sur la surface I de I'obstacle. La résolu-
tion de celle-ci permet de retrouver les courants équivalents sur I’obstacle. Les formules
de représentation permettent ensuite de retrouver les champs en tout point de 'espace.
L'approximation numérique de ’équation intégrale a I’aide d'une méthode d’éléments fi-
nis de frontiere conduit apres discrétisation a la résolution d'un systéeme linéaire de taille
Ny x Ny,.

La matrice A” du systeme linéaire est complexe, symétrique et pleine. En effet, les opé-
rateurs intégraux mis en jeu ne sont pas locaux ce qui rend les coeffcients généralement
non nuls. Dans la pratique, on considere cette matrice de discrétisation pour des tailles
allant de quelques dizaines de milliers d'inconnues a plusieurs millions d’inconnues. Des
matrices pleines de cette taille sont évidemment délicates a manipuler dans la pratique.
En effet, le temps d’assemblage et I'’espace mémoire nécessaire pour une telle matrice
augmentent comme Ni. Le temps de résolution du systéme linéaire par une méthode di-
recte augment lui comme N“Z. Une méthode itérative aurait un cotit en Ni X Nijter o1 le
nombre d’itérations Nj,r dépend a la fois de la géométrie, du maillage, de la fréquence
ainsi que du second membre (sans compter le temps d’'un éventuel préconditionneur).
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D’ou1 une forte activité dans les communautés académiques et industrielles autour du dé-
veloppement de méthodes d’assemblage et de résolution rapides pour de tels systemes.

Dans la suite, on s'intéressera donc a une approximation favorable de la matrice A".
Plus particulierement, on 'approchera par une .#-matrice. On effectuera la méme ap-
proximation pour sa factorisée. Les points délicats de la méthode des .#-matrices a prendre
en compte sont d'une part le critére d’admissibilité utilisé pour séparer les interactions
proches et lointaines et d’autre part 'algorithme d’assemblage compressé utilisé pour
construire les approximations de rang faible. Les méthodes présentées au premier cha-
pitre de ce manuscrit ne prennent pas en compte le parametre fréquence ce qui peut
avoir des conséquences négatives sur la précision et le cotit de calcul. Nous proposons
une méthode permettant d'une part de controéler :

— le niveau d’erreur demandé quelle que soit la fréquence;

— I’évolution du taux de compression et du temps de calcul en fonction de la la fré-
quence.

Cette méthode est une adaptation fréquentielle de I'algorithme HCA — II. Elle est basée
sur les éléments suivants :

un critere d’admissibilité dépendant de la fréquence qui garantit des interactions dans
la zone de Fresnel;

une approximation directionnelle du noyau de Green qui permet de factoriser les oscil-
lations dans une direction de propagation privilégiée;

une estimation asymptotique du rang basée sur des résultats de la littérature sur les pro-
priétés des filtres a bande limitée (formule de Landau-Widom) ;

un choix automatique et optimal du nombre de nceuds d’interpolation de I'algorithme
HCA —II appliqué au noyau modifié.

4.2 Approximation /- matrice fréquentielle de 'EFIE

On décrit dans cette partie les modifications apportées a la méthode d’assemblage
d’'une #-matrice permettant I'approximation de 'opérateur de I'EFIE a partir des résul-
tats précédents. Le développement limité de la phase a I'ordre 5 permet d’écrire une nou-
velle condition d’admissibilité fréquentielle. La condition d’admissibilité de Fresnel est
moins restrictive que celle de Fraunhofer et « rapproche » les interactions lointaines. Le
rang numérique a une précision donnée des blocs admissibles est plus élevé que dans
le cas d’'une admissibilité du type Fraunhofer mais la formule de Landau-Widom per-
met d’obtenir une bonne estimation de ce rang pour chaque composante de I'EFIE. On
montre que ce rang croit au plus linéairement avec la fréquence et cela permet d’adapter
I'algorithme HCA —II présenté dans [BG05] au cas fréquentiel.

4.2.1 Construction d’'une base orientée
4.2.1.1 Position du probléme

On rappelle que dans toute la suite et sauf mention contraire, les degrés de liberté
mentionnés sont ceux de I'EFIE i.elocalisés aux centres des arétes de la triangulation I'y,.
Les éléments du support d'un degré de liberté sont des triangles et les matrices consi-
dérées sont des blocs matriciels issus de la discrétisation de I'EFIE par la méthode des
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éléments finis de frontiéres. Le critére d’admissibilité permet la séparation des interac-

tions entre les interactions proches et lointaines.
m

On consideére deux nuages distincts de degrés de liberté {xl—p}

n
et{ i } identifiés
1 S WYaf oy
de facon unique par les indices i, et j;. Conformément a I'usage, ¢ et s désignent des
ensembles d’'indices consécutifs dans la numérotation #-matrice définis par

s={i1,...,im} (4.30)
t={j1,., jn} (4.31)

Remarque 4.2 (Numérotation). Les indices originaux i, et j, dépendent de la fagon dont
on a construit la triangulation I'y, et ne sont pas nécessairement consécutifs. La renumé-
rotation locale présente dans la méthode des .#-matrices permet d’utiliser des indices
contigiis permettant de manipuler aisément des sous-blocs matriciels.

On note X; et Y, les groupes d’inconnues de taille respective m et n définis par

Xs={xi, k=1,...,m} (4.32)
Y ={yj.k=1,...,n} (4.33)

Enfin, on note A, la matrice d’interaction entre ces deux groupes. La figure 4.3 illustre
les notations précédentes.

PY {xik}kzl,...,m

° {yjk}kzl,...,n
Xs - Supports des degrés de liberté

FIGURE 4.3 - Interaction de deux groupes de degrés de liberté X; et Y;. Les supports des degrés de
libertés (ici des triangles) sont représentés en vert.

4.2.1.2 Boites englobantes et supports des degrés de liberté

Plutdt que de travailler sur I'intégralité des nuages de degrés de liberté, la méthode

des /-matrices, comme d’autres méthodes rapides, travaille sur des boites englobantes.
Ceci permet le calcul rapide de quantités géométriques comme les distances et les dia-
metres.
Comme l'illustre la figure 4.4, on rappelle que la boite englobante des degrés de liberté
contenus dans X (respectivement Y,) est noté B (resp. B;) tandis que la boite englobante
du support de X; est quant a elle notée Qg (resp. Q;). En I'absence de précision supplé-
mentaire, les boites sont données dans la base canonique.

Dans toute la suite, sauf mention contraire, on considere la boite englobante conte-
nant le support des degrés de liberté. Ce choix a priori plus conservateur est motivé par
I'emploi d'un schéma d’interpolation polynomiale. Avec ce choix, on s’assure que 'on
place des nceuds d’interpolation sur I'intégralité du support. On rappelle également que
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Q:

o Sommets d'un élément du support

o Degrés de liberté

. Support des degrés de liberté

FIGURE 4.4 — Boites englobantes B et Q pour des degrés de liberté localisés aux centres des arétes.

dans le cas de la condition d’admissibilité statique, siles boites Q; et Q, satisfont la condi-
tion, alors cette condition est également réalisée pour B; et B;.

La suite de cette partie fournit une description détaillée de I'implémentation du cri-
tere d’admissibilité de Fresnel développé au chapitre précédent. Notons que le critére
d’admissibilité de Fraunhofer utilisé dans la littérature nécessite le méme travail et peut
étre obtenu « en passant ». On reprend les mémes notations qu’au chapitre précédent.
(e1, ez, e3) désigne la base canonique de R3 et (uy, us, u3) désigne une base orientée de R3
que I'on se propose de construire.

4.2.1.3 Calcul de la base orientée (11, Uy, u3)

Choix de la direction 13 La direction u3 est choisie comme étant la direction entre les
centres de gravité des nuages de degrés de liberté X et Y;. Dans la pratique, on a égale-
ment pris pour us la direction liant les centres géométriques des boites englobantes By
et B; sans que cela ne change les effets. Le choix de la direction est relativement souple
ce qui s’avere étre un plus pour I'implémentation. C’est la construction de la base (u1, uy)
qui représente le point important. Une fois choisie la direction u3, on considere les proje-
tés orthogonaux des degrés de libertés des groupes X; et Y; selon uz. On note I1,, le plan
normal a u3. Les degrés de libertés {xip}:il et { J’jq}n sont projetés dans le plan IT,,, (cf

q=1
4.5) par la projection suivante,

P:R® —II,, (4.34)
P(x) =x— < x, u3 > us.

Remarque 4.3 (Projection des boites englobantes). Une piste d’amélioration serait de ne
projeter que les boites englobantes Q; et Q; dans le plan transverse. Ceci aboutit au calcul
d’une base orientée en un nombre constant d’opérations. Cependant, on peut augmen-
ter ainsi la section efficace car la base (u, u2) du plan II,, est déterminée seulement a
partir des projections des extrémités des boites. Par exemple, dans le cas d'un clustering
par composantes principales, on dispose pour chaque groupe d’inconnues X; et Y; d'une
boite englobante orientée. Les projections de ces boites fournissent une base (u1, u») dans
laquelle la section efficace est plus petite.

Calcul de la base orientée (11, 1) Afin d’utiliser la formule de Landau-Widom, on sou-
haite déterminer une base (u;, up) deIl,, de section efficace la plus petite possible. Déter-
miner une telle base de II,,, revient a déterminer la boite englobante d’aire la plus petite
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T <
2 <
Z - S
L L
N ,
X — ‘\A_,Z—Z;t?
e /'ul
AES
L7 ~¢7 X

FIGURE 4.5 — En pointillé, la projection des groupes sur le plan transverse I1,, représenté en gris.
La base (u1, up, u3) est la base liée a I'interaction des deux groupes X; et Y, représentés en bleu et
en vert.

possible contenant les projections des inconnues. Plusieurs méthodes existent et nous
choisissons une méthode rapide et efficace dans la pratique.

Analyse en composantes principales Les sommets des éléments du supportde chaque
groupe d’inconnues forment un nuage de points dans le plan II,,. Une solution accep-
table pour déterminer une base orientée est d’utiliser I’analyse en composantes pricipales
sur le nuage de points projetés dans le plan transverse I1,,. On choisit #; comme étant la
direction principale du nuage et on forme le vecteur restant u, par uy = ug A u;. Cepen-
dant, cette technique n’est pas la meilleure. En effet, selon la finesse du maillage, pour des
plaques carrées en opposition, la direction principale choisie peut étre selon la diagonale.
Ceci double la section efficace.

Technique du « pied a coulisse» En géométrie algorithmique, la méthode des ro-
tating callipers permet la détermination rapide d'une boite englobante en dimension 2.
Cette méthode consiste a déterminer |’enveloppe convexe des points (par exemple avec
le parcours de Graham) puis a déterminer la boite englobante d’aire minimale contenant
I’enveloppe. Pour ce faire, on imagine un pied a coullisse dont I'une des parties est tan-
gente a une aréte de 'enveloppe convexe. On itere pour chaque aréte de I'enveloppe et
on sélectionne |'orientation donnant I’aire minimale.

Une méthode heuristique Dans la pratique, la méthode heuristique suivante est suf-
fisante pour obtenir de bons résultats et c’est la méthode que nous privilégions. Elle s’ap-
parente a la méthode du pied a coulisse décrit auparavant. On note (uﬁo), uéo)) une base

quelconque du plan IT,,, dans laquelle on détermine la boite englobante minimale. On se

donne n angles 0 €]0, %[ et pour chaque rotation d’angle 0, on définit la base (uﬁk), uék))

()
1

comme la rotation d’angle 0y de la base originale (u ,ug))). La figure 4.6 illustre cette

construction pour un angle 0y = 7.

A chaque itération 7, on détermine la boite englobante des projections dans la base
(ui"), u;")) et on calcule I'aire de cette boite. On retient comme base acceptable (u, uy)
celle dont I'aire calculée est la plus petite. Dans la pratique, nous utilisons N = 10 angles.
On retrouve parfois dans la littérature la dénomination de bounding diamond dans le cas

- s , .
ou I'on utilise que I'angle 7.
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FIGURE 4.6 - Construction de la base (11, up) du plan transverse I1,,,. Exemple pour 6; = 7,I'aire de

la boite rouge est bien inférieure a celle en noir.

4.2.2 Admissibilité fréquentielle de Fresnel

On conserve les notations du chapitre précédent, et on rappelle que sous la condition
nécessaire,

4
R <1 (condition statique) (4.35)
le développment limité de la phase al’ordre 5 effectué au chapitre précédent permet d’ob-
tenir le critere d’admissibilité fréquentiel de Fresnel (en supposant que |d| # 0) suivant

d;|ld, |2
kl il

R <Vv2m (Critere de Fresnel), (4.36)

v étant un petit parametre fixé de I'ordre de I'unité controlant le nombre d’oscillations du
terme de reste. Dans la pratique, on choisit v dans l'intervalle [1,4], v = 1 étant le cas le
plus restrictif dans lequel la formule de Landau-Widom fournit une bonne estimation du
rang.

4.2.2.1 Evaluation de la condition d’admissibilité statique

La condition nécessaire (4.35) traduit 'admissibilité de la partie statique. Dans la pra-
tique, on se donne un petit parametre a < 1 et I'on cherche a vérifier la condition |d| <
aR. Conformément a nos notations, R désigne ici une distance centre-a-centre. Dans un
contexte .#-matrice, on privilégie d’ordinaire la plus petite distance réalisée entre les
boites englobantes.

On détermine les boites englobantes orientées Q; "~ et Q(t”) respectivement des groupes
X et Y; dans la base (u;, ug, us). Cette étape est d'une complexité linéaire et consiste en
un changement de base. La condition (4.35) est alors considérée satisfaite sil’on réalise la

condition d’admissibilité forte entre les boites Q\" et Q\",

(u)
N

max (diam(Q‘;‘)), diam(qu))) < ndist@Q™,Q), (4.37)
avec n un petit parametre d’admissibilité. Dans la pratique, on se limite a n < 2.
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4.2.2.2 Evaluation de la partie oscillante

L'évaluation de la condition d’admissibilité pour la partie oscillante décrite par I'ex-
pression (4.36) requiert le calcul de deux majorants de I(T/;I et I(Ti |. Dans le cas des spheres,
ce calcul est immeédiat car ces deux quantités s’expriment naturellement en fonction du
rayon de la sphere.

Remarque 4.4 (Cas (T/; =0). On rappelle que dans le cas ou (T/; =0, le critere de Fresnel est
la donnée de la majoration du prochain terme non nul dans le développement limité de
la phase, soit

d |*
8R3

Dans le contexte des .#-matrices, on travaille avec des boites englobantes parallélé-
pipédiques plutot qu’avec des spheres englobantes. 1l est tout a fait possible de travailler
avec des spheéres englobantes mais dans le cas d'un morceau de géométrie étiré (un mor-
ceau de cylindre par exemple), le volume de la sphére englobante serait plus grand que
celui d'une boite parallélépipédique. Le diametre serait du méme ordre mais la distance
entre deux sphéres englobantes serait plus petite que dans le cas de boite carrés. On
adapte alors le critere vu précédemment a des boites parallélépipédiques de tailles dif-
férentes et de méme orientation.

k

< V2. (4.38)

4.2.2.3 Calcul d’'un majorant de Id_il etde I(T/;I

On note c,(cu) et CJ(,”) les centres des nouvelles boites Q" et Q(tu). Ces derniers ne sont

pas les mémes que ceux des boites Q et Q; déterminées dans la base canonique. On
effectue le développement limité de la phase avec les anciens centres car c’est a partir
de ceux-ci que I'on a fixé la direction u3 dans laquelle on retranche les ondes planes. Le

développement limité fait intervenir le vecteur d défini par

(u)
N

d=d,-d, (4.39)
d.=x—c, (4.40)
d,=y-c,. (4.41)

Dans la base (u;, uz, us), on effectue la décomposition suivante,

d=d,+d,, (4.42)
d_L:< E,ul >u1+<E,u2>u2, (4.43)
(T/; =< H, Us > us. (4.44)

Par inégalité triangulaire, on a

IdL|<|<dx,u1>u1+< dx,u2>u2| (4.45)
ti<dy,ug>u+<dy,u> u (4.46)

Par orthogonalité, on a
l<dgpu>u+<dyw>wlP=l<dy,u>P+<dygu>? (4.47)
I<dy,wm>u+<dyw>wl=l<dy,uy>F+I<dy,u>P (4.48)
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Pour i = 1,2,3, les majorants recherchés sont donnés par

—
’< dx,ui>’< sup || <cx—x,u;> |2,
x(—:qu)
|<dyu;>[< sup [<cy—yu;>lo.
yeQ

Remarque 4.5 (Implémentation pratique). On constate dans la pratique que l'on peut
utiliser les dimensions des boites englobantes Pour la boite Q 5” (respectivement Q(”

, on note 0 ) (respectivement 0 ') les dimensions de la boite englobante dans la base
(ul, U, U3). On définit alors les quantltes suivantes,

i = Lop at? =2 (o) + (o) (4.49
i = 2o a? = 2[00 + (o) (.50

que I'on utilise alors pour les majorations de |d| et |d |,

d;| < <d) +ap, 4.51)
d,| < <dP+d. (4.52)

Résumé de la construction d’un critére d’admissibilité

Pour donner une vision plus claire des étapes décrites ci-dessus, on explicite les étapes
de I'implémentation de notre critere d’admissibilité :

1. Détermination d'une direction principale u3 en ©'(1) opérations.

2. Projection des inconnues et/ou des boites englobantes sur le plan normal a u3 en
O (m + n) opérations.

3. Construction d’'une base orientée (u;, u2) de I1,, minimisant la section efficace en
O (m+ n) opérations.

4. Construction des boites orientées Q(,”) et qu) en O (m + n) opérations.
5. Détermination des majorants de |d| et |d | en @ (1) opérations.

6. Evaluation de la condition d’admissibilité statique (admissibilité forte) en @ (1) opé-
rations.

7. Evaluation de la condition d’admissibilité fréquentielle (condition de Fresnel) en
O (1) opérations.

L'évaluation de ce critére est d'une complexité linéaire en nombre d’inconnues, ce
qui ne nous pénalise pas pour la suite des calculs. Par exemple, I’assemblage des blocs
représentant les interactions proches possede une complexité plus élevée.

4.2.3 Algorithme HCA-II fréquentiel

Le premier chapitre de ce manuscrit présente de nombreuses méthodes algébriques
afin de construire une approximation de bonne qualité d'un bloc admissible. Ces mé-
thodes fonctionnent également dans le cadre de I'EFIE. Cependant, on souhaite adapter
la méthode d’ Hybrid Cross Approximation (HCA —1I) initialement présentée dans [BG05]
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pour un bloc de 'EFIE. Lemploi de cette méthode analytique permet un meilleur controle
du rang de 'approximation. On va en présenter ici une version adaptée au noyau oscil-
lant.

On se place dans le cas ot l'on satisfait le critere d’admissibilité fréquentiel.

4.2.3.1 Ecriture de la méthode HCA pour PEFIE a quatre composantes

Zy désigne I'impédance du milieu intervenant dans I'’équation intégrale (4.15). k estle
nombre d’onde, lié a la longueur d’onde A par la relation k = 2n/A. Pour deux groupes de
degrés de liberté X et Y; respectivement de taille m et n, on consideére la matrice A, de
discrétisation de I'EFIE correspondant a 'interaction entre ces deux groupes. Pour alléger
les notations et en I'absence de confusion possible, on notera la matrice simplement par
A. On rappelle également que L_Dlt et w; désignent les fonctions de base associées aux élé-
ments finis de Raviart-Thomas (cf 4.2). Pour i € {1,...,m} et j € {1,..., n}, les coefficients
A;;j de la matrice sont donnés par

1

Ajj=—ikZg G(x,y) |[Wi X)W (y) - kzdivrthdivrth dly(y)dlp(x).  (4.53)

LpdTy

On se place dans le cadre de I'hypothese d’admissibilité de Fresnel (22). Des lors, la
base de R? considérée est la base d’interaction mutuelle (1, uy, u3) décrite en 4.2.1.3 et
déterminée lors de I’évaluation de la condition igdmissibilité. Pour une fonction de base
w j(x) donnée, on considere le quadri-vecteur W;

T

— 1 —
W= (w<.1>, w?, wd, — divrw, (4.54)
l

J J 77 ik ’

oupour g =1,2,3, w;q) est la composante suivant la direction u,. On désigne par Wj."‘) la
composante o de ce vecteur. Avec cette notation, on a

Ajj= —ikZofr fr G(x, y) W/ (x) -W}(y) dl'y(y)dlp(x),
h h

- ikz f

1 0; .

4
=—ikZo ) ALY, (4.55)
a=1

Gx, YW, YW Ly () dT R (),

ndlh

ou AE.‘;) est le coefficient (i, j) de la composante a. Lexpression de la composante a est
donnée par

A(l.‘;.) = f G(x, YW@ () W;."‘) (1 dTy, () dTy (). (4.56)
LpdTy

L'application de I'algorithme HCA —II a I'approximation de la matrice de I'EFIE corres-
pond a la somme de quatre composantes et I’on parle alors de formulation a quatre com-
posantes de 'EFIE. La formulation continue du probléme variationnel (4.18) représente
la somme de quatre formes bilinéaires. Une fois discrétisée cette formulation donne lieu
a une somme de quatre matrices. Dans le contexte des /#-matrices, il s’agit de la somme
approchée de quatre matrices de rang faible.
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Remarque 4.6 (Formulations a deux et trois composantes). On trouve dans la littérature
et particulierement dans le cadre de la méthode FMM (voir par exemple [Syl02]), des for-
mulations a trois et méme deux composantes pour 'EFIE. Ces formulations sont rendues
possibles par la décomposition du noyau de Green a 'aide du développement multipo-
laire. Un axe d’amélioration intéressant pour I'approximation de I'EFIE par I'algorithme
HCA —1I serait d’exhiber une méthode a deux ou trois composantes. Ceci permettrait
d’améliorer la méthode a la fois sur le plan de I'implémentation mais aussi dans 'ana-
lyse numérique du schéma d’interpolation employé.

L'application de I'algorithme HCA —1II a chacune des composantes o permet d’en ob-
tenir une représentation de rang faible. Le rang obtenu est le méme pour chaque compo-
sante car le rang est uniquement déterminé par le comportement du noyau de Green sca-
laire dans le domaine X x Y;. Plus particulierement, le rang est majoré par le nombre de
total de nceuds d’interpolation utilisés lors de I'approximation de G(x, y) dans qu) X ng‘)
al’aide d'un schéma d’interpolation polynomiale. Seules les intégrales simples faisant in-
tervenir les fonctions de base L_Dlt et ; sont différentes d'une composante a une autre.
En toute rigueur, le rang numérique r(A) de la matrice de I'EFIE est borné par celui de la
somme de ses quatre composantes. En notant r,s;jo,(A%) le rang numérique a la préci-
son € d'une composante on ne dispose pas de borne plus précise que

re(A) < 4re(A%). (4.57)

Dans la pratique, le rang de cette somme n’atteint pas la borne maximale et I'étape de
sommation approchée fournit un rang plus proche de r.(A%). Pareillement a la remarque
précédente, 'amélioration de cette borne est une piste d’amélioration de la méthode.

Pour des cas particuliers comme des plaques en opposition ou coplanaires, cette borne
est ramenée a 3r.(A%). En effet, quitte a effectuer un changement d’origine, on peut tou-
jours fixer une composante d'une des plaques a zéro. Par suite, cette composante « dis-
parait » du produit scalaire en ce sens ou elle fournit une contribution nulle a ce produit
scalaire. La somme (4.55) est donc ramenée a une somme de trois termes.

4.2.3.2 Approximation d'une composante par HCA-II

Interpolation du noyau de Green oscillant Dans le cadre du développement limité du
chapitre précédent et on écrit le noyau de Green sous la forme

G(x,y) =eFB*G, (x,y) e FBY, (4.58)

Ainsi, dans la direction u3, on réalise directement la séparation des variables en consi-
dérant le noyau de Green déconvolué par les ondes planes dans cette direction. On uti-
lise alors les résultats et les notations des paragraphes 2.3.3 et 2.3.4.2 du chapitre 1 et on
note Gy, (x, y) 'approximation polynomiale du noyau de Green déconvolué par les ondes
planes dans la direction u3 et définie dans Q{" x Q. On note NiS),N(ZS) et Nés) (respective-
ment N(lt ),Ng ) et Ng)) le nombre de nceuds d’interpolation dans les directions u;,uy et us
dans la boite englobante Q\" (resp. Q\)). On rappelle qu’avec les notations du chapitre
précédent, les directions portées par u; et up sont les directions du plan transverse I1,,.

Lapproximation Gu3 (x, y) est définie par

~ () (u) () ()
Gu; (%, 1) =) ) Gug (a?s &y ).2?5 WL ), (4.59)
vV ou
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oll comme auparavant, v = (vi,Va,Vv3) et L = (I, 12, U3) sont des multi-indices de N3 vé-
rifiant 1 < v; < NE.S) etl <y < NE.” pour i = 1,2,3. Ces multi-indices sont associés aux
nceuds et aux polyndémes correspondants.

Remarque 4.7 (Rang de 'approximation). On note N et N¥ le nombre de points d’in-
terpolation dans les boites qu) et Q(t”) respectivement. Par construction, le rang de I'ap-
proximation est directement majoré par

min(N®, N®),

Approximation d’'une composante En utilisantl’écriture déconvoluée par les ondes planes
du noyau de Green (cf (4.58)) ainsi que 'approximation Gus (x,y) (cf (4.59)) dans (4.56),
on écrit la décomposition suivante de la composante «,

AT = UWC.v@Dh);

ol C et D sont des matrices de coefficients calculées par un pseudo-inverse au lieu de
I’algorithme 12 et les matrices d’intégrales simples suivantes, propres a la composante
considérée,

U= f e BIW @ () G (x, &5 )dT (%), (4.60)
q r i Mg

Vi :fre_ikﬁ3‘yW;°‘)(y).Gﬁ(Ef,q,y)dl“(y). (4.61)

Neceuds d’interpolation Pour une surface X; fixe, le rang numérique de son interaction
avec une autre surface Y, également fixée est constant pour le noyau de Laplace. On consi-
dére les boites englobantes Q; et Q; contenant respectivement les surfaces X et Y;. Dans
le cas du noyau oscillant, le nombre de degrés de liberté considérés sur ces surfaces va
croitre avec les dimensions en longueurs d’ondes des boites englobantes. En I"absence
d’indication particuliere, le nombre de points d’'interpolation serait proportionnel a la
longueur d’onde A dans chacune des directions de I’espace. Ainsi, le nombre total de
nceuds d’interpolation croit comme @ ((kd)3)! Ce schéma d’interpolation naif est d'un
intérét nul dans la pratique et il convient d’'utiliser un nombre de points dont la crois-
sance avec la fréquence est moindre.

La qualité et la complexité de 'approximation dépend du choix du nombre de nceuds
d’interpolation. Contrairement au noyau Flyl’ la dépendance en fréquence a une in-
fluence sur le choix du nombre nceuds. La premiere modification que I’on a utilisée est de
manipuler le noyau de Green déconvolué par les ondes planes dans la direction u3. Grace
a cette réécriture du noyau, on peut se contenter de choisir un nombre de points dans la
direction des ondes planes u3 suffisament petit. En effet, il suffit de pouvoir décrire les
variations dues a la partie en Ilel dans cette direction. Pour les deux autres directions,
on peut obtenir une estimation de 'ordre d’interpolation grace a la formule de Landau-

Widom précédemment mentionnée. Le paragraphe suivant explicite cette construction.

4.2.3.3 Choix des ordres d’interpolation

Avec les mémes notations, uz désignant la direction des ondes planes, on rappelle que
le développement limité de la phase permet d’écrire le noyau de Green déconvolué par les
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ondes planes sous la forme,

G (x, ) —eikR o 2o ey
x,y)=e""e
us )

. , (4.62)
lx—yl

ol @ (x, y) est un terme de reste dans le développement limité de la phase et R la distance
entre les centres de X; et Y,. Lutilisation de la base (u;, uy, u3) permet d’écrire le terme du
second ordre sous la forme d'un produit tensoriel comme suit,

ikld ik -2 ik(Fp—J2)?

e R =¢ | e X (4.63)

ou les quantités X; et y; ne dépendent respectivement que de x dans la direction u; et y
dans la direction u;. On regroupe les termes décrivant le noyau G, de la fagcon suivante,

eikR )2

ik -g))%  ik(Zp=7y
7R 2R

e e ey, (4.64)

Guy(x, ) = .
u3(x J/) |x_y|

La détermination du nombre de nceuds d’interpolation requis est effectuée selon la na-
ture des termes de I'écriture (4.64). Le premier terme (ainsi que le dénominateur) corres-
pond a la partie statique du noyau. 1l s’agit du cas du noyau de I’équation de Laplace déja
mentionné lors de la premiére exposition de la méthode HCA —II. Les deux termes ex-
ponentiels suivants sont deux opérateurs de Fresnel pour lesquels on a individuellement
une bonne estimation du rang grace a la formule de Landau-Widom a partir de laquelle on
choisit les ordres d’interpolation nécessaires a leurs approximations respectives. Contrai-
rement au premier terme, le rang de ces opérateurs dépend de la fréquence. Le dernier
terme est un terme de reste dont le nombre d’oscillations est controlé par le parametre v
dans la condition d’admissibilité fréquentielle de Fresnel (4.36).

i kR
Choix de l'ordre d’interpolation pour la partie statique |fcl—y| Pour une précision rela-
tive € voulue, les résultats numériques et la littérature [BG05; BGH12] sur le noyau de

I'équation de Laplace indiquent que I'ordre d’interpolation N est de I’ordre de log,,(€),

Ne = O (|log;,(€)1).- (4.65)

Dans le cas de ’approximation du noyau de Laplace ou des interactions basses fréquences
(petites boites en terme de longueurs d’onde) pour le noyau oscillant, le nombre de points
d’interpolation requis est alors de I'ordre de N2.

Choix de Pordre d’interpolation pour le terme de reste e®*Y) Le parametre d’admis-
sibilité fréquentielle v mesure le nombre d’oscillations du terme dominant dans le reste
du développement limité de la phase. Ainsi, la condition d’admissibilité (4.36) avec v < 1
assure que les termes d’ordres supérieurs a trois ne dépendent plus de la fréquence. La
fonction e®™¥ est une fonction trigonométrique prenant ses valeurs sur une période et
son rang, proportionnel a log,,(€) ne dépend pas de la fréquence. Ainsi, le nombre de
points d’interpolation requis N¢, pour décrire ce terme est

Ne,v :@(Vlloglo(€)|)- (4.66)
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w52
Choix de I'ordre d’interpolation pour la partie elméif;yi) Il s’agit de la modification ma-
jeure que I'on apporte a la méthode HCA —II. On dispose grace a la formule de Landau-
Widom d’une bonne estimation du rang de chacun des opérateurs de Fresnel dans les
directions (u, u2) du plan transverse ce qui nous permet un choix anisotrope des ordres
d’interpolation dans ces directions. On rappelle que pour une largeur de bande c fixée, le
rang numérique a la précision € de 'opérateur de Fresnel vérifie I'estimation

2

2c

1
Te = ¥+?10g(

=2 )log(c) + o(log(c)). (4.67)

La largeur de bande est liée a une dimension caractéristique d et une distance caractéris-
tique R ainsi qu’a la fréquence par la relation

dZ
c=k—. (4.68)
R
En substituant dans (4.69) la largeur de bande par son expression (4.68), le rang r. s’écrit
2kd* 2 (d)? da?
Te = ?i—ﬁlog(e)log(kT)+0(log(kf)) (4.69)

On détermine alors deux largeurs de bande c; et ¢, propres aux directions u; et uy a
partir des dimensions des boites englobantes Q(t”) et Q(S“).
On note par o; la dimension d’'une boite Q' dans la direction u;. On rappelle que la
distance centre-a-centre des boites est notée par R et que les largeurs de bande c; et ¢
sont définies par

2 2
C = ﬂ, Cy = k%, (4.70)
R R

avec

1 1
di=5/oo0 N @.7)

Les ordres d’interpolation lew et N%W respectivement dans les directions u; et u, sont
alors les suivants,

2 2

NEW = % = log(e) log(cy) (4.72)
2c 2

NZW = TZ -= log(e)log(cy). (4.73)

Remarque 4.8. On note que dans chaque direction du plan transverse, I'ordre d’'interpo-
lation est le méme pour les deux boites Q(t”) et qu) car la largeur de bande prend déja en
compte les dimensions des deux boites. Ces ordres d’interpolation ne concernent que les
directions u; et uy et n’'interviennent pas dans le schéma d’interpolation dans la direction
us des ondes planes.

4.2.3.4 Ordre d’interpolation total

Rang d’un produit d’opérateurs de rangs finis En toute rigueur le rang numérique de
I'opérateur (4.62) est le produit des rangs de chaque opérateur le constituant. D’ou

Te(Guy (X, 1)) = O(Ne.Ny . NTW NEW). (4.74)

Dans la pratique il n’en est rien et 'on constate sans avoir de preuve formelle que le terme
dominant est celui dt au second ordre soit 7.(Gy; (x, ) = @’(N%W.NIZ“W). Ceci sera montré
plus loin lors des tests numériques.
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Heuristique pour le nombre de points dans chaque direction On utilise le méme nombre

de points dans chaque boite englobante et 'on note N; le nombre de points d’interpola-
tion dans la direction u;. On effectue le choix suivant pour les nombre de points

N; =NV, (4.75)
N, =N5Y, (4.76)
N3 =Ne. (4.77)

C’est la remarque précédente sur le rang du produit des contributions qui motive le
choix du nombre de points dans les directions transverses u; et u,. Le choix dans la di-
rection longitudinale u3 est quant a lui motivé par 'emploi des ondes planes dans cette
direction qui atténuent ainsi les oscillations. Pour les petites boites, la formule de Landau-
Widom fournit un nombre presque constant de points et I’on est dans la situation de I'ap-
proximation du noyau de Lapalce. Pour de plus grandes boites, les termes NV et NJW
rendent la grille d’interpolation plus fine dans les directions transverses comme l'illustre
la figure 4.7.

o {evl

i=1,..,NW
) QW /1/')/ ¢ {EEZ)}i:I,...,NIZ*W
u
Ktlﬁg /'/ ¢ {E'gs)}izl,...,Ne

FIGURE 4.7 — Placement des nceuds d’interpolation dans la boite englobante Q([”).

La densité de points n’est pas la méme suivant la direction. En effet, dans la direction
us, les ondes planes portent I'information donc il n’est pas nécessaire de mettre autant
de points que dans les directions transverses. Seule la partie en 1/|x — y| varie dans la di-
rection ug. Par ailleurs, le deux groupes sont admissibles pour le critére d’admissibilité de
Fresnel donc la distance est supérieure a celle obtenue avec juste un critere statique. Dans
ce cas, on constate numériquement que I’approximation est efficace avec peu de points.
Ainsi dans le plan (u, u3) on place moins de points que dans le plan (u;, uy) décrivant la
section efficace ou les oscillations sont plus importantes.

Le nombre total de points dans chaque boite est Nio¢ = NeNJWNLW. Cependant, les
boites peuvent étre de dimensions hétérogenes et une amélioration serait de construire
un schéma anisotrope sur le méme modele que décrit dans la référence [BGH12] dans le
cas du noyau de Laplace 1/|x — y| afin de réduire le nombre de points utilisés. De plus, on
peut également souhaiter un nombre de points équilibré dans chaque boite afin d’avoir
un schéma plus stable. Il s’agit de pistes a explorer pouvant apporter de bons résultats
dans la pratique.

Remarque 4.9 (Cas d'une dimension dégénérée). Dans le cas ou une dimension est nulle,
on n'utilise qu'un seul point d’interpolation et I'on considére une approximation d’ordre
Zéro.

4.2.3.5 Résumé

Le choix du nombre de points d’'interpolation dépend de la base d’interaction mu-
tuelle (u;, up, u3) ainsi que des dimensions des boites englobantes Q(L‘) dans cette base.
Dans la pratique, on détermine le nombre de points d’interpolation de la sorte :
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1. Le nombre de points dans la direction longitudinale u3 est déterminé par (4.65) :
N3 =Ne.

2. Pour chaque direction u;,u, du plan transverse, le nombre de points d’interpolation
est donné par la formule de Landau-Widom (4.72)),

N; =NV,
N, =N3W,

Le choix du nombre de points est donc adapté a I’écriture choisie du noyau G,,. Notre
modification de la méthode originale consiste en deux points particuliers. Le premier
point est de se placer dans une base «adaptée » al'interaction de X; et Y;. Le second point
est de construire une grille d’'interpolation polynomiale anisotrope. En effet, dans la di-
rection portée par us, il n’est nécessaire que de capter les variations de la partie statique
ce qui requiert peu de points. Les directions transverses sont elles maillées de telle sorte a
ce que le nombre de points dans chacune des directions soit en accord avec la formule de
Landau-Widom. Ce choix est adapté aux dimensions de la section efficace exprimée par
les directions u; et u,.

4.3 Influence du clustering sur le taux de compression

Ce paragraphe décrit I'influence du clustering - 1a création de I'arbre de blocs - sur le
taux de compression d'un bloc matriciel. Il s’agit d'une étape importante de la construc-
tion d’'une /£-matrice. En effet, la condition d’admissibilité permet de détérminer a pos-
teriori si les interactions produites par |'étape de clustering sont proches ou lointaines.

4.3.1 Del’intérét de subdiviser un bloc

On s’intéresse a un bloc matriciel A correspondant a une interaction admissible pour
le critere d’admissibilité statique. On note r le rang numérique de ce bloc et CgC((gEF le
nombre de coefficients de I'approximation de rang faible construite a ce niveau initial.

Ainsi, on a

0

COEF = 2Nr.

Dans le cas d'une découpe de ce bloc matriciel en une matrice blocs 2 x 2 de la sorte,

A1 As
Ay Ay

)

-

on note r; le rang du sous-bloc A;. Le nombre total de coefficients €, )

cogp construits pour
I’ensemble des sous-blocs est alors

Du point de vue de la mémoire requise pour le stockage, la moyenne des rangs des sous-
blocs (A;)1<i<a doit étre inférieure a la moitié du rang initial r :

1 4
Z Z ri < —. (4.78)
43

N~
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Dans le cas de I'admissibilité fréquentielle, une condition nécessaire est que l'interac-
tion soit admissible pour le critere statique. Pour le critere d’admissibilité fréquentiel de
Fresnel, la section efficace entre les objets. Pour rappel, la largeur de bande est

_ ka?
R

c , (4.79)
avec la longueur efficace d et R est la distance des centres des groupes, k le nombre
d’onde. On constate d’apres |'expression (4.79) que si la dimension d est divisée par 2
alors la largeur de bande est elle divisée par 4. Ce comportement est celui attendu dans
le cas d’objet présentant une grande section efficace. On cherche absolument a réduire
la section efficace lors des découpes hiérarchiques effectuées. Selon I’arbre de blocs créé
initialement, on peut observer deux comportements distincts selon que 1’'on réduit avec
succes ou non la section efficace. On met en valeur ces comportements en calculant I'in-
teraction de sous-domaines représentés par des plaques coplanaires distantes.

Description de du cas test La géométrie utilisée dans les deux sous-paragraphes sui-
vants consiste en l'interaction de deux plaques rectangulaires identiques. Celles-ci sont
caractérisées par les parametres suivants :

dimensions: [ xL=1mx4.2m;
maillage : taille moyenne des arétes h =8.10"3m;
nombre de degrés de liberté: N = 226177 degrés de libertés.

La fréquence a laquelle a été effectuée les calculs correspond a celle satisfaisant une regle
de 5 points par longueur d’onde soit A =5k et une fréquence f = 7.48GHz.

Par ailleurs, les deux plaques sont éloignées d’une distance D = 4.316m afin que l'inter-
action soit considérée admissible pour le critére statique de Hackbusch avec n = 2. On
effectue les calculs suivants a la précision relative de e = 1.107*.

4.3.2 Amélioration de la compression : réduction de la section efficace

D=4.316m
L=4.2m I¢

[=1m

FIGURE 4.8 — Cas test présentant une forte section efficace.

Dans ce cas, la section efficace est maximale. Pour la fréquence considérée, I'admis-
sibilité fréquentielle n'est pas réalisée pour une valeur faible du parametre d’admissibi-
lité v. Il est nécessaire de découper le bloc matriciel décrivant I'interaction de ces deux
plaques. Pour le passage au niveau hiérarchique supérieur, chaque plaque est ainsi cou-
pée en deux dans le sens normal a la plus grande dimension (i.e par un plan horizontal sur
la figure (4.8)). La largeur de bande est donc elle est asymptotiquement divisée par 4 pour
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(a) Rang de l'interaction ini- (b) Rangs des interactions
tiale. obtenues par une seule dé-
coupe hiérarchique.

les interactions de clusters (groupes) en vis-a-vis apres cette premiere découpe comme
mentionné plus haut.

Linteraction compléte posséde un rang numérique r = 356 (4.9a). Pour que le gain
en mémoire soit substantiel, la condition (4.78) stipule que le rang moyen des sous-blocs
doit étre inférieur a /2 = 178 ce qui est le cas d’apres la représentation des rangs de la
figure (4.9b) ou le rang moyen des sous-blocs est de 108. Dans ce cas, la réduction de la
section efficace permet un gain mémoire et améliore le taux de compression : 0.31% de
la taille mémoire de la matrice originale sans découpe et 0.19% dans le cas d'une seule
découpe.Gain de 50%.

4.3.3 Déterioration du taux de compression

La deuxieme configuration que I'on souhaite traiter dans ce paragraphe est celle de
deux plaques rectangulaires coplanaires décrites par la figure (4.10). La configuration

L=42m

I=1m

D=4.316m ’|

FIGURE 4.10 — Cas de plaques orientées suivant une direction privilégiée.

choisie ici est plus défavorable d'un point de vue du clustering. Comme précédemment,
on découpe le bloc original en une matrice 2 x 2. Pour ce faire, les plaques sont coupées
en deux suivant un plan vertical. Dans ce cas, la section efficace ne change pas! Dans’ex-
pression de la largeur de bande (4.79), la variable d demeure la méme et seule la distance
R varie. Entre les deux extrémités les plus lointaines, la distance n’a pas augmenté suffisa-
ment pour réduire significativement la largeur de bande. La distance entre les centres des
plaques est de R = 8.516m pour I'interaction originale et R’ = 10.616m pour les extrémités
les plus éloignées. Ce rapport de 1.24 entre ces deux distances ne conduit qu’a réduire la
largeur de bande de 20%.

La largeur de bande n’est donc presque pas modifiée en effectuant la découpe en une
matrice blocs 2 x 2. Ceci est visible sur les représentations des rangs des figures (4.11a)
et (4.11b). Le rang moyen de la découpe n’est pas suffisament faible (28 au lieu de 18
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(a) Rang de l'interaction ini- (b) Rangs des interactions
tiale. obtenues par une seule dé-
coupe hiérarchique.

pour obtenir un gain) pour respecter la condition (2?) et la mémoire requise est ainsi aug-
mentée de pres de 50% ! Il s’agit d'un cas ot la découpe s’avere étre inadaptée et on sou-
haiterait plutot traiter 'interaction originale. En effet, 'interaction originale est orientée
suivant une direction de propagation privilégiée qui peut étre traitée efficacement avec
I'écriture modifiée du noyau de Green de I’équation de Helmholtz.

Commentaires

Les deux configurations présentées ci-dessus soulignent I'importance de I'étape de

clustering. En effet, la premiére étape de la construction d’'une .#-matrice est la construc-
tion de 'arbre de groupes (le clustering). L'évaluation de I'admissibilité fréquentielle d'un
bloc matriciel correspond a 'interaction de deux éléments de I'arbre de groupes. Dans
le cas ou la condition d’admissibilité n’est pas réalisée, il est alors nécessaire d’étudier
I'admissibilité des fils de ces groupes lesquels ont été déterminés d’apres une découpe
indépendante de la condition d’admissibilité ou de la fréquence.
Les comportements limites des interactions des fils sont alors donnés par les exemples
ci-dessus. On peut améliorer la mémoire et le taux de compression si la découpe réduit
significativement la section efficace. A contrario, si la section efficace demeure la méme
lors de la découpe, on dégrade alors le taux de compression. Il s’agit d'un theme de re-
cherche actuel et une piste d’amélioration est de construire I’arbre de groupes de facon
semi-automatique. Les premieres bissections peuvent étre réalisées en fonction de la géo-
métrie du probleme afin de garantir une minimisation de la section efficace pour les blocs
matriciels les plus gros, susceptibles de poser probleme. En-deca d’une certaine taille on
peut utiliser les techniques habituelles de la littérature.

La méthode des /#-matrices a été implémentée avec succes dans [Liz14]. Cette implé-
mentation efficace et parallele est fortement utilisée dans la pratique pour de nombreuses
applications allant jusqu’au million de degrés de liberté.

Les problemes actuels auquel la communauté s’intéresse sont ceux de I'’ordre de plusieurs
dizaines de millions de degrés de liberté et le projet HIBOX est un pas dans cette direction
et les tests suivants s’inscrivent dans les objectifs de ce projet.

[Liz14] contient une implémentation paralléle et efficace de la méthode des #-matrices
appliquée a de nombreux cas pratiques de I'ordre de la centaine de milliers d'inconnues.
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Un résultat majeur de cette implémentation est d’avoir montré la bonne scalabilité du pa-
rallélisme de la méthode. Pour les cas a plusieurs millions d’inconnues, soit de plus hautes
fréquences, on s’intéresse également a la scalabilité en fréquence de la méthode et ce no-
tament car le cadre théorique de la méthode des #-matrices décrite dans la littérature
([BGH12; Beb00]) n’est pas adapté aux hautes fréquences. L'admissibilité fréquentielle de
Fresnel ainsi que I'adaptation de la méthode HCA —II sont des éléments de réponse au
traitement des cas visés.

Points d’intérét Les validations numériques des développements précédents portent
sur deux points principaux:

— La construction d’'un critere d’admissibilité fréquentiel.
— La construction d'un algorithme d’approximation du noyau de Green.

Pour le premier point, I'on souhaite montrer qu’a haute fréquence, le critére d’admissi-
bilité statique peut conduire a une croissance de la mémoire comme le carré de la fré-
quence pour certains blocs. Les tests effectués sont donc une comparaison entre les deux
criteres d’admissibilité. Le second point aborde la validation de I'approximation du noyau
de Green par un algorithme HCA —II modifié. On montre que les modifications apportées
sont maitrisées, robustes et fournissent des résultats corrects.

Station de travail Les tests numériques présentés dans la suite de ce chapitre ont été
effectués avec une station de travail dont les caractéristiques sont résumées dans la table
4.1.

Processeur Intel(R) Core(TM) i7-3930K
Fréquence 3.20GHz
Mémoire 64Go

TABLEAU 4.1 — Configuration de la machine de calcul utilisée.

4.4 Analyse du taux de compression

4.4.1 Conditions des tests
4.4.1.1 Simulation d’'une interaction haute fréquence

La figure ?? représentant les différentes zones d’admissibilité du chapitre précédent
montre qu’il est nécessaire d’avoir de grands objets afin que le critere de Fresnel puisse
s’exprimer. Pour exploiter au mieux nos ressources informatiques, nous simulons une in-
teraction a haute fréquence en considérant seulement l'interaction d’'un groupe d’incon-
nues sur un autre. On construit ces inconnues de facon a ce que leurs supports respectifs
possedent une taille trés grande par rapport a la longueur d’onde. Ce type d’interaction
sera amené a étre traiter sur un cas pratique de l'ordre de plusieurs millions de degrés
de liberté. En effet, pour un objet maillé uniformement avec des arétes d’'une dimension
de A/5 le nombre d’'inconnues N, est lié a la surface S de I'objet par I'approximation
suivante,

S zMAZ.

4.80
150 ( )
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Ainsi, pour un probléme de I'ordre de N;,,. = 1.5.10° degrés de liberté, la surface S est de
'ordre de 10*A? et le diametre de I'objet est ainsi de 'ordre de la centaine de longueurs
d’onde. Les premieres interactions vérifiant le critere d’admissibilité statique sont celles
d’objet dont le diametre est de 'ordre de la dizaine de longueurs d’onde. La figure 22 in-
dique que pour une telle taille, le critéere de Fresnel n’est pas encore trés déterminant.

Nos moyens informatiques ne sont pas encore suffisants pour observer l'influence
du critére de Fresnel sur un objet dans son intégralité. Pour pallier cette difficulté, on
préfere construire « a la main » des interactions entre des groupes contenant un grand
nombre de longueurs d’onde. Pour une fréquence de 15GHz, une plaque carrée de coté
a =1m maillée en A/5 comporte environ 215000 degrés de liberté et possede un diametre
d’environ 70A. On simule alors une interaction a haute fréquence etn considérant l'in-
teraction de deux plaques distantes. Cette géométrie est facilement mainpulable avec les
ressources a notre disposition et permet de tester efficacement I'influence du critere d’ad-
missibilité fréquentiel.

4.4.1.2 Stratégies de maillage dans la pratique

La génération d’'un maillage pour un cas pratique présentant des singularités ou des
zones plus raffinées nécessite un soin particulier. Il est fréquent qu'un maillage de meilleur
qualité procure des résultats numériques beaucoup plus satisfaisants et ce avant méme
d’optimiser la méthode numérique. Dans la pratique, une étude fréquentielle (un ba-
layage en fréquence) est réalisée suivant trois stratégies possibles :

— Emploi d'un maillage fixe, adapté a la fréquence maximale;
— Emploi d'un maillage par fréquence d’étude;
— Emploi d'un maillage pour une bande de fréquences donnée.

Il n'y a pas de méthode universelle et I’on trouve dans la pratique les trois stratégies sui-
vant le cas étudié. Le cas d'un maillage fixe adapté a la plus grande fréquence correspond
a un cas ou la plage de fréquence n’est pas trop étendu (par exemple une décade). Dans
le cas ol la génération du maillage est couteuse ou peu aisée, il s’agit d'une stratégie tres
confortable. Cependant, pour les plus basses fréquences, nous sommes surmaillés et cela
peut nous donner une fausse impression. En effet, une méthode approchée telle que la
méthode des -matrices donnera des résultats trés impressionnants. Ces bons résul-
tats sont directement liés a I'utilisation d’'un maillage trop fin. Si possible, le cas idéal est
d’utiliser un maillage adapté a la fréquence d’étude. Cela permet de pouvoir comparer ef-
ficacement les résultats sans devoir tenir compte du phénomene de surmaillage. Dans la
pratique néanmoins, le cotit de I'étape de maillage peut s’avérer étre un obstacle. La der-
niere stratégie est un mixte des deux autres et est fréquemment utilisées lorsque la plage
de fréquences est étendue.

Les tests numériques présentés ont été effectués sur un maillage fixe et adapté a la fré-
quence maximale. La longueur moyenne des arétes est de 'ordre de A/5, A étant la lon-
gueur d’onde associée a la fréquence maximale. Dans un premier temps, les tests nu-
meériques visent a montrer I'intérét d’utiliser un critere d’admissibilité fréquentiel. Nous
montrons cet intérét en représentant la croissance de la mémoire ainsi que le taux de
compression d'un bloc matriciel issu de 'EFIE a quatre composantes.

4.4.1.3 Choix des quantités observées

Pour illustrer la croissance en mémoire d’'un bloc d’'une .#-matrice en fonction de
la fréquence, on utilise deux mesures différentes. Dans un premier cas, on considere un
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maillage fixe de I'objet sur lequel on effectue un balayage en fréquence. La seconde mé-
thode consiste a remailler I'objet pour chaque fréquence afin d’étre maillé en A/5 quelle
que soit la fréquence.

Nos développements théoriques portent sur une estimation du comportement du
rang numérique en fonction de la fréquence. La croissance du rang se traduit directe-
ment par la croissance de la mémoire et la mesure du taux de compression de la mé-
thode. On rappelle que pour un probleme fréquentiel, le nombre de degrés de liberté N
d’un maillage varie de maniere quadratique avec la fréquence, soit

N=0(f?.

La quantité mesuré par notre code est le pourcentage de compression réalisé du bloc
matriciel. Le choix des géométries est effectué de sorte que le bloc matriciel ne soit pas
subdivisé dans le cas d'un critére d’admissibilité statique. Dans ce cas, le taux de com-
pression permet directement d’obtenir le rang numérique a la précision € (noté r¢) de
I’approximation construite a la fréquence f;. On note Tiax(f) le taux de compression me-
suré pour une fréquence f < fiax sur le maillage adapté a la plus grande fréquence. Ce
taux de compression correspond au rapport entre le nombre de coefficients de la repré-
sentation de rang faible et le nombre de coefficients nécessaires au stockage plein soit,

2r, (f)Nm X
R

_ 2r€(f)

 Niax

(4.81)

Ce taux mesure le gain d’espace mémoire a maillage fixe. On note que ce taux est d’au-
tant meilleur que le rang r. a une croissance plus faible que f2. Cependant, comme nous
I’avons mentionné, aux plus basses fréquences on observe un phénomeéne de surmaillage.
Les résultats peuvent étre jugés pertinents non pas grace a la méthode employée mais
grace au fait que 'on soit surmaillé. Pour avoir une mesure plus satisfaisante du gain
obtenu, on représente le taux de compression dans le cas d'un maillage adapté a la fré-
quence de facon a ce que les arétes soient de 'ordre de A/5. On note T; le taux de compres-
sion pour le maillage composé de N; degrés de liberté et associé a la fréquence f;. Pour
une interaction donnée, le rang numérique r. ne dépend pas de la finesse du maillage. La
seule condition est que le maillage résolve la longueur d’onde. Dans le cas extréme ou le
nombre de degrés de liberté devient trés petit, le rang peut varier de facon significative
mais ce cas limite n’est pas considéré ici.

Exemple 4.10 (Stabilité du rang & finesse du maillage). On considére le cas de deux plaques
carrées opposées de coté a = 1m. Le maillage le plus grossier comporte Ny = 95885 DDLs,
le maillage intermédiaire comporte N; = 215506 DDLs tandis que le maillage le plus fin
contient N, = 384469 DDLs.
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Fréquence (Hz) re (Ng) 71e (N7) re (N2)

1.25.108 53 53 53
3.12.108 56 55 56
6.25.108 92 92 93
1.25.10° 184 184 184
2.5.10° 429 429 429
5.0.10° 1132 1135 1136

TABLEAU 4.2 — Rang numérique r a la précision e = 1.107*

La table 4.2 contient les résultats de cette expérience sur la stabilité du rang selon la
finesse du maillage. Les variations du rang sont de I'ordre de I'unité entre le maillage le
plus fin et le plus grossier.

La constance du rang numérique permet de définir t; a partir de Tihax de la sorte

N
Ti = Tmax (7). ;I“a" (4.82)
i

L)

= Tmax(fi)- (

Le taux de compression 1; est plus représentatif de la performance de la compression.
A basses fréquences, le nombre de degrés de liberté requis afin de décrire correctement
I'interaction est plus faible qu’a la plus haute fréquence. On s’attend donc a ce que le taux
de compression adapté a la fréquence soit dércoissant avec la fréquence. Le rang étant lui
constant, le taux le plus mauvais est celui associé a la plus basse fréquence. A 'opposé, le
taux de compression pour la plus haute fréquence doit tendre vers zéro avec la fréquence.
Cette décroissance est une facon de caractériser une méthode rapide.

Remarque 4.11 (Caractérisation d'une méthode rapide). Pour qu'une méthode soit qua-
lifiée de rapide, il est nécessaire que le taux de compression tende vers zéro avec la fré-
quence. Dans le cas ou ce taux devient constant, la méthode perd son caractere rapide.

La deuxieme quantité que I’on souhaite représenter est I’espace mémoire requis pour
traiter I'interaction. Plus particulierement, on veut maitriser la croissance de la mémoire
en fonction de la fréquence. Il s’agit d'un point particulierement important dans la pra-
tique. Selon la taille du bloc, la mémoire requise pour la fréquence f; quel’on note mem(f;)
correspond simplement & Tmax (f).N2 ...

4.4.1.4 Choix des parametres

La comparaison des deux critéres d’admissibilité s’effectue avec le choix de parametres
suivant.
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Algorithme de compression ACA+

Erreur relative d’assemblage €aca=1le—4

Erreur relative de recompression €rsyp =1le—4

Critere d’admissibilité statique condition statique avec n =2

Critere d’admissibilité fréquentiel condition de Fresnel avecn=2, v =2

Représentation informatique des coefficients complexe double précision

TABLEAU 4.3 — Parametres pour les tests de croissance de la mémaoire.

4.4.2 Rappels sur la croissance du rang

Sous la condition d’admissibilité statique (la condition usuelle pour la construction
d’un bloc d’'une .#-matrice), la largeur de bande ¢ des opérateurs de Fresnel (le second
ordre dans le développement limité) varie comme la fréquence. En effet, la condition
d’admissibilité impose que le rapport entre le diametre et la distance de deux blocs soit
borné,

|d|

— K .
R <o)

Par exemple, le critere d’admissibilité statique dans la méthode des .#°-matrices est cou-
rament utilisé avec le rapport

telquen < 2.
La largeur de bande dans chaque direction direction du plan transverse vérifie ainsi

(kd)?
Cc=

kR
=~ n(kd).

)

Le rang N(c,€) des termes du second ordre dans le développement limité de la phase du
noyau de Green scalaire est donné dans chaque direction du plan transverse par la for-
mule de Landau-Widom,

N(c ez)—ﬁ—ilo (€)log(c) (4.83)
T T O8O 08 '

Asymptotiquement, le rang se comporte comme la largeur de bande. Ainsi, dans le cas ou
la section efficace est réduite a un segment, on s’attend a une croissance des termes du
second odre comme la fréquence car une seule direction agit. Dans le cas ol la section
efficace est un rectangle non dégénéré, la croissance du rang est plus rapide jusqu’a de-
venir quadratique dans le cas d'un carré par exemple.

On illustre ces deux cas extremaux en s'intéressant a des plaques distantes coplanaires et
en opposition.

4.4.3 Cas de deux plaques coplanaires

4.4.3.1 Géométrie

On considere deux plaques carrées de coté a = 1m coplanaires et appartenant au plan
d’équation z = 0. Ces plaques possedent de plus la méme orientation dans le plan (Oxy).
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Ce cas est réputé favorable pour une approche directionnelle. En effet, en considérant
le noyau déconvolué par les ondes planes dans la direction liant les centres des plaques,
la contribution majeure au rang du bloc matriciel est due a la section efficace qui est ici
réduite a un segment. Les deux plaques sont espacées de telle sorte a ce que la distance
minimale soit R = v/2/2. Ainsi, ces deux plaques sont admissibles pour la condition d’ad-
missibilité statique telle qu'utilisé dans les .#-matrices pour le parameétre d’admissibilité
n=_=2.
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4.4.3.2 Evolution de la mémoire selon la fréquence

Cas des basses fréquences Sur l'intervalle [312MHz, 1.25GHz], la croissance de la mé-
moire est illustré par la figure 4.12. Dans ce cas, les courbes représentant la croissance

: S . | e—e Condition statique |
¢ -¢ Condition de Fresnel

.....................................................

0.23

o
]

mémoire (Go)
o
3

©
—
»

0.312 0.468 0.625 0.937 1.25
fréquence (GHz)

FIGURE 4.12 — Croissance de la mémoire d'un bloc de la matrice de discrétisation en fonction de
la fréquence (échelle logarithmique).

de la mémoire pour la condition statique et la condition fréquentielle de Fresnel sont
confondues. En effet, a basse fréquence le critere fréquentiel n'intervient pas. Cette crois-
sance est d'une pente inférieure a 'unité et posséde une croissance tres lente. On poursuit
I’expérience en utilisant des fréquences plus élevées afin de s’assurer que la croissance
asymptotique de la mémaoire est correcte.

Cas des hautes fréquences On observe la croissance de la mémoire sur une plage de fré-
quences plus large. La figure 4.13 illustre cette croissance entre 312MHz et 15GHz. Par
rapport aux basses fréquences, la pente a augmenté et I'on note une croissance asympto-
tique linéaire aux hautes fréquences. Ce comportement est celui attendu d’aprés I’analyse
sur la largeur de bande effectuée au paragraphe 4.4.2.

Sans compression, le bloc matriciel correspondant a cette interaction aurait une taille
mémoire d’environ 743Go.

Le critere fréquentiel donne une moins bonne approximation pour la fréquence f =
2.5GHz ce qui est d(i a la facon dont on découpe hiérarchiquement les blocs de la matrice.
En effet, la méthode de clustering utilisée dans les #-matrices est indépendante de la
fréquence et du critere directionnel. Ainsi, il se peut que I'on soit amené a découper une
boite dans une mauvaise direction a cause du critere.
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FIGURE 4.13 - Croissance de la mémoire d'un bloc de la matrice de discrétisation en fonction de
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la fréquence (échelle logarithmique). Le triangle bleu illustre une croisance linéaire.
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Si une interaction n’est pas admissible pour le critere d’admissibilité fréquentiel di-
rectionnel il se peut que I’on soit obligé de traiter les interactions d'un niveau plus haut
(des blocs matriciels plus petits) car

Pour les basses fréquences, les courbes sont confondues car le critére fréquentiel est
conforme au critere statique : la /#-matrice fréquentielle a la méme structure. Dans une
zone pré-asymptotique, le critere de Fresnel est moins efficace que le critere statique car
il a découpé de maniere abusive des blocs matriciels en fonction des directions du clus-
tering et non dans une direction qui tend a réduire la section efficace. Cette derniere
n'est donc pas forcément réduite en un seul niveau et plusieurs découpes successives
conduisent a une approximation moins bonne. C’est le cas du point correspondant a la
fréquence f =2.5GHz.

Un bloc alalimite de la zone d’admissibilité sera mal découpé plutdt que conservé in-

tact ce qui augmente la mémoire. Il s’agit d'une piste d’amélioration supplémentaire de la
méthode. Dans le cas présent, la mémoire des sous-blocs (37Mo) est plus importante que
celle du bloc intact (24Mo). Par rapport a la taille originale, ces tailles sont néanmoins
tres faibles et le critére de Fresnel fournit un résultat similaire au critére d’admissibilité
statique.
Pour la plus haute fréquence la compression par 'algorithme ACA+ avec le critere sta-
tique fournit une approximation d’environ 152Mo. La découpe du bloc a I'aide du critere
de Fresnel et 'assemblage des sous-blocs également par ACA+ fournit une mémoire to-
tale de 145Mo. Dans ce cas, le gain apporté par le critére fréquentiel est infime.

Remarque 4.12 (Sorties avec les rangs). Ne pas mettre en remarque. Comparaison entre
les rang et une decoupe. On peut ajouter ceci au critere d’admissibilité.

4.4.3.3 Taux de compression selon la fréquence

On représente les taux de compressions (4.81) et (4.82) décrits précédemment, pour
une plage limitée aux basses fréquences puis pour les hautes fréquences.

Cas des basses fréquences Les figures 4.14a et 4.14b montrent les taux de compressions
pour chaque critere en fonction de la fréquence. A basse fréquence, les deux critéres sont
confondus. Le taux de compression défini par (4.81) reste petit mais n’est pas représentatif
de la performance de la compression a cause du phénomene de surmaillage. Le taux nor-
malisé (4.82) est un meilleur indicateur. Pour cet indicateur, le taux de compresson pour
la fréquence la plus basse est de 43% et atteint 4.5% pour une fréquence de 1.25GHz.

Cas des hautes fréquences Pour les hautes fréquences, la croissance asymptotique at-
tendue et mesurée est la méme que celle de la mémoire. On observe une croissance li-
néaire avec la fréquence pour les deux critéres d’admissibilité sur la figure 4.15a. La figure
4.15b présente une décroissance en @ (k™!) du taux de croissance normalisé, conformé-
ment aux estimations théoriques.

Remarque 4.13 (Choix du parametre v). Dans le cas des plaques coplanaires, le choix du
parametre v dans le critere de Fresnel parait peu important. On peut choisir un parametre
loin de la valeur optimale et obtenir des résultats corrects. En réalité, tout se vaut et le rang
de 'interaction est intrinsequement faible. Pour observer une différence notable, il fau-
drait considérer un objet énorme en terme de longueurs d’onde. Pour les applications
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traitées a ce jour, on ne peut exhiber de cas ou le critere de Fresnel améliore considéra-
blement les choses. Dans la pratique, on peut choisir une valeur de v plus grande pour
«coller » le plus possible au critere statique.
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4.4.4 Casde deux plaques opposées
4.4.4.1 Géométrie

On considere a présent deux plaques carrées de coté a = 1m opposées comme deux
faces opposées d'un cube. Comme dans le cas des plaques coplanaires, ces deux plaques
sont espacées de telle sorte a ce que la distance minimale soit R = v/2/2. Ainsi, ces deux
plaques sont admissibles pour la condition d’admissibilité statique avec n = 2.

4.4.4.2 FEvolution de la mémoire selon la fréquence

Cas des basses fréquences Sur l'intervalle [156MHz,1.25GHz], la croissance de la mé-
moire est la suivante Dans ce cas, la condition fréquentielle de Fresnel s’exprime plus

H Condition statique Lo :
| - Condition de Fresnel

1.3 f

mémoire (Go)
2

o
)]

0.37

___________________________________________ bbb dhe e,
0.156 0.312  0.468 0.625 1.25
fréquence (GHz)

FIGURE 4.16 — Croissance de la mémoire d'un bloc de la matrice de discrétisation en fonction de
la fréquence (échelle logarithmique).

rapidement que dans le cas précédent mais pour des basses fréquences, le critére sta-
tique fournit une approximation dont la mémoire est légerement mieux. Ceci est di a
une découpe du bloc matriciel infructueuse pour les fréquences considérées. Pour la fré-
quence de 1.25GHz, les résultats obtenus a I'aide des deux critéres sont les mémes et le
désavantage observé auparavant n’apparait plus. La croissance de la mémoire pour les
deux criteres semble étre linéaire ce qui est un résultat mieux que ce que I’on avait prévu
avec le calcul de la largeur de bande au paragraphe 4.4.2. Une étude plus minutieuse en
augmentant la fréquence conduit aux résultats suivants,

203



CHAPITRE 4. APPLICATIONS AUX .#¢- MATRICES

Cas des hautes fréquences Lafigure 4.17 suivante illustre la croissance surl'intervalle de
fréquence plus large [156MHz, 15GHz]. A partir de 1.25GHz, on constate que les deux cri-
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FIGURE 4.17 - Croissance de la mémoire d'un bloc de la matrice de discrétisation en fonction de la
fréquence (échelle logarithmique). Le triangle bleu illustre une croisance quadratique tandis que
le triangle vert illustre une croissance linéaire.

teres fournissent des résultats différents. Sur la figure 4.17, pour la plus haute fréquence,
la mémoire requise par I'approximation avec le critere statique est d’environ 45Go tandis
que le bloc est représenté seulement a I’aide de 15Go avec le critére de Fresnel. Le rapport
1/3 est plus conséquent dans ce cas que dans le cas des plaques coplanaires.

Le comportement du critere statique est bien celui prévu par la théorie soit une crois-
sance en @ (k?) tandis que I'’emploi du critére de Fresnel conduit a une croissance en & (k)
qu’elle que soit la fréquence. Dans le cas du critere statique, cela conduit a une temps d'as-
semblage ainsi qu'un croissance de la mémoire en ©(N?) ce qui met en échec le caractere
rapide de la méthode lorsqu'employée hiérarchiquement.
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4.4.5 Taux de compression selon la fréquence

Cas des basses fréquences Pour les basses fréquences, on ne représente pas le taux nor-
malisé pour les plus basses fréquence car la formule que I'on utilise perd de son sens pour
un nombre de degrés de liberté tres petit. Les taux de compression se comportent comme
attendu et comme nous I’avons déja observé, le critére statique semble 1égerement favo-
rable a basse fréquence. En réalité, le critere de Fresnel est tres proche du critere statique
a basse fréquence et la décision de subdiviser ou non le bloc est prise par rapport a un cri-
tére binaire. Aussi, une valeur légéerement différente du parametre d’admissibilité peut
changer la découpe a basse fréquence. Dans la pratique, on se concentre sur des applica-
tions a haute fréquence.

Cas des hautes fréquences Pour les hautes fréquences, le taux de compression norma-
lisé décroit comme G (k') ce qui est un élément important d'une méthode rapide. Le
critere statique conduit a un taux normalisé qui devient constant. En d’autres termes, au-
dela d’une certaine fréquence, le taux de compression est constant et la méthode cesse
d’étre intéressante car I'approximation est une partie constante d'une quantité augmen-
tant asymptotiquement comme @ (k*).

On peut également observer une comparaison de ces deux décroissances sur le tableau
4.4 qui illustre la pente glissante déterminée pour chaque intervalle de croissance. Dans
le cas statique, cette pente augmente et tend vers zéro avec la fréquence tandis que pour
le critere de Fresnel la pente reste constamment égale a —1.
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Intervalle (GHz) Condition statique Condition de Fresnel

[0.468,0.625] -1.11 -1.27
[0.625,1.25] -1.01 -1.16
[1.25,2.5] -0.77 -1.10
[2.5,5.0] -0.60 -0.93
[5.0,7.5] -0.44 -0.97
(7.5,10.0] -0.39 -0.93
(10.0,15.0] -0.29 -1.03

TABLEAU 4.4 — Pente glissante mesurée par intervalle de fréquence.

4.4.6 Conséquences sur les .- matrices a haute fréquence

Les deux configurations de plaques testées montrent I'influence d'un critere d’admis-
sibilité fréquentiel. Les résultats sont de nature trés différentes selon la section efficace.
Dans le cas des plaques coplanaires, la section efficace se résume a un segment et la crois-
sance du rang est en O (k) et croit tres lentement. Par conséquent, le taux de compression
est généralement bon pour ces interactions et nous n’avons pu observer de cas ou cette
croissance devenait un frein a la compression. Les tests effectués sur cette géométrie sug-
gerent que les interactions planes gagneraient a étre traitées seulement a I’aide d'une ad-
missibilité statique. Le critere fréquentiel n'apporte pas d’amélioration dans ce cas.

Au contraire, le cas des plaques opposées illustre parfaitement le gain apporté par
un critere fréquentiel dés que la section efficace est grande. Pour les problemes de pe-
tite taille (c¢f 4.16) la mémoire croit de maniére linéaire avec la fréquence comme le cas
des plaques coplanaires. Cependant, il ne s’agit ici que d'un comportement transitoire et
la croissance devient quadratique avec la fréquence (cf 4.17). Cette croissance conduit
a une importante dégradation des performances de compression a haute fréquence. En
effet, le taux de compression tend vers une constante car le rang possede la méme asymp-
totique que le nombre de degrés de liberté (cf 4.19b). 1l s’agit d’'un contre-exemple pour
une méthode rapide et dans ce cas, I'introduction d’un critere d’admissibilité fréquentiel
permet d’obtenir une croissance linéaire en la fréquence. Les tests réalisés sur une géo-
métrie de taille modeste avec seulement 215506 degrés de liberté illustre parfaitement
ce gain. On s’attend a observer des gains plus importants pour des objets de taille plus
importante grace au critere d’admissibilité.

4.4.6.1 Cas limites, section efficace

Les deux cas des plaques ci-dessus représentent des cas limites pour lesquels le cri-
tere d’admissibilité de Fresnel fournit un élément de réponse sur la croissance du rang. La
notion fondamentale est celle de section efficace. La croissance en mémoire en fonction
de la fréquence de I'interaction de deux objets dépend de la section efficace avec laquelle
ils se regardent. Le cas des plaques coplanaires illustre le cas d’'une section efficace dé-
générée et faible. Au contraire, le cas tres défavorable des plaques en opposition illustre
les interactions d’objets se voyant avec une section efficace maximale. L'exemple suivant
montre I'importance de ces cas limites pour comprendre le comportement général lors
de I'assemblage complet d'une .#°-matrice.
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4.4.6.2 Exemple d’'un ellipsoide

On illustre la distribution des interact ions admissibles présentes dans le cas général
de 'approximation de la matrice de I'EFIE par une .#-matrice sur un ellipsoide décrit
par la figure 4.20. Lassemblage de I'approximation .#-matrice est effectuée avec les

FIGURE 4.20 — Cas de l'ellipsoide allongé.

parametres suivants.

Géométrie Ellispoide allongé de taille 10m x 2m x 2m.
Nombre de degrés de liberté N =193707
Algorithme de compression ACA+
Assemblage eaca = 1074
Recompression e=10"*
Admissibilité Condition statique avec n = 2

TABLEAU 4.5 — Parametres de |'ellipsoide et de I'assemblage #-matrice.

4.4.6.3 Comportement des blocs admissibles

Dans le cadre de 'admissibilité de Fresnel, la section efficace est portée par les direc-
tions u; et uy de la base d’interaction mutuelle. On note d et D respectivement la plus
petite et la plus grande des dimensions de la section efficace. On appelle rapport d’as-
pect la quantité d/D. Par section efficace on entend I'aire dD. Un rapport d’aspect proche
de zéro correspond a une interaction modélisée par les plaques coplanaires tandis qu'un
rapport d’aspect proche de 'unité correspond aux plaques opposées. La croissance en
fréquence de la mémoire dépend également de la section efficace. En effet, une interac-
tion avec un rapport d’aspect proche de I'unité mais de section eficace faible correspond
a une croissance en fréquence modérée. Les blocs dont la croissance est tres importante
(ie quadratique) correspondent a des rapports d’aspect proches de I'unité ainsi qu'une
importante section efficace.
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La figure 4.21 décrit le rang d'un bloc admissible en fonction du rapport d’aspect et de la
section efficace.

0.0 0.2 oa
y 0.6

Raport g, 7, 08

Spect 1.0 1.2 -1

FIGURE 4.21 - Distribution des rangs en fonction du rapport d’aspect et de la section efficace pour
trois fréquences différentes. En rouge, la fréquence 2GHz. En vert, la fréquence 1GHz et en bleu la
fréquence 500MHz.

On constate sur la figure 4.21 toute la diversité des interactions retrouvées au sein de
la méthode des .#-matrices. Tous les rapports d’aspect sont présents sur cette géométrie
et 'on note la présence d’interactions proches du cas favorable des plaques coplanaires.
Il s’agit surtout d’interactions entre des petites boites et sont situées en bas dans I'arbre
des blocs.

Les gros blocs présents dans cette géométrie ont un rapport d’aspect proche de 'unité
ainsi qu'une section efficace importante ce qui correspond au cas des plaques opposées.
Les moyens informatiques a disposition actuellement ne permettent pas de montrer |'ex-
plosion du rang pour les gros blocs. On s’attend a plus haute fréquence a une croissance
quadratique du rang et donc a une dégradation des performances de la méthode des .-
matrices. La présence de ces gros blocs est due au critere employé pour I'étape de cluste-
ring. Une piste d’amélioration de la méthode serait de construire une découpe plus adap-
tée a un critére fréquentiel. La complexité de ces gros blocs représentant I'interaction de
deux grandes parties de la géométrie est cruciale pour I'évaluation de la complexité gé-
nérale de la méthode des #-matrices sur le cas complet. L'analyse effectuée dans le cas
des plaques opposées suggere que la méthode générale ne peut avoir une complexité lo-
garithmique.

Dans la pratique et pour des cas modérés, ces blocs sont néanmoins dans une phase
pré-asymptotique et leur croissance en fréquence est plus linéaire que quadratique. C’est
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d’ailleurs ce que I'on constate sur la figure 4.22 qui représente ’approximation #’-matrice
du probleme pour le critere statique pour diverses fréquences.

(a) f = 500MHz (b) f = 1GHz () f =2GHz

FIGURE 4.22 - Représentation graphique du rang des blocs de I'approximation #-matrice de la
matrice de I'EFIE sur I'ellipsoide pour des fréquences différentes.

La fréquence de 2GHz correspond a la fréquence maximale que I'on peut utiliser sur
ce maillage contenant N = 193707 degrés de liberté. Sur la figure 4.22, le bloc dans le coin
supérieur droit présente une croissance linéaire en la fréquence malgré une section effi-
cace maximale. Il s’agit bien des résultats constatés dans la phase pré-asymptotique pour
les plaques opposées. Le bloc voisin a gauche posséde lui une croissance légerement plus
rapide. Ceci est du au fait que ce bloc décrit une interaction entre des blocs géométrique-
ment plus proches. Le rang est ainsi plus élevé et posséde une croissance plus rapide car
plus proche du critére statique que I'autre bloc.

4.5 Controle de I'erreur d’approximation /- matrice

On observe le comportement de I'algorithme HCA — II décrit précédemment sur un
cas pratique. On souhaite notament pouvoir controler I'erreur d’approximation d'un bloc
ainsi que le nombre de points d’interpolation utlisé. Enfin, on observe sur un produit
matrice/vecteur l'influence de I’erreur commise par ’algorithme HCA —1I.

4.5.1 Erreur relative commise par blocs

Le test consiste a représenter I’erreur relative commise lors de ’assemblage par HCA—
[T et calculée al’aide d'une approximation de la norme spectrale. Pour chaque bloc admis-
sible A« de taille m x n, on peut utilise a la fois les dimensions de la matrice ainsi que
les diametres des boites englobantes associées aux supports des inconnues constituant
I'interaction s x t. Par commodité, on utilise la taille moyenne /mn d’un bloc de taille
m x n. Pour les diametres, on utilise de la méme facon le diametre moyen normalisé par

la longueur d’onde, soit \/ diam(qu)).diam(qu)) /. Le cas test présenté ci-apres est celui
d’une sphere avec les parametres suivants.
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Géométrie Sphere de rayon a =1m

Nombre d’inconnues N =192000

Admissibilité Condition de Fresnel avecn=2etv=2

Algorithme de compression HCA —1II fréquentiel

Précision d’assemblage enca €{1073,1074,107°,1075}

Recompression € = €HCA

Fréquence f =3.98Ghz (correspondant a une taille d’aréte en A/5).

TABLEAU 4.6 — Configuration du cas test du controle de I'erreur relative d’assemblage par blocs.
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Les figures 4.23 illustrent I'erreur relative commise sur chaque bloc approché par I'al-

gorithme HCA —II. On note que I'’erreur commise respecte la tolérance que I’on s’'impose.
On se doit de garder a 'esprit que l'erreur représentée est une erreur approchée. Ainsi,
le fait que I'erreur maximale commise soit légerement supérieure a la tolérance spécifiée
n’est pas un frein pour l'utilisation de I'algorithme HCA —II fréquentiel décrit.
Pour chaque tolérance spécifiée, on note que I'amplitude de I'estimation d’erreur des
blocs correspondant a des petites boites, on note que I'amplitude de I'estimation d’er-
reur est plus large que pour les grands diametres. Les blocs correspondant a des grands
diametres représentent des interactions a haute fréquence. Pour ces blocs, le choix du
nombre de points par la formule de Landau-Widom est de plus en plus précise et I'on
observe une bonne estimation de l'’erreur. Pour ce test, les plus grands blocs représentent
les premieres interactions admissibles pour le critere fréquentiel et sont situés a une pro-
fondeur de 4 dans 'arbre des blocs. Notre algorithme est donc capable d’approcher cor-
rectement les interactions haute fréquence pour une tolérance donnée.

4.5.2 Nombre de nceuds d’interpolation

Le test précédent montre que pour un bloc admissible pour le critere de Fresnel, I’al-
gorithme HCA —II fréquentiel fournit une approximation dont on contrdle correctement
'erreur. Cette approximation utilise un schéma d’interpolation polynomiale et I'on sou-
haite utiliser un nombre de nceuds le plus petit possible d’'une part pour des raisons de
complexité et d’autre part car le nombre de points disposés dans les boites englobantes
Q(t”) et Q([”) fournit par construction une borne sur le rang. La maitrise du nombre de
points d’interpolation utilisés en fonction de la fréquence est donc un point important de
la méthode.

4.5.2.1 Nombre de nceuds

Pour chaque bloc A ; admissible, I'algorithme HCA — II requiert le calcul d'une base
d’interaction mutuelle (u,, uy, u3). Le noyau de Green est alors déconvolué par les ondes
planes dans la direction us et 'on exploite les propriétés des termes du second ordre a
travers la formule de Landau-Widom. Pour la direction u; (resp. u2), on détermine la lar-
geur de bande c; (resp. ¢2) puis I'ordre d’'interpolation Ny (c;,€) (resp. N2(c2,€)) dans cette
direction donné par la formule de Landau-Widom,

_2(:1 1 €2
Nl(cl,e)—?+¥log = log(cy). (4.84)

Lordre choisi dans la direction u; (resp. u) est alors max(Ne, Np) (resp. max(Ng, N»).

4.5.2.2 Description du test

Le test consiste a représenter le rapport entre le rang numérique de I"approximation
et le nombre total de points M = N¢Nj (¢;,€)N2(c2,€) en fonction de la largeur de bande
moyenne /c;cz. Pour le cas de la sphere, on assemble une approximation de la matrice
de '’EFIE avec les parametres suivants.

213



CHAPITRE 4. APPLICATIONS AUX .#¢- MATRICES
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FIGURE 4.23 — Représentation des erreurs relatives par blocs sur la sphéere en fonction du diametre
en longueurs d’onde (colonne de gauche) et de la taille moyenne (colonne de droite).
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Géométrie Sphere de rayon a = 1m

Nombre d’inconnues N =300000

Admissibilité Condition de Fresnel avecn=2etv =2

Algorithme de compression HCA —II fréquentiel

Précision d’assemblage enca = 107°

Recompression e=107°

Fréquence f =4.98Ghz (correspondant a une taille d’aréte en A/5).

TABLEAU 4.7 — Configuration du cas test du contrdle du nombre de nceuds d’interpolation.
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FIGURE 4.24 — Rapport entre le rang numérique a la précision e = 10~° et le nombre total de nceuds
d’interpolation utilisés en fonction de la largeur de bande moyenne. En rouge les interactions cor-
respondant a un choix des nceuds par la partie statique seule. En bleu, les interactions pour les-
quelles on utilise la formule de Landau-Widom.

Sur le graphe 4.24, on retrouve deux comportements attendus, ceux pour les petites
et les grandes largeurs de bande. Les petites largeurs de bande correspondent géométri-
quement a des petites boites ou encore a des basses fréquences. Pour ces interactions (en
rouge sur la figure), le nombre de points sélectionnés correspond purement a la condition
statique.

Pour € = 107, cela revient a considérer N, = 6 dans chaque direction soit au total 216
points d’interpolation dans chaque boite. Pour des interactions a basse fréquence, le ca-
ractere dominant du noyau est celui de 1/|x — y| et le rang attendu est faible, de I'ordre de
Ne. Ainsi, le rapport observé est d’autant plus faible que la largeur de bande est petite. Ce
rapport croit avec la largeur de bande (donc avec la fréquence) jusqu’a atteindre la valeur
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1/2. Lalgorithme dispose donc de suffisament de points pour produire une approxima-
tion de qualité. Lorsque ce rapport se rapproche de 'unité, il est possible que le nombre
de points choisi soit trop faible et 'approximation de qualité inférieure.

Pour cet exemple, la formule de Landau-Widom s’exprime quand la largeur de bande est
supérieure a ¢ = 4.26 (en bleu sur la figure). Pour les grandes largeurs de bande, on s’at-
tend a ce que le rang soit déterminé principalement par les oscillations dans les directions
u; et up. Grace a la déconvolution par les ondes planes dans la direction us, il n’est pas
nécessaire de placer un grand nombre de points dans cette direction et le choix de Ne
points est plus que nécessaire pour capter les oscillations. Le rapport observé décroit et
devient plus faible ce qui confirme ce comportement. La zone intermédiaire correspond
a une zone de transition ou la partie oscillante n’est pas encore dominante et la formule
de Landau-Widom n’est pas encore pleinement utilisée.

4.5.3 Erreur commise sur le produit matrice-vecteur
4.5.3.1 Description du test

On mesure 'erreur de ’algorithme HCA—II fréquentiel sur le produit matrice/vecteur.
On assemble I'approximation . -matrice A de la matrice A de 'EFIE. Pour un vecteur
x; aléatoire donné, on effectue le produit y; = A.x;. Pour ce produit, on mesure I’erreur
relative E; par

_A.x—Ax]>

;= (4.85)
l IA.x]l

Pour un nombre 7, de vecteurs, on observe I’erreur maximale commise E .y, définie
par

Emax= max E;. (4.86)

i=1,...,n,hs

On utilise plusieurs raffinements d'une méme sphere de rayon a = 1m avec les para-
metres suivants pour 'assemblage .#°-matrice.

Géométrie Spheres de rayon a = 1m

Nombre d’inconnues N € {12000, 48000,97470,192000}
Admissibilité Condition de Fresnel avecn=2etv =2
Algorithme de compression HCA —1I fréquentiel

Précision d’assemblage enca € {1073,107%,107°,1075}
Recompression € = €HCA

Fréquence f€{1.0GHz,1.99GHz,2.84GHz,3.98GHz}

(correspondant a une taille d’aréte en A/5).
Nombre de seconds membres 7, = 1000.

TABLEAU 4.8 — Configuration du cas test pour le controle de I'erreur sur le produit matrice/vecteur.

On effectue deux tests distincts. Le premier consiste a utiliser un maillage adapté a la
fréquence d’étude. C’est le cas idéal dans la pratique mais I’on ne peut pas toujours avoir
le maillage parfaitement adapté. Pour cette raison, le second test consiste a utiliser un seul
maillage pour plusieurs fréquences d’étude et observer le comportement de I'algoritme
HCA —1I lors du produit matrice/vecteur.
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4.5.3.2 Maillage adapté

On mesure I'erreur relative maximale commise sur le produit matrice/vecteur en fonc-
tion de la fréquence. Pour un chaque maillage, on se place a la fréquence correspondante
a une finesse du maillage en A/5 et I'on effectue n,;; produits matrice/vecteur. La fi-

erreur relative

PP I N O I O

L Pl
1.0 1.99 2.84 3.98
fréquence (GHz)

FIGURE 4.25 — Représentation de 'erreur relative maximale commise pour 7, = 1000 vecteurs en
fonction de la fréquence. Pour chaque fréquence, on utilise un maillage adapté a A/5.

gure 4.25 montre que 'erreur commise respecte la tolérance que I'on s’est fixé pour 'as-

semblage de 'approximation .#-matrice. U'algorithme HCA—II nous permet d’obtenir de
bons résultats stables en fréquence pour des précisons fines comme € = 1076,
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4.5.3.3 Maillage fixé

Pour la sphere a N = 192000 degrés de liberté, on effectue un balayage en fréquence.
Pour chaque frégence, on effectue n,; produits matrice/vecteur et I'on mesure I'erreur
relative maximale commise.

erreur relative

10-7

i i L i A L A R 1 ; i A
0.124 0.248 0.497 0.995 1.99 3.98
fréquence (GHz)

FIGURE 4.26 — Représentation de 'erreur relative maximale commise pour 7, = 1000 vecteurs en
fonction de la fréquence dans le cas de la sphére a N = 192000 degrés de liberté.

On remarque sur la figure 4.26 que I'erreur mesurée est stable jusqu’a une fréquence
correspondant a une finesse de maillage en A/10. La derniére fréquence correspondant a
A/5 fournit également une erreur correcte mais légerement supérieure aux autres erreurs.
Il s’agit de la fréquence maximale que I'on peut utiliser pour ce maillage et cela indique
que notre maillage n’est plus adapté plutdt qu'un défaut du produit matrice/vecteur.
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4.5.4 Commentaires

Les tests précédents montrent que I’algorithme HCA — 11 est performant dans la pra-
tique. Sous réserve d’admissibilité de Fresnel, les blocs admissibles sont approchés par
I'algorithme HCA —1II et I'on maitrise I’erreur commise sur tous les blocs. Lapproximation
est par ailleurs de bonne qualité pour toutes les dimensions (diametres et tailles) traitées.
Les blocs de grandes dimensions nécessitent un nombre de points suffisant pour appro-
cher les oscillations du noyau de Green. Ce nombre de points est également controlé de
maniere performante dans I'implémentation décrite et testée dans cette partie. Enfin, le
bon comportement de I'algorithme HCA —II sur un bloc matriciel conduit a une bonne
approximation du produit de la matrice de discrétisation approchée par un vecteur. Le
produit matrice/vecteur présenté dans cette partie est stable par rapport a la fréquence
et satisfait la tolérance sur |’erreur reltive fournie.

4.6 Conclusion

Ce chapitre présente un cadre rigoureux pour ’approximation de I'opérateur de I'EFIE
al’aide de la méthode des H-matrices. En effet, cette derniére a été introduite dans la pra-
tique pour le noyau statique de I’équation de Laplace G(x, y) = 1/|x — y|. Les estimations
de complexité que I'on trouve dans la littérature sont données dans ce cas. La pratique
montre cependant que I'approximation du noyau oscillant G(x, y) = eltf_x;}l’l par les -
matrices fournit de bons résultats. Lexemple de la figure 4.22 en est une bonne illustra-
tion. En effet, on peut constater numériquement sur des exemples que la méthode pro-

duit une bonne approximation avec une croissance du rang apparemment maitrisée.

Nous avons introduit un critere fréquentiel original qui prend a la fois en compte la dé-
convolution par les ondes planes réalisée par le critere de Fraunhofer ainsi que le terme
du second ordre. A I'aide d'un changement de base adapté, on peut exprimer ce terme du
second ordre comme le produit de deux opérateurs 1D, dits opérateurs de Fresnel. Cette
décomposition nous fournit un critere fréquentiel moins restrictif que le critere de Fraun-
hofer et nous avons validé sur des cas pratiques pour des hautes fréquences que ce critere
améliore la compression d'un bloc par rapport au critere statique usuel.

Sous réserve de satisfaire ce critere, nous disposons également d’'une formule asymp-
totique décrivant le rang des opérateurs de Fresnel, c’est la formule de Landau-Widom.
Ce résultat nous permet de modifier la méthode d’ Hybrid Cross Approximation (HCA—1I)
de lalittérature afin d’approcher rigoureusement le noyau oscillant tout en contrélant a la
fois I'erreur et le nombre de nceuds d’interpolation. Ce nombre de points d’interpolation
représente une borne maximale sur le rang de 'approximation construite et 'on montre
que cette borne croit au pire linéairement avec la fréquence comme les tests numériques
sur I'opérateur de I'EFEIE a quatre composantes le confirme.

Cependant, ces outils sont particulierement bien adaptés pour les hautes fréquences
et il convient de souligner que le critere statique peut donner dans la pratique de bons
résultats (cf [Liz14]). En effet, pour des problémes courants de |’ordre du million d’incon-
nues, le critere de Fresnel n’amene pas nécessairement de gros gains dans la pratique. Les
tests effectués montrent que pour les petites boites (ie les basses fréquences, le critere
statique est aussi performant que le critere de Fresnel. Dans le cas des hautes fréquences,
les interactions mettant en jeu une faible section efficace peuvent également étre trai-
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tées par le critére statique. Ce sont les interactions pour lesquelles la section efficace est
grande qui sont la cible du critere que 'on a développé. Pour ces interactions, on a prouvé
en I'absence de critére fréquentiel que la croissance de la mémoire varie comme le carré
de la fréquence et ainsi que le taux de compression devient constant a haute fréquence.
Le critere de Fresnel examiné ici permet de réduire cette croissance a une complexité en
O (k) pour la mémoire. Lexemple de I'ellipsoide a la figure 4.21 montre qu’il ne s’agit pas
d’un cas purement théorique et que pour toutes les interactions de ce type, on s’attend a
une dégradation des performances de la méthode des .#°-matrices si elle est utilisée avec
un critere statique.

On peut pallier ces difficultés en effectuant un découpage « informatique ». En effet,
de nombreux codes limitent la taille des blocs matriciels admissibles a quelques dizaines
de milliers d'inconnues. Grossierement, a I'aide d'une analyse similaire a celle effectuée
al’aide de (4.80), cette découpe ne considere que des interactions ot le critere de Fresnel
est proche de la condition statique. En imposant une telle limite, on n’'observe donc pas
la croissance quadratique dans le cas des plaques opposées car par construction ces in-
teractions sont dans le régime pré-asymptotique. Par ailleurs, les performances de I'algo-
rithme ACA+ ne sont pas les meilleures pour des blocs de plusieurs centaines de milliers
d’inconnues et une telle découpe améliore également les performances de ’ACA. 11 s’agit
d’'un bon compromis pratique pour des problémes de taille modérée mais cela ne peut
s’appliquer pour les problemes de trés grandes tailles que nous visons par la suite.

Enfin, on notera tout particulierement que les développements effectués sur le noyau
de Green ne sont pas spécifiques aux /#-matrices et que les résultats sur la croissance du
rang et/ou I'approximation du noyau de Green peuvent étre utilisés de maniere indépen-
dante dans d’autres méthodes rapides, par exemple la méthode FMM directionnelle.
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Conclusion

La motivation principale de cette these était de comprendre le bon fonctionnement
de la méthode des /#-matrices dans le cas d'une matrice BEM pour un probleme d’onde
haute fréquence.

Nous avons ainsi présenté la méthode des .#-matrices en soulignant les points dé-

licats lors de l'utilisation pour un probléeme d’onde, contrairement au cas de I'équation
de Laplace. Nous avons effectué une revue d’articles de la littérature concernant la com-
pression d'un bloc de rang faible. Plusieurs méthodes, algébriques ou analytiques, ont
alors été présentées. Nous avons de plus souligné les idées communes reliant ces mé-
thodes; 'algorithme HCA-II par exemple, fait intervenir a la fois I'interpolation du noyau
ainsi que des compressions algébriques. Outre la compression, nous avons montré une
condition qui garantit '’obtention d'une approximation de rang faible : c’est la condition
d’admissibilité statique.
La croissance quadratique du rang d’'un bloc matriciel BEM dans la zone d’admissibi-
lité statique nous a conduit a introduire un critére fréquentiel d’admissibilité , le critere
de Fresnel, expliquant les bons résultats de la littérature quant a I'application des -
matrices pour des problemes d’ondes relativement haute fréquence. Sous réserve de sa-
tisfaire le critére de Fresnel, nous avons établi -par un changement de base adapté- une
estimation asymptotique originale et précise du rang du noyau oscillant. Cette estimation
nous a permis de développer un algorithme d’approximation compressée rapide, fiable et
robuste du noyau oscillant.

Les perspectives liées a cette estimation du rang du noyau oscillant sont nombreuses
et de natures différentes. D’un point de vue théorique, le terme du second ordre dans le
développement limité correspond a la partie transverse de la phase. Nous avons choisi
d’exploiter la forme de produit tensoriel de deux opérateurs 1D afin de développer notre
estimation du rang. Cepandant, Slepian montre qu'il existe des approximations utilisant
les fonctions d’onde sphéroidales en dimension supérieure. Une piste d’amélioration se-
rait d’étudier ce terme d’ordre deux a I’aide de ces résultats afin d’obtenir une estimation
plus précise. Les fonctions d’onde sphéroidales elles, interviennent en tant que fonctions
propres des opérateurs 1D composant le terme d’ordre 2. Le comportement asympto-
tique de ces fonctions propres a haute fréquence est connu et utilisé dans un contexte
d’apprentissage statistique. Le théoreme de Mercer permet alors de décomposer le noyau
oscillant sur cette base de fonctions propres.

D’un point de vue algorithmique, plusieurs modifications sont envisageables. Nous avons
montré que le clustering est une étape d’'une grande importance. La réduction de la sec-
tion efficace au cours du clustering permet a la condition d’admissibilité fréquentielle
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d’étre satisfaite pour de plus gros blocs matriciels. Un clustering fréquentiel et direction-
nel serait alors une nette amélioration. Pour le calcul de la base orientée, une améliora-
tion possible est de travailler sur les boites englobantes plutdt que sur les supports des
degrés de liberté afin d’effectuer les calculs plus rapidement. Le critere fréquentiel est
composé d’une partie statique ainsi que d’'une partie oscillante. Dans un premier temps,
la condition statique fournit une découpe en blocs de la matrice telle que décrite pour les
J€-matrices et le noyau 1/|x— y|. Le test d’admissibilité sur la partie oscillante est effectué
a partir du calcul de la section efficace. Le calcul de la section efficace permet également
de déterminer les largeurs de bande associées au terme d’ordre 2. Il est alors possible,
outre le test d’admissibilité fréquentielle, d’obtenir une estimation a priori du rang du
bloc. Lestimation a priori sera d’autant plus fiable que le bloc est haute fréquence. Une
amélioration possible est alors d’utiliser cette information pour piloter la découpe de la
matrice.

Les estimations du rang en fonction de la section efficace peuvent étre a la source d’amé-
liorations de la méthode des -matrices d'un point de vue industriel. En effet, la connais-
sance du rang permet d’estimer le nombre de coefficients a garder en mémoire pour un
bloc admissible. Il est possible d'utiliser ces estimations pour améliorer le parallélisme de
la méthode pour des calculs distribués ainsi que la gestion de la mémoire dans le cas de
calculs out-of-core dans le cas de matrices ne tenant pas en mémoire.

Par ailleurs, nous envisageons plusieurs contextes d’utilisation pour I'estimation de
rang développée dans ce manuscrit. Bebendorf a utilisé un critere d’admissibilité fré-
quentiel, le critéere de Fraunhofer, pour I'assemblage et le produit matrice-vecteur d'une
F€?-matrice. Le critére de Fresnel pourrait se révéler efficace dans ce contexte pour ob-
tenir moins de blocs matriciels tout en contrélant la croissance de leurs rangs. Les esti-
mations étudiées dans le cas du noyau oscillant n’étant pas spécifiques a la méthode des
JC-matrices, I'utilisation de ces résultats dans un contexte FMM est une application pos-
sible. Enfin, une autre application digne d’intérét est de combiner ces estimations avec
des techniques employées dans le domaine de 'apprentissage statistique ( machine lear-
ning). En effet, le calcul de la base d’interaction orientée fait intervenir plusieurs para-
metres géométriques : la distance entre les deux groupes, la section efficace, les diametres.
Pour plusieurs blocs, ces parametres ainsi que le rang numérique pour une précision don-
née peuvent servir a construire une base d’apprentissage et déterminer des heuristiques
sur le rang a 'aide de machines a vecteurs de support (Support Vector Machine ou SVM).
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