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Double régularisation des polyzêtas en les multiindices
négatifs et extensions rationnelles

Résumé : Dans ce travail, nous nous intéressons aux problèmes relatifs aux
polylogarithmes et aux sommes harmoniques pris en les multiindices négatifs
(au sens large, appelés dans la suite non-positifs) et en les indices mixtes. Notre
étude donnera des résultats généraux sur ces objets en relation avec les algèbres
de Hopf. Les techniques utilisées sont basées sur la combinatoire des séries for-
melles noncommutatives, formes linéaires sur l’algèbre de Hopf de ϕ−shuffle.
Notre travail donnera aussi un processus global pour renormaliser les polyze-
tas divergents. Enfin, nous appliquerons les structures mises en évidence aux
systèmes dynamiques non linéaires avec entrées singulières.

Mots-clefs : Algèbre de Hopf de ϕ−shuffle, Polynômes de Bernoulli, Poly-
nômes Eulériens, Sommes harmoniques, Polylogarithmes, Différentiation fonc-
tionnelle.

Double regularization of polyzetas at negative multi-
indices and rational extensions

Abstract : In this memoir are studied the polylogarithms and the harmonic
sums at non-positive (i.e. weakly negative) multi-indices. General results about
these objects in relation with Hopf algebras are provided. The technics exploi-
ted here are based on the combinatorics of noncommmutative generating se-
ries relative to the Hopf ϕ−shuffle algebra. Our work will also propose a global
process to renormalize divergent polyzetas. Finally, we will apply these ideas to
non-linear dynamical systems with singular inputs.

Keywords : ϕ−shuffle Hopf algebras, Bernoulli polynomials, Eulerian poly-
nomials, Harmonic sums, Polylogarithms, Non-linear differential systems.
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Chapitre 0

Introduction générale

Au siècle dernier, les developpements fonctionnels étaient étudiés aussi bien
en physique que dans l’ingénierie. Ils ont été introduits par Tomonaga, Schwin-
ger et Feynman [Dys49] pour représenter les systèmes dynamiques non-linéaires
en électrodynamique quantique.

La principale difficulté de cette approche est la divergence de ces developpe-
ments à l’approche des singularités (en 0 ou en +∞, par exemple) [CB99]. Elles
conduisent aux problèmes de régularisation et de renormalisation qui peuvent
être résolus par des techniques combinatoires : les diagrammes de Feynman
[RF65] et leur analogues [GDG11a, LT96], les séries formelles non commutatives
[Fli83], les arbres [AC98], . . .

Pour ce mémoire, le même esprit que dans [Fli83, Min07, Min13a, Min13b]
se poursuit, c’est-à-dire que, en se basant sur les algèbres de Hopf de mélange et
de quasi-mélange [BVCTH15], la combinatoire des séries formelles en variables
non commutatives est spécialement développée pour l’analyse asymptotique
des systèmes dynamiques non linéaires à trois singularités 1 {0,1,+∞} [Fli83,
Min07, Min13a].

En fait, ces techniques conduisent au calcul d’associateurs qui sont des sé-
ries formelles non commutatives. Ils régularisent la série de Chen des formes
différentielles admettant les singularités simples 0,1 le long de chemins d’inté-
gration pris dans le domaine simplement connexe suivant 2 [Min13a]

Ω = C\ (]−∞,0]∪ [1,+∞[).

Leurs coefficients sont des polynômes en les polyzêtas, c’est-à-dire, en les va-

1. Chaque équation différentielle avec trois singularités dans {a,b,c}, par une transforma-
tion homographique

z 7→
(z− a)(c− b)

(z− b)(c− a)
,

peut être transformée en une équation différentielle avec trois singularités en {0,1,+∞}.
2. Plan doublement fendu afin d’éviter la monodromie en 0 et en 1.

1



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GÉNÉRALE

leurs de la famille de nombres réels [LT96]

ζ (s1, . . . ,sr) = ∑
n1>...>nr>0

1

n
s1

1 . . .nsr
r

, pour r ≥ 1,s1 ≥ 2,s2, . . . ,sr ≥ 1, (1)

qui généralisent les sommes d’Euler (datant de 1744) [Eul44]

ζ (s) = ∑
n≥1

1

ns
, où s ∈ N+\{1}. (2)

Dans [Eul44], Euler a prouvé que

∀ j ∈ N+,
ζ (2 j)

(2iπ)2 j
=−

1

2

b2 j

(2 j)!
∈Q,

où i2 =−1 et {b j} j∈N sont les nombres de Bernoulli 3. Euler a prouvé également
que 4

ζ (s1)ζ (s2) = ζ (s1,s2)+ζ (s2,s1)+ζ (s1 + s2), pour s1,s2 > 1,

Ce qui lui a permis d’établir des relations entre les ζ (s1,s2) (avec s1 + s2 ≤ 16) et
de prouver que [Eul75]

∀s > 1, ζ (s,1) =
1

2
ζ (s+1)−

1

2

s−1

∑
j=1

ζ ( j+1)ζ (s− j). (3)

En étendant (3), Nielsen a montré que 5 ζ (s,{1}r−1) est un polynôme homogène
de degré s+ r en les {ζ (2), . . . ,ζ (s+ r)} à coefficients rationnels [Nie04c, Nie04a,
Nie04b] (voir aussi [Min98, VHNM00a]).

Les relations entre les polyzêtas trouvées par Nielsen 6 (relation de décom-
position, relation de réflexion) sont largement reprises dans son livre 7 [Nie06]
et sont également citées par nombreux auteurs [Ber85, Min14, Lew58].

Par la suite, Riemann a étendu la somme (2) en une fonction méromorphe
sur C qui converge (convergence compacte) dans le domaine [Rie59]

D = {s ∈ C | Re(s)> 1} .

3. Les nombres de Bernoulli sont donnés par leur fonction génératrice exponentielle

∑
j≥0

b j

z j

j!
=

z

ez − 1
, pour |z |< 2π .

4. Ceci préfigure le produit de quasi-mélange qui sera l’objet principal de l’étude du
“deuxième produit” des polyzêtas [Min13a, Min13b], et aussi dans ce mémoire.

5. Nielsen a souhaité établir une identité analogue à (3) pour ζ (2p+ 1) sans y parvenir. Ces
difficultés sont expliquées dans [VHNMP00, VHNM00c] et l’impossibilité dans [Min13b].

6. Nielsen a aussi utilisé une représentation des fonctions appelées “polylogarithmes de
Nielsen” [KK70]. Ceci préfigure la représentation par des intégrales itérées des polyzêtas et Niel-
sen n’a pas connu le produit de mélange comme déjà remarqué dans [Min98, VHNM00a].

7. Ce livre fait autorité sur la fonction Gamma.

2



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GÉNÉRALE

Notons que ζ (s) converge uniformément sur Da = {s ∈C | Re(s)> a} si a > 1, ce
qui entraîne que la somme ζ (s) est une fonction holomorphe sur D.

Maintenant, pour tous r ∈ N+ et (s1, . . . ,sr) ∈ Cr, pour | z |< 1 et N ≥ 0, nous
définissons la fonction polylogarithme et la somme harmonique multiindicées
par [GDQS15, GD16a]

Lis1,...,sr
(z) = ∑

n1>...>nr>0

zn1

n
s1

1 . . .nsr
r

et Hs1,...,sr
(N) = ∑

N≥n1>...>nr>0

1

n
s1

1 . . .nsr
r
. (4)

Alors, pour tout (s1, . . . ,sr) ∈ Cr, la fonction (1− z)−1Lis1,...,sr
(z) est une fonc-

tion analytique (sur le domaine |z|< 1) et son développement de Taylor est

1

1− z
Lis1,...,sr

(z) = ∑
n≥0

Hs1,...,sr
(N)zN.

Plus précisément, pour tout r ≥ 1, nous pouvons étendre le polyzêta en une
fonction méromorphe sur l’espace complexe Cr. Donc si, pour tout k = 1, . . . ,r,

on a 8
k

∑
t=1

Re(st) > k, et d’après le théorème de convergence radiale d’Abel 9, le

polyzêta ζ (s1, . . . ,sr) peut être obtenu comme la limite de la fonction polylo-
garithmique pour z → 1. C’est aussi la limite de la somme harmonique pour
N →+∞ [SA01, GDQS15, GD16a] :

ζ (s1, . . . ,sr) = lim
N→+∞

Hs1,...,sr
(N) = lim

z→1−
Lis1,...,sr

(z).

Toutefois, ce théorème ne s’applique pas aux cas divergents, par exemple

Li{1}k,sk+1,...,sr
(z) = ∑

n1>...>nr>0

zn1

n1 . . .nkn
sk+1

k+1 . . .n
sr
r

,

H{1}k,sk+1,...,sr
(N) = ∑

N≥n1>...>nr>0

1

n1 . . .nkn
sk+1

k+1 . . .n
sr
r

,

Li{1}r(z) = ∑
n1>...>nr>0

zn1

n1 . . .nr

=
1

r!
logr 1

1− z
,

H{1}r(N) = ∑
N≥n1>...>nr>0

1

n1 . . .nr
=

N

∑
k=0

S1(k,r)

k!
,

Li{0}r(z) = ∑
n1>...>nr>0

zn1 =

(
z

1− z

)r

,

H{0}r(N) = ∑
N≥n1>...>nr>0

1 =

(
N

r

)
,

8. Il semble que le domaine de convergence complet ait été obtenu par S. Akiyama [SA01] et
J. Zhao [Zha99].

9. Soit f (x) = ∑
n≥0

anxn une série entière (à coefficients complexes) de rayon de convergence

égal à R. Si la série ∑
n≥0

anRn converge, alors la limite lim
x→R− ,x∈R

f (x) existe et est égale à la somme de

cette série.

3



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GÉNÉRALE

Li−s1,...,−sr
(z) = ∑

n1>...>nr>0

n
s1

1 . . .nsr
r zn1,

H−s1,...,−sr
(N) = ∑

N≥n1>...>nr>0

n
s1

1 . . .nsr
r ,

où les suites doubles {S1(k, j)}k, j∈N et {S2(k, j)}k, j∈N sont respectivement les nombres
de Stirling de première espèce et les nombres de Stirling de seconde espèce 10.
En fait, quatre premières formules ont été étudiées par C. Costermans et Hoang
Ngoc Minh [CC09, Min07]. Les autres cas ont été complétés par Li Guo et B.
Zhang [LG08], D. Manchon et S. Paycha [DM10], Furusho [HFT14]. Alors les
questions de régularisation et la renormalisation se posent naturellement ici.
Notons que les techniques de régularisation et de renormalisation nous aident
à étudier les problèmes divergents. En fait, dans cette thèse, nous avons consi-
déré le problème sous l’angle de la renormalisation de ces séries.

On peut considérer la correspondance (bijective) suivante 11

({1}k,sk+1, . . . ,sr)↔ yk
1ysk+1

. . .ysr

πX
⇋
πY

xk
1x

sk+1−1

0 x1 . . .x
sr−1
0 x1, (5)

entre les compositions combinatoires. Les mots du monoïde 12 X∗ (resp. Y ∗) en-
gendré par l’alphabet X = {x0,x1} (resp. Y = {yk}k∈N+), équipé de l’ordre x1 ≻ x0

(reps. y1 ≻ y2 ≻ . . .), seront utilisés pour indexer les polylogarithmes, les sommes
harmoniques et les polyzêtas aux multiindices positifs avec les mots de X∗ (resp.
Y ∗).

De plus, les algèbres des polylogarithmes et des sommes harmoniques aux
multiindices positifs sont isomorphes, respectivement, aux algèbres de mélange
(Q〈X〉,⊔⊔,1X∗) et quasi-mélange (Q〈Y 〉, ,1Y∗) qui admettent les mots de Lyn-

don L ynX et L ynY , respectivement, comme base de transcendance pure [CCM05,
GDQS15, VHNM00b, VHNM00c, VHNM98].

Avec la base de transcendance {Sl}l∈L ynX (resp. {Σl}l∈L ynY ) de (Q〈X〉,⊔⊔,1X∗)

10. Les nombres de Stirling de seconde espèce (notés S2(i, j)) pour tous i, j ∈ N, sont détermi-
nés par

S2(i, j) =
1

j!

j

∑
k=0

(−1)k

(
j

k

)
( j− k)i .

Enfin, dans cette thèse (et de façon classique), le symbole S2(i, j) se distingue de celui des
nombres de Stirling de première espèce S1(i, j), définis, pour tous i, j ∈ N, par

S1(0,0) = 1, et
i

∑
j=0

S1(i, j)x j = x(x+ 1) . . .(x+ i− 1).

11. Ici, πY est l’adjoint de πX (pour les produits scalaires canoniques) où πX est le morphisme
d’AAU k〈Y 〉 → k〈X〉 défini par πX(yk) = xk−1

0 x1. Notons que k〈Y 〉 est l’ensemble des polynômes
non commutatifs en plusieurs indéterminées à coefficients dans k.

12. L’élément neutre de X∗ (resp. Y ∗) est désigné par 1X∗ (resp. 1Y∗).

4



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GÉNÉRALE

(resp. (Q〈Y 〉, ,1Y ∗)) duale de 13 de {Pl}l∈L ynX (resp. {Πl}l∈L ynY ) qui est une base
de l’algèbre de Lie des éléments primitifs de la bigèbre 14

H⊔⊔ = (Q〈X〉,conc,1X∗,∆⊔⊔ ,ε) (resp. H = (Q〈Y 〉,conc,1Y ∗,∆ ,ε))

on peut factoriser les séries génératrices non commutatives des polylogarithmes,
des sommes harmoniques aux multiindices positifs comme suit

L = ∑
w∈X∗

Liw w =
ց

∏
l∈L ynX

exp(LiSl
Pl) et H = ∑

w∈Y ∗

Hw w =
ց

∏
l∈L ynY

exp(HΣl
Πl).

Les séries L et H sont des éléments de type groupe , de H⊔⊔ [VHNM98] et H
[CC09].

Il en est de même pour les polyzêtas aux multiindices positifs 15, c’est-à-
dire 16

Z⊔⊔ =
ց

∏
l∈L ynX−X

exp(ζ (Sl)Pl), Z =
ց

∏
l∈L ynY−{y1}

exp(ζ (Σl)Πl), Zγ = exp(γy1)Z .

On obtient alors une renormalisation globale des polyzêtas aux multiindices
positifs [Min07]

lim
z→1

exp

(
−y1 log

1

1− z

)
πY L(z) = lim

N→∞
exp

(
∑
k≥1

Hyk
(N)

(−y1)
k

k

)
H(N) = πY Z⊔⊔ . (6)

D’une part, les séries Z et Zγ sont des éléments de type groupe, de H [CC09],
et d’autre part, la série Z⊔⊔ sont des éléments de type groupe, de H⊔⊔ [VHNM98].

En fait, dans [Min13a, Min13b], les coefficients de Z⊔⊔ et Z sont obtenus
comme des parties finies des développements aymptotiques des polylogarithmes
{Liw}w∈X∗ , en z= 1 dans l’échelles de comparaison {(1−z)a logb((1−z)−1)}a∈N,b∈N,
et des sommes harmoniques {Hw}w∈Y ∗ , en+∞ dans l’échelles {N−aHb

1(N)}a∈N,b∈N,

où H1(N) est la somme harmonique classique 1+
1

2
+ . . .+

1

N
, tandis que ceux de

Zγ sont obtenus comme des parties finies des {Hw}w∈Y∗ , en +∞ dans l’échelle
{N−a logb(N)}a∈N,b∈N.

On peut donc expliciter les contre-termes éliminant la divergence de {Liw}w∈x1X∗

et {Hw}w∈y1Y ∗ et cela conduit à une équation reliant les deux structures algé-
briques [Min13a, Min13b] :

ց

∏
l∈L ynY−{y1}

exp(ζ (Σl)Πl) = exp

(
∑
k≥2

−ζ (k)
(−y1)

k

k

)
πY

ց

∏
l∈L ynX−X

exp(ζ (Sl)Pl). (7)

13. Plus précisément, S et Σ sont “les parties de Lyndon” des bases duales des extensions PBW
de P et de Π respectivement.

14. ε est le caractère “terme constant”.
15. γ est la constante d’Euler.
16. Il existe également, une série génératrice commutative des polyzêtas (contenant des co-

efficients divergents), notée ζ •
< par Jean Ecalle ([Eca81], page 429) et il a affirmé que ce moule

n’est pas symétrique ([Eca81], page 430).

5
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En identifant les coordonnées locales dans (7), Hoang Ngoc Minh a obtenu
des systèmes de relations polynomiales homogènes entre les polyzêtas

{ζ (Σl)}l∈L ynY\{y1} (et {ζ (Sl)}l∈L ynX\X )

et en a tiré des familles génératrices spéciales pour l’algèbre des polyzêtas [Min13a,
Min13b].

En général, les indices de polyzêtas donnés en (1) admettent une structure
N−graduée en poids, les nombres eux-mêmes forment une Q-algèbre dont les
opérations se déduisent des aspects combinatoires de l’algèbre de quasi-mélange
[Min13a, Min13b].

Ainsi, une implémentation en Maple a été effectué par Bùi [BVC13] permet-
tant de vérifier la conjecture des dimensions de Zagier [Zag94] jusqu’au poids
12.

Les séries génératrices Z⊔⊔ ,Z et Zγ , construites dans [Min13a, Min13b] et
étudiées préalablement dans [CC09, VHNMP00, VHNMP01], induisent trois mor-
phismes d’algèbres de mélange et quasi-mélange

ζ⊔⊔ : (Q〈X〉,⊔⊔,1X∗) −→ (R, .,1R),

ζ : (Q〈Y 〉, ,1Y ∗) −→ (R, .,1R),

γ• : (Q〈Y 〉, ,1Y ∗) −→ (R, .,1R), (8)

qui satisfont, pour tout u = x
s1−1
0 x1 . . .x

sr−1
0 x1 ∈ x0X∗x1 et v = πY (u),

ζ⊔⊔ (u) = ζ (v) = γv = ζ (s1, . . . ,sr)

et les générateurs algébriques de longueur 1 pour X∗, ou de poids 1 pour Y ∗,
vérifient

ζ⊔⊔ (x0) = ζ⊔⊔(x1) = ζ (y1) = 0 et γy1
= γ. (9)

Ainsi,

• ζ⊔⊔(x0) = 0 car Lix0
(1) = log(1) = 0.

• ζ⊔⊔(x1)= 0 car la partie finie de Lix1
(1) est 0 (développement singulier com-

plet, dans l’échelle {(1− z)a logb(1− z)}(a,b)∈N×N de Lix1
(z) = − log(1− z) en

z = 1).

Tandis que

• γy1
= γ car la partie finie de Hy1

(+∞) est γ (développement asymptotique
complet, dans l’échelle {N−a logb(N)}(a,b)∈N×N de Hy1

en N =+∞),

• ζ (y1) = 0 car la partie finie de Hy1
(+∞) est 0 (développement asympto-

tique complet, dans l’échelle {N−aHb
y1
(N)}(a,b)∈N×N de Hy1

en N =+∞).
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Par conséquent, ζ⊔⊔ ,ζ et γ• sont des caractères des algèbres de Hopf de mé-
lange et quasi-mélange et leur graphes, en tant que séries, sont respectivement
[CC09, VHNMP01]

∑
w∈X∗

ζ⊔⊔ (w)w = Z⊔⊔ , ∑
w∈Y ∗

ζ (w)w = Z , ∑
w∈Y ∗

γw w = Zγ .

Nous allons poursuivre le précédent travail en étudiant les propriétés des
sommes harmoniques et des polylogarithmes aux multiindices non positifs,
c’est-à-dire,

H−s1,...,−sr
(N) = ∑

N≥n1>...>nr>0

n
s1

1 . . .nsr
r , Li−s1,...,−sr

(z) = ∑
n1>...>nr>0

n
s1

1 . . .nsr
r zn1 (10)

via le codage par les mots du monoïde Y ∗
0 engendré par l’alphabet Y0 =Y ∪{y0},

dont l’ordre total prolonge celui de Y par y0 ≻ y1,

Li−ys1
...ysr

:= Li−s1,...,−sr
et H−

ys1
...ysr

:= H−s1,...,−sr
. (11)

En particulier, suivant [Min96, Min03a], nous construirons (11) à l’aide de la
combinatoire des mots, des intégrations par rapport aux formes différentielles
et des actions des dérivations fonctionnelles suivantes 17 [Fli83]

ω0(z) = z−1dz et ω1(z) = (1− z)−1dz,

θ0 = zd/dz et θ1 = (1− z)d/dz (12)

à partir de l’algèbre différentielle unitaire de fonctions rationnelles sur Ω sui-
vante

C := C[z,z−1,(1− z)−1]

Cette algèbre contient λ (z) := z/(1− z) et son élément neutre est la fonction sui-
vante

1C : Ω −→ C, z 7−→ 1.

Puisque {Liw}w∈X∗ est libre sur C , nous avons [Min03a] C {Liw}w∈X∗ = C ⊗C
C{Liw}w∈X∗.Ce qui permet de construire une algèbre unitaire bi-intégro-différentielle,
C {Liw}w∈X∗ [Min03a], car elle est stable par 18 ω0,ω1 et que les opérateurs inté-
graux définis, pour tout f ∈ C {Liw}w∈X∗ par,

ι0( f )(z) =
∫ z

z0

ω0(s) f (s) et ι1( f )(z) =
∫ z

z0

ω1(s) f (s). (13)

où z0 = 0 si ι0( f ) (resp. ι1( f )) existe 19 sinon z0 = 1.

Il n’est pas difficile de prouver que, pour tout u = yt1 . . .ytr ∈ Y ∗
0 , [GDQS15,

GD16a]

θ0 Lix0πX (u) = LiπX (u) et θ1 Lix1πX (u) = LiπX (u),

ι0 LiπX (u) = Lix0πX (u) et ι1 LiπX (u) = Lix1πX (u),

LiπX (u) = (ιt1−1
0 ι1 . . . ι

tr−1
0 ι1)1Ω et Li−u = (θ t1+1

0 ι1 . . .θ
tr+1
0 ι1)1Ω,

17. Il est à noter que θ0 +θ1 = [θ0,θ1] = d/dz [GDQS15].
18. Car θ0ι0 = θ1ι1 = Id [GDQS15, GD16a].
19. Nous donnerons un sens précis à ce terme dans le corps du texte.
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et les opérateurs ι0θ1 et ι1θ0 admettent respectivement les fonctions λ et 1/λ
comme valeurs propres (les espaces propres sont C {Liw}w∈X∗) [GDQS15, GD16a].
C’est-à-dire que, pour tout f ∈ C {Liw}w∈X∗, (θ0ι1) f = λ f et (θ1ι0) f = f/λ .

Revenons aux sommes harmoniques et considérons, tout d’abord, le cas le
plus simple, c’est-à-dire pour r = 1.

Les sommes harmoniques aux indices négatifs ont été introduites, au dix-
septième siècle, pour la première fois par Faulhaber. Il a décelé que H−s,s ∈ N+

est un polynôme de degré 20 s+1. De plus, en notant u = N(N +1)/2 et en don-
nant les 17 premières expressions, il a affirmé sans démonstration que, pour
tout s impair, H−s(N) est un polynôme en u. Par exemple [Fau31, Knu93],

H−1(N) = N(N +1)/2 = 2u/2,

H−3(N) = (N(N +1))2/4 = 4u2/4,

H−5(N) = (N(N +1))2(2N(N+1)−1)/12 = 4u2(4u−1)/12,

H−7(N) = (N(N +1))2(3N4 +6N3 −N2 −4N +2)/24 = 8u2(6u2 −4u+1)/24,

H−9(N) = (N(N +1))2(N2 +N −1)(2N4 +4N3 −N2 −3N +3)/20

= 4u2(16u3−20u2 +12u−3)/20,

H−11(N) = (N(N +1))2(2N8 +8N7 +4N6 −16N5 −5N4 +26N3 −3N2

−20N +10)/24

= 8u2(16u4−32u3 +34u2 −20u+5)/24,

H−13(N) = (N(N +1))2(30N10 +150N9 +125N8 −400N7 −326N6 +1052N5

+367N4 −1786N3 +202N2 +1382N −691)/420

= 4u2(960u5−2800u4 +4592u3−4720u2 +2764u−691)/420,

H−15(N) = (N(N +1))2(3N12 +18N11 +21N10 −60N9 −83N8 +226N7

+203N6 −632N5 −226N4 +1084N3 −122N2 −840N +420)/48

= 16u2(48u6−192u5 +448u4 −704u3 +718u2 −420u+105)/48,

H−17(N) = (N(N +1))2(10N14 +70N13 +105N12 −280N11 −565N10

+1410N9 +2165N8 −5740N7 −5271N6 +16282N5 +5857N4

−27996N3 +3147N2 +21702N −10851)/180

= 4u2(1280u7−6720u6 +21120u5−46880u4 +72912u3−74220u2

+43404u−10851)/180.

Faulhaber a prouvé également, et plus tard Bernoulli [Knu93], que, pour tout
N,s ∈ N+,

H−s(N) =
1

s+1

(
b0Ns+1 −

(
s+1

1

)
b1Ns + . . .+(−1)s

(
s+1

s

)
bsN

)
.

Bernoulli a donné aussi une formule explicite, pour N ∈ N+,n ∈ N,

H−n(N) =
1

n+1

n

∑
j=0

(−1) j

(
n+1

j

)
b jN

n+1− j =
Bn+1(N+1)−bn+1

n+1
, (14)

20. En fait, Faulhaber les a étudiées jusqu’à l’ordre 17. De plus, il devait connaître les
H−19, . . . ,H−25 qui sont donnés comme exercices à la fin de [Fau31].
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où les Bn sont les polynômes de Bernoulli 21 et nous rappelons que Bn(1) = bn.

Nous obtenons [GDQS15], pour tout n ∈ N,

Li−n(z) = θ n
0 λ (z). (15)

Puis, en utilisant les nombres de Stirling de seconde espèce , nous déduisons
alors que

Li−n(z) =
1

1− z

n

∑
k=1

k!S2(n,k)(λ (z))
k.

Nous rappelons aussi que pour tout n ∈N,z ∈C tel que |z|< 1, nous avons en
général

Li−n(z) = zAn(z)(1− z)−n−1 et Li0(z) = λ (z),

où An est le polynôme Eulérien 22 d’indice n.

Dans cette thèse, nous étendrons les formules (14), (15) et les polynômes
Eulériens pour établir des propriétés analogues pour les sommes harmoniques
H−s1,...,−sr

(N) et pour les polylogarithmes Li−s1,...,−sr
(z) qui sont des polynômes,

en N et (1− z)−1, respectivement, de valuation égale à 1 et avec des coefficients
rationnels dont nous préciserons les termes de tête (voir Théorèmes 7 et 9).

Ces extensions nous conduiront à une renormalisation des polyzêtas aux
multiindices non positifs analogue à celle donnée en (6) (voir Théorème 10) et le
fait que les polylogarithmes aux multiindices non positifs soient des polynômes,
en (1− z)−1, nous amènera à prolonger les morphismes de régularisation ζ⊔⊔ et
γ• à 23 C〈X〉[x∗1] et C〈Y 〉[y∗1], respectivement (voir Proposition 18).

Ce prolongement est rendu possible par le codage suivant [Min96], pour t,z∈
C et | t |, |z |< 1,

Li(tx0)∗(z) = zt et Li(tx1)∗(z) = (1− z)−t. (16)

21. Les B j sont données par la fonction génératrice exponentielle

∑
j≥0

B j(x)
z j

j!
=

zexz

ez − 1
.

22. Pour tout n ∈ N, An est défini par, pour z ∈ C,

An(z) =
n

∑
k=0

An,kzk, avec, pour k = 0, . . . ,n, An,k =
k

∑
j=0

(−1) j

(
n+ 1

j

)
(k− j)n

et les coefficients {An,k}k∈N sont les nombres Eulériens [DF70].
23. Pour toute série S propre, c’est-à-dire 〈S | 1X∗〉 = 0, S∗ représente la somme 1X∗ + S+ S2 +

S3 + . . .. En particulier, pour tout x ∈ X , on a x∗ = exp⊔⊔ (x) = 1+ x + . . .+ x⊔⊔ n/n!+ . . . et x∗ est
transcendante sur (C〈X〉,⊔⊔ ,1X∗).
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et 24 par l’identité de type Newton-Girard 25 utilisée dans (6) [Min07], pour t ∈C
et | t |< 1,

H(ty1)∗ = ∑
k≥0

Hyk
1

tk = exp

(
− ∑

k≥1

Hyk

(−t)k

k

)
. (17)

Le plan de ce mémoire est le suivant

1. Dans le premier chapitre, nous établissons des propriétés importantes
des algèbres de Hopf : l’algèbre de mélange, l’algèbre de quasi-mélange et
leurs généralisations. Particulièrement, dans ce chapitre, nous étudions le
sous-ensemble des éléments de type groupe. Ceux-ci sont exactement les
caractères de l’algèbre de quasi-mélange (C〈Y0〉, ,1Y ∗

0
) (voir Proposition

4).
Après, nous établissons des résultats sur l’algèbre des séries non com-

mutatives rationnelles échangeables sur l’alphabet X . Ces résultats seront
utilisés pour considérer les polylogarithmes et les sommes harmoniques
aux multiindices entiers non positifs. En fait, dans cette partie, nous prou-
vons que la série x∗,∀x∈X , est transcendante sur (C〈X〉,⊔⊔,1X∗) (voir Lemme
8), et alors, nous construisons l’algèbre de mélange

(C〈X〉[x∗1,x
∗
0,(−x0)

∗],⊔⊔,1X∗).

2. Le deuxième chapitre est consacré aux solutions des systèmes dyna-
miques non linéaires avec singularités et à leur différentiations (ordinaires
et fonctionnelles) [GDQS15]. Il va reprendre les résultats obtenus par Fliess
sur les séries formelles en variables non commutatives lors de l’étude des
équations différentielles non-linéaires. Ensuite, nous présentons l’algo-
rithme fondamental pour déterminer les solutions d’une équation diffé-
rentielle en appliquant la théorie des séries formelles en variables non
commutatives. En fait, c’est une adaptation de l’algorithme de Picard et
il donne un joli résultat i.e. les polylogarithmes avec multiindices à partir
de l’équation différentielle.

3. Dans le troisième chapitre, nous donnerons des résultats combinatoires
pour les polylogarithmes et les sommes harmoniques aux multiindices
non positifs [GDQS15, GD16a] :

• Pour les sommes harmoniques, nous étendons la formule de Faul-
haber qui a exprimé la somme harmonique H−p(N)pour p≥ 0 comme
un polynôme (de degré p+1) en N avec les coefficients qui impliquent
les nombres de Bernoulli.

En fait, dans ce chapitre, nous considérons aussi les séries généra-
trices non commutatives

H− := ∑
w∈Y ∗

0

H−
w w, L− := ∑

w∈Y ∗
0

Li−w w, C− := ∑
w∈Y ∗

0

C−
w w,

24. Rappelons que {H(ty1)∗(N)}N≥0 sont des coefficients de Taylor de (1− z)−1 Li(tx1)∗(z).
25. L’identité de type Newton-Girard de l’algèbre quasi-mélange, permet de comprendre le

Théorème 2 de [dM04].
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où, pour tout mot 26 w∈Y ∗
0 , C−

w = ∏w=uv,v6=1Y∗ ((v)+ |v|)−1. Nous établis-
sons, par l’analyse asymptotique, le résultat à la Abel suivant 27

lim
N→+∞

Θ⊙−1(N)⊙H−(N) = lim
z→1

Λ⊙−1((1− z)−1)⊙L−(z) =C− ,

avec

Θ(t) := ∑
w∈Y ∗

0

t |w|+(w)w =

(
∑

y∈Y0

t(y)+1y

)∗

,

Λ(t) := ∑
w∈Y ∗

0

(|w|+(w))!t |w|+(w)w .

Nous nous intéressons aussi aux structures des sommes harmo-
niques et des polylogarithmes. Nous prouvons que l’ensemble des
sommes harmoniques et des constantes {C−

w }w∈Y ∗
0

satisfont le produit
de (quasi-)mélange. De plus, nous avons construit une nouvelle loi,
⊤, telle que

H−
• : (Q〈Y0〉, )−→ (Q{H−

w}w∈Y ∗
0
, .), w 7−→ H−

w ,

Li−• : (Q〈Y0〉,⊤)−→ (Q{Li−w}w∈Y ∗
0
, .), w 7−→ Li−w .

soient des morphismes d’algèbres surjectifs et nous décrivons com-
plètement leurs noyaux. Ensuite, nous généralisons les résultats de
[GD16b],

• Premièrement, nous construisons une base de

C〈X〉⊔⊔C[x∗0,(−x0)
∗]⊔⊔C[x∗1] .

• Deuxièmement, en se basant sur l’indépendance linéaire de {Liw}w∈X∗

et sur les résultats du premier chapitre, nous étendons la définition
des polylogarithmes en les indices mixtes aux séries

C〈X〉⊔⊔C[x∗0,(−x0)
∗]⊔⊔C[x∗1] .

• Enfin, utilisant l’analyse asymptotique en z= 1, nous donnons quelques
résultats sur les polylogarithmes divergents en 1. C’est-à-dire que nous
étendons les constantes C−

w et B−
w aux indices mixtes.

• En utilisant (16), nous obtenons le prolongement de ζ⊔⊔ comme
suit ζ⊔⊔((tx1)

∗) = 1. Puis, en utilisant (17), nous effectuons le prolon-

26. Pour tout mot v = ys1
. . .ysr ∈ Y ∗

0 , nous notons | v |= r sa longueur et (v) = s1 + . . .+ sr son
poids.

27. Ou, de manière équivalente, H−(N)
Ñ→+∞

C− ⊙ Θ(N) et L−(z)
z̃→1

C− ⊙ Λ((1 − z)−1), où,

Θ⊙−1,Λ⊙−1 désignent l’inverse dans le produit de Hadamard (noté par ⊙) de Θ,Λ respective-
ment (les signes asymptotiques s’entendent terme à terme).
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gement 28 de ζ⊔⊔ , pour | t |< 1, comme suit 29

γ(ty1)∗ = exp

(
γt − ∑

k≥1

ζ (k)
(−t)k

k

)
=

1

Γ(1+ t)
. (18)

Notons que, ensemble, les identités (17) et (18) ne permettent pas de com-
parer les deux régularisations obtenues dans [Min13a, Min13b] :

Zγ = exp

(
γy1 − ∑

k≥1

ζ (k)
(−y1)

k

k

)
πY Z⊔⊔ . (19)

Par simplification, cette dernière identité redonne (7).

28. La deuxième identité est classique pour la fonction Gamma et permet de comprendre le
Théorème 1 de [dM04].

29. La fonction Gamma, notée par Γ(t), sera définie ici par

∀z ∈ C,z /∈ {. . . ,−3,−2,−1,0},Γ(t) :=
exp(−γt)

t
∏
n>0

(1+
t

n
)−1 exp(

t

n
) .
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Chapitre 1

Combinatoire des algèbres de Hopf

Dans ce chapitre, mes travaux sont basés sur les algèbres qui sont engen-
drées par des alphabets . Nous donnerons les propriétés des bigèbres de ϕ-
shuffle qui sont utilisées dans cette thèse. Premièrement, les propriétés impor-
tantes des algèbres de ϕ-shuffle générales sont résumés de façon concise dans
la section 1.1.1. Ensuite, nous considèrerons deux spécialisations (le “shuffle”
et le “stuffle”) qui font partie de tous nos travaux. Les résultats de cette sec-
tion figurent dans le papier [BVCTH15]. Enfin, nous présenterons une étude de
l’algèbre 1 C〈X〉⊔⊔C[x∗0,(−x0)

∗]⊔⊔C[x∗1] où pour toute x ∈ X = {x0,x1}, nous dési-
gnons par le symbole x∗ l’étoile de Kleene de x (dans 2 C〈〈X〉〉), c’est-à-dire que
x∗ = ∑

n≥0
xn. La structure de l’algèbre C〈X〉⊔⊔C[x∗0,(−x0)

∗]⊔⊔C[x∗1] est utilisée pour

étendre la définition des polylogarithmes aux multiindices négatifs [GD16b].

1.1 Les bigèbres de ϕ-mélange

1.1.1 La bigèbre de ϕ-mélange

Soit un alphabet Y = {yk}k∈I où I est un ensemble d’indices (fini ou infini).
Nous noterons Y ∗ le monoïde (muni de la concaténation) qui est engendré par
l’alphabet Y et 1Y ∗ est l’unité de Y ∗ . Toute “opération” ϕ : Y ×Y →CY peut être
définie par ses constantes de structure

ϕ : Y ×Y → CY

(yi,y j) 7→ ∑
k∈I

γk
i, jyk , (1.1)

1. Notons que C[x,y] est l’ensemble des polynômes commutatifs en indéterminées {x,y} à
coefficients dans C.

2. Notons que C〈〈Y 〉〉 est l’ensemble des séries formelles non commutatives en plusieurs in-
déterminées à coefficients dans C.
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où CY = spanC{y | y ∈ Y} C〈Y 〉 et la famille {γk
i, j ∈ C | i, j,k ∈ I} dépend de ϕ .

Elle s’étend aussitôt en une application (bi-)linéaire

ϕ : CY ⊗CY → CY

(yi,y j) 7→ ∑
k∈I

γk
i, jyk , (1.2)

que nous continuerons à noter ϕ .

Maintenant, pour chaque application qui est définie comme dans l’équation
(1.2), on considérera une loi

ϕ : Y ∗×Y ∗ → C〈Y 〉

(u,v) 7→ u ϕ v , (1.3)

telle que

i. pour tout w ∈ Y ∗,

(Unit) 1Y ∗ ϕw = w ϕ 1Y ∗ = w . (1.4)

ii. pour tous les a,b ∈ Y et u,v ∈ Y ∗,

(Rec) au ϕbv = a(u ϕ bv)+b(au ϕv)+ϕ(a,b)(u ϕv) . (1.5)

Exemple 1

Nom Formule ϕ

Shuffle au⊔⊔ bv = a(u⊔⊔ bv)+b(au⊔⊔ v) ϕ ≡ 0

Quasi-shuffle xiu x jv = xi(u x jv)+ x j(xiu v) ϕ(xi,x j) = xi+ j

+ xi+ j(u v)
Min-shuffle xiu x jv = xi(u x jv)+ x j(xiu v) ϕ(xi,x j) =−xi+ j

− xi+ j(u v)
Muffle xiu ❛ x jv = xi(u ❛ x jv)+ x j(xiu ❛ v) ϕ(xi,x j) = xi× j

+ xi× j(u ❛ v)
q-stuffle xiu qx jv = xi(u qx jv)+ x j(xiu qv) ϕ(xi,x j) = qxi+ j

+qxi+ j(u⊔⊔ v)
q-shuffle xiu⊔⊔q x jv = xi(u⊔⊔q x jv)+ x j(xiu⊔⊔q v) ϕ(xi,x j) = qi× jxi+ j

+qi× jxi+ j(u⊔⊔ v)
LDIAG(1,qs)

non-crossed, au∗bv = a(u∗bv)+b(au∗ v) ϕ(a,b) = q
|a||b|
s (a.b)

non-shifted +q
|a||b|
s (a.b)(u∗ v) (a.b) assoc.

B-shuffle au⊔⊔B bv = a(u⊔⊔B bv)+b(au⊔⊔B v) ϕ(a,b) = 〈a,b〉
+ 〈a,b〉(u⊔⊔B v) = 〈b,a〉

Semigroup- xtu⊔⊔⊥ xsv = xt(u⊔⊔⊥ xsv)+ xs(xtu⊔⊔⊥ v) ϕ(xt ,xs) = xt⊥s

-shuffle + xt⊥s(u⊔⊔⊥ v)
q-Infiltration au ↑q bv = a(u ↑q bv)+b(au ↑q v) ϕ(a,b) = qδa,ba

+qδa,ba(u ↑q v)

14
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Remarque 1 On remarque que la loi (1.3) existe (et est unique) pour chaque ap-
plication ϕ . De plus, il existe une extension bilinéaire àC〈Y 〉×C〈Y 〉 unique, c’est-
à-dire, qu’on a la loi (linéaire),

ϕ : C〈Y 〉⊗CC〈Y 〉 → C〈Y 〉

P⊗CQ 7→ P ϕQ . (1.6)

PREUVE – Soit une application ϕ qui est définie comme l’équation (1.2). On sup-

pose qu’il y ait deux lois
(1)
ϕ et

(2)
ϕ qui satisfont les conditions (1.4) et (1.5). On

doit montrer que

u
(1)
ϕ v = u

(2)
ϕ v (1.7)

pour tous u,v ∈ Y ∗. En fait,

i. quel que soit w ∈ Y ∗, on a (1.4)

1Y ∗
(1)
ϕ w = w

(1)
ϕ 1Y ∗ = w = 1Y ∗

(2)
ϕ w = w

(2)
ϕ 1Y ∗ .

ii. supposons que

u
(1)
ϕ v = u

(2)
ϕ v

pour tous les mots u,v ∈Y ∗ tels que | u |+ | v |≤ n. Ensuite, nous avons besoin
de prouver l’équation (1.7) pour tout (u,v)∈Y ∗×Y ∗ tels que | u |+ | v |= n+1.

Donc, soit un des deux mots est vide et nous sommes ramenés au cas précé-
dent, soit (u,v) ∈ (Y+)2 et on écrit u = au1,v = bv1 où a,b ∈Y et u1,v1 ∈Y ∗. On
a alors,

u
(1)
ϕ v = au1

(1)
ϕ bv1 = a(u1

(1)
ϕ bv1)+b(au1

(1)
ϕ v1)+ϕ(a,b)(u1

(1)
ϕ v1)

= a(u1
(2)
ϕ bv1)+b(au1

(2)
ϕ v1)+ϕ(a,b)(u1

(2)
ϕ v1)

= u
(2)
ϕ v .

Ceci prouve la remarque 1.

�

Le triplet (C〈Y 〉, ϕ ,1Y ∗) est une C-algèbre qui est dite “une algèbre de ϕ-
shuffle”. Cette algèbre est unifère (unitaire dans la suite), mais ni associative ni
commutative en général.

Lemme 1 ([BVCTH15]) Pour chaque application ϕ qui est définie comme dans
(1.2), l’algèbre (C〈Y 〉, ϕ) est associative (resp. commutative) si seulement si ϕ est
associative (resp. commutative).

Dans la suite, sauf mention explicite du contraire, tous les produits tensoriels
sont sur le corps de base.
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CHAPITRE 1. COMBINATOIRE DES ALGÈBRES DE HOPF

Définition 1 ([BVCTH15]) Une loi µ : C〈Y 〉⊗C〈Y 〉 → C〈Y 〉 est dite duale s’il y a
une application linéaire ∆µ : C〈Y 〉 →C〈Y 〉⊗C〈Y 〉 telle que

∀u,v,w ∈ Y ∗, 〈µ(u⊗ v) | w〉= 〈u⊗ v | ∆µ(w)〉 .

L’application (unique) ∆µ est appellée coproduit associé au (ou bien dual du)
produit µ.

Exemple 2 Soit q ∈ C, dans cet exemple ϕ(yi,y j) = qδyi,y j
yi où δ est le symbole de

Kronecker

δyi,y j
=

{
1 si yi = y j

0 dans l’autre cas
, ∀yi,y j ∈ Y ∗ .

Alors, on définit le produit de q− in f iltration sur Y ∗ par

w ↑q 1Y ∗ = 1Y ∗ ↑q w = w

yiu ↑q y jv = yi(u ↑q y jv)+ y j(yiu ↑q v)+qδyi,y j
yi(u ↑q v) . (1.8)

On peut en calculer la loi duale par

∆↑q
(w) = ∑

I∪J=[1..|w|]

q|I∩J|w[I]⊗w[J] .

D’autre part, si on se restreint à l’alphabet X = {x}, on a

∆↑q
(x) = x⊗1X∗ +1∗X ⊗ x+q(x⊗ x) .

Pour chaque application ϕ : Y ×Y →CY et x,y,z ∈Y , on note γz
x,y = 〈ϕ(x,y) | z〉

ses constantes de structure. C’est-à-dire que

ϕ(x,y) = ∑
z∈Y

γz
x,y z .

On a

Lemme 2 ([BVCTH15]) On suppose ϕ associative. Si on définit le morphisme ∆ :

C〈Y 〉 → C〈〈Y ∗⊗Y ∗〉〉 par

∆(ys) = ys ⊗1Y ∗ +1Y ∗ ⊗ ys + ∑
i, j∈I

γys
yi,y j

yi ⊗ y j ,

alors, quels que soient u,v,w ∈ Y ∗, on a

〈u ϕv | w〉 = 〈u⊗ v | ∆(w)〉.
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CHAPITRE 1. COMBINATOIRE DES ALGÈBRES DE HOPF

PREUVE – Tout d’abord, on a

u ϕ v = ∑
w∈Y ∗

〈u ϕ v | w〉w, ∀u,v ∈ Y ∗ .

On construit l’application S : Y ∗×Y ∗ → C〈Y 〉 telle que

S(u,v) = ∑
w∈Y ∗

〈∆(w) | u⊗ v〉w,

pour tout (u,v) ∈ Y ∗×Y ∗. Alors, on a besoin de montrer que

S(u,v) = u ϕv,∀u,v ∈ Y ∗ .

En fait, on voit facilement que

S(u,1Y∗) = S(1Y∗ ,u) = u,∀u ∈ Y ∗ .

Soit yi,y j ∈ Y et u,v ∈ Y ∗. On a que

S(yiu,y jv) = ∑
w∈Y ∗

〈∆(w) | yiu⊗ y jv〉w = ∑
w∈Y+

〈∆(w) | yiu⊗Yjv〉w

= ∑
ys∈Y,w′∈Y ∗

〈∆(ysw
′) | yiu⊗ y jv〉ysw

′

= ∑
ys∈Y,w′∈Y ∗

〈(ys ⊗1Y∗ +1Y ∗ ⊗ ys + ∑
n,m∈I

γys
yn,ym

yn ⊗ ym)∆(w
′) | yiu⊗ y jv〉ysw

′

= ∑
w′∈Y ∗

〈∆(w′) | u⊗ y jv〉yiw
′+ ∑

w′∈Y ∗

〈∆(w′) | yiu⊗ v〉y jw
′

+ ∑
ys∈Y,w′∈Y ∗

〈γys
yi,y j

∆(w′) | u⊗ v〉ysw
′

= yi ∑
w′∈Y ∗

〈∆(w′) | u⊗ y jv〉w
′+ y j ∑

w′∈Y ∗

〈∆(w′) | yiu⊗ v〉w′

+ ∑
ys∈Y

γys
yi,y j

ys ∑
w′∈Y ∗

〈∆(w′) | u⊗ v〉w′

= yiS(u,y jv)+ y jS(yiu,v)+ γ(yi,y j)S(u,v) .

La dernière équation implique S = ϕ .�

À partir de maintenant, ϕ sera supposée associative.

On caractérise maintenant l’existence d’une loi duale par la proposition sui-
vante

Proposition 1 ([BVCTH15]) La loi ϕ admet une loi duale (i.e. est dualisable) si
seulement si ϕ est dualisable aussi, c’est-à-dire que, si les coefficients {γz

x,y}x,y,z∈Y

satisfont à la condition suivante

∀z ∈ Y, ♯{(x,y) ∈ Y ×Y | γ z
x,y 6= 0}<+∞ .
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CHAPITRE 1. COMBINATOIRE DES ALGÈBRES DE HOPF

Nous remarquons que si ϕ est une application associative, nous pouvons
étendre l’application ϕ à Y+ par

{
ϕ(y) = y, ∀y ∈ Y.

ϕ(yw) = ϕ(y,ϕ(w)), ∀y ∈ Y,w ∈ Y+ .

Dans ce cas, pour y1, . . . ,yl ∈ Y+, nous notons

ϕ y
y1,...,yl

= 〈y | ϕ(y1, . . . ,yl)〉= ∑
t1,...,tl−2∈Y

γ y
y1,t1γ t1

y2,t2 . . .γ
tl−2

yl−1,yl
.

On peut alors réécrire la proposition 1 par : “l’application ϕ : CY 2 → CY admet
un adjoint (pour les produits scalaires standards) si seulement si la condition
suivante est satisfaite”

(∀y ∈ Y ),({w ∈ Y 2 | γy
w 6= 0} est fini) . (1.9)

Pour pouvoir appliquer le théorème de Cartier-Milnor-Moore [JM65] aux bi-
gèbres nouvellement construites, nous avons besoin d’une condition plus forte

Définition 2 ([BVCTH15]) Soit Y un alphabet. Une loi (associative) ϕ : Y ×Y →
CY est modérée si elle satisfait à la condition suivante

(∀y ∈ Y ),({w ∈ Y ∗ | γ y
w 6= 0} est fini) . (1.10)

On peut voir facilement que une loi moderée est dualisable mais que l’in-
verse n’est pas vrai (c’est le cas de l’infiltration dans l’équation (1.8)). C’est-à-
dire que, pour une loi (associative), la modération est plus forte que la dualisa-
bilité. En fait, nous avons un théorème de structure pour des lois modérées.

Théorème 1 ([BVCTH15]) Supposons que la loi ϕ dansCY soit dualisable, com-
mutative (et associative). Alors Bϕ =

(
C〈Y 〉,conc,1Y∗ ,∆ ϕ ,ε

)
est une bigèbre. De

plus, si la loi ϕ est commutative, les conditions suivantes sont équivalentes

1. Bϕ est une bigèbre enveloppante.

2. Bϕ est isomorphe à la bigèbre
(
C〈Y 〉,conc,1Y ∗,∆⊔⊔ ,ε

)
(comme bigèbre).

3. Pour chaque w ∈ Y ∗, la série

(P) w+ ∑
l≥2

(−1)l−1

l
∑

y1,...yl∈Y

〈w | ϕ(y1, . . . ,yl)〉y1 . . .yl .

est un polynôme.

4. ϕ est modérée .

À partir de maintenant, ϕ sera supposée commutative (et associative).
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Nous remarquons qu’un problème important de la théorie des algèbres de Hopf
est la question des éléments primitifs. En fait, nous savons déjà que si A est une
bigèbre, alors l’ensemble de ses éléments primitifs forme une algèbre de Lie. De
plus, si A est graduée alors l’algèbre de Lie de ses éléments primitifs est aussi
graduée. D’autre part, si A est une bigèbre (sur un corps de caractéristique 0)
filtrée, cocommutative et connexe alors un théorème de Cartier, Quillen, Milnor
et Moore [JM65] montre que l’algèbre enveloppante universelle de l’algèbre de
Lie de ses éléments primitifs est isomorphe à l’algèbre A.

Définition 3 ([BVCTH15]) Soit Y un alphabet et S ∈ C〈〈Y 〉〉. Le coproduit en S

étant étendu par
∆ ϕ (S) = ∑

w∈Y ∗

〈S | w〉∆ ϕ (w) .

Nous dirons que

1. S est primitive si seulement si ∆ ϕ (S) = S⊗1Y∗ +1Y ∗ ⊗S.

2. S est de type groupe si seulement si ∆ ϕ (S) = S⊗S et ε(S) = 1.

Exemple 3 Soit Y = {yk}k∈N+. Revenons à la bigèbre de q-infiltration

Hq−in f iltr = (C〈Y 〉,conc,1Y ∗,∆↑q
,ε).

Pour chaque de y ∈ Y , 1Y ∗ + qy est de type groupe parce que nous avons ε(1Y ∗ +
qy) = 1 et

∆↑q
(1+qy) = 1Y ∗ ⊗1Y ∗ +q(y⊗1Y ∗)+q(1Y∗ ⊗ y)+q2(y⊗ y)

= (1Y ∗ +qy)⊗ (1Y ∗ +qy) .

On dira qu’une famille (Si)i∈I est sommable [Reu93] si, pour tout w, l’appli-
cation i → 〈Si | w〉 est à support fini. En ce cas, sa somme est la série T ∈ R〈〈M〉〉
telle que, pour tout w

〈T | w〉= ∑
i∈I

〈Si | w〉 . (1.11)

Remarque 2 SoitK uneC−algèbre avec une norme || .|| et I un ensemble dénom-
brable d’indices. Une famille des éléments {ui}i∈I de complexes indexée par I dans
K est dite sommable (ou, plus précisément, normalement sommable) lorsqu’il
existe un élément S ∈K tel que

(∀ε > 0)(∃Jε ⊂
f ini

I)(∀J ⊂
f ini

I)(J∩ Jε =∅=⇒ ||∑
j∈J

u j|| ≤ ε) . (1.12)

Notons que si I ⊆ N etK= C, nous avons

{ui}i∈I est sommable ⇐⇒ ∑
i∈I

ui est absolument convergente. (1.13)
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Exemple 4 Par exemple, soit un =
(−1)n−1

n
,∀n ∈ N+. Alors nous avons

∑
n≥1

un = ∑
n≥1

(−1)n−1

n
= log(2) .

Mais la famille {
(−1)n−1

n
}n∈N+ n’est pas sommable. En fait, supposons que {

(−1)n−1

n
|

n ∈ N+} est sommable.

1. Nous avons ∑
n≥1

un = ∑
n≥1

(−1)n−1

n
= log(2).

2. D’autre part, supposons que la famille {vn | n ∈ N+} est définie par

v3k =−
1

2k
,v3k+1 =

1

4k+1
,v3k+2 =

1

4k+3
,

alors

3n

∑
k=1

vk =
p

∑
k=1

(
1

4k−3
+

1

4k−1
−

1

2k
) =

4n

∑
k=1

1

k
−

1

2

2n

∑
k=1

1

k
−

1

2

n

∑
k=1

1

k
,

et alors lim
n→+∞

n

∑
k=1

vk =
3

2
log(2). Toutefois, nous avons

log(2) = ∑
n∈N+

un = 1−
1

2
+

1

3
−

1

4
+ . . .= 1+

1

3
−

1

2
+ . . .= ∑

n≥1

vn =
3

2
log(2) .

C’est implique la famille {
(−1)n−1

n
| n ∈ N+} n’est pas sommable.

Commentaire 1 En fait, le théorème de Cartier-Milnor-Moore a donné la struc-
ture de l’algèbre des éléments primitifs dans une bigèbre N-filtrée cocommuta-
tive connexe (sur un corps de caractéristique zéro) [BVCTH15, Bou06]. Notons
Prim(B) l’ensemble des éléments primitifs dans la bigèbre B.

Théorème 2 ([BVCNT14, BVCTH15, Bou06, JM65]) Soit B une A-bigèbre cocom-
mutative où A est une Q-algèbre commutative associative avec unité. Notons A ,
la sous-algèbre de B qui est engendrée par Prim(B). Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. B = A .

2. Il y a une filtration croissante

B0 = A.1B ⊂ B1 ⊂ . . .⊂ Bn ⊂ Bn+1 ⊂ . . .

qui satisfait

B = ∪n≥0 Bn ,

∀p,q ∈ N, BpBq ⊂ Bp+q ,

∀n ∈ N, ∆(Bn)⊂ ∑
p+q=n

Bp ⊗Bq .
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3. La famille {(Id+)∗n}n∈N est sommable dans End(B), c’est-à-dire que pour
tout b ∈ B, il y a un nombre n0 ∈ N tel que

∀i ≥ n0, (Id+)∗i(b) = 0 .

Remarque 3 Ce théorème est validé sur l’anneau des scalaires qui est une Q-
algèbre. Il stipule la nilpotence locale de la famille {(Id+)∗n}n∈N.

Dans [Bou06, JM65], on supposa que A est un corps en caractéristique 0. En-
suite, dans la part des exercices de [Bou06], on supposa aussi que A est une Q-
algèbre, mais Prim(B) est A-libre.

En effet, dans la méthode analytique de ϕ-mélange, il suffit que A est une Q-
algèbre et B est une A-bigèbre N-filtrée [BVCNT14, BVCTH15].

La preuve de ce théorème (énoncé avec différents scalaires) est citée dans les
références [BVCNT14, Bou06] et [JM65]. Maintenant, nous utiliserons ce théorème
pour étudier l’algèbre de q-stuffle.

Exemple 5 Soit X = {x} un alphabet réduit à une lettre et

B = (K〈X〉= K[x],conc,1X∗,∆q,ε)

une K-bigèbre (K est une Q-algèbre commutative associative avec unité). On dé-
finit ∆q par sa valeur sur x comme suit

∆q(x) = 1X∗ ⊗ x+ x⊗1X∗ +qx⊗ x .

Soit q=α avec α2 = 0 et K =Q[α] (les nombres duaux). Alors l’espace des éléments
primitifs dans B est un sous-module de K[x] égal à Prim(B) =Q.(αx).

En fait, dans la presque totalité de notre travail, pour montrer qu’une série
est primitive, nous utilisons l’extension d’un résultat de O. Friedrichs qui est dit
“critère de Friedrichs”.

Lemme 3 ([MBP00, BVCTH15, Fri53, Reu93]) (Extension du critère de Friedrichs
au ϕ-stuffle)

Nous notons ∆ ϕ : C〈〈Y 〉〉 → C〈〈Y ∗⊗Y ∗〉〉 le produit dual de ϕ appliqué aux

séries, il est défini 3

∆ ϕ (S) = ∑
u,v∈Y ∗

〈S | u ϕv〉u⊗ v .

Soit S ∈ C〈〈Y 〉〉. Nous avons

3. La famille (〈S | u ϕ v〉u⊗ v)u,v∈Y∗ est sommable parce que u ϕv est un polynôme.
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1. Si 〈S | 1Y ∗〉 = 0 alors S est primitive si seulement si pour tous u,v ∈ Y+, nous
obtenons que 〈S | u ϕv〉= 0.

2. Si 〈S | 1Y ∗〉 = 1 alors S est de type groupe si seulement si pour tous u,v ∈ Y+,
nous avons que 〈S | u ϕv〉= 〈S | u〉〈S | v〉.

PREUVE –

1. Soit S ∈ C〈〈Y 〉〉 telle que 〈S | 1Y ∗〉= 0. Nous voyons facilement que

∆ ϕ (S) = S⊗1Y ∗ +1Y ∗ ⊗S−〈S | 1Y ∗〉1Y ∗
0
⊗1Y ∗ + ∑

u,v∈Y+

〈S | u ϕv〉u⊗ v

= S⊗1Y ∗ +1Y ∗ ⊗S+ ∑
u,v∈Y+

〈S | u ϕv〉u⊗ v .

Donc nous obtenons la condition première.

2. Soit S ∈ C〈〈Y 〉〉 telle que 〈S | 1Y ∗〉= 1. Avec la notation

S+ = S−1 = ∑
w∈Y+

〈S | w〉w ,

nous avons

∆ ϕ (S) = ∑
u,v∈Y ∗

〈S | u ϕ v〉u⊗ v

= ∑
u,v∈Y+

〈S | u ϕ v〉u⊗ v+ ∑
u∈Y+

〈S | u〉u⊗1Y∗ + ∑
v∈Y+

〈S | v〉1Y ∗ ⊗ v+1Y ∗ ⊗1Y ∗

= (S+⊗S+)+(S+⊗1Y ∗)+(1Y ∗ ⊗S+)+1Y ∗ ⊗1Y ∗ = S⊗S .

Et alors la seconde condition est montrée.

�

D’un autre côté, pour tous les P ∈ C〈〈Y 〉〉 tels que 〈P | 1Y ∗〉 = 0, nous définis-
sons log(1Y ∗ + P) et exp(P) comme les séries formelles non commutatives sui-
vantes :

log(1Y∗ +P) = ∑
n≥1

(−1)n−1

n
Pn et exp(P) = ∑

n≥0

Pn

n!
.

Par [BVCNT14], ces séries sont bien définies. Donc nous obtenons que

log(exp(P)) = P et exp(log(1Y ∗ +P)) = 1Y ∗ + P .

De plus, nous pouvons utiliser ces définitions pour établir une belle relation
entre les éléments de type groupe et les éléments primitifs.

Proposition 2 Soit S ∈ C〈〈Y 〉〉 telle que 〈S | 1Y ∗〉 = 1. Alors S est de type groupe si
seulement si logS est primitive.

PREUVE – Tout d’abord, nous écrivons S = 1Y ∗ + S+ où S+ ∈ C〈〈Y 〉〉 telle que
〈S+ | 1Y ∗〉= 0. Maintenant, nous avons
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⇒ Supposons que soit de type groupe (soit ∆ ϕ (S) = S⊗ S, et 〈S | 1Y ∗〉 = 1)
nous avons besoin de démontrer que logS est primitive. Effectivement,
nous avons que

∆ ϕ (logS) = ∆ ϕ ∑
n≥1

(−1)n−1

n
(S+)

n = ∑
n≥1

(−1)n−1

n
∆ ϕ (S+)

n

= ∑
n≥1

(−1)n−1

n
(S⊗S−1Y∗ ⊗1Y ∗)n = log(S⊗S)

= log
(
(S⊗1Y ∗)(1Y ∗ ⊗S)

)
= log(S⊗1Y∗)+ log(1Y ∗ ⊗S)

= log(S)⊗1Y∗ +1Y ∗ ⊗ log(S),

c’est-à-dire, logS est primitive.

⇐ Réciproquement, si logS est primitive, alors nous pouvons conclure que

∆ ϕ (S) = exp(∆ ϕ (logS)) = exp(logS⊗1Y ∗ +1Y ∗ ⊗ logS) = S⊗S .

Ceci, avec 〈S | 1Y ∗〉= 1, implique que S est de type groupe.

�

Nous remarquons que l’ensemble des séries de type groupe de C〈〈Y 〉〉, noté
G , forme un groupe pour le produit de concaténation.

1.1.2 La bigèbre de mélange

Soit X = {x0,x1} un alphabet. On note X∗ le monoïde (libre) des mots 4 qui
sont formés par l’alphabet X et 1X∗ son élément neutre . Son produit est la conca-
ténation 5. On dit, comme précédemment, que C〈〈X〉〉 est l’algèbre des séries
formelles sur X .

Définition 4 Soit X un alphabet. Le produit de shuffle sur C〈X〉 est l’application
linéaire ⊔⊔ : C〈X〉⊗C〈X〉 −→ C〈X〉 telle que

∀w ∈ X∗ w⊔⊔ 1X∗ = 1X∗ ⊔⊔ w = w,

∀x,y ∈ X ;u,v ∈ X∗ xu⊔⊔ yv = x(u⊔⊔ yv)+ y(xu⊔⊔ v) .

Exemple 6 Soit X = {x0,x1} un alphabet à deux lettres. Alors le monoïde X∗ est
l’ensemble des mots w = xi1 . . .xir où r ∈N, i1, . . . , ir ∈ {0,1}. Supposons que u = x0x1

et v = x1x0, alors

u⊔⊔ v = x0x1 ⊔⊔ x1x0 = x0(x1 ⊔⊔ x1x0)+ x1(x0x1 ⊔⊔ x0)

= x0x2
1x0 + x0x1(x1 ⊔⊔ x0)+ x1x0(x1 ⊔⊔ x0)+ x1x2

0x1

= 2x0x2
1x0 + x0x1x0x1 + x1x0x1x0 + 2x1x2

0x1 .

4. Chaque élément de X∗ est formé comme une suite x1 . . .xr où x1, . . . ,xr ∈ X et r ∈ N.
5. C’est-à-dire que le produit de deux mots u est v dans X∗ est le mot uv.

23



CHAPITRE 1. COMBINATOIRE DES ALGÈBRES DE HOPF

Supposons que ◦ soit un produit (bilinéaire) sur C〈X〉 et w,u,v ∈ X∗. On no-
tera, comme précédemment, 〈w | u◦ v〉 le coefficient de w dans u◦ v.

Remarque 4 ([GDT15]) i) On dit que le produit ◦ est dualisable surC〈X〉 si seule-
ment si pour chaque mot w ∈ X∗, le nombre des couples (u,v) ∈ X∗×X∗ pour les-
quels on a 〈w | u◦v〉 6= 0 est fini. Dans ce cas on peut déterminer le coproduit dual.

ii) Les coproduits

∆⊔⊔ : C〈X〉 →C〈X〉⊗C〈X〉 et ∆conc : C〈X〉 →C〈X〉⊗C〈X〉,

vérifient par définition

〈∆conc(w) | u⊗ v〉 = 〈w | uv〉,

〈∆⊔⊔(w) | u⊗ v〉 = 〈w | u⊔⊔ v〉,∀u,v, w ∈ X∗ .

pour tous les u,v,w ∈ X∗.

Exemple 7

∆conc(1X∗) = ∆⊔⊔ (1X∗) = 1X∗ ⊗1X∗,

∆conc(x) = ∆⊔⊔ (x) = 1X∗ ⊗ x+ x⊗1X∗ ,∀x ∈ X ,

∆conc(x0x1) = 1X∗ ⊗ x0x1 + x0 ⊗ x1 + x0x1 ⊗1X∗,

∆⊔⊔(x0x1) = 1X∗ ⊗ x0x1 + x0 ⊗ x1 + x1 ⊗ x0 + x0x1 ⊗1X∗ .

Par définition, pour tout w ∈ X∗,

∆conc(w) = ∑
u,v∈X∗;uv=w

u⊗ v,

∆⊔⊔ (w) = ∑
u,v∈X∗

〈w | u⊔⊔ v〉u⊗ v .

On obtient alors deux bigèbres en dualité (séparante)

H⊔⊔ = (Q〈X〉,conc,1X∗,∆⊔⊔ ,ε), H ∨
⊔⊔

= (Q〈X〉,⊔⊔,1X∗,∆conc,ε),

où la counité ε : C〈X〉 → C est définie par ε(P) = 〈P | 1X∗〉 pour tous P ∈ C〈X〉.

Maintenant, on suppose x0 ≺ x1. Pour tous les mots u,v ∈ X∗, on dit que u ≺ v

si seulement si une des conditions suivantes est vérifiée

i. v = uw où w ∈ X+ = X∗ \{1X∗}.

ii. Il existe des mots w,w1,w2 et des lettres a,b tels que a ≺ b, u = waw1 et v =
wbw2.

Alors ≺ est un ordre total sur X∗.

Définition 5 ([VHNM00c, Min13b]) Un mot w∈X+ est dit mot de Lyndon si seule-
ment si w = uv avec u,v ∈ X+ implique w ≺ v. L’ensemble des mots de Lyndon dans
X∗ est noté par L yn(X).
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Exemple 8 • x0x1 est un mot de Lyndon dans X∗ parce que toutes les factori-
sations propres (en deux facteurs) pour la concaténation sont x0x1 = x0.x1 et
x0x1 ≺ x1.

• x0x1x0 n’est pas un mot de Lyndon dans X∗ parce que l’on a x0x1x0 = x0x1.x0

mais x0x1x0 ⊀ x0.

Un théorème de Radford [Min13a] affirme que L yn(X) forme une base de
transcendance (pure) de l’algèbre (C〈X〉,⊔⊔,1X∗). Elle est incluse dans la base li-
néaire {w}w∈X∗ qui est auto-duale, c’est-à-dire que

Pour tout u,v ∈ X∗, on a 〈u | v〉= δ v
u ,

où δ v
u = 1 si u = v, sinon, δ v

u = 0. Mais les éléments l ∈ L yn(X) \X ne sont pas
primitifs pour le coproduit ∆⊔⊔ .

Commentaire 2 En fait, l ∈L yn(X)\X implique que l = xu où x ∈ X et u ∈ X+. On
a que 〈l | x⊔⊔ u〉 6= 0 et 〈l | xu〉 6= 0, alors on obtient que

∆⊔⊔(l) = l⊗1X∗ +1X∗ ⊗ l + x⊗u+ . . . 6= l ⊗1X∗ +1X∗ ⊗ l,

∆conc(l) = l ⊗1X∗ +1X∗ ⊗ l + x⊗u+ . . . 6= l ⊗1X∗ + 1X∗ ⊗ l .

Mais, on peut prouver facilement que toutes les lettres dans l’alphabet X = {x0,x1}
sont primitives pour les coproduits ∆⊔⊔ et ∆conc. De plus, la série S = ∑

x∈X

x est pri-

mitive aussi pour le coproduit ∆⊔⊔ , parce que

∆⊔⊔(S) = ∑
x∈X

∆⊔⊔(x) = ∑
x∈X

x⊗1X∗ + ∑
x∈X

1X∗ ⊗ x = S⊗1X∗ + 1X∗ ⊗S .

L’ensemble des mots de Lyndon L yn(X) n’est pas une base de L ieQ〈X〉. Alors,
pour étudier l’algèbre enveloppante de L ieQ〈X〉, nous allons construire une
base de Poincaré-Birkhoff-Witt, que l’on notera par {Pw}w∈X∗ (base de de U (L ieQ〈X〉))
et qui est définie par les conditions suivantes

Px = x pour x ∈ X ,

Pl = [Ps,Pr] pour l ∈ L ynX , la factorisation standard de l = (s,r),

Pw = P
i1
l1
. . .Pik

lk
pour w = l

i1
1 . . . lik

k , l1 ≻ . . .≻ lk, l1, . . . , lk ∈ L ynX . (1.14)

où l’ordre ≻ est l’ordre lexicographique (voir la définition 5)[VHNM00c]. En-
suite, Schützenberger définit la base {Sw}w∈X∗ de (Q〈X〉,⊔⊔) par dualité, c’est-à-
dire que 〈Su | Pv〉 = δu,v pour tout u,v ∈ X∗. En fait, il a aussi obtenu la base de
transcendance {Sl}l∈L ynX et la base linéaire {Sw}w∈X∗ par les formules combina-
toires

Sl = xSu, for l = xu ∈ L ynX ,

Sw =
S
⊔⊔ i1
l1

⊔⊔ . . .⊔⊔ S
⊔⊔ ik
lk

i1! . . . ik!
for w = l

i1
1 . . . lik

k , l1,≻ . . .≻ lk .
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Exemple 9 (De {Pw}w∈X∗ de de {Sw}w∈X∗, [VHNM91]) Soit X = {x0,x1} avec x0 ≺ x1.

l Pl Sl

x0 x0 x0

x1 x1 x1

x0x1 [x0,x1] x0x1

x2
0x1 [x0, [x0,x1]] x2

0x1

x0x2
1 [[x0,x1],x1] x0x2

1

x3
0x1 [x0, [x0, [x0,x1]]] x3

0x1

x2
0x2

1 [x0, [[x0,x1],x1]] x2
0x2

1

x0x3
1 [[[x0,x1],x1],x1] x0x3

1

x4
0x1 [x0, [x0, [x0, [x0,x1]]]] x4

0x1

x3
0x2

1 [x0, [x0, [[x0,x1],x1]]] x3
0x2

1

x2
0x1x0x1 [[x0, [x0,x1]], [x0,x1]] 2x3

0x2
1 + x2

0x1x0x1

x2
0x3

1 [x0, [[[x0,x1],x1],x1]] x2
0x3

1

x0x1x0x2
1 [[x0,x1], [[x0,x1],x1]] 3x2

0x3
1 + x0x1x0x2

1

x0x4
1 [[[[x0,x1],x1],x1],x1] x0x4

1

x5
0x1 [x0, [x0, [x0, [x0, [x0,x1]]]]] x5

0x1

x4
0x2

1 [x0, [x0, [x0, [[x0,x1],x1]]]] x4
0x2

1

x3
0x1x0x1 [x0, [[x0, [x0,x1]], [x0,x1]]] 2x4

0x2
1 + x3

0x1x0x1

x3
0x3

1 [x0, [x0, [[[x0,x1],x1],x1]]] x3
0x3

1

x2
0x1x0x2

1 [x0, [[x0,x1], [[x0,x1],x1]]] 3x3
0x3

1 + x2
0x1x0x2

1

x2
0x2

1x0x1 [[x0, [[x0,x1],x1]], [x0,x1]] 6x3
0x3

1 +3x2
0x1x0x2

1 + x2
0x2

1x0x1

x2
0x4

1 [x0, [[[[x0,x1],x1],x1],x1]] x2
0x4

1

x0x1x0x3
1 [[x0,x1], [[[x0,x1],x1],x1]] 4x2

0x4
1 + x0x1x0x3

1

x0x5
1 [[[[[x0,x1],x1],x1],x1],x1] x0x5

1

Mélançon et Reutenauer ont montré que pour tout w ∈ X∗,

Pw = w+ ∑
v≻w,|v|X=|w|X

cw
v v and Sw = w+ ∑

v≺w,|v|X=|w|X

dw
v v , (1.15)

où |w|X = (|w|x)x∈X est la famille des degrés partiels (|w|x est défini par le nombre
de fois où la lettre x ∈ X apparait dans le mot w ∈ X∗). Maintenant, nous divi-
sons X∗ en classes par les degrés partiels des mots, c’est-à-dire que deux mots
u,v ∈ X∗ se trouvent dans une même classe si |u|X = |v|X . En utilisant la formule
(1.15), pour chaque classe si nous disposons encore les éléments de X∗ en ordre
≻ alors les bases {Sw}w∈X∗ et {Pw}w∈X∗ sont triangulaires. C’est-à-dire qu’il y a
des matrices triangulaires M,N ∈ Matd(α)(Z),α ∈N(X) (et d(α) est le nombre 6 de
mots satisfaisant |w|X = α) et telles que

(Sw)w∈X∗,|w|X=α = M(w)w∈X∗,|w|X=α et (Pw)w∈X∗,|w|X=α = N(w)w∈X∗,|w|X=α .

De plus, nous pouvons démontrer que M = (Nt)−1.

Exemple 10 Ici, pour simplifier, les matrices sont indexées par l’ordre lexicogra-
phique par longueur et donc, n = |w|

6. On peut aussi classer les mots par ordre lexicographique par longueur, l’aphabet X étant
fini on obtient des matrices finies, mais plus grandes ce qui est moins intéressant algorithmi-
quement.
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• Si n = 1, nous avons que M =

(
1 0

0 1

)
= N. Alors nous obtenons que

(
Sx0

Sx1

)
= M

(
x0

x1

)
et

(
Px0

Px1

)
= N

(
x0

x1

)
.

• Si n = 2, nous avons que M =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1


 et N =




1 0 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 0

0 0 0 1


. Donc

nous pouvons conclure que



Sx2
0

Sx0x1

Sx1x0

Sx2
1


= M




x2
0

x0x1

x1x0

x2
1


 et




Px2
0

Px0x1

Px1x0

Px2
1


= N




x2
0

x0x1

x1x0

x2
1


 .

Maintenant, nous considérons la série diagonale qui est définie par DX := ∑
w∈X∗

w⊗

w. La factorisation de Schützenberger se formule alors comme ci-dessous

DX = ∑
w∈X∗

Sw ⊗Pw =
ց

∏
l∈L ynX

exp(Sl ⊗Pl). (1.16)

1.1.3 La bigèbre de quasi-mélange

Soit Y = {yk}k≥1 (c’est un alphabet infini).

Nous définissons un produit commutatif µ sur C〈Y 〉 par

∀yn,ym ∈ Y, µ(yn,ym) = yn+m,

alors ce produit est dualisable. Donc nous pouvons déterminer son coproduit
associatif ∆µ :C〈Y 〉 → C〈Y 〉⊗C〈Y 〉 par

∀yn ∈ Y, ∆µ(yn) =
n−1

∑
i=1

yi ⊗ yn−i.

∀x,y,z ∈ Y, 〈∆µ(x) | y⊗ z〉= 〈x | µ(y,z)〉.

Maintenant, nous supposons queQ〈Y 〉 est équipé

1. de la concaténation (ou par son coproduit associatif ∆conc).

2. du produit de mélange (ou le shuffle), noté par ⊔⊔ , c’est-à-dire que le pro-
duit sur C〈Y 〉 qui est défini par

∀w ∈ Y ∗, w⊔⊔ 1Y ∗ = 1Y ∗ ⊔⊔ w = w,

∀x,y ∈ Y,u,v ∈ Y ∗, xu⊔⊔ yv = x(u⊔⊔ yv)+ y(xu⊔⊔ v).
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Ce produit est dualisable et il se trouve que son coproduit est déterminé
sur C〈Y 〉 par un morphisme tel que ∀yk ∈ Y,∆⊔⊔yk = yk ⊗ 1+ 1 ⊗ yk. Nous
avons ∀u,v,w ∈ Y ∗,〈∆⊔⊔w | u⊗ v〉= 〈w | u⊔⊔ v〉.

3. Définition 6 ([BVCTH15, GDQS15, GD16a]) Le stuffle, qui sera noté , est
le produit sur C〈Y 〉 défini par

∀w ∈ Y ∗, w 1Y ∗ = 1Y ∗ w = w,

∀x,y ∈ Y,u,v ∈ Y ∗, yiu y jv = y j(yiu v)+ yi(u y jv)+ yi+ j(u v).

Son coproduit est un morphisme C〈Y 〉 → C〈Y 〉⊗C〈Y 〉 tel que

∀yk ∈ Y, ∆ (yk) = ∆⊔⊔ (yk)+∆µ(yk).

On démontre que ∀u,v,w ∈ Y ∗,〈∆ (w) | u⊗ v〉= 〈w | u v〉.

Ensuite, nous noterons e la counité définie par e(P) = 〈P | 1Y ∗〉. Alors nous obte-
nons deux paires d’algèbres de Hopf.

H⊔⊔ = (Q〈Y 〉,conc,1Y ∗,∆⊔⊔ ,e) et [H ∨
⊔⊔

= (Q〈Y 〉,⊔⊔,1Y ∗,∆conc,e),

H = (Q〈Y 〉,conc,1Y ∗,∆ ,e) et H ∨ = (Q〈Y 〉, ,1Y ∗,∆conc,e).

Alors, en appliquant le théorème CQMM (voir [BVCTH15]), nous voyons que la
bigèbre cocommutative N-graduée connexe H⊔⊔ est isomorphe à l’algèbre en-
veloppante de l’algèbre de Lie L ieQ〈Y 〉 de ses éléments primitifs. C’est-à-dire
que

H⊔⊔
∼= U (L ieQ〈Y 〉).

Ensuite, nous considérons

1. La base de PBW {pw}w∈Y ∗ de U (L ieQ〈Y 〉), construite par




py = y pour y ∈ Y,
pl = [ps, pr] pour l ∈ L ynY \Y,de factorisation standard l = (s,r),

pw = p
i1
l1
. . . p

ik
lk

pour w = l
i1
1 . . . lik

k , l1 ≻ . . .≻ lk, l1 . . . , lk ∈ L ynY,

2. La base linéaire {sw}w∈Y ∗ de (Q〈Y 〉,⊔⊔,1Y ∗) construite par dualité, c’est-à-
dire que, ∀u,v ∈ Y ∗,〈pu | sv〉 = δu,v. En général, la famille duale d’une base
appartient à l’espace dual (ici, c’est l’espace des séries non commutatives),
mais l’algèbre enveloppante en question est graduée en dimensions finies
(par le multidegré), ce qui fait que les séries sw sont des polynômes. De
plus, nous pouvons calculer cette base par [Reu93]





sy = y, pour y ∈ Y,
sl = ysu, pour l = yu ∈ L ynY,

sw =
s
⊔⊔ i1
l1

⊔⊔ . . .⊔⊔ s
⊔⊔ ik
lk

i1! . . . ik!
pour w = l

i1
1 . . . l

ik
k , l1 ≻ . . .≻ lk ∈ L ynY.

Donc nous avons aussi la factorisation de Schützenberger pour la série
diagonale DY ,

DY := ∑
w∈Y ∗

w⊗w = ∑
w∈Y ∗

sw ⊗ pw =
ց

∏
l∈L ynY

exp(sl ⊗ pl).
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Avec une méthode semblable, grâce au théorème de CQMM, nous pouvons
prouver que l’algèbre de Hopf cocommutative, N-graduée (par le poids) 7 et
connexe H est isomorphe à l’algèbre enveloppante de

Prim(H ) = Im(π1) = spanQ{π1(w)|w ∈ Y ∗},

où pour tout les mots w ∈ Y ∗, la valeur π1(w) est définie par [BVCTH15, Min13a]

π1(w) = w+ ∑
k≥2

(−1)k−1

k
∑

u1,...,uk∈Y+

〈w | u1 . . . uk〉 u1 . . .uk. (1.17)

Notons que l’équation (1.17) est équivalente à l’identité suivante [BVCTH15,
Min13a, Min13b]

w = ∑
k≥0

1

k!
∑

u1,...,uk∈Y ∗

〈w | u1 . . . uk〉 π1(u1) . . .π1(uk). (1.18)

En particulier, pour chaque lettre yk ∈Y , nous obtenons que [BVCTH15, Min13a,
Min13b]

π1(yk) = yk + ∑
l≥2

(−1)l−1

l
∑

j1,..., jl≥1

j1+...+ jl=k

y j1 . . .y jl , (1.19)

yn = ∑
k≥1

1

k!
∑

s′1+···+s′
k
=n

π1(ys′1
) . . .π1(ys′

k
) (1.20)

Nous introduisons un alphabet nouveau, noté par Ȳ = {ȳ}y∈Y = {π1(y)}y∈Y , et
alors

(Q〈Ȳ 〉,conc,1Ȳ∗ ,∆⊔⊔) ∼= (Q〈Y 〉,conc,1Y ∗,∆ ),

en fait, grâce aux équations (1.19)-(1.20), l’application y 7→ ȳ définit un automor-
phisme deQ〈Y 〉 et donc nous pouvons conclure que

H ∼= U (L ieQ〈Ȳ 〉) ∼= U (Prim(H )).

Alors nous pouvons, comme dans l’algèbre de mélange :

1. obtenir la base PBW-Lyndon {Πw}w∈Y∗ dans U (Prim(H )) qui est définie
par [Min13a]




Πy = π1(y) pour y ∈ Y,
Πl = [Πs,Πr] pour l ∈ L ynY, la factorisation standarde de l = (s,r),

Πw = Πi1
l1
. . .Πik

lk
pour w = l

i1
1 . . . lik

k , l1 ≻ . . .≻ lk, l1 . . . , lk ∈ L ynY,

2. utiliser la dualité : la base linéaire {Σw}w∈Y ∗ dans (Q〈Y 〉, ,1Y∗) étant cal-
culée par

∀u,v ∈ Y ∗, 〈Πu | Σv〉= δu,v.

7. Dans la suite, on note le q-stuffle. Les résultats s’appliquent aussi au ϕ-stuffle dans le
cas où ϕ est modérée (directement ou bien avec la version filtrée du CQMM).
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De plus, cette base est déterminée par la récurrence suivante [BVC13, Min13a]




Σy = y, pour y ∈ Y,

Σl = ∑
(!)

ysk1
+···+ski

i!
Σl1···ln , pour l = ys1

. . .ysw
∈ L ynY,

Σw =
Σ i1

l1
. . . Σ

ik
lk

i1! . . . ik!
,

pour w = l
i1
1 . . . lik

k , avec
l1 ≻ . . .≻ lk ∈ L ynY.

(1.21)

Notons que, dans (1.21), le signe (!) sous la somme indique que celle-ci est
prise sur tous les sous-ensembles {k1, . . . ,ki} de {1, . . . ,k} et tous des mots
de Lyndon l1 � ·· · � ln tels que (ys1

, . . . ,ysk
)

∗
⇐ (ysk1

, . . . ,yski
, l1, . . . , ln) où ∗

⇐

désigne la clôture transitive de la relation sur les suites standards, notée
par ⇐ (voir [BVCTH15]).

Exemple 11 (De {Πw}w∈Y ∗ et de {Σw}w∈Y ∗, [GDQS15, GD16a])

l Πl Σl

y2 y2 −
1
2
y2

1 y2

y2
1 y2

1
1
2
y2 + y2

1

y3 y3 −
1
2
y1y2 −

1
2
y2y1 +

1
3
y3

1 y3

y2y1 y2y1 − y2y1
1
2
y3 + y2y1

y1y2 y2y1 −
1
2
y3

1 y1y2

y3
1 y3

1
1
6
y3 +

1
2
y2y1 +

1
2
y1y2 + y3

1

y4 y4 −
1
2
y1y3 −

1
2
y2

2 −
1
2
y3y1 y4

+ 1
3
y2

1y2 +
1
3
y1y2y1 +

1
3
y2y2

1 −
1
4
y4

1

y3y1 y3y1 −
1
2
y2y2

1 − y1y3 +
1
2
y2

1y2
1
2
y4 + y3y1

y2
2 y2

2 −
1
2
y2y2

1 −
1
2
y2

1y2 +
1
4
y4

1
1
2
y4 + y2

2

y2y2
1 y2y2

1 −2y1y2y1 + y2
1y2

1
6
y4 +

1
2
y3y1 +

1
2
y2

2 + y2y2
1

y1y3 y1y3 −
1
2
y2

1y2 −
1
2
y1y2y1 +

1
3
y4

1 y4 + y3y1 + y1y3

y1y2y1 y1y2y1 − y2
1y2

1
2
y4 +

1
2
y3y1 + y2

2

+y2y2
1 +

1
2
y1y3 + y1y2y1

y2
1y2 y2

1y2 −
1
2
y4

1
1
2
y4 + y3y1 + y2

2 + y2y2
1

+y1y3 + y1y2y1 + y2
1y2

y4
1 y4

1
1
24

y4 +
1
6
y3y1 +

1
4
y2

2 +
1
2
y2y2

1

+ 1
6
y1y3 +

1
2
y1y2y1 +

1
2
y2

1y2 + y4
1

En fait, nous voyons aussi que pour tous w ∈ Y ∗, [BVCTH15, Min13a, Min13b],

Πw = w+ ∑
v≻w,(v)=(w)

ev v et Σw = w+ ∑
v≺w,(v)=(w)

fv v . (1.22)

Les éléments des bases {Σw}w∈Y ∗ et {Πw}w∈Y ∗ sont triangulaires et ils sont ho-
mogènes en poids. C’est-à-dire que, pour chaque n ∈ N+, il y a des matrices
triangulaires M,N ∈ Mat(Q), de taille n× n (les familles ordonnées étant notées
comme des vecteurs colonne) telles que

(
{Πw}w∈Y∗,(w)=n

)
= M

(
{w ∈ Y ∗,(w) = n}

)

(
{Σw}w∈Y∗,(w)=n

)
= N

(
{w ∈ Y ∗,(w) = n}

)
.
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et 8 M = (Nt)−1. Nous pouvons alors écrire la factorisation de Schützenberger
pour la série diagonale DY , [GDQS15, Min13a]

DY = ∑
w∈Y ∗

Σw ⊗Πw =
ց

∏
l∈L ynY

exp(Σl ⊗Πl).

Pour finir cette sous-section, nous remplaçons l’alphabet Y par l’alphabet Y0 =
Y ⊔ {y0}. Supposons que le stuffle ait été construit sur C〈Y0〉 comme sur C〈Y 〉,
nous avons

∆ (yk
0) = (∆(y0))

k = (y0 ⊗1+1⊗ y0 + y0 ⊗ y0)
k

= ∑
n1+n2+n3=k

k!

n1!n2!n3!
(y0 ⊗1)n1(1⊗ y0)

n3(y0 ⊗ y0)
n2

= ∑
n1+n2+n3=k

k!

n1!n2!n3!
y

n1+n2

0 ⊗ y
n2+n3

0 ,

et donc

∆ (yk
0) = ∑

n1+n2+n3=k

k!

n1!n2!n3!
y

n1+n2

0 ⊗ y
n2+n3

0 .

D’un autre côté, pour l’ensemble des éléments de type groupe, nous pouvons
démontrer que

Proposition 3 1. Quel que soit t ∈ C, g(t) := 1Y ∗
0
+ ∑

s≥0
tsys est de type groupe.

2. En particulier, 1Y ∗
0
+y0 (t = 0) et 1Y ∗

0
+y0+y1 + . . . (t = 1) sont des éléments de

type groupe de C〈〈Y0〉〉.

PREUVE – Le premier point se démontre par calcul direct, le second par spécia-
lisation du premier.�

Toutefois, à part 1Y ∗
0
+y0, on ne peut pas obtenir un élément comme g(t) avec

une somme finie 9, c’est-à-dire que, une somme S = 1Y ∗
0
+

s

∑
r=1

αryr ∈C〈Y0〉 où αs 6=

0,s ≥ 2, n’est jamais de type groupe. Cela se voit facilement parce que

〈∆ (S) | ys ⊗ ys〉= 0 6= α2
s = 〈S⊗S | ys ⊗ ys〉.

Proposition 4 Ici Y0 = {yk}k≥0. Le sous-ensemble des éléments du type groupe de
C〈Y0〉 (que nous notons ici Haus(C〈Y0〉)) est

Haus(C〈Y0〉) = {(1Y ∗
0
+ y0)

k | k ∈ N} .

C’est un monoïde.

8. Pour toute matrice A, At est la matrice transposée de A.
9. C’est à dire une 1Y∗

0
plus une combinaison linéaire des lettres
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Nous utiliserons deux lemmes suivants pour compléter la preuve de la pro-
position 4.

Lemme 4 Soit (B,µ,1B,∆,ε)une bigèbre, alors l’ensemble Haus(B)des éléments
du type groupe de B (par ∆) est un sous-monoïde du monoïde (B,µ,1B).

PREUVE – En fait, nous savons que l’unité 1B est un élément de type groupe par
∆. Supposons que a,b∈Haus(B). Haus(B) est l’intersection du monoïde d’équa-
tion ε(g) = 1 et du sous-monoïde ∆−1(DiagB), la diagonale DiagB ⊂B⊗B étant
définie par

DiagB = {x⊗ x}x∈B.

Donc, nous pouvons conclure que (Haus(B),µ,1B) est un sous-monoïde du
monoïde (B,µ,1B).�

Lemme 5 Soit (B = ⊕n∈NBn,µ,1B,∆,ε), une bigèbre (sur un corps), N-graduée
(mais pas nécessairement connexe), c’est-à-dire que

1. (∀i, j ∈ N)(µ(Bi ⊗B j)⊂ Bi+ j)

2. (∀n ∈ N)(∆(Bn)⊂⊕i+ j=nBi ⊗B j).

alors
Haus(B)⊂ B0.

PREUVE – Soit g ∈ Haus(B), un élément du type groupe de B. Écrivons

g =
N

∑
n≥0

gn

la décomposition de g en ses composantes homogènes (gk ∈Bk) avec gN 6= 0 (un
élément de type groupe est toujours non nul). De

∆(g) =
N

∑
n≥0

∆(gn)

on déduit, comme ∆ est gradué, que ∆(g) ∈ ⊕n≤N(B⊗B)n (graduation totale),
mais, d’autre part

∆(g) = g⊗g = ∑
p+q≤N

gp ⊗gq,

en considérant que gN ⊗ gN 6= 0 10, ceci montre que N = 0. Nous avons donc la
propriété désirée.�

Maintenant, nous retournons à la preuve de la proposition 4.

PREUVE – [Preuve de la proposition 4.] Nous considérons la bigèbre

(C〈Y0〉,conc,1Y ∗
0
,∆ ,ε).

10. On est sur un corps.
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• Tout d’abord, nous appliquons le lemme 4 à B = C〈Y0〉. Remarquons que

∆ (1Y ∗ + y0) = (1Y ∗ + y0)⊗ (1Y ∗ + y0),

et que ε(1Y∗ + y0) = 1 donc (1Y∗ + y0) ∈ Haus(C〈Y0〉). Ensuite, nous remar-
quons encore que E = ({(1Y ∗

0
+y0)

k}k∈N,conc,1Y∗
0
) est le plus petit monoïde

qui contient 1Y ∗
0
+ y0. Donc, E ⊂ Haus(B).

• Ensuite, nous utilisons le lemme 5 pour B = C〈Y0〉 et la graduation par le
poids

Bi := spanC{w|w ∈ Y ∗
0 ,(w) = i},

Bi est la sous-bigèbre qui est engendrée par l’ensemble {w|w∈Y ∗
0 ,(w) = i}.

Alors, nous obtenons que

Haus(C〈Y0〉)⊂ (C〈Y ∗
0 〉)0,

où (C〈Y ∗
0 〉)0 est le sous-espace engendré par les mots dont le poids est 0.

C’est-à-dire que
Haus(C〈Y0〉)⊂ C〈y0〉.

• Enfin, nous remarquons bien que la famille {(1+y0)
k}k∈N est une base (C-

linéaire) deC〈y0〉. Donc, tout P ∈ C〈Y0〉, P est présenté comme une combi-
naison C-linéaire d’un nombre fini d’éléments de la famille {(1+ y0)

k}k∈N.
Maintenant, supposons que le polynôme P 6= 0 soit un élément de type
groupe (par ∆ ) de C〈Y0〉. Nous avons alors

P :=
n

∑
k=0

ak(1Y∗
0
+ y0)

k ∈ C〈y0〉,an 6= 0,n ∈ N+,

et donc,

∆ (P) =
n

∑
k=0

ak∆ ((1Y ∗
0
+ y0)

k) =
n

∑
k=0

ak (1Y ∗
0
+ y0)

k ⊗ (1Y ∗
0
+ y0)

k .

D’un autre côté, nous avons que

P⊗P =
n

∑
i=0

n

∑
j=0

aia j (1Y∗
0
+ y0)

i ⊗ (1Y ∗
0
+ y0)

j .

Parce que, P est un élément de type groupe (par ∆ ) de C〈Y0〉, nous avons

∆ (P) = P⊗P.

De ce qui précède, nous obtenons que a0 = . . . = an−1 = 0 et an = 1. Donc,
nous avons P = (1Y ∗

0
+ y0)

n,n ∈ N+ et la proposition 4 est prouvée.

�

Enfin, nous remarquons que si S est de type groupe alors logS est primitive.
Par la définition du logarithme, nous avons

1. log(1Y ∗
0
) = 0.
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2. log(1Y ∗
0
+ y0) = ∑

n≥1

(−1)n

n
yn

0.

3. Pour déterminer log(1Y ∗
0
+ ∑

s≥0
ys), nous considérons la série g(t)= 1+ ∑

k≥0

tkyk

où t ∈ C. Alors

log(g(t)) = ∑
n≥1

(−1)n−1

n
( ∑

k1≥0

tk1yk1
)n = ∑

n≥1

(−1)n−1

n
[∑
k≥0

tk( ∑
m1+...mn=k

ym1
. . .ymn

)]

= ∑
k≥0

tk(∑
n≥1

(−1)n−1

n
∑

m1+...mn=k

ym1
. . .ymn

) .

Maintenant, nous choisissons t = 1, alors nous pouvons conclure que

log(1Y ∗
0
+ ∑

s≥0

ys) = ∑
k≥0

(∑
n≥1

(−1)n−1

n
∑

m1+...mn=k

ym1
. . .ymn

) .

1.2 L’algèbre de mélangeC〈X〉⊔⊔C[x∗0,(−x0)
∗]⊔⊔C[x∗1]

1.2.1 Définition

Dans la dernière section de ce chapitre, pour étendre la définition des poly-
logarithmes à l’algèbre de mélange

(C〈X〉⊔⊔C[x∗0,(−x0)
∗]⊔⊔C[x∗1],⊔⊔,1X∗)

nous commençons par étudier les propriétés de cette algèbre. En fait, nous uti-
lisons le produit de mélange sur l’ensembleC〈X〉⊔⊔C[x∗0,(−x0)

∗]⊔⊔C[x∗1] et nous y
construisons une base adaptée. Ensuite, nous étendons la définition des polylo-
garithmes à l’algèbre des séries (non commutatives) rationnelles échangeables

Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉

et à son extension
C〈X〉⊔⊔Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉 .

Définition 7 i) Un anneau différentiel (R,(di)i∈I) est un anneau R équipé d’une
ou plusieurs dérivation di : R → R (ici, ce sera une).

ii) Une constante d’un anneau différentiel (R,d) est un élément c ∈ R tel que
d(c) = 0. Ces constantes forment un sous-anneau de R.

Par exemple, l’anneau commutatif C(z) des fractions rationnelles complexes en
z est un anneau différentiel avec la dérivation

φ(F) :=
d

dz
(F).
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Lemme 6 ([GD16b]) Soit (A ,d) un anneau différentiel sans diviseur de zéro et
R = ker(d) le sous-anneau de ses constantes. Soit z ∈ A tel que d(z) = 1 et soit
S = {eα}α∈I un ensemble d’éléments propres de d, c’est-à-dire que

i. eα 6= 0 pour tous les α ∈ I.
ii. d(eα) = αeα et α ∈ I ⊂ R.

Alors la famille (eα)α∈I est linéairement indépendante sur R[z] 11.

PREUVE – Supposons qu’il y ait une relation R[z]-linéaire entre les éléments de
S, c’est-à-dire que, nous avons

N

∑
j=1

Pj(z)eα j
= 0 , (1.23)

où Pj(z) ∈ R[z] tels que, Pj(z) 6= 0 pour tous j = 1, . . . ,N.

Maintenant, nous supposons que N est le plus petit entier où la relation
(1.23) est vérifiée. De plus, pour ce cas, nous choisissons les polynômes {Pj(z)}1≤ j≤N

tels que les nombres deg(PN(z)) et ensuite ∑ j<N deg(Pj) sont minimaux (i.e. par
ordre de priorité).

Remarquons que d(P(z)) = P′(z) (parce que d(z) = 1), nous appliquons alors
l’opérateur

d −αNId

à la relation (1.23), et nous obtenons

N

∑
j=1

(P′
j(z)+(α j −αN)Pj(z))eα j

= 0 . (1.24)

Mais le fait que les quantités [deg(PN(z)),∑ j<N deg(Pj)] soient minimales dans la
relation (1.23) suffit à montrer que l’équation (1.24) est triviale, c’est-à-dire que
tous ses coefficients sont nuls, soit

P′
N(z) = 0; (∀ j = 1..N−1), (P′

j(z)+(α j −αN)Pj(z) = 0) . (1.25)

D’un autre côté, la relation (1.23) implique

( ∏
1≤k≤n−1

(αN −αk))(
N

∑
j=1

Pj(z)eα j
) = 0 .

Par ailleurs, l’équation (1.25) montre que, pour tout k < N, nous obtenons

∏
1≤ j≤n−1

(αN −α j)Pk(z) = ∏
1≤ j≤n−1, j 6=k

(αN −α j)P
′

k(z),

et alors quand N ≥ 2, nous pouvons construire un autre triplet de nombres

(N,deg(PN(z)), ∑
j<N

deg(Pj))

11. Ici R[z] désigne l’adjonction de z à R, c’est à dire le plus petit sous-anneau engendré par
R∪{z}.
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qui est moindre que le premier triplet. Comme c’est impossible, nous avons
N ≤ 1. Donc, de PN(z)eN = 0 et de eN 6= 0, nous pouvons conclure PN(z) = 0 que
parce que A est intègre. Nous avons donc N = 0, ce qui suffit à démontrer que
la famille (eα)α∈I est linéairement independante sur R[z].�

Ensuite, nous considérons l’algèbre (C〈〈X〉〉rat,⊔⊔,1X∗) où X = {x0,x1} est un
alphabet fini. En fait, nous avons besoin de construire des familles libres dans
cette algèbre. Tout d’abord, nous avons un lemme général.

Lemme 7 Soit k un corps de caractéristique nulle 12 et Z un alphabet. Alors (k〈〈Z〉〉,⊔⊔,1Z∗)
est une k-algèbre qui ne possède aucun diviseur de zéro.

PREUVE –

Soit B=(bi)i∈I une base totalement ordonnée de l’algèbre L iek〈Z〉 et {Bα/α!}α∈N(I)

est la base de PBW correspondante. Alors nous avons que

∆⊔⊔ (
Bα

α!
) = ∑

α=α1+α2

Bα1

α1!
⊗

Bα2

α2!
.

Maintenant, si S,T ∈ (k〈〈Z〉〉,⊔⊔,1Z∗), nous avons

〈S ⊔⊔ T |
Bα

α!
〉= 〈S⊗T | ∆⊔⊔ (

Bα

α!
)〉= ∑

α=α1+α2

〈S |
Bα1

α1!
〉〈T |

Bα2

α2!
〉,

nous obtenons (k〈〈Z〉〉,⊔⊔,1Z∗) ≃ (k[[I]], .,1) où k[[I]] est est l’algèbre (classique)
des séries formelles commutatives . Cette dernière ne possède aucun diviseur
de zéro. Ceci implique le lemme 7.�

Nous dirons qu’un réel est algébrique s’il est racine d’un polynôme (non nul)
à coefficients entiers. Dans le cas contraire, il est dit transcendant. Plus généra-
lement, nous obtenons la définition d’un élément transcendant sur un sous-
anneau.

Définition 8 Soit A un anneau commutatif et B ⊂ A, un sous-anneau de A.

1. Nous dirons qu’un élément z ∈ A est algébrique sur B s’il est racine d’un po-
lynôme (non nul) à coefficients dans B. Dans le cas contraire, il est dit trans-
cendant sur B.

2. Nous dirons qu’un ensemble S ⊂ A est algébriquement libre sur B, ou que ses
éléments sont algébriquement indépendants sur B si, pour toute suite finie
(s1, . . . ,sn) d’éléments distincts de S et tout polynôme non nul P(x1, . . . ,xn) à
coefficients dans B, nous avons P(s1, . . . ,sn) 6= 0.

Remarque 5 Soit A un anneau commutatif, B ⊂ A un sous-anneau de A et Z ⊂ A.

12. Le lemme reste vrai k est un anneau intègre, il suffit pour le voir en utiliant la preuve pré-
cédente, de tensoriser avec le corps des fractions de l’anneau de base.
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• Cas où Z = {z} ⊂ A. Nous construisons l’homomorphisme canonique

p : B[x]→ A,

x 7→ z.

Si z est algébrique sur B, alors il y a un polynôme P ∈ (B[x] \ {0}) tel que
P(z) = 0. Alors l’homomorphisme p a un noyau non nul. Inversement, si
z est transcendant sur B, c’est-à-dire que l’élément z n’est racine d’aucun
polynôme non nul dans B[x], alors, l’homomorphisme p est injectif.

• Soit Z = {zi}i=1,...,n,n ∈ N (tous distincts) un sous-ensemble fini de A. Nous
construisons l’homomorphisme

p1 : B[x1, . . . ,xn]→ A

xi 7→ zi ∈ A,

qui envoie xi sur zi pour tout i = 1,2, . . . ,n. Alors Z est algébriquement indé-
pendant sur B, si seulement si p1 est un monomorphisme (ici un homomor-
phisme injectif).

La proposition suivante résume ces observations.

Proposition 5 ([GD16b]) Soit A un anneau commutatif et B⊂A, un sous-anneau
de A. Soit F = (bi)i∈I une famille d’éléments de A. On note φ : B[I] → A le mor-
phisme de B-AAU (uniquement déterminé) tel que

(∀i ∈ I)(φ(i) = bi),

alors

1. F est algébriquement indépendante sur B si seulement si φ est injectif.

2. F est algébriquement génératrice sur B si φ est surjectif.

3. F est une B-base algébrique de A si seulement si φ est bijectif.

Exemple 12 Nous savions que toutes les fonctions f (z) = exp(nz),n ∈ N≥1 sont
transcendantes sur C. Supposons que {t1, . . . , tn} ⊂ C soient Q-linéairement in-
dépendants. Le théorème permet de voir dans ces conditions que l’ensemble des
fonctions

{z,exp(t1z), . . . ,exp(tnz)}

est algébriquement indépendant sur C.

Maintenant, soit X = {x0 < x1} un alphabet. Nous construisons la bigèbre

(C〈X〉,conc,∆⊔⊔ ,1X∗,ε),

37



CHAPITRE 1. COMBINATOIRE DES ALGÈBRES DE HOPF

où le coproduit ∆⊔⊔ est déterminé par ∆⊔⊔ (xi) = xi⊗1X∗+1X∗⊗xi. NotonsCrat〈〈X〉〉
la clôture de C〈X〉 par les opérations {+,conc, ∗}[JB88]. Il resulte du théorème
de Kleene-Schützenberger [JB88, Sch61], que la série S est rationnelle (i.e. S ∈
Crat〈〈X〉〉) si seulement si il y a deux matrices β ∈Mn,1(C),ρ ∈M1,n(C) et un mor-
phisme multiplicatif µ : X∗ 7→ Mn,n(C) tels que pour tout w ∈ X∗, nous avons
〈S | w〉 = β µ(w)ρ [JB88, GD97]. Nous dirons que la série S est reconnaissable
par l’automate donné par la représentation linéaire (β ,µ,ρ) de dimension n. De
plus, pour chaque série rationnelle S sur X , il y a un réel K > 0 et un morphisme
réel positif χ : (X∗,conc,1X∗) 7→ (R+,×,1R) tel que, pour tout w ∈ X∗, nous avons
[GD97, GDQS15, Min07, Min13a],

| 〈S | w〉 |< Kχ(w).

Maintenant, pour chaque x ∈ X , nous notons que la famille (
x⊔⊔ n

n!
)n≥0 est som-

mable et que

x∗ = ∑
n≥0

xn := ∑
n≥0

x⊔⊔ n

n!
:= exp

⊔⊔
(x).

Commençons par le lemme suivant.

Lemme 8 ([GD16b]) Soit A une Q-algèbre (associative, unitaire, commutative)
sans diviseur de zéro et z une indéterminée, alors exp(z) ∈ A [[z]] est transcendant
sur A [z] .

PREUVE – C’est une conséquence directe du lemme 6, appliqué à l’anneau dif-

férentiel (A [[z]],
d

dz
) qui est sans diviseur de zéro. �

Dans la théorie des extensions transcendantes, Lindemann et Weierstrass
ont prouvé que si z 6= 0 est un élément algébrique sur Q alors exp(z) est trans-

cendant sur Q. Par exemple, si z =
a

b
∈Q\{0} alors exp(

a

b
) est un nombre trans-

cendant. Mais la réciproque n’est pas vraie. Par exemple, Gelfond et Schneider
ont prouvé que exp(π) est transcendant, mais nous savons que π est aussi trans-
cendant.

Le lemme 8 reste vrai dans les algèbres de shuffle. On peut considérer alors
la chaîne d’extensions dans (C〈〈X〉〉,⊔⊔,1X∗) (ici X = {x0,x1})

C[x0]⊂(1) C[x0,exp
⊔⊔
(x0)]⊂ C[x0,exp

⊔⊔
(x0),x1]⊂(2)

C[x0,exp
⊔⊔
(x0),x1,exp

⊔⊔
(x1)]⊂ C〈〈X〉〉 (1.26)

où les crochets signifient ici des adjonctions et en remarquant que, pour x ∈ X ,

exp⊔⊔ (x) = x∗ .

Dans l’inclusion ⊂(1) on utilise d = x−1
0 alors que dans ⊂(2), on utilise d = x−1

1 ,
toutes deux des dérivations de (C〈〈X〉〉,⊔⊔,1X∗).
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On vérifie facilement que

(a0x0 +a1x1)
∗ = (a0x0)

∗
⊔⊔(a1x1)

∗ ,

et que Crat〈〈X〉〉 est fermé pour le shuffle.

Maintenant, soit A une Q-AAU sans diviseur de zéro et considérons l’an-

neau différentiel (A [[z]],d =
d

dz
). Alors d(z) = 1 implique z est transcendant sur

R = ker(d). D’autre part, nous notons

exp(z) := ∑
n≥0

zn

n!
∈ A [[z]],

alors nous pouvons prouver facilement que {z,exp(z)} est algébriquement libre
sur A . Plus généralement, nous avons la propriété suivante. Soient Z = {zn}n∈N
un alphabet. Grâce au lemme 6, nous pouvons démontrer par récurrence que

{exp(z0),exp(z1), · · · ,exp(zk),z0,z1, · · · ,zk},

est algébriquement libre sur C. Ceci implique, en particulier, que

{exp(z0),exp(z1), · · · ,exp(zk)}

est algébriquement libre sur C[Z].

Proposition 6 Soient Z = {zn}n∈N un alphabet. Alors {exp(z0),exp(z1)}⊂C[[Z]] est
algébriquement libre sur C[Z].

En utilisant les lemmes ci-dessus, nous obtenons le résultat suivant impor-
tant dans l’algèbre (C〈〈X〉〉rat,⊔⊔,1X∗).

Corollaire 1 ( [GD16b]) 1. La famille {x∗0,x
∗
1} est algébriquement libre sur (C〈X〉,⊔⊔,1X∗).

2. (C〈X〉,⊔⊔,1X∗)[x∗0,x
∗
1,(−x0)

∗] est un module libre sur C〈X〉 et la famille

{(x∗0)
⊔⊔ k

⊔⊔(x∗1)
⊔⊔ l}(k,l)∈Z×N,

en est une C〈X〉-base.

3. La famille {w⊔⊔(x∗0)
⊔⊔ k

⊔⊔(x∗1)
⊔⊔ l} w∈X∗

(k,l)∈Z×N
, est une C-base de l’espace

(C〈X〉,⊔⊔,1X∗)[x∗0,x
∗
1,(−x0)

∗].

1.2.2 L’algèbre de mélange SPC(X)

Ensuite, nous notons que l’ensemble {(a0x0 + a1x1)
∗}a0,a1∈C est un monoïde

pour le shuffle car pour tous les nombres a0,a1,b0,b1 ∈ C, on a

(a0x0 +a1x1)
∗
⊔⊔(b0x0 +b1x1)

∗ := ((a0+b0)x0 +(a1 +b1)x1)
∗. (1.27)
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Alors nous étudierons l’espace engendré par ces vecteurs

SPC(X) := spanC{(a0x0 +a1x1)
∗}a0,a1∈C.

Il n’est pas difficile de voir que l’espace de ces vecteurs est une sous-algèbre
de shuffle (unitaire) de l’algèbre Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉. En fait, elle est aussi une
sous-algèbre de shuffle de l’algèbre des séries échangeables (Cexch〈〈X〉〉,⊔⊔,1X∗)
dont nous allons donner la définition maintenant .

Définition 9 Une série S ∈ C〈〈X〉〉 est échangeable si seulement si pour tous les
mots u,v ∈ X∗, nous avons

(∀x ∈ X , |u|x = |v|x) =⇒ 〈S | u〉= 〈S | v〉.

En fait, pour toute série S ∈ C〈〈X〉〉, nous pouvons écrire S = ∑
n≥0

Pn, où Pn ∈

C[X ] satisfait deg(Pn) = n,∀n ∈ N. Ceci implique que S est échangeable si seule-
ment si tous les polynômes Pn,n ∈ N sont symétriques pour les permutations
des places. D’où le fait que S = ∑

n≥0
Pn est échangeable ssi,

pour tout n ∈ N,Pn =
n

∑
i=0

αn,ix
i
0 ⊔⊔ xn−i

1 ,

où αn,i ∈ C,∀n ∈ N,0 ≤ i ≤ n.

Théorème 3 ([GD16b, Min98]) La série S∈Crat〈〈X〉〉 est échangeable si seulement
si

S ∈ Crat〈〈x0〉〉⊔⊔ Crat〈〈x1〉〉 .

Définition 10 ([GDQS15, Min13a, Min90]) Soit S∈C〈〈X〉〉 (resp.C〈X〉) et P∈C〈X〉
(resp. C〈〈X〉〉). Le résidu à gauche et le résidu à droite de S par P sont les séries for-
melles (resp. polynômes) P⊲S et S ⊳P dans C〈〈X〉〉 qui définies par

∀w ∈ X∗,〈P⊲S | w〉= 〈S | wP〉 et 〈S ⊳P | w〉 = 〈S | Pw〉 .

Exemple 13 Soient S = ∑
n≥0

(x0x1)
n ∈ C〈〈X〉〉 et P = x0 alors

S ⊳P = ∑
n≥0

(x0x1)
n ⊳ x0 = ∑

n≥0

x1(x0x1)
n = x1S.

P⊲S = x0 ⊲ (∑
n≥0

(x0x1)
n) = 0C〈〈X〉〉 .

En fait, pour toute S ∈ C〈〈X〉〉 (resp. C〈X〉) et tout P,Q ∈ C〈X〉 (resp. C〈〈X〉〉), nous
pouvons prouver facilement que

P⊲ (Q⊲S) = PQ⊲S, (S ⊳P)⊳Q = S ⊳PQ, (P⊲S)⊳Q = P⊲ (S ⊳Q) .

En particulier, pour toutes lettres x,y∈X et tout mot w∈X∗, nous avons x⊲(wy) =
δ

y
x w, and xw ⊳ y = δ

y
x w, où δ désigne le symbole de Kronecker , c’est-à-dire que

pour tous les mots u,v ∈ X∗,
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si u = v alors δ v
u = 1 sinon 0.

Nous avons la propriété remarquable suivante :

Proposition 7 ([GD16b, Min13a]) L’opérateur résidu à gauche (et le résidu à droite)
par une lettre x ∈ X sont des dérivations de l’algèbre (C〈〈X〉〉,⊔⊔), c’est-à-dire que,
pour S,T ∈ C〈〈X〉〉, on a

x⊲ (S ⊔⊔ T ) = (x⊲S)⊔⊔ T + S ⊔⊔(x⊲T ) .

(S ⊔⊔ T )⊳ x = (S ⊳ x)⊔⊔ T + S ⊔⊔(T ⊳ x) .

PREUVE – En fait, ce résultat est la conséquence du théorème beaucoup général
suivant dont la preuve explique que ce phénomène est dû à la primitivité des
lettres. �

Maintenant, nous définissons plus généralement les décalages des fonctions
sur un monoïde 13 M, cet espace, à coefficients dans C, sera encore noté C〈〈M〉〉
(et l’espace des fonctions à support fini notéC〈M〉). On peut toujours définir les
décalages à gauche et à droite de S ∈ C〈〈M〉〉 (resp. S ∈ C〈M〉) par P ∈ C〈M〉 (resp.
P ∈ C〈〈M〉〉) par

〈P⊲S | w〉= 〈S | wP〉 et 〈S ⊳P | w〉= 〈S | Pw〉 .

où w ∈ M et le couplage est défini par 〈S | P〉= ∑w∈M S(w)P(w).

Théorème 4 ([Min13a]) Soit L ∈ L ieC〈〈X〉〉 , c’est-à-dire que ∆⊔⊔ (L) = L⊗̂1+1⊗̂L

[Reu93]. Notons δ
right
L et δ left

L respectivement les résidus par L,

δ
right
L (P) := P⊳L et δ left

L (P) := L⊲P,∀P ∈ C〈X〉 .

δ
right
L et δ left

L sont des dérivations localement nilpotentes 14 de (C〈X〉,⊔⊔,1X∗). Et

donc, exp(tδ
right
L ) et exp(tδ left

L ) sont des sous-groupes à un paramètre de Aut(C〈X〉,⊔⊔,1X∗).
De plus, nous avons aussi que

exp(tδ
right
L )P = P⊳ exp(tL) et exp(tδ left

L )P = exp(tL)⊲P .

PREUVE – Pour faire cette preuve, nous allons utiliser le monoïde M = X∗⊗X∗

qui est localement fini et dont les décalages seront notés ⊲(2) et ⊳(2).
Commençons par le décalage à gauche (c’est-à-dire la multiplication à droite

13. Ici, le monoïde est supposé localement fini c’est à dire que l’application produit M∗ → M

est à fibres finies [Eil74]
14. Dans un module V , un endomorphisme φ ∈ End(V) est dit localement nilpotent si

(∀u ∈V )(∃N ≥ 0)(φN(u) = 0) .
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des arguments), la preuve pour le décalage à droite se fait de même. Avec les
hypothèses du théorème nous avons pour tout L ∈ L ieC〈〈X〉〉 et P,Q ∈ C〈X〉,

〈L⊲ (P⊔⊔ Q) | w〉 = 〈P⊔⊔ Q | wL〉= 〈P⊗Q | ∆⊔⊔ (wL)〉= 〈P⊗Q | ∆⊔⊔(w)∆⊔⊔ (L))〉
= 〈P⊗Q | ∆⊔⊔ (w)(L⊗̂1+1⊗̂L)〉

= 〈(L⊗̂1+1⊗̂L)⊲(2) (P⊗Q) | ∆⊔⊔(w)〉
= 〈(L⊲P)⊗Q+P⊗ (L⊲Q) | ∆⊔⊔ (w)〉
= 〈(L⊲P)⊔⊔ Q+ P⊔⊔(L⊲Q) | w〉 .

Comme l’égalité est vraie pour tout w, on a

L⊲ (P⊔⊔ Q) = (L⊲P)⊔⊔ Q+ P⊔⊔(L⊲Q) .

Le calcul est le même lorsque P et Q sont des séries et que L est un polynôme de
Lie (mais alors δ

right
L ,δ left

L ne sont plus localement nilpotentes).

Pour montrer que δ
right
L ,δ left

L sont localement nilpotentes il suffit de remar-
quer que L est sans terme constant (car primitive) et donc que, pour P 6= 0,
deg(δ left

L (P))≤ deg(P)−1.
Le dernier point résulte du lemme général suivant

Lemme 9 Soit A une Q-algèbre (associative) et φ ∈ End(A) un endomorphisme
localement nilpotent de A, c’est à dire

(∀P ∈ A)(∃N ∈ N)(φ N(P) = 0)

alors

1. La famille ((tφ)n/n!)n≥0 est sommable 15 dans End(A) et sa somme exp(tφ)
est un groupe à un paramètre de GL(A)

2. Si, de plus, φ ∈Der(A) les exponentielles exp(tφ) sont des automorphismes
de A.

�

Nous pouvons voir que

δ left
x0

(C〈X〉) = C〈X〉;δ left
x0

(Crat〈〈x0〉〉) = Crat〈〈x0〉〉 et δ left
x0

(Crat〈〈x1〉〉) = 0.

δ left
x1

(C〈X〉) = C〈X〉;δ left
x1

(Crat〈〈x1〉〉) = Crat〈〈x1〉〉 et δ left
x1

(Crat〈〈x0〉〉) = 0 .

Ces équations impliquent que l’algèbre C〈X〉⊔⊔Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉 est fermée
par les dérivations δ left

x0
,δ left

x1
. En particulier, pour tout x ∈ X , ces derivations com-

mutent avec les opérateurs δ
right
x0

et δ
right
x1

, dans l’algèbreC〈x〉⊔⊔Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉.
De plus, pour toute série S ∈ C〈x〉⊔⊔Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉, nous avons

δ left
x (S) = δ right

x (S) .

15. Pour la topologie de la convergence simple stationnaire.
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Nous avons aussi que

(αδ left
x0

+βδ left
x1

)[(a0x0 +a1x1)
∗] = (αa0 +βa1)[(a0x0 +a1x1)

∗],

donc la famille {(a0x0 +a1x1)
∗}a0,a1∈C est linéairement C-libre sur

SPC(X) =
⊕

(a0,a1)∈C

C{(a0x0 +a1x1)
∗}.

Remarque 6 Notons que les opérateurs {δ left
x }x∈X sont exactemant les décalages

de l’analyse harmonique, ils sont donc définis par

∀S ∈ C〈〈x〉〉,〈δ left
x (S) | w〉= 〈S | xw〉 .

L’opérateur δ left
x est l’opérateur S 7→ x(−1)S dans [GDG11b], et aussi le x−1 de la

théorie de langages et ◦ dans [JB88, Reu93].

1.2.3 L’algèbre des séries rationnellesC〈X〉⊔⊔Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉

Nous commencerons cette sous-section par l’algèbre des séries rationnelles
surCqui est engendrée par l’alphabet unaire {x}. Notons que A =(Crat〈〈x〉〉,⊔⊔,1x∗)
est équipée de la dérivation d = δ left

x ; et que eα = (αx)∗,α ∈ C est une famille
d’éléments de A , vecteurs propres de la dérivation d. Maintenant, nous uti-
lisons les conditions du lemme 6, nous en déduisons que ((αx)∗)α∈C est C[x]-
linéairement libre. Cette remarque implique que

B0 = (x⊔⊔ k
⊔⊔(αx)∗)k∈N,α∈C

est C-linéairement libre dansCrat〈〈x〉〉.

Maintenant, nous prouvons que l’ensemble B0 est une base de l’algèbre A .
Quel que soit α ∈ C, notons que (αx)∗ = ∑∞

n=0(αx)n = (1 −αx)−1 . Alors nous
obtenons que

B1 ∪B2 = {xk}k≥0 ∪{((αx)∗)l}α∈C∗,l≥1

est une base de l’algèbre Crat〈〈x〉〉 = {P/Q}P,Q∈C[x],Q(0) 6=0 (théorème de Kronecker
[Zyg02]). Donc nous avons besoin de démontrer que B2 peut être engendrée par
les éléments de B0. Cette condition est une conséquence directe des égalités
suivantes :

Lemme 10 ([GD16b]) Soient n ∈ N+ et α ∈ C. Nous avons que

1. (x∗)⊔⊔ n = (nx)∗.

2. xn
⊔⊔(αx)∗ =

1

n!
(x⊔⊔ n

⊔⊔(αx)∗),∀n ∈ N;α ∈ C.

PREUVE –
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1. Nous notons que pour tout x ∈ X , x∗ = exp
⊔⊔
(x). Alors, nous avons

∀n ∈ N,(x∗)⊔⊔ n = (exp
⊔⊔
(x))⊔⊔ n = exp

⊔⊔
(nx) = (nx)∗.

2. Nous utilisons xn =
1

n!
x⊔⊔ n, alors nous obtenons la condition.

�

Ensuite, nous appliquons le lemme 6 encore une fois avec

A = Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉 ⊂ C〈〈x0,x1〉〉

et d = δ left
x1

, alors nous obtenons que (x
⊔⊔ k

0
⊔⊔(αx0)

∗)k∈N,α∈C est linéairement libre
dans R=Crat〈〈x0〉〉. De plus, pour S échangeable, nous utilisons la décomposition

S = ∑
p≥0,q≥0

〈S | x
p
0x

q
1〉x

⊔⊔ p

0 ⊔⊔ x
⊔⊔ q

1 ,

et notons queCrat〈〈x0〉〉= ker(d), nous pouvons construire un isomorphisme d’al-
gèbres

Crat〈〈x0〉〉⊗CC
rat〈〈x1〉〉 −→ Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉 ⊂ Crat〈〈x0,x1〉〉 .

C’est-à-dire que la famille (x⊔⊔ k0

0
⊔⊔(α0x0)

∗
⊔⊔ x

⊔⊔ k1

1
⊔⊔(α1x1)

∗)ki∈N,αi∈C est uneC-base
de l’algèbre A = Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉.
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Chapitre 2

Applications aux systèmes
dynamiques

Soit K une C-algèbre (commutative, associative et avec unité). Dans ce cha-
pitre, nous considérons les propriétés de l’espace des séries formelles non com-
mutatives K〈〈X〉〉 qui sont engendrées par l’alphabet X . Dans la suite de notre
travail, cet espace est équipé d’une norme et nous allons étudier les lois conver-
gentes de ses éléments. Ensuite, ces résultats seront aussi valables pour l’en-
semble des séries rationnellesKrat〈〈X〉〉 qui est un sous-ensemble deK〈〈X〉〉. En-
fin, nous appliquerons ces résultats aux équations différentielles non commu-
tatives. En effet, nous donnerons une méthode pour construction de solutions
particulières de ces équations par l’algorithme de Picard.

2.1 Propriétés de monoïdes

Définitions

Soit A un anneau commutatif et M un monoïde. Nous noterons 1 A[M] ou
A〈M〉 l’algèbre de M. L’ensemble des fonctions M → A est noté par AM ou A〈〈M〉〉.
Nous construisons le produit scalaire 〈. | .〉 entre A〈〈M〉〉 et A[M], par

〈|〉 : A〈〈M〉〉⊗A[M]→ A ; 〈 f | g〉= ∑
w∈M

f (m)g(m) .

Soit alors une fonction f : M → A, on vérifie que la famille ( f (m)m)m∈M est som-
mable 2 et que sa somme est f . Ce qui permet d’écrire f = ∑

m∈M

f (m)m.

1. La même ambiguité existe aussi dans le monde commutatif puisque A[Z] désigne aussi
bien l’espace des polynômes d’alphabet Z et, si Z est un monoïde, son algèbre et, si Z est un
élément, une extension.

2. Ici, on identifie m ∈ M avec la fonction caractéristique de {m}.
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Définition 11 1. Le monoïde M dit (SSA) 3 s’il y a une longueur l : M → N qui
vérifie pour tout

l−1(0) = {1M}; l(M+)⊂ N+,

∀u,v ∈ M, l(uv)≥ l(u)+ l(v).

2. Le monoïde M satisfait la condition (D) [Bou06] si seulement si pour tout
w ∈ M, le nombre des solutions de uv = w;u,v ∈ M est fini.

3. Le monoïde M = 1M +M+ est localement fini (ou (LF)) [Eil74] si seulement
si pour tout x ∈ M+, il y a un nombre fini de factorisations 4 de x = x1 . . .xn

avec x j ∈ M+, j = 1, . . . ,n.

Lemme 11 Soit M = {1M}⊔M+ un monoïde. Alors

(D) et (SSA) ⇐⇒ (LF) (2.1)

PREUVE – Il est facile de vérifier que

1. M est (D) ssi µn : (M+)
n → M (la fonction produit) est à fibres finies (n étant

fixé)

2. M est (SSA) ssi
⋂

n≥2

Im(µn) = /0

3. M est (LF) ssi µ : (M+)
∗ → M est à fibres finies

d’où le résultat. �

Alors nous avons le diagramme suivant :

(D)

##❋
❋❋

❋❋
❋❋

❋❋
(SSA)

zz✈✈
✈✈
✈✈
✈✈
✈

+

��
(LF)

MM PP

Propriétés des algèbres de monoïdes

Soit (A ,µ,1A ,ε), une k-AAU augmentée 5, on notera A+ le noyau ker(ε), comme
il est stable par µ, on notera µ+ la restriction de µ à A+×A+. On dira que la loi
est modérée si

(∀w ∈ A+)(∃N)(w /∈ Im(µN
+)) ,

ce qui équivalent à
⋂

n≥1

(A+)
n = (0).

3. Séparé Sur-Additif
4. À longueur variable, c’est à dire que l’application produit M∗

+ → M est aux fibres finis.
5. ε est un caractère à valeurs dans k.
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Proposition 8 Soit A un anneau commutatif et M un monoïde. On note µ : A[M]⊗A

A[M]→ A[M], la multiplication de A[M]. Nous avons alors

1. µ est dualisable si et seulement si M satisfait la condition (D).

2. µ est modérée si et seulement si M est localement fini.

PREUVE –

1. Si la loi µ est duale, nous avons besoin de prouver que M satisfait la
condition (D). En effet, µ est duale, il y a une application ∆µ : A[M] →
A[M]⊗A A[M] telle que

∀w,u,v ∈ M,〈∆µ(w) | u⊗A v〉= 〈w | µ(u,v)〉.

D’un autre côté, pour tout w ∈ M, nous pouvons écrire

∆µ(w) = ∑
u,v∈M

〈w | µ(u,v)〉u⊗A v ∈ A[M]⊗A A[M].

donc à support fini ((u⊗A v)u,v∈M est une base de A[M]⊗A A[M]). C’est-à-dire
que ♯{(u,v) ∈ M⊗M | 〈w | µ(u,v〉) 6= 0}= ♯{(u,v) ∈ M⊗M | 〈∆µ(w) | u⊗A v〉 6=
0} < +∞. Donc l’ensemble des solutions de l’équation µ(u,v) = w est fini
dans M, c’est-à-dire, M satisfait la condition (D).

Inversement, si le nombre des solutions de l’équation µ(u,v)=w,dans M

est fini alors nous construisons l’application ∆ : A[M]→ A[M]⊗A[M] définie
par

∀w ∈ M,∆µ(w) = ∑
u,v∈M

〈w | µ(u,v)〉u⊗ v.

Nous avons donc aussi que

∀w,u,v ∈ M,〈∆µ(w) | u⊗ v〉= 〈w | µ(u,v)〉.

C’est-à-dire que la loi µ est dualisable.

2. Il est facile de vérifier que, pour N ≥ 2, Im(µN−1
+ ) = k.(MN

+), d’où le résul-
tat.

�

Si M est localement fini, nous remarquons que la série S ∈ A〈〈M〉〉 est inver-
sible si seulement s’il en est de même pour 〈S | 1M〉. En effet, si S ∈ A〈〈M〉〉 est in-
versible alors il n’est pas difficile de prouver que 〈S | 1M〉 l’est aussi. Maintenant,
nous supposons que 〈S | 1M〉 est inversible, c’est-à-dire que l’on peut écrire

S = 〈S | 1M〉(1M −T ),

où 〈T | 1M〉= 0. Nous construisons la série

P = (∑
n≥0

T n)〈S | 1M〉)−1.

Alors nous pouvons vérifier que SP = PS = 1M. Donc S est inversible.

Nous notons T = {S∈A〈〈S〉〉 | 〈S | 1M〉= 1A}. Donc, en vertu de ce qui précède,
T est un groupe appellé groupe de Magnus [Bou06] de A〈〈M〉〉. Donc T est un
groupe appellé groupe de Magnus [Bou06] de A〈〈M〉〉.
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Remarque 7 Si A est une Q-algèbre alors le groupe de Magnus de A〈〈M〉〉 est un
groupe de Lie dont l’algèbre de Lie est l’espace des séries sans terme constant.

2.2 Équations différentielles dans A〈〈M〉〉

Rappelons (voir la définition 7) que, dans un anneau A, une dérivation d :

A → d(A) est un morphisme de groupes additifs vérifiant la formule de Leibniz

∀a,b ∈ A, d(ab) = d(a)b+ad(b).

On dit aussi que (A,d) est un anneau différentiel. En particulier, si A est commu-
tatif, nous dirons que (A,d) est un anneau différentiel commutatif.

Soit (A,d) un anneau différentiel commutatif. Nous étendons d aux séries de
A〈〈M〉〉 par

d(S) = ∑
m∈M

d(〈S | m〉)m.

Si M satisfait la condition (D) alors (A〈〈M〉〉,d) est aussi un anneau différentiel.

Ensuite, soit T ∈ A+〈〈M〉〉. Nous considérons l’équation différentielle

d(S) = T S; 〈S | 1M〉= 1A, (2.2)

ainsi que la même équation sans condition sur 〈S | 1M〉 :

d(S) = T S. (2.3)

Maintenant, l’anneau différentiel (A,d) est censé posséder une intégrale, c’est-
à-dire, une section de la dérivée d, notée par

∫
∈ EndZ(A). C’est à dire que

d ◦
∫

= IdA ∈ EndZ(A).

L’opérateur
∫

est, comme d, aussitôt étendu terme à terme aux séries (on conti-
nuera à la noter

∫
) pour construire une section de d sur A〈〈M〉〉. On se place tou-

jours dans l’hypothèse où M est localement fini, alors la suite

S0 = 1M;Sn+1 = 1M +
∫
(T Sn),

converge simplement vers une série SPic qui est une solution de l’équation (2.2).

Donc nous pouvons construire l’ensemble des solutions des équations dif-
férentielles (2.2) et (2.3).
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Théorème 5 (G-H-M, 2016) (Orbites de solutions)

1. L’ensemble des solutions de l’équation (2.3) est

S = SPic.G, (une orbite à droite par un monoïde)

où const(A) = ker(d) et G est le monoide const(A)〈〈M〉〉.

2. L’ensemble des solutions inversibles de l’équation (2.3) est

S = SPic.G×, (une orbite à droite par un groupe)

où G× est le groupe multiplicatif const(A)〈〈M〉〉×.

3. L’ensemble des solutions de l’équation (2.2) est

S = SPic.G1, (une orbite à droite par un groupe)

où G1 est le sous-groupe de G× formé des séries S telles que 〈S | 1M〉= 1A.

PREUVE – Soit S = SPicg où g ∈ G. Nous pouvons démontrer facilement que

d(S) = d(SPicg) = d(SPic)g+SPicd(g) = T SPicg = T S.

Donc S = SPicg est une solution de l’équation (2.3), donc SPic.G est un sous-
ensemble de l’ensemble des solutions de (2.3).

Montrons maintenant la réciproque : supposons que S soit une solution de
l’équation (2.3) et formons g = S−1

PicS, nous avons

d(g) = d(S−1
PicS) = d(S−1

Pic)S+S−1
Picd(S)

= −S−1
Picd(SPic)S

−1
PicS+S−1

Picd(S)−S−1
PicT SPicS−1

PicS+S−1
PicT S = 0 (2.4)

donc g ∈ const(A)〈〈M〉〉 et S = SPic.g.

Supposons maintenant que S soit une solution de l’équation (2.2), alors, elle
est aussi est une solution de l’équation (2.3) et donc S = SPic.g, g ∈ const(A)〈〈M〉〉
et g est nécessairement inversible. La réciproque est une simple vérification par
calcul direct.

La démonstration du dernier point se fait en remarquant que la forme “terme
constant” est un caractère. �

Ensuite, nous appliquons le théorème 2.2 aux domaine complexe. Soit Ω un
ouvert simplement connexe de C.

Soit {ai}i∈I une famille de nombres complexes distincts et distincts de z0 dans
Ω.

Définition 12 ([Che77, Den12])

L(ai0, . . . ,ain | z0 
γ z) =

∫ z

z0

∫ sn

z0

. . .

∫ s1

z0

ds0

s0 −ai0

. . .
dsn

sn −ain

,

où s1, . . . ,sn sont choisis sur une courbe γ de z0 à z (tracée dans C\{ai}i∈I).
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+
z0

+
z

+sk1

+
sk2

+
sk3 +

sk4

+
ai4

+
ai3

+
ai1

+
ai2

γ

On peut reprendre plusieurs fois une forme différentielle donnée. Donc, l’idée
est de coder par des mots ces intégrales itérées. On donne une lettre par point
xi → ai. Ainsi, L devient fonction d’un mot et d’un chemin. On montre facile-
ment que la valeur de L ne dépend que de la classe d’homotopie du chemin

dansC\{ai}i∈I. Autrement dit si z0
γi
 z ; i = 1,2 sont homotopes

L(w|z0
γ1
 z) = L(w|z0

γ2
 z) .

En ce qui concerne la dépendance par rapport aux mots, on considère la série
S(L,γ) =∑w∈X L(w|γ)w où X = {xi} est l’alphabet des singularités. Si Ω est simple-
ment connexe (et connexe), la valeur de L ne dépend que de z0 et z, on la note
αz

z0
(w) et on considère S(z) = ∑w∈X αz

z0
(w)w.

Alors nous obtenons que S est solution de l’équation différentielle (Ω sim-
plement connexe)

d(S(z)) = M(z)S(z) avec M(z) = ∑
xi∈X

1

z−ai

xi.

Ce qui rentre dans le cadre de l’équation (2.3) avec T ∈ H (Ω)+〈〈X〉〉. Le théo-
rème suivant se place dans ce cadre (Ω est supposé connexe)

Théorème 6 (G-M-H,2016) ( Solutions tracées sur des groupes (de Lie)) On consi-
dère l’équation

d(S) = T S ; T ∈ H (Ω)+〈〈X〉〉. (2.5)

i) Le terme constant d’une solution de (2.5) est constant sur Ω. En particulier
si une solution est inversible en un point, elle l’est partout.

ii) Si T est primitive (∆⊔⊔(T ) = T ⊗ 1+ 1⊗ T ) et qu’une solution S est de type
groupe en un point, alors elle est de type groupe partout.

iii) Inversement si S(z) est de type groupe en tout point (et différentiable terme à
terme) alors S est solution d’une équation de type (2.5) avec multiplicateur
T primitif.

PREUVE –
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i) Supposons que S soit une solution de l’équation (2.5) alors

d(ε(S)) = ε(d(S)) = ε(T S) = ε(T )ε(S) = 0

donc ε(S) = 〈S | 1M〉 est une fonction constante (Ω est connexe).
La deuxième condition est un corollaire direct de la première condition
parce que S est inversible si seulement si 〈S | 1X∗〉 l’est aussi.

ii) Dans le cas où T est primitive, on a, avec M = X∗⊗X∗,

d(∆⊔⊔(S)) = ∆⊔⊔ (d(S)) = ∆⊔⊔(T S) = ∆⊔⊔(T )∆⊔⊔(S)
= (T ⊗1X∗ +1X∗ ⊗T )∆⊔⊔(S)

d(S⊗S) = d(S)⊗S+S⊗d(S) = (T ⊗1X∗ +1X∗ ⊗T )S⊗S .

Les deux séries ∆⊔⊔(S) et S⊗ S sont donc solutions de la même équation
différentielle. Comme S⊗ S est inversible, il résulte du théorème (où SPic

est remplacée par S⊗S, mais le raisonnement est le même) que

∆⊔⊔(S) = (S⊗S)g (2.6)

où g ∈ C〈〈X∗⊗X∗〉〉. Puisque S est de type groupe en un point (disons z0 ∈
Ω), on a, par évaluation

(S⊗S)[z0] = S[z0]⊗S[z0] = ∆⊔⊔ (S[z0]) = ∆⊔⊔(S)[z0] = (S⊗S)[z0]g (2.7)

d’où g = 1X∗⊗X∗ et le résultat.

iii) Posons, pour une telle série, T = d(S)S−1. On a

∆⊔⊔ (T ) = ∆⊔⊔(d(S))∆⊔⊔(S
−1) = d(∆⊔⊔ (S))(∆⊔⊔(S))

−1

= d(S⊗S)(S−1⊗S−1) = (d(S)⊗S+S⊗d(S))(S−1⊗S−1)
= (T ⊗1X∗ +1X∗ ⊗T )

ce qui établit le résultat puisque, par construction, d(S) = T S.

�

Remarque 8 Pour le point (iii), le multiplicateur peut être très compliqué et non
polynomial. En voici un exemple.
Soit X = {x0,x1} un alphabet. En prenant l’exemple de T (z) = L(z)e−x0log(z), on voit
que, si on veut un multiplicateur à gauche, on a T ′ = (M+T MT−1)T ce qui donne
un multiplicateur qui n’est pas un polynôme. Si on admet les deux côtés, on a une
équation

T ′ = (
x0

z
+

x1

1− z
)T +T (

x0

z
)

et on va considérer des relations du type

d(S) = M1S+SM2 ; Mi ∈ A+〈〈X〉〉

Plus précisément, on a le résultat suivant.
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Proposition 9 On considère l’équation différentielle suivante (Ω est toujours sim-
plement connexe)

d(S) = M1S+SM2 ; Mi ∈ A+〈〈X〉〉 (2.8)

alors

1. La suite

S0 = 1M;Sn+1 = 1M +
∫
(M1Sn +SnM2),

converge simplement vers une série SPic qui est une solution inversible de
l’équation (2.8).

2. Si S est une solution de l’équation (2.8), la fonction 〈S(z) | 1X∗〉 est constante.

3. Si deux solutions coincident en un point de Ω alors elles sont égales.

4. Si S1 est une solution de d(S) = M1S et S2 une solution de d(S) = SM2 alors
S = S1S2 est une solution de (2.8) et toute solution de (2.8) est obtenue de
cette manière.

5. Si les deux multiplicateurs Mi, i = 1,2 sont primitifs et que S est de type
groupe en un point alors elle est de type groupe partout.

PREUVE – 1-2-3) On utilise des méthodes similaires à celles employées dans les
preuves de (2.2) (6).
4) Si S1 est une solution de d(S)=M1S et S2 une solution de d(S)= SM2 alors le fait
que S = S1S2 soit une solution de (2.8) se vérifie par calcul direct. Inversement
soit S une solution de (2.8). On prend une solution (S1) inversible de d(S) = M1S

(par exemple celle donnée par l’algorithme de Picard) et on forme T = S−1
1 S alors

d(T ) = −S−1
1 d(S1)S

−1
1 S+S−1

1 d(S) =−S−1
1 M1S+S−1

1 (M1S+SM2)
= T M2

d’où le résultat.
5) Soit z0 ∈Ω le point où S, solution de (2.8), est de type groupe. Le raisonnement
précédent montre que S peut s’écrire S1S2 où S1 est une solution de d(S)=M1S de
type groupe en z0 (on applique l’algorithme de Picard par intégration de borne
inférieure z0). Toujours d’après raisonnement le précédent T = S−1

1 S est solution
de d(T ) = T M2 et, comme M2 est primitif et que T [z0] est de type groupe, alors T

est de type groupe partout. Ceci entraine que S= S1T est de type groupe partout.
�

Voyons maintenant un exemple de résolution avec second membre. Rappe-
lons que

L(z) = ∑
w∈X∗

Liw(z)w .

Et, soit T la série L restreinte aux fonctions de Jonquière

T = L⊙ x∗0x1 = ∑
n≥0

〈L | xn
0x1〉x

n
0 .
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T vérifie le système suivant

{
d(T ) =

x0

z
T +

1

1− z
〈T | 1X∗〉 = −log(1− z)

(2.9)

qui est du type {
d(S) = MS+φ ′ ; M ∈ A+〈〈X〉〉

〈S | 1X∗〉 = φ
. (2.10)

Nous allons montrer comment on résout les systèmes (2.10).

Méthode

1. On résout l’équation homogène d(S) = MS et on choisit une solution in-
versible (par exemple avec l’algorithme de Picard), soit S0 cette solution.

2. (Variation des constantes) Si S est une solution, on pose S = S0H (ce qui est
toujours possible H = S−1

0 S). On différentie

MS+φ ′ = d(S) = MS0H +S0d(H) = MS+S0d(H)

d’où d(H) = S−1
0 φ ′ et le choix de H =

∫
S−1

0 φ ′ convient (il suffit ici de trouver
une solution particulière de l’équation inhomogène).

3. La solution générale de (2.10) est alors S = S0G+S0H avec G ∈ C〈〈X〉〉.

On résout d(T ) =
x0

z
T , comme il n’y a qu’une variable, on a la solution T0 =

ex0log(z) et la solution générale de (2.9) est

ex0log(z)
(
(

∫ z

z0

e−x0log(s)

1− s
ds)+G(x0)

)

où G(x0) est une série constante. Mais, comme limz→0 T (z) = 0, on a

T (z) = ∑
n≥0

〈L | xn
0x1〉x

n
0 = ex0log(z)(

∫ z

0

e−x0log(s)

1− s
ds) . (2.11)

De l’équation (2.11), on déduit

Proposition 10 (G-M-H, 2016) Pour tout k ∈ N nous avons

Lik+1(z) = ∑
n≥1

zn

nk+1
= 〈T | xk

0〉= ∑
p+q=k

log(z)p

p!

∫ z

0

(−log(s)q

(1− s)q!
ds . (2.12)

PREUVE –

Nous utilisons l’introduction pour démontrer la formule (2.12).

53



CHAPITRE 2. APPLICATIONS AUX SYSTÈMES DYNAMIQUES

Tout d’abord, remarquons que la formule (2.12) est vraie pour k = 0 parce
que

Li1(z) =
∫ z

0

ds

1− s
= ∑

p+q=0

log(z)p

p!

∫ z

0

(−log(s)q

(1− s)q!
ds .

Supposons maintenant que la formule (2.12) est vraie pour k ≥ 0 et prouvons
qu’elle est aussi vraie pour k+1.

Notons que si f ′ = g′ alors f = g+ const. Soit

Kn+1(z) =
n

∑
p=0

log(z)p

p!

∫ z

0

(−log(s)n−p

(1− s)(n− p)!
ds .

Alors

K′
n+1(z) =

n−1

∑
p=0

log(z)p−1

(p−1)!z

∫ z

0

(−log(s)n−p

(1− s)(n− p)!
ds+

n

∑
p=0

log(z)p

p!

(−log(z)n−p

(1− z)(n− p)!

=
Lin(z)

z
+

log(z)n

1− z

n

∑
p=0

(−1)n−p

(n− p)!p!

=
Lin(z)

z
+

log(z)n

n!(1− z)

n

∑
p=0

(−1)n−p

(
n

p

)
=

Lin(z)

z
.

Donc Kn+1(z) = Lin+1(z)+ const.

Faisons tendre z vers 0, et notons que lim
z→0

(z logn z) = 0 pour tous n ∈ N. Nous

obtenons const = 0 . La formule (2.12) est donc prouvée. �
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Chapitre 3

Polylogarithmes et sommes
harmoniques aux multiindices non
positifs

Dans ce chapitre, nous étudions le problème des sommes harmoniques et
des polylogarithmes aux indices non positifs 1. Nous étendons les définitions
des polynômes de Bernoulli, des polynômes Eulériens et de la formule de Faul-
haber . Ensuite, nous donnerons des formules combinatoires pour les sommes
harmoniques et les polylogarithmes aux indices non positifs et leur structure.
Nos techniques sont basées sur la combinatoire des séries formelles non com-
mutatives dans qui sont des caractères de l’algèbre de Hopf de ϕ-shuffle. Notre
travail dans ce chapitre donnera aussi un processus global pour renormaliser
les polyzetas divergents.

3.1 Aspects combinatoires de certaines algèbres de
Hopf des sommes harmoniques et des polyloga-
rithmes aux multiindices entiers non positifs

Dans cette section, nous étudions la combinatoire des sommes harmoniques
et des polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs. Le multiindice est
codé par un mot w dans Y ∗

0 où Y0 := {ys}s≥0 est un alphabet (infini). Notons que
le produit est la concaténation et 1Y ∗

0
est l’unité du monoïde Y ∗

0 .

1. C’est à dire négatifs au sens large.
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3.1.1 Aspects combinatoires de certaines algèbres de Hopf des
sommes harmoniques aux multiindices entiers non posi-
tifs

Tout d’abord, nous notons que la formule de Faulhaber exprime la somme
harmonique H−

yk
(N) comme un polynôme de degré k + 1 en N pour tout yk ∈

Y0. De plus, ce polynôme s’exprime lui-même en fonction des polynômes de
Bernoulli.

Dans le cas général, pour tout w ∈ Y ∗
0 , nous considérerons une classe de po-

lynômes qui sont définis de la manière suivante.

Définition 13 Soient r ≥ 1,z∈C et w= ys1
. . .ysr

∈Y+
0 . Le polynôme Bw(z) est défini

par

Bys1
...ysr

(0) = bys1
...ysr

,

et B1Y∗
0
(z) = 1 ;Bys1

...ysr
(z+1) = Bys1

...ysr
(z)+ s1zs1−1 Bys2

...ysr
(z) .

Nous avons défini aussi que,

b′ynk
:= bynk

,

et b′ynk
...ynr

:= bynk
...ynr

−
r−1−k

∑
j=0

bnyk+ j+1
...ynr

b′ynk
...ynk+ j

.

Il n’est pas difficile pour vérifier que pour tout r ≥ 1 et s1 6= 1 alors

Bys1
...ysr

(0) = Bys1
...ysr

(1) = bys1
...ysr

.

Toutefois, les nombres {bw}w∈Y ∗
0

sont arbitraires. Dans nos travaux, pour tout
ys1

∈ Y0, nous notons bys1
= bs1

le s1-ième nombre de Bernoulli , et donc Bys1
(z) =

Bs1
(z) est le s1-ième polynôme de Bernoulli .

Maintenant, supposons que les nombres {bw}w∈Y ∗
0

ont été choisis.

Proposition 11 ([GD16a]) Quel que soit w = yn1
. . .ynr

∈ Y ∗, nous notons

βw(z) := Bw(z)− bw .

Nous avons alors

∀N > 0, βyn1
...ynr

(N +1) =
r

∑
k=1

(
k

∏
i=1

ni)bynk+1
...ynr

H−
yn1−1...ynk−1

(N).

PREUVE – Tout d’abord, nous avons

Byn1
...ynr

(N +1)−Byn1
...ynr

(N) = n1Nn1−1Byn2
...ynr

(N),

...

Byn1
...ynr

(2)−byn1
...ynr

= n11n1−1Byn2
...ynr

(1).
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Alors nous obtenons

βyn1
...ynr

(N +1) = n1

N

∑
k1=1

k
n1−1
1 Byn2

...ynr
(k1)

= n1

N

∑
k1=1

k
n1−1
1 βyn2

...ynr
(k1)+n1

N

∑
k1=1

k
n1−1
1 byn2

...ynr

...

=
r

∑
k=1

(
k

∏
i=1

ni)bynk+1
...ynr

H−
yn1−1...ynk−1

(N) .

�

Maintenant, nous utilisons la proposition 11 pour étudier la combinatoire
des sommes harmoniques aux multiindices entiers non positifs . Nous obte-
nons

Théorème 7 ([GD16a])

1. Pour tout w ∈ Y ∗
0 ,H

−
w (N) est un polynôme en N de degré (w)+ |w|.

2. Plus précisément, si w ∈ Y+, il existe un polynôme G−
w , de degré (w)− 1, tel

que
H−

w (N) = (N +1)N(N −1) . . .(N −|w|+1)G−
w (N).

3. Pour tout N,k ∈ N+, nous avons

Nk =
k−1

∑
j=0

(−1) j+k−1

(
k

j

)
H−

y j
(N).

4. Enfin, nous avons (quand r = 1, ceci implique la formule de Faulhaber ) :

H−
yn1

...ynr
(N) =

βyn1+1...ynr+1
(N +1)−

r−1

∑
k=1

b′ynk+1+1...ynr+1
βyn1+1...ynk+1

(N +1)

∏r
i=1(ni +1)

.

PREUVE –

1. Tout d’abord, pour tout yn ∈ Y et w = ynym ∈ Y ∗
0 , en posant

p = (w)+ |w|,

nous obtenons que

H−
yn
(N) =

1

n+1

n

∑
k=0

(
n+1

k

)
byk

(N +1)n+1−k ,

H−
ynym

(N) =
m

∑
k=0

p−1−k

∑
l=0

p−k−l

∑
q=0

byk
byl

(m+1)(p− k)

(
m+1

k

)(
p− k

l

)(
p− k− l

q

)
Nq
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où pour tout yk ∈ Y0, byk
est le k-ième nombre de Bernoulli. Ceci implique

que H−
yn

et H−
ynym

sont des polynômes de degrés n+1 et n+m+2, respecti-
vement. Ensuite, nous notons que pour tout s ∈ N, w ∈ Y ∗

0 et N ∈ N, nous
avons

H−
ysw(N +1)−H−

ysw(N) = Ns H−
w (N) .

C’est-à-dire que les sommes harmoniques aux indices entiers non positifs
sont les solutions de l’équation aux différences

f (N +1)− f (N) = Ns H−
w (N) .

Lemme 12 ([GD16a]) Soit l’équation aux différences suivante

f (x+1)− f (x) = P(x) , (3.1)

où A est une Q-ACAU, P ∈ A[x] et f : N −→ A est une fonction arithmétique
(c’est-à-dire que f est définie sur N et à valeurs des C). On exprime P sur la
base binomiale

P(x) =
d

∑
j=0

a j

(
x

j

)
.

Nous avons alors,

(a) l’unique solution f0 telle que f0(x) = 0 de l’équation (3.1) est

f0(x) =
d

∑
j=0

a j

(
x

j+1

)

et toutes les solutions de l’équation (3.1) sont des polynômes.

(b) si adxd est le terme dominant d’une solution non nulle P, chaque solu-

tion de l’équation a comme terme dominant ad

xd+1

(d +1)
.

PREUVE – Nous démontrons maintenant le lemme 12. En fait, il suffit de
prouver la première propriété, les autres conditions en seront des consé-
quences.

(a) Soit
(

x

k

)
=

x(x−1) . . .(x− k+1)

k!
.

C’est un polynôme de degré k dans Q dont le cofficient dominant,

dans Q, est inversible. Il en résulte que la famille {

(
x

k

)
}k≥0 est une

base deQ-algèbre A[x] des polynômes à cofficients dans A. Alors pour
tout P ∈ A[x], nous pouvons écrire P comme une A-combinaison li-

néaire de l’ensemble {

(
x

k

)
}k≥0.

(b) Ensuite, si g0 est la solution générale de l’équation f (x+1)− f (x) = 0

et g1 est une solution de l’équation (3.1), alors g0 + g1 est la solution
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générale de l’équation (3.1). Tout d’abord, nous trouvons facilement
que la solution générale sur A[x] de l’équation

f (x+1)− f (x) = 0,

est constante. Il suffit donc de chercher une solution de l’équation
(3.1). Supposons que

P(x) =
d

∑
j=0

a j

(
x

j

)
∈ A[x],

nous avons alors

P(x) =
d

∑
j=0

a j

(
x

j

)
=

d

∑
j=0

a j

[(
x+1

j+1

)
−

(
x

j+1

)]
.

C’est-à-dire que le polynôme

f0(x) =
d

∑
j=0

a j

(
x

j+1

)
,

est une solution de l’équation (3.1), et donc toutes les solutions de
l’équation (3.1) sont de la forme f = f0 +C,C ∈ A. Le lemme est dé-
montré.

�

En utilisant le lemme 12, nous obtenons la première condition du théorèm
7.

2. Pour tout w = ys1
. . .ysr

∈ Y+
0 , nous pouvons voir que {0, . . . ,r− 1} sont les

solutions de l’équation H−
w (N) = 0. Si, maintenant, u = ysw ∈ Y+, nous re-

marquons que

H−
ysw(N +1)−H−

ysw(N) = (N +1)sH−
w (N) .

Nous en concluons que −1 est une racine de l’équation H−
u = 0.

3. Pour cette condition, nous notons que

M =
(
mi, j

)i≥0

j≥1
∈ Mat∞(Q),

est la matrice qui est définie par

mi, j =





0, si i < j−1,

bi, si j = 1, i 6= 1
1

2
, si j = i = 1

i

j
mi−1, j−1, si i > j−1 > 0.

(3.2)

Il résulte alors de la formule de Faulhaber que nous avons que
(
H−

yi
(N)

)t

i≥0
= M

(
N j

)t

j≥1
.

Ceci entraîne la troisième condition.
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4. Maintenant, nous remarquons que la matrice D = (di j) ∈ Matr(N),r ≥ 1,
définie par

di, j =





0, si 1 ≤ i < j ≤ r,
n1 . . .ni, si 1 ≤ i = j ≤ r,

n1 . . .n jbyn j+1
...yni

, si 1 ≤ j < i ≤ r,

est inversible. Sa matrice inverse D−1 = (vi, j) est alors déterminée par

vi, j =





0, si 1 ≤ i < j ≤ r,
1

(n1 . . .ni)
, si 1 ≤ i = j ≤ r,

−b′yn j+1
...yni

(n1 . . .ni)
, si 1 ≤ j < i ≤ r.

Notons que

H− :=
(

H−
yn1−1

. . . H−
yn1−1...ynr−1

)t

et β :=
(
βyn1

. . . βyn1
...ynr

)t
.

Donc, H−(N)=D−1β (N+1) . Et ainsi, nous obtenons la dernière condition.

�

Exemple 14 Nous avons les exemples suivants de sommes harmoniques aux mul-
tiindices entiers non positifs.

– Pour r = 1,

H−
y0
(N) = N,

H−
y1
(N) = N(N +1)/2,

H−
y2
(N) = N(N +1)(2N +1)/6,

H−
y3
(N) = N2(N +1)2/4, .

– Pour r = 2,

H−
y2

0

(N) = N(N −1)/2,

H−
y2

1

(N) = N(N −1)(3N +2)(N+1)/24,

H−
y1y2

(N) = N(N −1)(N +1)(8N2 +5N −2)/120,

H−
y2y1

(N) = N(N −1)(N +1)(12N2 +15N +2)/120.

– Pour r = 3,

H−
y3

0

(N) = N(N −1)(N −2)/6,

H−
y3

1

(N) = N2(N −1)(N −2)(N+1)2/48,

H−
y2

1y2
(N) = N(N −1)(N −2)(N +1)(48N3+19N2 −61N −24)/5040,

H−
y2

1y3
(N) = N(N −1)(N −2)(N +1)(7N2 +3N −2)(5N2 −3N −12)/6720.

D’autre part, en partant de la formule de Faulhaber et en procédant par récur-
rence sur la longueur des mots, nous obtenons une formule pour les sommes
harmoniques aux multiindices entiers non positifs
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Théorème 8 ([GD16a]) Pour tout w = ys1
. . .ysr

∈ Y ∗, nous avons que

H−
w (N) =

sr

∑
kr=0

. . .

r−1+
r

∑
i=1

si−
r

∑
i=2

ki

∑
k1=0

r+
r

∑
i=1

si−
r

∑
i=1

ki

∑
kr+1=0

(
sr+1

kr

)
. . .

(r+
r

∑
i=1

si−
r

∑
i=2

ki

k1

)

(sr +1) . . .(r+
r

∑
i=1

si −
r

∑
i=2

ki)

(
r+

r

∑
i=1

si −
r

∑
i=1

ki

kr+1

)
(

r

∏
i=1

byki
)Nkr+1.

Nous savons déjà que les sommes harmoniques aux multiindices entiers
non positifs H−

w sont les polynômes dansQ[N]. Avec ysw ∈ Y ∗
0 , nous avons aussi

(H−
ysw

(N +1))
′
− (H−

ysw(N))
′
= s(N +1)s−1H−

w (N)+ (N +1)s(H−
w (N))

′
. (3.3)

Définition 14 Soit Y0 = {yk}k≥0 un alphabet infini. Soient r ∈ N+ et s1, . . . ,sr ∈ N.
Nous construisons une famille de polynômes {Tw(z)}w∈Y∗

0
(où z ∈ C) par

Tys1
...ysr

(z) :=
d

dz
H−

ys1
...ysr

(z−1), (3.4)

pour tout ys1
. . .ysr

∈ Y ∗
0 . En particulier, pour tout w ∈ Y ∗

0 , nous notons

tw := Tw(0) .

Remarque 9 Il résulte de (14) que {Tw(z)}w∈Y∗
0

(où z ∈ C) vérifie

Tys1
...ysr

(N +1)−Tys1
...ysr

(N) = Ns1Tys2
...ysr

(N)+ s1Ns1−1H−
ys2

...ysr
(N −1).

= Ns1Tys2
...ysr

(N)+ s1Ns1−1

N∫

0

Tys2
...ysr

(t)dt . (3.5)

Exemple 15 Quel que soit n ≥ 0, nous avons

x∫

0

Bn(z)dz =
Bn+1(x)−bn+1

n+1
= H−

n (x−1) .

Donc, nous avons

Byn
(x) = Tyn

(x) =
d

dx
H−

yn
(x−1) (3.6)

où Byn
(x) = Bn(x) est le n-ième polynôme de Bernoulli.
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Exemple 16 Soit r = 2. Nous avons alors

Tys1
ys2
(N +1)−Tys1

ys2
(N) = Ns1Tys2

(N)+ s1Ns1−1 H−
ys2
(N −1) .

= Ns1Tys2
(N)+ s1Ns1−1

N∫

0

Tys2
(t)dt . (3.7)

D’un autre côté, pour tout ynym ∈ Y ∗, nous obtenons

Tynym
=

1

m+1

m

∑
t=0

(
m+1

t

)
byt

m+n+1−t

∑
k=0

(
m+n+1− t

k

)
byk

Nm+n+1−t−k .

Par exemple,

T1,3(N) = (1/4)N5 − (9/8)N4 +(5/3)N3− (7/8)N2 +(1/12)N+1/60,

T2,2(N) = (1/3)N5 − (4/3)N4 +(31/18)N3− (3/2)N2 +(1/36)N+1/60,

T2,4(N) = (1/5)N7 − (6/5)N6 +(38/15)N5− (25/12)N4

+(13/45)N3 +(3/10)N2 − (7/180)N− 1/84 .

Donc nous avons, avec tynym
définis comme dans la définition 14,

tynym
=

m

∑
t=0

(
m+1

t

)(
m+n+2− t

1

)
byt

bym+n+1−t

(m+1)(m+n+2− t)

=
1

m+1

m

∑
t=0

(
m+1

t

)
byt

bym+n+1−t
.

n�m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 −1
2

1
3

−1
6

1
30

1
30

− 1
42

− 1
42

1
30

1
30

− 5
66

1 1
6

− 1
12

1
60

1
60

− 1
84

− 1
84

1
60

1
60

− 5
132

− 5
132

2 0 − 1
60

1
60

− 1
420

− 1
84

1
140

1
60

− 13
660

− 5
132

4309
60060

3 − 1
30

1
60

1
420

− 1
84

1
420

1
60

− 7
660

− 5
132

2663
60060

691
5460

4 0 1
84

− 1
84

− 1
420

1
60

− 1
308

− 5
132

1457
60060

691
5460

− 1759
12012

5 1
42

− 1
84

− 1
140

1
60

1
308

− 5
132

157
20020

691
5460

− 331
4004

− 7
12

TABLE 3.1 – La valeur de tynym

Notons que pour tout w ∈ Y ∗, nous avons Tw(1) = Tw(0). De plus, pour tous les
u,v ∈ Y ∗

0 , nous avons

Tu v(N) = Tu(N)H−
v (N −1)+H−

u (N−1)Tv(N).

Donc, nous obtenons que

tu v = tuH−
v (−1)+H−

u (−1) tv .
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Et, en particulier, si u,v ∈ Y ∗ \ (Y ∪{1Y ∗
0
}) alors

H−
u (−1) = H−

v (−1) = 0,

donc tu v = 0.

Remarque 10 Pour finir cette sous-section, nous posons Yentier = {ys}s∈Z (nou-
vel alphabet). Nous pouvons trouver que l’ensemble des sommes harmoniques
{Hw}w∈Y∗

entier
satisfait le stuffle, c’est-à-dire que, pour tous les ys,yr ∈ Yentier , u,v ∈

Y ∗
entier , nous avons

HysuHyrv = Hysu yrv = Hys(u yrv)+Hyr(ysu v)+ Hys+r(u v)

où pour tout w = ys1
. . .ysr

et N ∈ N+,

Hys1
...ysr

(N) :=
N

∑
k1=1

k1−1

∑
k2=1

. . .
kr−1−1

∑
kr=1

1

k
s1

1 . . .ksr
r
.

Par exemple,
Hy3

Hy−4
= Hy3y−4

+Hy−4y3
+Hy−1

.

Notons que pour tout s1,s2 ∈ N, nous avons

Hys1
y−s2

=
1

s2 +1

s2

∑
k=0

(
s2 +1

k

)
byk

Hys1−s2+k−1
.

Donc,

Hy3
Hy−4

= Hy−4y3
+Hy−1

+
1

5

4

∑
k=0

(
5

k

)
byk

Hyk−2
,

soit

Hy−4y3
= Hy3

Hy−4
−Hy−1

−
1

5

4

∑
k=0

(
5

k

)
byk

Hyk−2
.

3.1.2 Aspects combinatoires de certaines algèbres de Hopf des
polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs

Pour commencer cette sous-section, nous considérons une classe de poly-
nômes où les coefficients de chaque polynôme sont des entiers positifs.

Définition 15 Soit, pour tout n ∈ N, Ayn
le n-ième polynôme Eulérien. Pour tout

w = ys1
. . .ysr

∈ Y ∗, A−
w est défini par

A−
w :=





Ays1
si |w|= 1,

s1

∑
i=0

(
s1

i

)
A−

yi
A−

ys1+s2−iys3
...ysr

sinon .
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Exemple 17

A−
y0
(z) = 1 , A−

y1
(z) = 1

A−
y2
(z) = z+1 , A−

y3
(z) = z2 +4z+1

A−
y4
(z) = z3 +11z2 +11z+1 , A−

y2
0

(z) = 1

A−
y1y0

(z) = 2 , A−
y1y1

(z) = z+2

A−
y4y5

(z) = z8 +517z7 +16603z6+115759z5 +247615z4+179659z3

+42133z2 +2497z+ 16 .

Parce que les nombres Eulériens sont des entiers positifs, les coefficients des
polynômes A−

w (z),w ∈ Y ∗
0 sont aussi des entiers positifs. En fait, la classe des po-

lynômes {A−
w}w∈Y ∗

0
est aussi utilisée pour déterminer la présentation des polylo-

garithmes aux multiindices entiers non positifs.

Théorème 9 ([GD16a]) 1. Si r > 1 alors

Li−ys1
...ysr

=
s1

∑
t=0

(
s1

t

)
Li−yt

Li−ys1+s2−tys3
...ysr

.

2. Pour tout w ∈ Y ∗
0 ,

Li−w (z) = λ |w|(z)A−
w(z)(1− z)−(w) ∈ Z[(1− z)−1],

est un polynôme de degré 2 (w)+ |w |, en (1− z)−1.

3. On a

(1− z)−k = (1− z)−1+
k

∑
j=2

S1(k, j)Li−y j−1
(z)/(k−1)!.

4. On a

Li−ys1
...ysr

(z) = λ (z)|w|
s1+...+sr

∑
i=r

s1...+sr−1

∑
j=0

li, jz
i−1− j(1− z)−i,

où li, j = 0,∀i < j+1 et

∀i ≥ j+1, li, j = ∑
1≤kt≤st

k1+...+kr=i

(
r

∏
n=1

(kn!S2(sn,kn))

) t1+...+tr−1= j

∑
0≤tm≤km
1≤m≤r−1

r−1

∏
p=1

(
kr + . . .+ kr−p+1 + p− tr−p+1 − . . .− tr−1

tr−p

)(
kr−p + tr−p+1 + . . . tr−1

kr−p − tr−p

)
.

2. Notons Kw(1/z) := A−
w (z)/z(w), nous obtenons

Li−w (z) = λ (w)+|w|(z)Kw(1/z).
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PREUVE – Pour w = ys1
. . .ysr

∈ Y ∗
0 , nous avons [GDQS15]

Li−w = (θ s1+1
0 ι1) . . .(θ

sr−1+1
0 ι1) Li−ysr

. (3.8)

Donc,

1. en utilisant les opérateurs θi, ιi, ce résultat s’obtient immédiatement.

2. en utilisant les opérateurs θi, ιi et par récurrence sur la longueur de w, nous
pouvons trouver, pour tout w ∈ Y ∗

0 que

Li−w (z) = λ |w|(z)A−
w(z)(1− z)−(w) ,

et Li−w ∈ Z[(1− z)−1]. Donc, Li−w est un polynôme de degré (w)+ |w | en (1−
z)−1.

3. Soit T := (ti, j)
j≥0
i≥1 ∈ Mat∞(Q≥0) la matrice inverse qui est définie par

Si i > j alors ti, j =
S1(i, j+1)

(i−1)!
sinon 0 . (3.9)

Nous pouvons prouver facilement que

T
(
(1− z)−1 (Li−yi

(z))i≥1

)t
=

(
(1− z)− j

)t

j≥1
,

donc, le résultat s’obtient alors immédiatement.

4. en utilisant les formules (15), (3.8) et par induction, nous avons

Li−ys1
...ysr

=
s1

∑
k1=0

s1+s2−k1

∑
k2=0

. . .

(s1+...+sr)−
(k1+...+kr−1)

∑
kr=0

(
s1

k1

)(
s1 + s2 − k1

k2

)
. . .

(
s1 + . . .+ sr − k1 − . . .− kr−1

kr

)
(θ kr

0 λ )(θ k2

0 λ ) . . . (θ kr

0 λ ) .

�

Exemple 18 Nous remarquons bien que

Li−ymyn
= (θ m+1

0 ι1)Li−yn
= θ m

0 (θ0ι1)Li−yn
et (θ0ι1)Li−yn

= Li0 Li−yn
,

alors nous obtenons

Li−ymyn
= θ m

0 [Li0 Li−yn
] =

m

∑
l=0

(
m

l

)
Li−yl

Li−ym+n−l
.

Par exemple,

Li−
y2

1

(z) = Li−y0
(z)Li−y2

(z)+(Li−y1
(z))2

= −(1− z)−1+5(1− z)−2 −7(1− z)−3+ 3(1− z)−4 ,
Li−y2y1

(z) = Li−y0
(z)Li−y3

(z)+3Li−y1
(z)Li−y2

(z)

= (1− z)−1−11(1− z)−2+31(1− z)−3−33(1− z)−4 + 12(1− z)−5 ,
Li−y1y2

(z) = Li−y0
(z)Li−y3

(z)+Li−y1
(z)Li−y2

(z)

= (1− z)−1−9(1− z)−2+23(1− z)−3 −23(1− z)−4+ 8(1− z)−5 .
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3.1.3 Asymptotique des développements singuliers des sommes
harmoniques et des polylogarithmes aux multiindices en-
tiers non positifs

Dans les sous-sections précédentes, pour tout w ∈ Y ∗
0 , nous avons démontré

que les sommes harmoniques H−
w (N) et polylogarithmes Li−w (z) aux multiindices

entiers non positifs sont des polynômes respectivement en N et en
1

1− z
de de-

gré (w)+ |w|. Alors les limites

lim
N→+∞

N−((w)+|w|)H−
w (N) =C−

w ; lim
z→+1

(1− z)(w)+|w|Li−w (z) = B−
w ,

existent.

Proposition 12 ([GD16a]) Soit w ∈ Y ∗
0 . Il y a des constantes non nulles C−

w ,B−
w

telles que

H−
w (N)

Ñ→∞
N(w)+|w| C−

w et Li−w (z)z̃→1
B−

w (1− z)−((w)+|w|) .

De plus, C−
1Y∗

0

= B−
1Y∗

0

= 1 et, pour tout w ∈ Y+
0 ,

C−
w = ∏

w=uv,v6=1Y∗

((v)+ |v|)−1 ∈Q et B−
w = ((w)+ |w |)!C−

w ∈ N+ .

PREUVE – Par le théorème 7, H−
w est un polynôme de degré (w)+ |w | et alors C−

w

existe. Par l’induction, il est immédiat que C−
1Y∗

0

= 1 et C−
ys
= (s+1)−1 où le résultat

est vrai pour tout |w| ≤ 1. Supposons qu’il soit vrai pour |w| = k, et puis, soient
ys ∈ Y0 et w ∈ Y ∗

0 tels que |w|= k. Parce que H−
ysw est une solution de

f (N +1)− f (N) = (N+1)sH−
w (N),

en utilisant la condition H−
w (0)= 0, nous pouvons déterminer le terme dominant

de H−
w .

Remarquons que (N +1)sH−
w (N) 6≡ 0 est un polynôme et que C−

w Ns+(w)+|w| est
son terme dominant. En utilisant le lemme 12, le terme dominant de H−

ysw
est

C−
w N(ysw)+|ysw|/((ysw) + |ysw|). Donc nous obtenons l’expression de C−

ysw. Le se-
cond résultat est immédiat par le théorème 9.�

Exemple 19 (de C−
w et B−

w )

w C−
w B−

w w C−
w B−

w

y0 1 1 y1y2
1

15
8

y1
1
2

1 y2y3
1

28
180

y2
1
3

2 y3y4
1

49
8064

yn
1

n+1
n! ymyn

1
(n+1)(m+n+2)

(m+n+1)!
(n+1)

y2
0

1
2

1 y2y2y3
1

280
12960

yn
0

1
n!

1 y2y10y2
1

1
2160

9686476800

y2
1

1
8

3 y2
2y4y3y11

1
2612736

4167611825465088000000
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Définition 16 Les séries non commutatives C−,B−,Θ(t) et Λ(t) sont définies par

C− := ∑
w∈Y ∗

0

C−
w w et Θ(t) := ∑

w∈Y ∗
0

t |w|+(w)w =

(
∑

y∈Y0

t(y)+1y

)∗

,

B− := ∑
w∈Y ∗

0

B−
w w et Λ(t) := ∑

w∈Y ∗
0

(|w|+(w))!t |w|+(w)w.

En utilisant les théorèmes 7 et 9, pour tout w ∈ Y ∗
0 , en posant p = (w)+ |w|, nous

avons

Θ(N) = 1Y ∗
0
+ ∑

w∈Y+
0

[p−1

∑
j=0

(−1)p+ j−1

(
p

j

)
H−

y j
(N)

]
w,

Λ((1− z)−1) = 1Y ∗
0
+(Li−y0

(z)−1)y0

+ ∑
w∈Y+

0 \{y0}

[
(Li−y0

(z)−1)+
p

∑
j=2

S1(p, j)

(p−1)!
Li−y j−1

(z)

]
w.

Ensuite, en utilisant la proposition 12, nous avons

Théorème 10 ([GD16a]) Posons

H− := ∑
w∈Y ∗

0

H−
w w et L− := ∑

w∈Y ∗
0

Li−w w .

Alors nous avons

lim
N→+∞

Θ⊙−1(N)⊙H−(N) = lim
z→1

Λ⊙−1((1− z)−1)⊙L−(z) =C−.

Définition 17 Soit P ∈ Q〈Y0〉 tel que H−
P 6≡ 0. Les nombres B−

P ,C
−
P ∈ Q et n(P) ∈ N

sont définis respectivement par

Li−P (z)z̃→1
(1− z)−n(P)B−

P et H−
P (N)

Ñ→∞
Nn(P)C−

P . (3.10)

Il n’est pas difficile de montrer que 3

0 ≤ n(P)≤ max
u∈supp(P)

{(u)+ |u |}.

Soit pmax := maxu∈supp(P){(u)+ |u|}<+∞. Nous étendons 4 C−
• àQ〈Y0〉 :

3. Le support de
P = ∑

u∈Y∗
0

xuu ∈Q〈Y0〉

est défini par
supp(P) = {w ∈ Y ∗

0 |〈P | w〉 6= 0},

et le produit scalaire, surQ〈Y0〉, est défini par 〈P | w〉 = xw.
4. Ce procédé, surQ〈Y0〉, se termine après un nombre fini d’étapes.
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• La première étape : Calculons

C0 = ∑
(w)+|w|=pmax

〈P | w〉C−
w .

Si C0 6= 0 alors C−
P =C0 sinon allons à la prochaine étape.

Exemple 20 Soient P = 6y4y2 +12y2
3 −9y5. Notons que

(y4y2)+ |y4y2 |= (y2
3)+ |y2

3 |= 8 > 6 = (y5)+ |y5|,

alors pmax = 8,C0 = 6C−
y4y2

+12C−
y2

3

= 5
8

et C−
P =C0 = 5/8.

• La seconde étape : Soit J1 = {v ∈ supp(P)|(v)+ |v |= pmax −1}. Déterminons

C1 = ∑
c∈J1

αcC
−
c 〈H−

∑c∈J αcc | N pmax−1〉.

Si C1 6= 0 alors C0 :=C1, sinon nous passons à pmax −2.
Exemple 21 Soient P = 12y2y4

1 − y2y2
3 −9y2

4. Notons que

(y4
1y2)+ |y4

1y2 |= (y2y2
3)+ |y2y2

3 |= 11 > 10 = (y2
4)+ |y2

4 |

alors pmax = 11 et C0 = 12C−
y2y4

1

−C−
y2y2

3

= 0. Nous allons à la prochaine étape.

Par exemple, nous avons

H−
y2y4

1

(N) =
1

4224
N11 −

181

134400
N10 +

31

80640
N9 +

43

5376
N8 −

1

168
N7

−
1087

57600
N6 +

47

3840
N5 +

323

16128
N4 −

1

126
N3 −

787

100800
N2 +

19

18480
N,

H−
y2y2

3

(N) =
1

352
N11 −

9

2240
N10 −

95

4032
N9 +

11

448
N8 +

13

168
N7 −

149

2880
N6

−
37

320
N5 +

173

4032
N4 +

71

1008
N3 −

59

5040
N2 −

53

4620
N.

Donc,

C1 =−
2172

134400
+

9

2240
−9C−

y2
4

=−
269

1400
6= 0,

et alors C−
P =−

269

1400
.

– Supposons que dans la r−ième étape, la combinaison linéaire des coeffi-
cients de N pmax−r+1 dans H−

w où

w ∈ {u ∈ supp(P) | (u)+ |u |≥ pmax − r+1},

soit nulle, ce que nous noterons par Cr−1 = 0, alors dans la (r + 1)−ième
étape, nous calculerons la combinaison linéaire des coefficients de N pmax−r

dans H−
w où

w ∈ {u ∈ supp(P)|(u)+ |u| ≥ pmax − r+1},

et la combinaison linéaire de C−
w où

w ∈ {u ∈ supp(P)|(u)+ |u |= pmax − r}.

Si la somme des résultats n’est pas 0 alors c’est C−
P sinon nous passons à la

prochaine étape.

68



CHAPITRE 3. POLYLOGARITHMES ET SOMMES HARMONIQUES AUX
MULTIINDICES NON POSITIFS

Pour P = ∑
w∈Y ∗

cw w, l’algorithme peut être utilisé pour calculer B−
P

– La premième étape : Soit J := {v ∈ supp(P)|(v)+ |v |= pmax}. Calculons B0 =

∑c∈J αcB−
c . Si B0 6= 0, alors B−

P =B0 sinon nous passons à la prochaine étape.
– La deuxième étape : Soit J1 = {v∈ supp(P)|(v)+ |v|= pmax−1}. Déterminons

le coefficient de (1− z)−pmax+1 dans Li−
∑c∈J αcc, notons par bpmax−1. Ensuite,

nous calculons
B1 = bpmax−1 + ∑

c∈J1

αcB−
c .

Si B1 6= 0 alors B−
P = B1 sinon nous allons aux ordres qui sont inférieurs à

pmax −1.

3.2 Structure d’algèbre des sommes harmoniques et
des polylogarithmes aux multiindices entiers non
positifs

Dans cette section, nous étudions la structure des sommes harmoniques et
des polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs. Nous appliquerons
les résultats de la première section pour étudier l’ensemble des sommes harmo-
niques et l’ensemble des polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs.

3.2.1 Structure d’algèbre des sommes harmoniques aux mul-
tiindices entiers non positifs

Ici, les sommes harmoniques H−
w sont définies par les équations (10) et (11).

L’alphabet est Y ∗
0 = {yi}i≥0 et le stuffle est défini comme un φ-stuffle (voir (1.3))

par l’application
φ : Y0 ×Y0 → CY0 ; φ(yi,y j) = yi+ j . (3.11)

Proposition 13 ([GD16a]) Pour tous les mots w1,w2 ∈ Y ∗
0 , nous avons H−

w1
H−

w2
=

H−
w1 w2

.

Maintenant, nous utilisons l’extension du critère de Friedrichs pour [Min13a,
Min13b], nous avons le résultat suivant.

Théorème 11 ([GD16a]) 1. La série H− est de type groupe et logH− est primi-
tive.

2. ker(H−
• ) est un idéal premier de (Q〈Y0〉, ,1Y ∗

0
), c’est-à-dire queQ〈Y0〉\ker(H−

• )
est stable pour le stuffle .
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Définition 18 Soit n ∈ N+, on notera

Pn := spanR+
{w ∈ Y ∗

0 | (w)+ |w|= n}\{0} ,

le cône épointé convexe [Ber09] engendré par l’ensemble {w ∈ Y ∗
0 | (w)+ |w|= n}.

Presque par définition, C−
• est linéaire dans l’ensemble Pn, c’est à dire que

pour tous u,v ∈ Y ∗
0 , nous avons

u v = u⊔⊔ v+ ∑
(w)+|w|<(u)+|u|+|v|+(v)

xww,

et les xw sont positifs. De plus, tous les éléments du support de

∑
(w)+|w|<(u)+|u|+|v|+(v)

xww,

satisfont (w)+ |w|< (u)+(v)+ |u|+ |v|. Nous obtenons donc que

Corollaire 2 ([GD16a]) 1. Pour tout w,v ∈ Y ∗
0 , nous avons

C−
w C−

v =C−
w⊔⊔ v = C−

w v .

2. Pour tout P,Q /∈ ker(H−
• ), nous avons

C−
P C−

Q =C−
P Q

etQ〈Y0〉 \ker(H−
• ) est un -monoïde qui contient Y ∗

0 comme sous-monoïde.

Nous démontrerons que C−
• peut être étendu comme une caractérisation C−,

pour ⊔⊔ ou de manière équivalente, par le critère de Friedrichs [Reu93], C− est
de type groupe et alors logC− est primitive pour ∆⊔⊔ .

Lemme 13 Soit A une R-algèbre associative avec unité et f , une application

f : ⊔n≥0Pn −→ A

qui vérifie les conditions suivantes

1. Pour tout u,v ∈ Y ∗
0 , f (u⊔⊔ v) = f (u) f (v). En particulier, f (1Y ∗

0
) = 1A .

2. Pour tout ∑
i∈I

αiwi ∈ Pn, nous avons

f (∑
i∈I

αiwi) = ∑
i∈I

αi f (wi).

Alors f peut être étendue de façon unique comme un caractère de R〈Y0〉 c’est-à-
dire que

S f = ∑
w∈Y ∗

0

f (w)w ,

est de type groupe, pour ∆⊔⊔ .
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PREUVE – Tout d’abord, nous avons 〈S f | 1Y ∗
0
〉= 1A . De plus, nous pouvons mon-

trer que
∆⊔⊔ (S f ) = S f ⊗S f .

Donc, S f est de type groupe, pour ∆⊔⊔ .�

Corollaire 3 La série C− est de type groupe, pour ∆⊔⊔ .

Exemple 22 (des C−
u⊔⊔ v =C−

u v)
u C−

u v C−
v u⊔⊔ v C−

u⊔⊔ v

y0 1 y0 1 2y2
0 1

y2
0

1
2

y1
1
2

y2
1
3

y1y2 + y2y1
1
6

y1y2
1

15
y2y1

1
10

ym
1

m+1
yn

1
n+1

ymyn + ynym
1

(m+1)(n+1)

ymyn
(n+1)−1

(n+m+2) ynym
(m+1)−1

(m+n+2)

y1
1
2

y2y5
1
54

y1y2y5 + y2y1y5 + y2y5y1
1

108

y1y2y5
1

594
y2y1y5

1
528

y2y5y1
1

176

y0y1
1
6

y2y3
1
28

y0y1y2y3 + y0y2y1y3
1

168

+y0y2y3y1 + y2y3y0y1

+y2y0y1y3 + y2y0y3y1

y0y1y2y3
1

2520
y0y2y1y3

1
2160

y0y2y3y1
1

1080
y2y3y0y1

1
420

y2y0y1y3
1

1680
y2y0y3y1

1
840

yayb
(b+1)−1

(a+b+2) ycyd
(d+1)−1

(c+d+2) yaybycyd + yaycybyd
(b+1)−1(d+1)−1

(a+b+2)(c+d+2)

+yaycydyb + ycydyayb

+ycyaybyd + ycyaydyb

u C−
u v C−

v u v C−
u v

y0 1 y0 1 2y2
0 + y0 1

y1
1
2

y2
1
3

y1y2 + y2y1 + y3
1
6

ym
1

m+1
yn

1
n+1

ymyn + ynym + yn+m
1

(m+1)(n+1)

y1
1
2

y2y5
1
54

y1y2y5 + y2y1y5 + y2y5y1
1

108

+y3y5 + y2y6

y0y1
1
6

y2y3
1
28

y0y1y2y3 + y0y2y1y3
1

168

+y0y2y3y1 + y2y3y0y1

+y2y0y1y3 + y2y0y3y1 + y0y2y4

+y0y2
3 + y2y3y1 + y2y1y3

+y2y0y4 + y2y3y1 + y2y4

yayb
(b+1)−1

(a+b+2) ycyd
(d+1)−1

(c+d+2) yaybycyd + yaycybyd
(b+1)−1(d+1)−1

(a+b+2)(c+d+2)

+yaycydyb + ycydyayb

+ycyaybyd + ycyaydyb

+yaycyb+d + yayb+cyd

+ycyayb+d + ycya+dyb

+ya+cybyd + ya+cydyb + ya+cyb+d
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Il n’est pas difficile de voir que C−
• est linéaire sur Pn. Par exemple, soient u = y1

et v = y2y5. Alors u⊔⊔ v = y1y2y5 + y2y1y5 + y2y5y1. Donc nous obtenons que

C−
y1y2y5

+C−
y2y1y5

+C−
y2y5y1

=
1

594
+

1

528
+

1

176
=

1

108
=C−

y1
C−

y2y5
=C−

y1 ⊔⊔ y2y5
.

Notons que y1y2y5,y2y1y5,y2y5y1 ∈ P11. D’un autre côté, nous avons que u v =
y1y2y5 + y2y1y5 + y2y5y1 + y3y5 + y2y6. Alors, nous pouvons conclure que

C−
y1y2y5

+C−
y2y1y5

+C−
y2y5y1

+C−
y3y5

+C−
y2y6

=
1

108
+

13

420
6=

1

108
=C−

y1
C−

y2y5
.

De plus, y3y5,y2y6 ∈ P10, donc nous avons

C−
y1 y2y5

=C−
y1y2y5+y2y1y5+y2y5y1+y3y5+y2y6

=C−
y1y2y5+y2y1y5+y2y5y1

= 1/108 =C−
y1

C−
y2y5

.

3.2.2 Structure d’algèbre des polylogarithmes aux multiindices
entiers non positifs

Dans cette sous section, nous construisons une loi nouvelle surQ〈Y0〉 qui est
associée aux polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs, comme une
algèbre. Tout d’abord, nous partons d’un lemme général qui indique un procédé
pour construire cette nouvelle loi.

Lemme 14 ([GD16a]) Soit k un corps, V un k-espace vectoriel, A une k-AAU et
φ : V ։ A une application surjective. Nous considérons les lois sur V telles que,
pour tout x,y ∈V

φ(x⊤y) = φ(x)φ(y). (3.12)

si x⊤y ∈ ker(φ) alors x⊤y = 0. (3.13)

Alors les conditions suivantes sont vraies

1. Il existe une solution ⊤0 pour le système d’équations (3.12) et (3.13).

2. Soit Gφ le groupe d’automorphismes linéaires (sous-groupe de GL(V )) défini
par

Gφ := {α ∈ GL(V )|φ ◦α = φ} .

Alors une loi ⊤ satisfait les équations (3.12) et (3.13) si et seulement si elle
est de la forme ⊤ = α ◦⊤0,α ∈ Gφ (c’est-à-dire que l’ensemble des solutions
est l’orbite à gauche, sous Gφ , de ⊤0).

3. L’énoncé précédent reste valable en remplaçant Gφ par

G
(1)
φ := {α ∈ GL(V )|φ ◦α = φ ;α|ker(φ)

= Idker(φ)}.

PREUVE –
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1. Supposons que s soit une section de φ , c’est-à-dire que φ ◦ s = IdA. Alors
nous définissons x⊤y = s(φ(x)φ(y)) pour tous x,y ∈ V . Il est facile pour dé-
montrer que ⊤ satisfait (3.12). Notons que x⊤y = s(φ(x)φ(y))∈ Im(s). Main-
tenant si x⊤y ∈ ker(φ), et parce que (0) = Im(s)∩ker(φ), nous obtenons que
x⊤y = 0 et donc il satisfait (3.13).

2. Tout d’abord, nous avons que

φ(x⊤y) = φ(α(x⊤0y)) = φ(x⊤0y) = φ(x)φ(y).

Cela implique (3.12). D’un autre côté, x⊤y∈ ker(φ) est équivalent à φ(x⊤y)=
0. Alors

0 = φ(x⊤y) = φ(α(x⊤0y)) = φ(x⊤0y) .

Donc, x⊤0y = 0 parce que ⊤0 satisfait (3.13) et alors, x⊤y = α(x⊤0y) = 0 qui
trouve (3.13) pour ⊤.
Ensuite, nous supposons que ⊤ satisfait (3.12) et (3.13). Alors tout d’abord,
nous avons besoin de chercher une identification (pour⊤) e telle que φ(e)=
1A. Nous partons d’un dans les éléments e0 tels que φ(e0) = 1A. Notons que
e = e0⊤e0. Alors,

φ(e0⊤e0 − e0⊤e0⊤e0) = φ(e0)φ(e0)−φ(e0)φ(e0)φ(e0) = 1−1 = 0 .

Donc,
e0⊤e0 − e0⊤e0⊤e0 = e0⊤(e0 − e0⊤e0) ∈ ker(φ) ,

et alors, en utilisant (3.13), nous avons

0 = e0⊤(e0 − e0⊤e0) = e0⊤e0 − e0⊤e0⊤e0.

D’autre part, nous avons que

e⊤e = (e0⊤e0)⊤(e0⊤e0) = e0⊤(e0⊤e0⊤e0) = e0⊤(e0⊤e0) = e0⊤e0 = e,

et φ(e) = φ(e0⊤e0) = 1A1A = 1A.
En la suite, soit y ∈ A. Il est facile de vérifier que la valeur x⊤e n’est pas
dépendante du choix de x, la preimage de y. Nous notons s(y) = x⊤e. Pour
y = φ(x), nous avons

s(y) = s(φ(x)) = x⊤e . (3.14)

L’application s est une section de φ comme

φ(s(y)) = φ(x⊤e) = φ(x)φ(e) = φ(x).

Enfin, nous avons besoin de montrer que x⊤y = s(φ(x)φ(y)). Notons que

s(φ(x)φ(y)) = s(φ(x⊤y)) = x⊤y⊤e . (3.15)

Puis, x⊤y⊤e− x⊤y a l’image, par φ , est nul. Donc x⊤(y⊤e− y) = 0 qui finit
la preuve. C’est-à-dire qu’il existe une section s existe et qu’elle satisfait à
x⊤y = s(φ(x)φ(y)).
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Supposons que s1,s2 soient deux sections de φ . Il y a α ∈ G
(1)
φ tel que s2 =

αs1. Alors nous considérerons une base de Im(s1) telle que

ker(φ)⊕ Im(s1) = ker(φ)⊕ Im(s2) =V

et construisons α par

α|Im(s1
) = s2φ|Im(s1)

et α|ker(φ )
= Idker(φ) .

Supposons ⊤i sont construit par si, i = 1,2. Alors

x⊤2y = s2(φ(x)φ(y)) = αs1(φ(x)φ(y)) = α(x⊤1y).

3. C’est une conséquence de la deuxième condition.

�

Corollaire 4 ([GD16a]) 1. Il y a une loi ⊤ telle que, pour tout P,Q ∈Q〈Y0〉,

Li−P⊤Q = Li−P Li−Q . (3.16)

si P⊤Q ∈ ker(Li−• ) alors P⊤Q = 0. (3.17)

Alors nous posons

G = {α ∈ GL(Q〈Y0〉)|Li−• ◦α = Li−• } ⊂ GL(Q〈Y0〉).

2. Toutes les autres lois qui satisfont (3.16), (3.17) sont de la forme α ◦⊤,α ∈ G

et réciproquement (une orbite sous G).

3. La loi commutative associative ⊤ dans (3.18) n’est pas dualisable.

PREUVE – En appliquant le Lemme 14 pour φ =Li−• , nous obtenons ce corollaire.
�

Maintenant, en utilisant le théorème 9, pour tout w ∈ Y ∗
0 , le polylogarithme

Li−w peut être représenté comme une combinaison linéaire de la base

{Li−ys
}s≥0 ∪ {Li−1Y∗

0

} .

Donc pour tout u,v ∈ Y ∗
0 ,

Li−u Li−v ∈ spanQ{Li−yk
}k≥0.

Alors nous avons

Li−u Li−v = a(u,v)+
|u|+(u)+|v|+(v)−1

∑
s=0

as(u,v)Li−ys
,

et nous définissons

u⊤v := a(u,v)1Y∗
0
+

|u|+(u)+|v|+(v)−1

∑
s=0

as(u,v)ys . (3.18)

La loi ⊤ est associative et commutative sur Q〈Y0〉.
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Exemple 23 1. En posant Li−1Y∗
0

= 1C , pour tout y ∈ Y0, on a

y⊤1Y ∗
0
= 1Y ∗

0
⊤y = y.

2. Soient m,n,k ∈ N tels que 0 ≤ k ≤ m+n−2, notons

Am,n,k =
k

∑
t=0

An,tAm,k−t

où ∀m,n ∈ N, Am,n,−1 = Am,n,−2 = 0. Donc, nous avons

Li−ym
(z)Li−yn

(z) =
z2

(1− z)2

1

(1− z)m+n

m+n−2

∑
k=0

A−
m,n,kzk

=
m+n−2

∑
k=0

Am,n,k

k+2

∑
t=0

(
k+2

t

)
(−1)t

(1− z)m+n+2−t

=
m+n+2

∑
k=2

m+n−2

∑
j=m+n−k

Am,n, j

(
j+2

m+n+2− t

)
(−1)m+n−k 1

(1− z)k
,

où

γm,n,k :=
m+n−2

∑
j=m+n−k

Am,n, j

(
j+2

m+n+2− t

)
(−1)m+n−k.

En appliquant le théorème 9 et en utilisant l’équation (1− z)−1 = Li−y0
(z)−

1C , nous avons

Li−ym
(z)Li−yn

(z) =
m+n+2

∑
k=2

γm,n,k

(
1

1− z
+

k

∑
j=2

S1(k, j)

k!
Li−y j−1

(z)

)
.

Donc nous pouvons définir

ym⊤yn =
m+n+2

∑
k=2

γm,n,k

(
y0 −1Y ∗

0
+

k

∑
j=2

S1(k, j)

k!
y j−1

)
. (3.19)

Par exemple,

y5⊤y4 = −
1

60
y2 +

1

63
y4 +

1

1260
y10,

y5⊤y5 = −
5

66
y1 +

1

12
y3 −

1

126
y5 +

1

2772
y11,

y6⊤y7 = −
691

5460
y2 +

5

33
y4 −

1

40
y6 +

1

24024
y14,

y8⊤y10 =
43867

798
y1 −

39787

510
y3 +

77

3
y5 −

11056

4095
y7 +

5

66
y9 +

1

831402
y19.

Corollaire 5 ([GD16a]) 1. Pour tous P,Q ∈Q〈Y 〉⊕Qy0, nous avons

B−
P B−

Q = B−
P⊤Q.

2. Soit u,v ∈ Y ∗
0 . Alors 〈u⊤v | 1Y ∗

0
〉 6= 0 si et seulement si u = v = 1Y ∗

0
.
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3. Pour tout u,v et w = ys1
. . .ysr

∈ Y ∗
0 , nous obtenons que

y0u⊤v = u⊤y0v = y0⊤(u⊤v) et w⊤1Y ∗
0
=

s1

∑
i=0

(
s1

i

)
yi⊤ys1+s2−iys3

. . .ysr
.

4. L’application ⊤ :Q〈Y0〉×Q〈Y0〉→QY0 qui est définie comme dans (3.18), est
surjective, que ce n’est pas une loi duale et

ker(H−
• ) = ker(Li−• ) =Q〈{w−w⊤1Y ∗

0
|w ∈ Y ∗

0 }〉.

PREUVE – Il suffit de démontrer deux premières conditions. Les autres condi-
tions sont immédiates.

1. Soit P,Q ∈Q〈Y 〉⊕Qy0 tels que

Li−P = aP
k+1 Li−yk

+ . . .+ aP
0 1C ,

Li−Q = a
Q
l+1 Li−yl

+ . . .+ a
Q
0 1C .

Alors

Li−P Li−Q = aP
k+1a

Q
l+1 Li−yl

Li−yk
+ . . .+aP

0 a
Q
0 1C = aP

k+1a
Q
l+1 Li−yl⊤yk

+ . . .+aP
0 a

Q
0 1C .

Parce que B−
P = aP

k+1B−
yk

and B−
P = a

Q
l+1B−

yl
nous obtenons

B−
P⊤Q

= aP
k+1a

Q
l+1

B−
yk⊤yl

.

Enfin, nous pouvons conclure

B−
P⊤Q = aP

k+1a
Q
l+1B−

yk
B−

yl
= B−

P B−
Q.

2. Rappelons que la loi ⊤ est définie par (3.18). Ceci implique

u⊤v = a1Y∗
0
(u,v)1Y∗

0
+ ∑

|u|+(u)+|v|+(v)−1≥s≥0

as(u,v)ys,

où a1Y∗
0
(u,v) ∈Q∗ et as(u,v) ∈Q, c’est-à-dire que,

Li−u Li−v = a1Y∗
0
(u,v)+ ∑

|u|+(u)+|v|+(v)−1≥s≥0

as(u,v)Li−ys
.

Supposons que u 6= 1Y ∗
0

, par (1− z)|u|+(u)Li−u (z) = z|u|Au(z), et multiplions les

deux membres de l’équation précédente par (1− z)|u|+(u)+|v|+(v), nous ob-
tenons

z|u|Au(z)(1− z)|v|+(v)Li−v (z) = (1− z)|u|+(u)+|v|+(v)a1Y∗
0
(u,v)

+(1− z)|u|+(u)+|v|+(v)
|u|+(u)+|v|+(v)−1

∑
s=0

as(u,v) Li−ys
(z) .

Notons que pour tout s = 1, . . . , |u|+(u)+ |v|+(v)−1, la fonction

(1− z)|u|+(u)+|v|+(v)Li−ys
(z)

s’annule en z = 0, et (1− z)(v)+|v|Li−v (z) ∈Q[(1− z)].
Choisissons z = 0, alors 0 = a1Y∗

0
(u,v), c’est impossible. Donc, u = 1Y ∗

0
. De

même, nous obtenons aussi que v = 1Y ∗
0

.
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3. Nous avons Li−y0u = (θ0ι1)Li−u = λ Li−u = Li−y0
Li−u . Donc, Li−

y0u⊤v
= Li−y0

Li−
u⊤v

,
i.e., y0u⊤v = y0⊤(u⊤v). Ensuite, en appliquant le Théorème 9, nous obte-
nons

w⊤1Y ∗
0
=

s1

∑
i=0

(
s1

i

)
yi⊤ys1+s2−iys3

. . .ysr
.

4. En utilisant le Corollaire 4, nous obtenons ce point.

�

3.2.3 Une base (linéaire) pour les sommes harmoniques et les
polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs

Pour finir ce chapitre, nous considérons les espaces vectoriels qui sont en-
gendrés par les sommes harmoniques et polylogarithmes aux multiindices en-
tiers non positifs respectivement. Alors nous pouvons construire une belle base
dans chacun de ces espaces. De plus, nous construisons une application li-
néaire entre deux espaces vectoriels qui transforme les sommes harmoniques
en les polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs et inversement.
Nous commencerons par le lemme suivant qui présente certaines caractérisa-
tions des nombres de Stirling.

Lemme 15 ([GD16a]) Quels que soient n,N ∈ N+, nous avons
(

N

n

)
=

1

n!

n

∑
i=1

(−1)n+iS1(n, i)Ni ⇐⇒ Nn =
n

∑
j=1

j!S2(n, j)

(
N

j

)
.

De plus, pour tout i ≥ j ∈ N+, nous avons

S2(i, j) =





1

S1(i, i)
, si i = j,

1

S1(i, i)S1( j, j)

i− j

∑
k=1

(−1)k+1 ∑
i>t1>...>tk> j

(−1)i+ j+t1+...+tkS1(i, t1) . . .S1(tk, j)

S1(t1, t1) . . .S1(tk, tk)

−
S1(i, j)

S1(i, i)S1( j, j)
, si i > j.

PREUVE – Pour tout i, j ∈N tel que 0≤ i< j, nous dénotons que S1(i, j)= S2(i, j)=
0, la première formule peut s’écrire sous forme matricielle

((
N

k

))t

k≥1

=




1/1! 0 . . .

0 1/2!
. . .

...
. . . . . .




(
(−1)i+ jS1(i, j)

)
i, j≥1

(
Nk

)t

k≥1
.

Ensuite, en utilisant l’inversion des matrices et la transformation de Stirling
[MB95], nous obtenons le premier résultat

(
Nk

)t

k≥1
=

(
j!S2(i, j)

)
i, j≥1

((
N
k

))t

k≥1
.
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L’inverse de la matrice
(
S1(i, j)

)
i, j≥1

, étant bien connu. En appliquant l’inversion
des matrices, nous avons la dernière assertion. �

En appliquant le lemme 15, nous obtenons le résultat important suivant.

Théorème 12 ([GD16a]) 1. Soit X = ( j!S2(i, j))i≥1
j≥1. Alors nous avons

(
H−

yi
(N)

)t

i≥0
= M

(
N j

)t

j≥1
= MX

((
N
k

))
k≥1

= MX
(

H−
yk

0

(N)
)

k≥1
.

2. Les familles {H−
1Y∗

0

}∪{H−
ys
}s≥0 et {H−

1Y∗
0

}∪{H−
yk

0

}k≥0 (resp. {1C }∪{Li−ys
}s≥0 et

{1C }∪{Li−
yk

0

}k≥0) sont des bases deQ[{H−
w}w∈Y ∗

0
] (resp.Q[{Li−w}w∈Y ∗

0
]).

De plus, 〈H−
w | H−

1Y∗
0

〉 6= 0 si et seulement si w = 1Y ∗
0

.

3. L’automorphisme χ est répresenté par la matrice 5
(

1 0

M−1U M−1T

)t

= T t ,

sur la base {X k}k≥0 deQ[X ], et, pour w ∈ Y ∗
0 ,

Li−w (z) = (χ ◦H−
w)((1− z)−1).

En particulier, en utilisant les théorèmes 7 et 9, nous avons

H−
w (N) =

(w)+|w|

∑
k=0

mkNk ∈Q[N] ⇐⇒ Li−w (z) =
(w)+|w|

∑
k=0

nk

(1− z)k
∈ Z[(1− z)−1],

où, pour tout 0 ≤ k ≤ (w)+ |w|, nk =
(w)+|w|

∑
j=k

m j t j,k .

PREUVE –

1. Notons que n,N ∈ N+,
(

N
n

)
= H−

yn
0
(N), alors, en utilisant la définition de M

comme (3.2) et le lemme 15, nous obtenons le premier point.

2. Les théorèmes 7, 9 ont prouvé ce point. De plus, pour tout w ∈ Y+
0 , il y a

une suite des nombres rationnels {αw,k}
(w)+|w|−1

k=0 telle que

H−
w =

(w)+|w|−1

∑
k=0

αw,kH−
yk

⇐⇒ Li−w =
(w)+|w|−1

∑
k=0

αw,k Li−yk
.

Parce que nous avons

Li−w (z)

1− z
= ∑

N≥0

((w)+|w|−1

∑
k=0

αw,kH−
yk
(N)

)
zN =

(w)+|w|−1

∑
k=0

αw,k

(
∑

N≥0

H−
yk
(N)

)
zN .

5. U := (−1 0 . . .0 . . .)t ∈ Mat∞×1(Q) et la matrice T est définie dans l’équation (3.9).
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3. Notons que, pour tout w ∈ Y ∗
0 , h−w :=

(
H−

ykw

)t

k≥0
et l−w :=

(
Li−ykw

)t

k≥0
. En utili-

sant les théorèmes 7, 9, il y a deux matrices Ξw,Ωw ∈ Mat∞(Q) telles que

h−w = Ξw

(
1(

N j
)t

j≥1

)
= Ξw

(
1 0

0 M

)−1
(

1

h−1Y∗
0

)
,

l−w = Ωw

(
1C(

(1− z)− j
)t

j≥1

)
= Ωw

(
1 0

U T−1

)−1
(

1C

l−1Y∗
0

)
,

Donc nous obtenons

Ξw

(
1 0

0 M

)−1

= Ωw

(
1 0

U T−1

)−1

et Ξw = Ωw

(
1 0

U T−1

)−1(
1 0

0 M

)
,

(
1

h−1Y∗
0

)
=

(
1 0

0 M

)(
1(

N j
)t

j≥1

)
et

(
1C

l−1Y∗
0

)
=

(
1 0

U T−1

)


1C(
1

(1− z) j

)t

j≥1


 ,

et alors le théorème est prouvé.

�

3.3 Prolongement de Li• aux séries de
C〈X〉⊔⊔C[x∗0,(−x0)

∗]⊔⊔C[x∗1]

Dans la première section, nous avons utilisé les opérateurs différentiels θ0,θ1

(voir la formule (12) ) et les opérateurs intégraux ι0, ι1(voir la formule (13)) pour
étudier les polylogarithmes. En fait, nous avons prouvé que les polylogarithmes
Li−w (z),z ∈ C, |z| < 1 aux multiindices entiers non positifs sont des polynômes
de degré (w)+ |w| en (1− z)−1 pour tout w ∈ Y ∗

0 [GDQS15, GD16a]. C’est-à-dire
qu’elles sont des fonctions rationnelles sur C. D’un autre côté, nous savons que
la famille des polylogarithmes aux multiindices entiers positifs est libre sur l’al-
gèbre des fonctions rationnelles sur C [Den12, VHNM00b]. Cela suggère une
méthode pour étudier les polylogarithmes aux multiindices entiers.

Nous commencerons par les séries rationnelles sur C. Tout d’abord, l’al-
gèbre nous permet de savoir que l’espace des séries rationnelles est stable par
le shuffle. De plus, l’exponentielle de shuffle des lettres et leurs combinations
linéaires sont précisément leur étoile de Kleene . Pour tout ensemble V ⊂ A∗,
nous définissons une suite d’ensembles {Vi}i∈N par

V0 = ∅,

Vi+1 = {wv | w ∈Vi;v ∈V},

alors l’étoile de Kleene de l’ensemble V est V ∗ =∪i∈NVi. En particulier, si V est un
alphabet, V ∗ est le monoïde libre d’unité 1V ∗ (i.e. le mot vide).
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Maintenant, nous considérons les formes différentielles ω0(z)= z−1dz et ω1(z)=
(1− z)−1dz. Rappelons que

Ω = C\ (]−∞,0]∪ [1,+∞[)

et λ (z) la fraction rationnelle z(1− z)−1 qui est un élément de l’anneau différen-
tiel C := C[z,z−1,(1− z)−1], dont la dérivation est l’opérateur différentiel ∂z :=
d/dz. De plus, l’élément 1Ω : Ω → C, défini pour tout z ∈ Ω, par 1Ω(z) = 1 est
l’unité de cet anneau. Alors, nous obtenons que les polylogarithmes aux mul-
tiindices entiers positifs sont indexés comme l’images de la bigèbre de mélange
par l’isomorphisme

Li• : (C〈X〉,⊔⊔,1X∗)−→ (C{Liw}w∈X∗,×,1Ω),

qui est tel que

xn
0 7−→ logn(z)/n!, xn

1 7−→ logn((1− z)−1)/n!, x
s1−1
0 x1 . . .x

sr−1
0 x1 7−→ Li

x
s1−1

0 x1...x
sr−1
0 x1

.

Cet isomorphisme peut être étendu (sous réserve de convergence) à une par-
tie de l’ensemble des séries rationnelles Crat〈〈X〉〉 (ce n’est plus alors un isomor-
phisme) par

Définition 19 Quel que soit

S = ∑
n≥0

〈S | xn
0〉x

n
0 + ∑

k≥1
∑

w∈(x∗0x1)kx∗0

〈S | w〉 w,

nous définissons (quand la série converge pour la convergence compacte)

LiS(z) = ∑
n≥0

〈S | xn
0〉

logn(z)

n!
+ ∑

k≥1
∑

w∈(x∗0x1)kx∗0

〈S | w〉Liw .

D’un autre côté, le morphisme extension Li• n’est pas injectif et les {Liw}w∈X∗

sont linéairements indépendantes sur C [Min03b, Min07].

Exemple 24 i. 1Ω = Li1X∗ = Lix∗1−x∗0⊔⊔x∗1
.

ii. λ = Li(x0+x1)∗ = Lix∗0⊔⊔x∗1
= Lix∗1−1.

iii. C = C[Lix∗0,Li(−x0)∗,Lix∗1].

iv. C {Liw}w∈X∗ = {LiS |S ∈ C[x∗0]⊔⊔C[(−x0)
∗]⊔⊔C[x∗1]⊔⊔C〈X〉}.

Maintenant, nous utilisons les opérateurs θ0,θ1 et ι0, ι1 pour déterminer les poly-
logarithmes aux multiindices entiers. Notons que, quel que soit i= 0,1, ιi est une
section de θi, c’est-à-dire que, θi ◦ ιi = Id, mais, nous avons ιi ◦θi 6= Id. Donc pour
calculer les polylogarithmes aux multiindices entiers, dans ce chaptre, nous fixe-
rons la valeur de la constante z0 dans la définition de l’opérateur ι0. Ensuite,
nous étendrons la définitions de la fonction Li• à une partie de l’algèbreCrat〈〈X〉〉.
Les résultats de ce chapitre sont présentés dans l’article [GD16b].
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3.3.1 Prolongement de l’opérateur ι0

Dans cette section, nous étudions les opérateurs différentiels θ0,θ1 définis
dans l’espace H (Ω)des fonctions analytiques sur Ω. Ensuite, nous leur construi-
rons des sections, c’est-à-dire des opérateurs ι0, ι1 ∈ End(D) (où D ⊂H (Ω)) tels
que ιiθi = IdD pour i = 0,1. En fait, l’opérateur ι1 sera continu sur D mais pas
l’opérateur ι0. Donc, nous étudierons les caractéristiques de cet opérateur et
expliquerons la raison de sa non-continuité.

Tout d’abord, nous notons très classiquement H (Ω) l’algèbre des fonctions
analytiques définies sur Ω. De plus, nous munirons cette algèbre de la topolo-
gie de la convergence compacte. Cette topologie est la topologie associée à la
famille de semi-normes (‖.‖K)K⊂compactΩ. Ces semi-normes sont définies par,

‖ f‖K = sup
s∈K

| f (s)|,

où K est un sous-ensemble compact de Ω et f ∈ H (Ω) est une fonction analy-
tique sur Ω. Nous avons les faits suivants

1. L’espace H (Ω) est métrisable et complet pour la topologie associée aux
semi-normes ‖.‖K.

Définition 20 Un opérateur φ ∈ End(H (Ω)) est continu ssi

(∀K2)(∃K1)(∃M12 > 0)(∀ f ∈ H (Ω))(||φ( f )||K2
≤ M12|| f ||K1

),

où K1,K2 ⊂ Ω sont compacts.

Maintenant, nous commencerons par les opérateurs θ0,θ1. Il est clair que l’es-
pace C {Liw}w∈X∗ est stable par ces opérateurs, c’est-à-dire que θi(C {Liw}w∈X∗)⊂
C {Liw}w∈X∗ pour i = 0 ou i = 1.

Définition 21 Soient z0 ∈ Ω. Nous définissons l’opérateur ιz0
i ∈ End(H (Ω)) par

ιz0

0 ( f ) =
∫ z

z0

f (s)ω0(s), ιz0

1 ( f ) =
∫ z

z0

f (s)ω1(s).

Alors nous pouvons démotrer que θiι
z0

i = IdH (Ω) et donc ιz0

i est une section de
θi pour tout i = {0,1}. En plus, les opérateurs ιz0

0 et ιz0

1 sont continus pour la
topologie de la convergence compacte parce que

‖ιz0

i ( f )‖K = sup
z∈K

|ιz0

i ( f )(z)| ≤ ‖ f‖K[sup
z∈K

|

∫ z

z0

ωi(s)|],

pour tous les ensembles compacts K ⊂ Ω. Cela implique que les opérateurs ιz0

0

et ιz0

1 sont aussi bien définis sur C {Liw}w∈X∗ et nous avons

ιz0
i (C {Liw}w∈X∗)⊂ C {Liw}w∈X∗,∀i = 0,1.
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On peut en déduire que les {θi}i=0,1 aussi sont continues.

Maintenant, nous remarquons bien que

C {Liw}w∈X∗ = C ⊗CC{Liw}w∈X∗.

Alors nous nous intéressons à une définition de ι0, dans uneC-base de C {Liw}w∈X∗.
En fait, en utilisant l’identité suivante [Min96]

ux1xn
0 = ux1 ⊔⊔ xn

0 −
n

∑
k=1

(u⊔⊔ xk
0)x1xn−k

0 ,

nous obtenons la décomposition suivante :

C {Liw}w∈X∗ = C ⊗C C{Liw}w∈X∗ = C ⊗CC{Liw}w∈X∗x1
⊗CC{Liw}w∈x∗0

.

De plus, nous pouvons conclure que l’ensemble

B := (zk Liux1
(z)Lixn

0
(z))(k,n,u)∈Z×N×X∗ ⊔ ((1− z)−l Liux1

(z)Lixn
0
(z))(l,n,u)∈N+×N×X∗

⊔(zk Lixn
0
(z))(k,n)∈Z×N⊔ ((1− z)−l Lixn

0
(z))(l,n)∈N+×N,

est une C− base de C {Liw}w∈X∗. Nous utiliserons cette base pour donner une
définition de ι0 prolongeable à C {Liw} de l’opérateur ι0. Tout d’abord, nous
construisons l’application ind : B → Z qui est définie par

ind(zk(1− z)−l Lixn
0
(z)) = k et ind(zk(1− z)−l Liux1

(z) logn(z)) = k+ |ux1|.

Définition 22 Soit b ∈ C {Liw}w∈X∗. Nous définissons l’image de ι0 en b par

ι0(b) :=





∫ z

0
b(s)ω0(s), si ind(b)≥ 1,

∫ z

1
b(s)ω0(s), si ind(b)≤ 0.

Ensuite, nous prouvons que l’application ι0 (dans la définition 22) est dis-
continue. Pour faire cela, nous choisissons deux suites de fonctions { fn}n∈N et
{gn}n∈N dans C {Liw}w∈X∗ telles que lim

n→∞
fn = lim

n→∞
gn, et nous montrons que

lim
n→∞

ι0( fn) 6= lim
n→∞

ι0(gn).

Notons d’abord que

z = ∑
n≥0

logn(z)/n! = ∑
n≥1

(−1)n+1 logn((1− z)−1)/n!.

Alors pour chaque n ∈ N+, nous choisirons

fn = ∑
0≤m≤n

logm(z)/m! et gn = ∑
1≤m≤n

(−1)m+1 logm((1− z)−1)/m! .
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Si ι0 était continue, alors lim
n→∞

fn = lim
n→∞

gn pour la cc (convergence compacte) en-

traine lim
n→∞

ι0( fn)[z] = lim
n→∞

ι0(gn)[z]pour tout z (en particulier, pour z ∈]0,1[). Il n’est

pas difficile de voir que, pour tout z (en particulier, pour z ∈]0,1[), nous avons

lim
n→∞

fn(z) = lim
n→∞

gn(z) = z .

(cc dans H (Ω)). Mais nous avons

1. quel que soit n∈N+, alors ι0( fn)(z)= ι0( ∑
0≤m≤n

logm(z)/m!)= ∑
0≤m≤n

z∫
1

logm(s)ds

m!s
.

Ceci implique que

ι0( fn)(z) = ∑
0≤m≤n

logm+1(z)

(m+1)!
= ∑

0≤m≤n+1

logm(z)

m!
−1 = fn+1(z)−1,

et donc
lim

n→+∞
ι0( fn)(z) = lim

n→+∞
( fn+1(z)−1) = z−1.

2. D’un autre côté, nous avons, pour tout z ∈]0,1[ (voir la première annexe),

lim
n→+∞

ι0(gn)(z) = lim
n→+∞

∫ z

0
gn(s)ω0(s)

=

∫ z

0
lim

n→+∞
gn(s)

ds

s

=
∫ z

0
s
ds

s
=

∫ z

0
ds = z.

Soit, pour tout z ∈]0,1[,

z−1 = lim
n→+∞

ι0( fn)(z) 6= lim
n→+∞

ι0(gn)(z) = z,

et donc, ι0 dans la définition 22 n’est pas continue.

3.3.2 Extension de Li• aux séries deC〈X〉⊔⊔Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉 et
application aux polylogarithmes aux multiindices entiers

Extension de Li• aux séries deC〈X〉⊔⊔Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉

Tout d’abord, dans le corollaire 1, nous avons vu que la famille {x∗0,x
∗
1} est

algébriquement libre sur (C〈X〉,⊔⊔,1X∗). Cela implique que l’anneau

(C〈X〉,⊔⊔,1X∗)[x∗0,x
∗
1,(−x0)

∗]

des polynômes en x∗0,(−x0)
∗,x∗1 sur C〈X〉 est un C〈X〉-module libre. Donc nous

construirons un morphisme d’algèbres de

(C〈X〉,⊔⊔,1X∗)[x∗0,x
∗
1,(−x0)

∗]

dans H (Ω).
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Corollaire 6 ([GD16b]) Il existe un morphisme unique µ de (C〈X〉,⊔⊔,1X∗)[x∗0,(−x0)
∗,x∗1]

dans H (Ω) satisfaisant aux deux conditions suivantes :
i. quel que soit w ∈ X∗, alors µ(w) = Liw.
ii. µ(x∗0) = z, µ((−x0)

∗) = z−1 et µ(x∗1) = (1− z)−1.

PREUVE – Immédiat en chassant les dénominateurs.�

Remarque 11 Cette définition algébrique correspond bien aux extensions analy-
tiques définies précédemment [Car89] :

µ(x∗0) = Li ∑
n≥0

xn
0
(z) = ∑

n≥0

Lixn
0
(z) = ∑

n≥0

Li 1

n!
x
⊔⊔ n

0

(z) = ∑
n≥0

1

n!
Linx0

(z) = eLix0
(z) = elog(z) = z.

µ(x∗1) = Li ∑
n≥0

xn
1
(z) = ∑

n≥0

Lixn
1
(z) = ∑

n≥0

Li 1

n!
x
⊔⊔ n

1

(z) = ∑
n≥0

1

n!
Linx1

(z) = eLix1
(z) =

1

1− z
.

Définition 23 Nous définissons Li
(1)
• comme étant ce morphisme µ.

Remarquons que l’image de l’algèbre (C〈X〉,⊔⊔,1X∗)[x∗0,(−x0)
∗,x∗1]par le morphisme

Li
(1)
• est exactement C {Liw}w∈X∗ . Mais Li

(1)
• n’est plus un isomorphisme.

Proposition 14 ([GD16b]) Soit Li
(1)
• :C〈X〉[x∗0,x

∗
1,(−x0)

∗]→ H (Ω) alors

i. Im(Li
(1)
• ) = C {Liw}w∈X∗.

ii. ker(Li
(1)
• ) est l’idéal engendré par x∗0 ⊔⊔ x∗1 − x∗1 +1X∗ .

PREUVE – i) Tout d’abord, remarquons que {(x∗0)
⊔⊔ k

⊔⊔(x∗1)
⊔⊔ l}k∈Z,∈N est une base

de C〈X〉-moduleC〈X〉[x∗0,(−x0)
∗,x∗1] et la famille

{Li
(1)

(x∗0)
⊔⊔ k

⊔⊔(x∗1)
⊔⊔ l (z)}k∈Z,l∈N où Li

(1)

(x∗0)
⊔⊔ k

⊔⊔(x∗1)
⊔⊔ l(z) = zk(1− z)−l

est un système générateur de l’algèbre C . Par suite Im(Li
(1)
• ) est engendrée par

C et {Liw}w∈X∗ et on a Im(Li
(1)
• ) = C {Liw}w∈X∗.

ii) Ensuite, nous déterminerons le noyau du morphisme Li
(1)
• . Ceci résultera

du lemme suivant

Lemme 16 ([GD16b]) Soient M1,M2 deux K-modules (K est un anneau) et φ :

M1 → M2 une application K-linéaire. Supposons que N ⊂ ker(φ) soit un sous-
module de M1. S’il y a un système générateur {gi}i∈I de M1 et un sous ensemble
J ⊂ I tels que
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1. quel que soit i ∈ I \ J, il y a des éléments c
j
i ∈ K;∀ j ∈ J qui satisfont

gi ≡ ∑
j∈J⊂I

c
j
i g j[modN];

2. La famille {φ(g j)} j∈J est K-libre dans M2 ;

alors N = ker(φ).

PREUVE – Supposons que P ∈ ker(φ), comme {gi}i∈I est génératrice de M1, on
peut écrire

P = ∑
i∈I

pi gi = (∑
i∈J

pi gi)+( ∑
i∈I\J

pi gi)≡ ∑
j∈J

q j g j [modN] .

Donc 0 = φ(P) = ∑
j∈J

q jφ(g j). D’autre part, nous savons que {φ(g j)} j∈J est K-libre

dans M2, donc nous obtenons q j = 0 pour tout j ∈ J. Ceci implique P ∈ N. Fi-
nalement ker(φ) ⊂ N et comme on avait N ⊂ ker(φ), nous pouvons conclure
N = ker(φ). Le lemme est prouvé. �

Nous allons utiliser le lemme 16 pour calculer le noyau de Li
(1)
• . Tout d’abord,

nous noterons J l’idéal engendré par x∗0 ⊔⊔ x∗1 − x∗1 +1X∗ . Nous pouvons démon-
trer facilement les formules suivantes, pour tout l ≥ 1,

w⊔⊔ x∗0 ⊔⊔(x∗1)
⊔⊔ l ≡ w⊔⊔(x∗1)

⊔⊔ l −w⊔⊔(x∗1)
⊔⊔ l−1 [J ],

w⊔⊔(−x0)
∗
⊔⊔(x∗1)

⊔⊔ l ≡ w⊔⊔(−x0)
∗
⊔⊔(x∗1)

⊔⊔ l−1 + w⊔⊔(x∗1)
⊔⊔ l[J ] .

Ces formules impliquent que nous pouvons récrire chaque monôme w⊔⊔(x∗0)
⊔⊔ k

⊔⊔(x∗1)
⊔⊔ l

comme une combinaison linéaire [modJ ] des autres monômes qui satisfont
kl = 0. Ce que nous pouvons voir dans la figure ci-dessous. Notons que, dans le

(w, l,k)

©
(1X∗ ,×,×)

k
·

·

(w,−l,k)

l
−l

⊳

⊲

(w, l −1,k)

(w, l −1,k−1)

⊲

▽

(w,−l +1,k)

(w,−l,k−1)

FIGURE 3.1 – Réécriture modJ de {w⊔⊔(x∗0)
⊔⊔ l

⊔⊔(x∗1)
⊔⊔ k} k∈N,l∈Z

w∈X∗

graphique 3.3.2, le triple (w, l,k) désigne l’élément w⊔⊔(x∗0)
⊔⊔ l

⊔⊔(x∗1)
⊔⊔ k.

Soient maintenant les ensembles

I = X∗×N×Z,

J = (X∗×N×{0})⊔ (X∗×{0}×Z) .
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Nous considérerons les modules

M1 = C〈X〉[x∗0,x
∗
1,(−x0)

∗], M2 = H (Ω), N = J ,

et la famille {gi} = {w⊔⊔(x∗1)
⊔⊔ n

⊔⊔(x∗0)
⊔⊔ m}(w,n,m)∈I. En appliquant le lemme 16 à

l’application φ = Li
(1)
• , nous obtenons la deuxième condition de la proposition

14.�

Ensuite, nous étendons le morphisme Li
(1)
• à l’algèbre Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉.

En fait, nous savons que la famille (x
⊔⊔ k0

0 ⊔⊔(α0x0)
∗
⊔⊔ x

⊔⊔ k1

1 ⊔⊔(α1x1)
∗) ki∈N;

αi∈C
est une

C-base de Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉.

Ensuite, nous considérons l’application de Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉 à H (Ω) qui,
à chaque élément

T (k0,k1,α0,α1) = x
⊔⊔ k0

0 ⊔⊔(α0x0)
∗
⊔⊔ x

⊔⊔ k1

1 ⊔⊔(α1x1)
∗,

fait correspondre

logk0(z)zα0 logk1(1/(1− z))(1/(1− z))α1

et nous notons cette application Li
(2)
• . Le problème ici est que nous avons besoin

de prouver l’existence de l’application Li
(2)
• . Tout d’abord, nous remarquons

bien que

T ( j0, j1,α0,α1)T (k0,k1,β0,β1) = T ( j0 + k0, j1+ k1,α0 +β0,α1+β1).

Et puis, par le lemme 6, nous pouvons conclure que la famille {(α0x0)
∗
⊔⊔(α1x1)

∗}αi∈C
est une (C〈X〉,⊔⊔,1)-base de C〈X〉⊔⊔Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉, et donc

{w⊔⊔(α0x0)
∗
⊔⊔(α1x1)

∗} αi∈C
w∈X∗

est une C-base de

C〈X〉⊔⊔Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉 = C〈X〉[Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉]

= C〈X〉⊔⊔ spanC(SPC(X)) .

D’un autre côté, un corollaire de la proposition 6 est que la famille

{(a0x0)
∗
⊔⊔(a1x1)

∗}a0,a1∈C2

est linéairement indépendante sur C〈X〉 ≃ C[L yn(X)]. C’est-à-dire que l’appli-
cation Li(2) est bien définie, et de plus elle n’est pas injective.

(C〈X〉,⊔⊔,1X∗) C{Liw}w∈X∗

(C〈X〉,⊔⊔,1X∗)[x∗0,(−x0)
∗,x∗1] C {Liw}w∈X∗

C〈X〉⊔⊔Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉 H (Ω)

Li•

Li
(1)
•

Li
(2)
•

Il n’est pas difficile de démontrer que (x∗0 ⊔⊔ x∗1−x∗1+1X∗)⊂ ker(Li
(2)
• ) mais l’in-

clusion inverse n’est pas simple.
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Polylogarithmes aux multiindices entiers

Maintenant nous utiliserons les résultats de la première sous-section pour
étudier les polylogarithmes aux multiindices. Tout d’abord, notons ℑ et Θ les
morphismes d’algèbre (associatives avec unité)C〈X〉→ End(C {Liw}) définis par

ℑ(xi) = ιi et Θ(xi) = θi .

Par exemple, si w = x0x1 alors

ℑ(x0x1)(Li2)(z) = ℑ(x0)ι1(Li2)(z) = ι0(Li1,2(z)) = Li2,2(z).

Θ(x0x1)(Li2)(z) = Θ(x0)θ1(Li2)(z) = θ0(
1− z

z
Li1(z)) = 1−

Li1(z)

z
.

À ce moment, pour tout ys1
u ∈ Y ∗, comme nous savions que

Li−ys1
u = θ s1

0 (θ0ι1)Li−u = θ s1

0 (λ Li−u ) =
s1

∑
k1=0

(
s1

k1

)
(θ k1

0 λ )(θ s1−k1

0 Li−u ) .

Donc, par la récurrence en r ∈N+, pour tout ys1
. . .ysr

∈Y ∗, nous pouvons prouver
facilement que

Li−ys1
...ysr

=
s1

∑
k1=0

s1+s2−k1

∑
k2=0

. . .

(s1+...+sr)−
(k1+...+kr−1)

∑
kr=0

(
s1

k1

)(
s1 + s2 − k1

k2

)
. . .

(
s1 + . . .+ sr − k1 − . . .− kr−1

kr

)
(θ k1

0 λ )(θ k2

0 λ ) . . .(θ kr

0 λ ) ,

où λ (z) =
z

1− z
∈ C . Nous remarquons bien que pour tout f (z) ∈ C et pour tout

n ∈ N+,

θ n
0 ( f )(z) =

n

∑
k=1

S2(n,k)z
k(

∂ k

∂ zk
)( f (z)) . (3.20)

Ensuite, pour tout k ∈ N+, nous avons (
∂ k

∂ zk
)(λ (z)) =

k!

(1− z)k+1
alors nous appli-

quons la relation (3.20) à la fonction f (z) = λ (z) pour d’obtenir

θ ki

0 λ (z) =





λ (z), si ki = 0,

1

1− z

ki

∑
j=1

S2(ki, j) j!λ j(z), si ki > 0.

Nous notons maintenant

Tki
=





(x0 + x1)
∗, si ki = 0,

x∗1 ⊔⊔

ki

∑
j=1

S2(ki, j) j!((x0 + x1)
∗)⊔⊔ j, si ki > 0,
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et nous considérons la série

T =
s1

∑
k1=0

s1+s2−k1

∑
k2=0

. . .

(s1+...+sr)−
(k1+...+kr−1)

∑
kr=0

(
s1

k1

)(
s1 + s2 − k1

k2

)
. . .

(
s1 + . . .+ sr − k1 − . . .− kr−1

kr

)
Tk1

⊔⊔ . . .⊔⊔ Tkr
,

nous obtenons alors (puisque T ∈ Dom(Li(1)),

Li−ys1
...ysr

(z) = Li
(1)
T (z),

pour tout ys1
. . .ysr

∈Y ∗
0 . De plus, nous avons démontré que ker(Li

(1)
• ) = 〈x∗0 ⊔⊔ x∗1 −

x∗1 +1X∗〉, alors pour tout ys1
. . .ysr

∈ Y ∗
0 , nous obtenons

Li−
ys1

...ysr∈Y ∗
0
(z) = LiF(z) := Li

(1)
F (z), (3.21)

avec

F =
s1

∑
k1=0

s1+s2−k1

∑
k2=0

. . .

(s1+...+sr)−
(k1+...+kr−1)

∑
kr=0

(
s1

k1

)(
s1 + s2 − k1

k2

)
. . .

(
s1 + . . .+ sr − k1 − . . .− kr−1

kr

)
Fk1

⊔⊔ . . .⊔⊔ Fkr
,

Fki
=





x∗1 −1X∗, si ki = 0,

x∗1 ⊔⊔

ki

∑
j=1

S2(ki, j) j!(x∗1 −1X∗)⊔⊔ j, si ki > 0.

Par exemple

Li−1,1(z) = Li
3(x∗1)

⊔⊔ 4−7(x∗1)
⊔⊔ 3+5(x∗1)

⊔⊔ 2−x∗1

Li−2,1(z) = Li
12(x∗1)

⊔⊔ 5−33(x∗1)
⊔⊔ 4+31(x∗1)

⊔⊔ 3−11(x∗1)
⊔⊔ 2+x∗1

Li−1,2(z) = Li
8(x∗1)

⊔⊔ 5−23(x∗1)
⊔⊔ 4+23(x∗1)

⊔⊔ 3−9(x∗1)
⊔⊔ 2+x∗1

Notons que Li−0 (z)= λ (z)=
z

1− z
=Lix∗1−1X∗(z)=Lix∗1x1

(z). Alors il n’est pas difficile

de prouver que

Li−0 (z) = λ (z) =
z

1− z
= Lix∗1−1X∗ (z) = Lix∗1x1

(z)

Li−
0, . . .0︸ ︷︷ ︸

k fois 0

(z) = λ k(z) = (
z

1− z
)k = Li

(x∗1−1X∗)⊔⊔ k(z) = Lik−1

∑
i=0

(−1)i(k
i)(x

∗
1)

⊔⊔ (k−i)+(−1)k1X∗

(z).

Proposition 15 ([GD16b]) Soit (s1, . . . ,sr) ∈ N. Alors il existe un polynôme P ∈
C〈x∗1〉 (= C[x

∗
1]), de degré r, tel que Li−s1,...,sr

(z) = LiP(z) et

i. Si s1 = . . .= sr = 0 alors 〈P | (x∗1)
⊔⊔ k〉= (−1)r−k

(
r

r−k

)
pour tout r ≥ k ≥ 0.
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ii. Si s1 + . . .+ sr 6= 0 alors 〈P | 1X∗〉= 0.

Notons que l’ensemble {(x∗1)
⊔⊔ k}k≥0 est une base de l’algèbre C〈x∗1〉. C’est-à-

dire que chaque P ∈ C〈x∗1〉, peut être écrit

P =
n

∑
i=0

αn(x
∗
1)

⊔⊔ i,n ∈ N et ∀i = 0, . . . ,n;αi ∈ C. (3.22)

Notons Dom(Li•) := {S ∈ C〈〈X〉〉 | LiS := ∑
w∈X∗

〈S | w〉Liw est convergente}.

Proposition 16 ([GD16b]) Quels que soient P,Q∈Dom(Li•) on a LiP⊔⊔ Q =LiP LiQ .

PREUVE – Soit P = ∑
w∈X∗

〈P | w〉w ,Q = ∑
v∈X∗

〈Q | v〉v ∈ Dom(Li•), nous avons

P⊔⊔ Q = ∑
w,v∈X∗

〈P | w〉〈Q | v〉w⊔⊔ v .

Notons que ∀w,v ∈ X∗,Liw∈v = Liw Liv. Donc, nous pouvons prouver que

LiP⊔⊔ Q = ∑
w,v∈X∗

〈P | w〉〈Q | v〉Liw Liv = ∑
w∈X∗

〈P | w〉Liw ∑
v∈X∗

〈Q | v〉Liv = LiP LiQ .

�

Corollaire 7 Quel que soit P,Q ∈ (C[x∗1],⊔⊔,1X∗), nous avons LiP⊔⊔ Q = LiP LiQ.

Exemple 25

P Q P ⊔⊔ Q

x∗1 −1X∗ x∗1 −1X∗ (x∗1)
⊔⊔ 2 −2x∗1 +1X∗

x∗1 −1X∗ (x∗1)
⊔⊔ 2 − x∗1 (x∗1)

⊔⊔ 3 −2(x∗1)
⊔⊔ 2 + x∗1

(x∗1)
⊔⊔ 2 − x∗1 (x∗1)

⊔⊔ 2 − x∗1 (x∗1)
⊔⊔ 4 −2(x∗1)

⊔⊔ 3 +(x∗1)
⊔⊔ 2

(x∗1)
⊔⊔ 2 − x∗1 2(x∗1)

⊔⊔ 3 −3(x∗1)
⊔⊔ 2 + x∗1 2(x∗1)

⊔⊔ 5 −5(x∗1)
⊔⊔ 4

+4(x∗1)
⊔⊔ 3 − (x∗1)

⊔⊔ 2

(x∗1)
⊔⊔ 2 −2x∗1 +1X∗ (x∗1)

⊔⊔ 2 − x∗1 (x∗1)
⊔⊔ 4 −3(x∗1)

⊔⊔ 3

+3(x∗1)
⊔⊔ 2 − x∗1

(x∗1)
⊔⊔ 2 −2x∗1 +1X∗ 2(x∗1)

⊔⊔ 3 −4(x∗1)
⊔⊔ 2 +2x∗1 2(x∗1)

⊔⊔ 5 −8(x∗1)
⊔⊔ 4

+12(x∗1)
⊔⊔ 3 −8(x∗1)

⊔⊔ 2
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LiP LiQ LiP LiQ LiP⊔⊔ Q

z

1− z

z

1− z

z2

(1− z)2

1

(1− z)2
−

2

1− z
+1 =

z2

(1− z)2

(= Li−0 ) (= Li−0 ) (= (Li−0 )
2)

z

1− z

z

(1− z)2

z2

(1− z)3

1

(1− z)3
−

2

(1− z)2
+

1

1− z
=

z2

(1− z)3

(= Li−0 ) (= Li−1 ) (= Li−0 Li−1 )

z

(1− z)2

z

(1− z)2

z2

(1− z)4

1

(1− z)4
−

2

(1− z)3
+

1

(1− z)2
=

z2

(1− z)4

(= Li−1 ) (= Li−1 ) (= (Li−1 )
2)

z

(1− z)2

z2 + z

(1− z)3

z3 + z2

(1− z)5

2

(1− z)5
−

5

(1− z)4
+

4

(1− z)3
−

1

(1− z)2
=

z3 + z2

(1− z)5

(= Li−1 ) (= Li−2 ) (= Li−1 Li−2 )

z2

(1− z)2

z

(1− z)2

z3

(1− z)4

1

(1− z)4
−

3

(1− z)3
+

3

(1− z)2
−

1

1− z
=

z3

(1− z)4

(= Li−0,0) (= Li−1 ) (= Li−0,0 Li−1 )

z2

(1− z)2

2z2

(1− z)3

2z4

(1− z)5

2

(1− z)5
−

8

(1− z)4
+

12

(1− z)3
−

8

(1− z)2
+

2

1− z

(= Li−0,0) (= Li−1,0) (= Li−0,0 Li−1,0) =
2z4

(1− z)5

Pour tout w ∈ Y ∗
0 , nous écrivons l’expression Li−w (z) dans Z[1/(1− z)] comme

Li−w (z) = aw
(w)+|w|(1− z)−(w)−|w|+ . . .+aw

1 (1− z)−1 +aw
0 ,

où pour tout i = 0, . . . ,(w)+ |w|, aw
i ∈ Z. Nous avons

a
1Y∗

0
i =

{
1 pour n = 0,

0 pour n > 0.

Remarque 12 Soient y−s1
. . .y−sr

∈Y ∗
− et ytw∈Y ∗ où Y−= {ys}s∈−N andY = {ys}s∈N+.

Soit ykw ∈ (Y−∪Y0)
∗ et z ∈C, |z|< 1. Le polylogarithme en ykw, noté Liykw(z), est

calculé par Li1(Y−∪Y0)
∗ (z) = 1, et

Liykw(z) =





θ k+1
0 ι1(Liw)(z) ⇔ k < 0

λ (z)Liw(z) ⇔ k = 0.

ιk
0ι1(Liw)(z) ⇔ k > 0.

Alors nous obtenons que

Liy−s1
...y−sr ytw(z) = θ s1

0 (θ0ι1) . . .θ
sr

0 (θ0ι1)Liytw(z)

=
s1

∑
k1=0

. . .
sr

∑
kr=0

(
s1

k1

)
. . .

(
sr

kr

)
Liy−k1

...y−kr
(z)Liyt+k1...+kr−s1−...−sr w(z).
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Alors les familles {aw
i }w∈Y+

0 ,n∈N sont définies par la proposition suivante.

Proposition 17 (G-M-H, 2016) Soit yku ∈ Y+
0 . Nous avons

1. Si k = 0 alors a
y0u
i :=





au
i−1 pour i = (u)+ |u|+1,

au
i−1 −au

i pour 1 ≤ i ≤ (u)+ |u|,

−au
i pour i = 0,

0 pour les autres.

.

2. Si k > 0 alors a
yku
i :=





(i−1)a
yk−1u

i−1 pour i = (u)+ |u|+ k+1,

(i−1)a
yk−1u

i−1 − ia
yk−1u

i pour 2 ≤ i ≤ (u)+ |u|+ k,

−a
yk−1u
i pour i = 1,

0 pour les autres.

.

PREUVE –

1. Si k = 0, alors nous avons Li−y0u =Li−y0
Li−u .Donc, nous obtenons cette condi-

tion.

2. Cette condition est un corollaire direct de l’identité Li−yku = θ0 Li−yk−1u .

�

k \ i 0 1 2 3 4 5 6 7 . . .

0 -1 1 0 0 0 0 0 0 . . .

1 0 -1 1 0 0 0 0 0 . . .

2 0 1 -3 2 0 0 0 0 . . .

3 0 -1 7 - 12 6 0 0 0 . . .

4 0 1 -15 50 -60 24 0 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

TABLE 3.2 – La valeur de a
yk

i

k \ i 0 1 2 3 4 5 6 7 . . .

0 1 -2 1 0 0 0 0 0 . . .

1 0 2 -4 2 0 0 0 0 . . .

2 0 -2 10 -14 6 0 0 0 . . .

3 0 2 -22 62 -66 24 0 0 . . .

4 0 -2 46 -230 450 -384 120 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

TABLE 3.3 – La valeur de a
yky0

i

Corollaire 8 (G-M-H, 2016) Quel que soit w ∈ Y ∗
0 , nous avons

Li−w (z) = LiPw
(z),
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où Pw :=
(w)+|w|

∑
i=0

aw
i (x

∗
1)

⊔⊔ i ∈ (C[x∗1],⊔⊔,1X∗) et les coefficients {aw
i }i∈N sont définis dans

la proposition 17.

Notons que quel que soit k ∈ N, nous avons

1

(1− z)k+1
=

1

k!
(

1

1− z
)(k) =

1

k!
∑
n≥k

n . . .(n− k+1)zn−k = ∑
N≥0

(
N + k

k

)
zN.

D’un autre côté, nous avons aussi

∀w ∈ Y ∗
0 , ∑

N≥0

H−
w (N)zN =

Li−w (z)

1− z
=

aw
(w)+|w|

(1− z)(w)+|w|+1
+ . . .+

aw
1

(1− z)2
+

aw
0

1− z
.

Donc,

∑
N≥0

H−
w (N)zN = aw

(w)+|w| ∑
N≥0

(
N +(w)+ |w|

(w)+ |w|

)
zN + . . .+aw

0 ∑
N≥0

(
N

0

)
zN,

c’est-à-dire que

∀w ∈ Y ∗
0 ,H

−
w (N) = aw

(w)+|w|

(
N +(w)+ |w|

(w)+ |w|

)
+ . . .+aw

0

(
N

0

)
=

(w)+|w|

∑
k=0

aw
k

(
N + k

k

)
.

Exemple 26

H−
y0
(N) =

(
N +1

1

)
−

(
N

0

)
,

H−
y1
(N) =

(
N +2

2

)
−

(
N +1

1

)
,

H−
y2
(N) = 2

(
N +3

3

)
−3

(
N +2

2

)
+

(
N +1

1

)
,

H−
y3
(N) = 6

(
N +4

4

)
−12

(
N +3

3

)
+7

(
N +2

2

)
−

(
N +1

1

)
,

H−
y2

0

(N) =

(
N +2

2

)
−2

(
N +1

1

)
+

(
N

0

)
,

H−
y1y0

(N) = 2

(
N +3

3

)
−4

(
N +2

2

)
+2

(
N +1

1

)
,

H−
y2y0

(N) = 6

(
N +4

4

)
−14

(
N +3

3

)
+10

(
N +2

2

)
−2

(
N +1

1

)
.

Applications aux sommes harmoniques en les multiindices négatifs

Rappelons que y∗1 = ∑
n≥0

yn
1, nous avons alors

1

(1− z)2
=

1

1− z
Lix∗1(z) = ∑

N≥0

Hy∗1
(N)zN.
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D’un autre côté, nous avons

1

(1− z)2
=

d

dz
(

1

1− z
) =

d

dz
( ∑

N≥0

zN) = ∑
N≥0

(N +1)zN,

et alors Hy∗1
(N) = N +1,∀N ∈ N. Donc, nous obtenons que

Corollaire 9 Quel que soit w = ys1
. . .ysr

∈ Y ∗, nous avons

H−
w (N) =

sr

∑
kr=0

. . .

r−1+
r

∑
i=1

si−
r

∑
i=2

ki

∑
k1=0

r+
r

∑
i=1

si−
r

∑
i=1

ki

∑
kr+1=0

(
sr+1

kr

)
. . .

(r+
r

∑
i=1

si−
r

∑
i=2

ki

k1

)

(sr +1) . . .(r+
r

∑
i=1

si −
r

∑
i=2

ki)

(
r+

r

∑
i=1

si −
r

∑
i=1

ki

kr+1

)
(

r

∏
i=1

byki
)(Hy∗1

(N)−1)kr+1.

Régularisation des polyzetas aux multiindices négatifs

Soit {ti}i∈N+ un ensemble infini des variables. La fonction symétrique élé-
mentaire ηk et la somme puissance ψk,k ∈ N+ sont définies par [Min13a]

ηk(t) := ∑
n1>...nk>0

tn1
. . . tnk

et ψk(t) := ∑
n>0

tk
n.

Alors la fonction génératrice de la suite {ηk(t)}k∈N+ est la série formelle

1+ ∑
k≥1

ηk(t)z
k = ∏

i>0

(1+ tiz) := η(t | z).

De la même, nous avons aussi

∑
k≥1

ψk(t)z
k = ∑

i≥1

tiz

1− tiz
:= ψ(t | z).

De plus, les fonctions génératrices des suites {ηk(t)}k∈N+ et {ψk(t)}k∈N+ satisfont
l’identité de Newton

z
d

dz
log(η(t | z)) = ψ(t | −z) . (3.23)

Soit Y = {yk}k∈N+ un alphabet infini. Nous construisons un ordre ≻ tel que

y1 ≻ y2 ≻ y3 ≻ ....

Définition 24 ([GDT98]) Soit w = ys1
. . .ysr

∈Y ∗. La fonction quasi-symétrique Fw

est définie ici par

Fw(t) := ∑
n1>...>nr>0

ts1
n1
. . . tsr

nr
.
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Alors, nous avons Fyk
1
= ηk et Fyk

= ψk pour tout k ∈ N. De plus, la famille
{Fyk

1
}k≥0 est linéairement indépendante et d’après l’équation (3.23), nous obte-

nons que

∑
k≥0

Fyk
1
zk = exp(− ∑

k≥1

Fyk

(−z)k

k
) .

En particulier, nous choisissons (pour tout N ∈N+ et tout i tel que N ≥ i> 0) ti =
1

i
et ∀i > N, ti = 0, nous obtenons la somme harmonique Hw(N) où w = ys1

. . .ysr
∈

Y ∗. Donc nous avons aussi

∑
k≥0

Hyk
1
zk = exp(− ∑

k≥1

Hyk

(−z)k

k
). (3.24)

Ensuite, nous redonnons les morphismes

ζ⊔⊔ : (C〈X〉,⊔⊔,1X∗)→ (C, ·,1) et γ• : (C〈Y 〉, ,1Y ∗)→ (C, ·,1),

tels que

• quel que soit l ∈ (L yn(X)\X), on a 6 ζ⊔⊔ (l) = γπY (l) = lim
z→1

Lil(z).

• ζ⊔⊔(x0) = ζ⊔⊔ (x1) = 0 et γy1
= γ .

Donc, pour tout t ∈ N+, ζ⊔⊔((tx0)
∗) = ζ⊔⊔ ((tx1)

∗) = 1.

Notons que [Cos08, Min13a], ∑
n≥0

Hyn
1
tn = exp(− ∑

n≥1

Hyn

(−t)n

n
).D’après une pro-

priété de la fonction gamma, nous obtenons

γπY ((tx1)∗) = exp(γt − ∑
n≥2

ζ (n)
(−t)n

n
) =

1

Γ(1+ t)
,∀|t|< 1. (3.25)

Et alors, nous étendons γπY ((tx1)∗) à t ∈ N par

γπY ((tx1)∗) :=
1

Γ(1+ t)
=

1

t!
,

et

∀P =
n

∑
k=0

αk(kx1)
∗ ∈ (C[x∗1],⊔⊔,1X∗), γπY (P) :=

n

∑
k=0

αkγπY ((kx1)∗) . (3.26)

Alors d’après la formule (3.21) et le théorème 9, nous pouvons obtenir la propo-
sition suivante :

6. L’application πY est définie comme dans l’équation (5).
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Proposition 18 Soit ys1
. . .ysr

∈Y ∗
0 . Supposons que Li−w =LiPw

où Pw ∈ (C[x∗1],⊔⊔,1X∗)
et deg(Pw) = min{deg(P) | P ∈ (C[x∗1],⊔⊔,1X∗),Li−w = LiP} .

Notant 7 γ−s1,...,−sr
:= γπY (Pw), nous avons

γ−s1,...,−sr
=

s1+...+sr

∑
i=r

s1...+sr−1

∑
j=0

li, j

|w|+i−1− j

∑
k=0

(
|w|+ i−1− j

k

)
(−1)k 1

(|w|+ i− k)!
,

où li, j = 0,∀i < j+1 et

∀i ≥ j+1, li, j = ∑
1≤kt≤st

k1+...+kr=i

(
r

∏
n=1

(kn!S2(sn,kn))

) t1+...+tr−1= j

∑
0≤tm≤km
1≤m≤r−1

r−1

∏
p=1

(
kr + . . .+ kr−p+1 + p− tr−p+1 − . . .− tr−1

tr−p

)(
kr−p + tr−p+1 + . . . tr−1

kr−p − tr−p

)
.

PREUVE – Cette proposition est un corollaire direct du théorème 9 et les for-
mules (3.21) et (3.26).�

Pour finir ce chapitre, nous donnerons les premières valeurs de la régularisation
γ• aux multiindices négatifs.

Exemple 27

γ0 =−1+
1

1!
= 0,

γ−1 =−
1

1!
+

1

2!
=−

1

2
,

γ−2 =
1

1!
−

3

2!
+

2

3!
=−

1

6
,

γ−3 =−
1

1!
+

7

2!
−

12

3!
+

6

4!
=

3

4
,

γ−4 =
1

1!
−

15

2!
+

50

3!
−

60

4!
+

24

5!
=−

7

15
,

γ0,0 = 1−
2

1!
+

1

2!
=−

1

2
,

γ−1,0 =
2

1!
−

4

2!
+

2

3!
=

1

3
,

γ0,−1 =
1

1!
−

2

1!
+

1

3!
=−

5

6
,

γ−2,0 =−
2

1!
+

10

2!
−

14

3!
+

6

4!
=

11

12
,

γ0,−2 =−1+
4

2!
−

5

3!
+

2

4!
=

1

4
,

γ−1,−1 =−1+
5

2!
−

7

3!
+

3

4!
=

11

24
,

7. Ici, γπY (Pw) est définie par l’équation (3.26).
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γ−4,−5 = 1−
527

2!
+

21301

3!
−

267315

4!
+

1566450

5!
−

5091450

6
+

9933780

7!

−
1194480

8!
+

8685600

9!
−

3507840

10!
+

604800

11!
=

7998337

83160
,

γ0,0,0 =−1+
3

1!
−

3

2!
+

1

3!
=

2

3
,

γ0,−1,0 =−
2

1!
+

6

2!
−

6

3!
+

2

4!
=

1

12
,

γ0,−2,0 =
−12

2!
+

6

5!
+

2

1!
−

20

4!
+

24

3!
=−

47

60
,

γ−4,−4,−6 = 1−
16655

2!
+

5260444

3!
−

321370622

4!
+

7519806977

5!

−
90280292235

6!
+

647428882810

7!
−

3028468246320

8!
+

9748178974760

9!

−
22298261594760

10!
+

36869237126640

11!
−

44258208343200

12!

+
38240776382400

13!
−

23192869190400

14!
+

9376213916160

15!

−
2270032128000

16!
+

249080832000

17!
=−

47315637837661

137837700
.

96



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les problèmes des polylogarithmes et
sommes aux multi-indices. Les résultats de cette thèse sont les suivants :

1. Cette thèse a permis de déterminer la forme des polylogarithmes et des
sommes harmoniques aux multiindices entiers négatifs. De plus, nous avons
donné la structure de l’algèbre des polylogarithmes et des sommes harmo-
niques aux multiindices entiers.

2. Une des techniques utilisées dans cette thèse consiste à considérer les pro-
priétés des polylogarithmes et des sommes harmoniques en relation avec
les algèbres de Hopf. Un autre résultat est que nous avons trouvé les al-
gèbres associatives des polylogarithmes, c’est à dire l’algèbre des séries
non commutatives échangeables sur un alphabet fini.

3. Dans cette thèse, on a présenté une nouvelle méthode pour étendre les po-
lylogarithmes, c’est-à-dire que nous avons considéré les polylogarithmes
aux multi-indices entiers négatifs comme des polynômes en la fonction

1

1− z
.

4. Cette thèse a présenté certaines propriétés des séries formelles en variables
non commutatives dans la relation avec les systèmes dynamiques non-
linéaires. En particulier, nous appliquons la technologie des séries formelles
en variables non commutatives pour donner une nouvelle forme de l’al-
gorithme de Picard qui nous aide chercher les solutions d’équations dif-
férentielles. Enfin, on donne l’application de cet algorithme aux polyloga-
rithmes.

Les développements possibles de cette thèse sont de

1. considérer la forme des polylogaritmes aux multi-indices complexes à l’aide
des séries rationnelles.

2. considérer la régularisation des polyzetas divergents aux multiindices com-
plexes.
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∗], 83
(C〈Y 〉, ϕ ,1Y ∗), 15
(Cexch〈〈X〉〉,⊔⊔,1X∗), 40
AM = A〈〈M〉〉,A(M) = A[M], 45
An(z), 9
B j(z), 9
Bw(z), 56
D,D−1,β (N+1), 60
S1(k, j),S2(k, j), 4
X ,X∗,1X∗ , 23
Y,Y ∗,1Y ∗ , 13
Y+, 18
Y0,Y

∗
0 ,1Y ∗

0
, 55

CY , 13
C〈〈X〉〉, 40
H−,L−,C−, 10
H−

yk
(N), 56

H−s1,...,−sr
, 7

Hs1,...,sr
, 3

L ieC〈〈X〉〉, 41

Li
(1)
• , 84

Li−s1,...,−sr
, 7

Lis1,...,sr
, 3

Q-AAU, 39
Q-ACAU, 58
βw(z),Bw(z),bw,∀w ∈ Y ∗

0 , 56
δ

right
L ,δ left

L , 41
ι0, ι1, 7
A [[z]],A [z], 38
Re, 3
SPC(X), 40
C〈X〉⊔⊔C[x∗0,(−x0)

∗]⊔⊔C[x∗1], 10, 13, 34
C〈X〉, 23
C〈X〉⊔⊔Crat〈〈x0〉〉⊔⊔Crat〈〈x1〉〉, 42
C〈Y 〉, 15

Crat〈〈X〉〉, 38
⊲,⊳, 40
⊔⊔, , 27
θ0,θ1, 7
bs1

, 56
k[[I]], 36
x∗,x∗0,x

∗
1, 10

échangeable, 40
élément

de type groupe, 5, 19
primitif, 19

algèbre
de ϕ-shuffle, 13
de Hopf, 1, 55
de mélange, 4
de quasi-mélange, 4

alphabet, 4, 13
anneau, 34

différentiel, 34

concaténation, 27

dual, 16, 47

formule
de Faulhaber, 55, 57
de Leibniz, 48

l’étoile de Kleene, 79
linéairement indépendante, 35

modérée, 47
monoïde

condition (D), 46
localement fini, 46

mot
de Lyndon, 30
longeur, 11
poids, 6

98



INDEX

nombre
de Bernoulli, 2, 56
de Stirling de première espèce, 4
de Stirling de seconde espèce, 4, 9
Eulérien, 9

opérateur différentielle, 7
opérateur intégrale, 7

polylogarithme, 3
polylogarithmes aux multiindices non

positifs, 7, 63
polynôme, 8

de Bernoulli, 9, 56
Eulérien, 9, 55

produit
de ϕ , 14
de q− in f iltration, 16
de mélange, 27
de quasi-mélange, 2
de shuffle, 23
tensoriel, 15

régularisation, 9
résidu

à droite, 40
à gauche, 40

série
formelle, 10, 23
formelle commutative, 36
formelle non commutative, 1, 45
génératrices non commutatives, 5
modérée, 18

section, 48
sommable, 21
somme

d’Euler, 2
harmonique, 3
harmonique aux multiindices non

positifs, 7, 57
symbole

de Kronecker, 16
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A : Théorème de Convergence
Dominée de Lebesgue

Dans cette annexe, nous présentons une version du Théorème de Conver-
gence Dominée de Lebesgue (LDC) 8 qui est utilisé dans la preuve de la discon-
tinuité de l’opérateur ι0 (dans le chapitre 3).

Théorème 13 (Le théorème de convergence dominée) Soit { fn}n∈N une suite de
fonctions mesurables sur un espace mesuré (E,A ,µ), à valeurs réelles ou com-
plexes, telles que :

• la suite de fonctions { fn}n∈N converge
simplement sur E vers une fonction f

• il existe une fonction intégrable g telle que :

∀n ∈ N,∀x ∈ E, | fn(x) |≤ g(x) (27)

Alors f est intégrable et

lim
n→∞

∫

E
| fn − f |dµ = 0 . (28)

En particulier :

lim
n→+∞

∫

E
fndµ =

∫

E
lim

n→+∞
fndµ =

∫

E
f dµ . (29)

Exemple 28 Dans la thèse z ∈]0,1[, E ≡ [0,z] et A sera la tribu borélienne. La

mesure sur E est la mesure
ds

s
.

Soit la famille de fonctions sur E, gn(s) =
n

∑
m=1

(−1)m+1 logm((1− s)−1)

m!
,n ∈ N+.

Si s ∈ [0,z],n ∈ N alors cette famille satisfait

|gn(s)|=|
n

∑
m=1

(−1)m+1 logm(1− s)

m!
|≤

+∞

∑
m=1

| logm(1− s) |

m!
= exp(− log(1−s))−1=

s

1− s
.

8. Voir Yaron Ostrover, Real and Functional Analysis, Compiled Notes of Course 18.125, 2008,
ou H.L. Royden, Real Analysis, 3rd ed., 1988.
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De plus,
s

1− s
est intégrable sur [0,z].

Notons que lim
n→+∞

gn(s) = s, alors pour tout z ∈ [0,1], nous obtenons que

lim
n→+∞

ι0(gn) = lim
n→+∞

∫ z

0
gn(s)

ds

s
=

∫ z

0
lim

n→+∞
gn(s)

ds

s
=

∫ z

0
s
ds

s
= z . (30)

Commentaire 3 En l’absence de fonction dominante, on a pas nécessairement
interversion des limites :

1. Avec fn =
1

n
1[0,n], on a lim

n→+∞
fn = 0 (limite uniforme !) et pourtant

+∞∫

−∞

fn(s)ds = 1 .

2. Soit X = {x} un alphabet et E = X∗. Nous dénotons

S := x∗ = ∑
n≥0

xn,

∀n ∈ N,Tn :=
1

n+1

xn+1 −1

x−1
.

Alors nous avons ∀n ∈ N,µS(Tn) := 〈S || Tn〉 =
n

∑
k=0

1

n+1
= 1. Notons que ∀n ∈

N,Tn ∈ L 1(µS). Toutefois, nous avons,

µS( lim
n→+∞

Tn) = 〈S || lim
n→+∞

Tn〉= 0 6= 1 = lim
n→+∞

µS(Tn), (31)

car il n’existe pas de série µS-intégrable dominant de la famille {Tn}n∈N.
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B : Indépendance linéaire des
polylogarithmes en multiindices
positifs sur C

Théorème général

Soit X un alphabet et k un anneau commutatif avec unité (1k), X∗ est le mo-
noïde engendré par X . Nous rappelons que :

• l’algèbre des polynômes sur X∗ à coefficients dans k est notée k[X∗] ou
k〈X〉 9

• l’algèbre des fonctions sur X∗ à valeurs dans k (séries) est notée kX∗
ou

k〈〈X〉〉.

Le dual de k[X∗] = k〈X〉 est k〈〈X〉〉. Il est realisé par le crochet

∀ f ∈ kX∗
, ∀g ∈ k[X∗], 〈 f | g〉 := ∑

w∈X∗

f (w)g(w) . (32)

En fait, k(X
∗) est l’ensemble de fonctions à support fini sur X∗ à valeur dans k.

Ensuite, nous supposons que k est un corps commutatif. Soit (A ,d) une
k−algèbre différentielle commutative sans diviseur de 0 avec 10 k = ker(d).

Nous étendons d terme à terme aux éléments de A 〈〈X〉〉 par

∀ S ∈ A 〈〈X〉〉, d(S) := ∑
w∈X∗

d(〈S | w〉)w. (33)

Théorème 14 (G-M-D, 2011) Soit C un sous-corps différentiel de A (i.e., d(C) ⊂
C, C est un corps et k.1A ∈C).

Nous supposons que S ∈ A 〈〈X〉〉 est une solution de l’équation différentielle

d(S) = MS; 〈S | 1X∗〉= 1A (34)

9. Le même polymorphisme existe aussi dans le monde commutatif puisque R[Z] désigne
tout à la fois l’espace des polynômes d’alphabet Z et, si Z est un monoïde, son algèbre et, si Z est
un élément, une extension.

10. Ici, ker(d) est l’ensemble des constantes de (A ,d).
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où M := ∑
x∈X

uxx ∈C〈〈X〉〉. Les conditions suivantes sont équivalentes

1. La famille {〈S | w〉}w∈X∗ est libre sur C.

2. La famille {〈S | x〉}x∈X⊔{1X∗} est libre sur C.

3. La famille {ux}x∈X satisfait que, pour tout f ∈C et ∀x ∈ X , αx ∈ k,

d( f ) = ∑
x∈X

αxux =⇒ ∀x ∈ X , αx = 0 . (35)

PREUVE – Nous démontrerons ce théorème par le diagramme suivant [MDS11],

1 =⇒ 2 =⇒ 3 =⇒ 1 .

1 =⇒ 2 C’est évident.

2 =⇒ 3 Supposons que la famille {〈S | x〉}x∈X⊔{1X∗} soit libre sur C. Soit f ∈C telle
que d( f ) = ∑

x∈X

αxux où αx ∈ k pour tout x ∈ X . Nous avons besoin de prouver

que ∀x ∈ X ,αx = 0. Tout d’abord, nous posons

P :=− f 1X∗ + ∑
x∈X

αx x .

Nous avons d(P) = 0 et

d(〈S | P〉) = 〈d(S) | P〉+ 〈S | d(P)〉= 〈MS | P〉−d( f )〈S | 1X∗〉

= ∑
x∈X

αxux −d( f ) = 0 .

Donc 〈S | P〉= λ ∈ k.
Puis, en posant Q := P−λ 1X∗ ∈C〈X〉, nous obtenons que

supp(Q)⊂ X ⊔{1X∗} et 〈S | Q〉= 〈S | P〉−λ 〈S | 1X∗〉= 〈S | P〉−λ = 0 .

Soit
0 = 〈S | Q〉= ∑

w∈X⊔{1X∗}

〈S | w〉〈Q | w〉 ,

donc Q = 0. Enfin, en utilisant Q = −(λ + f )1X∗ + ∑
x∈X

αxx, nous concluons

∀x ∈ X , αx = 0.

3 =⇒ 1 Nous avons besoin de prouver que la famille {〈S | w〉}w∈X∗ est libre sur C.
Posons

K := {P ∈C〈X〉 | 〈S | P〉= 0} .

Montrer la liberté de la famille {〈S | w〉}w∈X∗ revient à montrer que K = {0}.
Supposons que K 6= 0 et montrons que c’est impossible. On se donne

d’abord une relation de bon ordre < sur X . La relation d’ordre (ordre lexi-
cographique par longueur) ≺ de X∗ est alors définie par

u ≺ v ⇐⇒ (| u |<| v |) ou (u = pxs1,v = pys2, où x ≺ y) , (36)
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et c’est également une relation de bon ordre (sur X∗). Soit P un polynôme
non nul de C〈X〉. Posons lead(P) := max≺{w | w ∈ supp(P)}. Supposons que
w0 = min{w | (∃P ∈ K)(w = lead(P))} et donc w0 = lead(P0). Nous supposons
que

P0 = f w0 + ∑
u≺w0

〈P | u〉 u , f ∈C \{0}. (37)

Alors, en formant Q =
1

f
P0 ∈ K, on a Q = w0+ ∑

u≺w0

〈Q | u〉u. En notant l’iden-

tité 〈S | Q〉= 0, nous obtenons

0 = 〈d(S) | Q〉+ 〈S | d(Q)〉= 〈MS | Q〉+ 〈S | d(Q)〉

= 〈S | Q⊳M〉+ 〈S | d(Q)〉= 〈S | Q⊳M+d(Q)〉 . (38)

Donc Q ⊳M +d(Q) ∈ K. Si on avait Q ⊳M+d(Q) 6= 0, on aurait lead(Q ⊳M +
d(Q)) ≺ w0, ce qui est impossible à cause de la minimalité de P (et de Q),
donc Q⊳M+d(Q) = 0. Notons que

Q⊳M+d(Q) = ∑
x∈X

ux(Q⊳ x)+ ∑
u≺w0

d(〈Q | u〉)u ,

donc,

d(〈Q | u〉) =− ∑
x∈X

ux〈Q | xu〉, u ∈ X∗ . (39)

Notons que, comme Q 6= 0 et 〈S | Q〉 = 0, on a deg(Q) > 0. Nous pouvons
écrire w0 = x0v et calculer

d(〈Q | u〉) =− ∑
x∈X

ux〈Q | xu〉, u ∈ X∗ . (40)

En particulier, pour |u| = |w0|, on a d(〈Q | u〉) = 0 et 〈Q | u〉 ∈ k. Et, comme
|v| = |w0| − 1, il résulte de ce qui précède que αx = 〈Q | xv〉 ∈ k (puisque
|xv|= |w0|) . On peut alors utiliser le point (3.) du théorème et conclure que
∀x ∈ X ,〈Q | xv〉 = 0 et, en particulier pour x = x0, cela est en contradiction
avec 〈Q | x0v〉= 1. Finalement, K = {0}.

Enfin, comme K = {0}, l’application linéaire 〈S | .〉 : C〈X〉→C qui définie
par P 7→ 〈S | P〉 est injective. Donc, la famille {〈S | w〉}w∈X∗ est libre sur C

parce que {w ∈ X∗} est libre sur C.

�

Pour pouvoir appliquer ce théorème aux polylogarithmes, nous avons be-
soin de la notion de corps de germes.

Soit E un l’ensemble. L’ensemble de toutes parties de E sera noté P(E).

Nous disons qu’un ensemble de parties B de E qui satisfait aux axiomes sui-
vants :
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[B1 ] L’intersection de 2 ensembles de B contient un ensemble de B.

[B2 ] B n’est pas vide, et la partie vide de X n’appartient pas à B.

est une base de filtre.

Maintenant, soit Ω un ouvert deC et B(Ω)une base de filtre sur Ω. On notera
F (Ω,C) l’ensemble des fonctions à valeurs dans C dont le domaine de défini-
tion 11 est Ω, et F (B(Ω),C) l’ensemble des fonctions à valeurs dans C dont le
domaine de définition contient l’un des éléments de B(Ω),

F (B(Ω),C) = { f ∈ F (dom( f ),C) | (∃V ∈ B)(dom( f )⊃V )} . (41)

Maintenant, nous construisons sur F (B(Ω),C)une relation “≡” sur comme
suit :
Pour tout f ,g ∈ F (B(Ω),C), f ≡ g si seulement s’il existe V ∈ B tel que

V ⊂ dom( f )∩dom(g) et f |V = g|V

cette relation est une relation d’équivalence 12 sur F (B(Ω),C).

Sur l’ensemble F (B(Ω),C), nous construisons des lois addition +̂ et multi-
plication ∗̂ comme suit : “ Pour toute f ,g ∈ F (B(Ω),C),

f +̂g : dom( f )∩dom(g)→C

x 7→ f (x)+g(x) (42)

et

f ∗̂g : dom( f )∩dom(g)→ C

x 7→ f (x)∗g(x) . (43)

En fait, les lois +̂ et ∗̂ sont commutatives et associatives sur l’ensemble F (B(Ω),C),
∗̂ est distributive sur +̂, mais (F (B(Ω),C),+̂, ∗̂) n’est pas un anneau car il n’y
a pas, en général, d’élément neutre pour l’addition ni pour la multiplication.
Alors, nous allons construire une structure algébrique d’anneau sur un quotient
de (F (B(Ω),C),+̂, ∗̂) pour pouvoir appliquer le théorème 14.

Proposition 19 Les lois +̂ et ∗̂ sont compatibles avec ≡, de plus

(F (B(Ω),C)/≡,+̃, ∗̃) := (F (B(Ω),C),+̂, ∗̂)/≡ (44)

est un anneau (appelé anneau des germes de fonctions selon la base de filtre B).

11. Ici, pour toute fonction f , le domaine de f est noté dom( f ).
12. Notée R∞ dans [Bou07]
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Indépendance linéaire des polylogarithmes en mul-
tiindices positifs sur C

Soit Ω =C\ (]−∞,0[∪]1,+∞[) ; Ω est ouvert, non vide et simplement connexe
dansC. Rappelons que H (Ω) est l’espace des fonctions analytiques sur Ω à va-

leur dans C. Alors (H (Ω),
d

dz
) est un anneau différentiel. Nous pouvons alors

considérer différentes bases de filtre dans Ω, l’anneau des germes de H (Ω) se-

lon Ω muni de d =
d

dz
est un anneau différentiel dans lequel on peut en général

considérer des sous-corps différentiels. Ici on va prendre pour B le filtre des
complémentaires des parties finies 13 et, pour corps, les germes des fonctions
rationnelles (i.e. de C(z)), C1 est un corps différentiel de germes de fonctions
définies sur les éléments de la base de filtre B(Ω).

Nous avons donc les éléments suivants

1. B = {Ω\F}F f inie (le filtre de Fréchet).

2. A = H (Ω)/≡.

3. C1 =C(z) est le corps des fractions rationnelles (avec dom(P/Q)=C\Q−1(0)).

Soit X = {x0,x1} un alphabet. En appliquant le théorème 14, nous obtenons
que

Théorème 15 Soit M =
x0

z
+

x1

1− z
. Supposons que S soit une solution, dans A 〈〈X〉〉,

de l’équation

d

dz
S = M S ; 〈S | 1X∗〉= 1 . (45)

Alors les fonctions coordonnées (〈S |w〉)w∈X∗ sont linéairement indépendantes par
rapport aux coefficients de C .

En particulier, notons que la série S = ∑
w∈X∗

Liw(z)w est une solution de l’équa-

tion différentielle du théorème 15. Les germes des polylogarithmes sont donc
linéairement indépendants par rapport aux germes des fractions rationnelles.
On en déduit que la famille (polylogarithmes) (Liw(z))w∈X∗ est libre sur

C = C[z,
1

z
,

1

1− z
]⊂ C1 .

13. Qu’on appelle aussi filtre de Fréchet.
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C : Exemples avec MAPLE

Dans cette annexe, nous donnons les exemples qui sont calculés par MAPLE.

Sommes harmorniques

Tout d’abord, dans tous des exemples, nous avons besoin d’utiliser les nombres
de Bernoulli qui sont calculés par l’algorithme suivant :

Sommes harmoniques H−
ym

- Données : m ∈ N.

- L’algorithme :

> myProc := proc()

local n; global H;

H := 0;

for n from 0 to m do

H := H +
1

m+1
∗ (binomial(m+1,n))∗ (bernoulli(n,0))∗ (N +1)m+1−n

end do;

print(H)

end proc;

> H−[y[m]] := sprint(H)

- Par exemple, m = 2 :

H−
y2

:=
1

3
∗ (N +1)3 −

1

2
∗ (N +1)2 +

1

6
∗ (N +1).
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Sommes harmoniques H−
ymyn

- Données : m,n ∈N.

- L’algorithme :

> myProc := proc()

local p; local q;r; global H;

H := 0;

for p from 0 to n do

for q from 0 to n+m+1− p do

for r from 0 to n+m+2− p−q do

H := H +
B[p]∗B[q]

(n+1)∗ (n+m+2− p)
∗binomial(n+1, p)∗binomial(n+m+2− p,q)

∗binomial(m+n+2− p−q,r)∗Nr

end do;

H := H +
B[p]∗B[q]

(n+1)∗ (n+m+2− p)
∗binomial(n+1, p)∗binomial(n+m+2− p,q)

∗∗binomial(m+n+2− p−q,r)∗Nr

end do;

H := H +
B[p]∗B[q]

(n+1)∗ (n+m+2− p)
∗binomial(n+1, p)∗binomial(n+m+2− p,q)

∗binomial(m+n+2− p−q,r)∗Nr

end do;

print(H)

end proc;

> H−[y[m]y[n]] := H;

- Par exemple, m = 2,n = 4 :

H−
y2y4

=
1

35
∗N7 +

1

40
∗N8 −

7

90
∗N6 +

13

180
∗N4 −

7

360
∗N2 −

1

12
∗N5 +

1

15
∗N3 −

1

84
∗N

Remarque 13 Avec le même algorithme, nous pouvons calculer (avec MAPLE) tous les

sommes harmonique aux multiindices non-positifs H−
yi1

...yir
où 1 ≤ r ≤ 6.

Polylogarithmes

Polylogarithmes Li−ym

- Données : m ∈ N
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- L’algorithme :

> A[n] := 0;

for k from 0 to n do

A[n] := A[n]+ (sum(
(−1) j ∗ (k+1− j)n ∗ ((n+1)!)

((n+1− j)!)∗ (( j)!)
, j = 0..k))∗ zk

end do;

L[−n] :=
z∗A[n]

(1− z)(n+1)
;

L[−n] := convert(L[−n], par f rac,z);

- Par exemple, m = 4 :

L−4 :=
z∗ (z3 +11∗ z2 +11∗ z+1)

(1− z)5

L−4 := −
15

(−1+ z)2
−

50

(−1+ z)3
−

1

(−1+ z)
−

60

(−1+ z)4
−

24

(−1+ z)5

Polylogarithmes Li−ymyt

- Données : m, t ∈ N.

- L’algorithme :

> L[−m,−t] := 0;

for l from 0 to m do

L[−m,−t] := L[−m,−t]+
m!

(m− l)!∗ l!
∗L[−l]∗L[−m− t+ l]

end do;

L[−m,−t] := convert(L[−m,−t], par f rac,z);

end do;

- Par example, m = 2, t = 2

L[−2,−2] :=
161

(−1+ z)4
+

40

(−1+ z)6
+

19

(−1+ z)2
+

1

(−1+ z)
+

87

(−1+ z)3
+

132

(−1+ z)5

Polylogarithmes Li−ykybyt

- Données : k,b, t ∈ N.
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- L’algorithme :

> for m from 0 to b do

L[−k,−m,−t] := 0;

for q from 0 to k do

L[−k,−m,−t] := L[−k,−m,−t]+
k!

(k−q)!∗q!
∗L[−q]∗L[−m− k+q,−t]

end do;

L[−k,−m,−t] := convert(L[−k,−m,−t],parfrac,z);

end do;

- Par example, k = 1,b = 1, t = 2

L[−1,−1,−2] :=
280

(−1+ z)8
+

41

(−1+ z)2
+

2497

(−1+ z)6
+

1

(−1+ z)

+
1310

(−1+ z)4
+

1312

(−1+ z)7
+

2457

(−1+ z)5
+

358

(−1+ z)3

Constantes C−
• ,B

−
•

- Données : m1,m2,m3 ∈ N.

- L’algorithme :

> myProc := proc()

localx, locali;globalC;

C := 1;x := 0;

for i to 3 do

x := x+m[4− i]+1;

C :=
C

x

end do;

print(C)

end proc;

myProc()

> C−[y[m[1]],y[m[2]],y[m[3]]] :=C;

> B−[y[m[1]],y[m[2]],y[m[3]]] := (m[1]+m[2]+m[3]+3)!C;

- Par exemple, m1 := 1,m2 := 2,m3 := 3 :

C−
y1y2y3

=
1

252
;B−

y1y2y3
= 1440.
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La loi ⊤

- Données : u,v ∈ Y ∗.

Nous avons besoin de déterminer u⊤v.
- L’algorithme :

• Calculons Li−u ,Li−v ∈Q[
1

1− z
].

• Calculons Li−u Li−v ∈Q[
1

1− z
]. Reécrirons Li−u Li−v comme une vecteur v dans la base

{
1

(z−1)n
}n∈N de Q[

1

1− z
].

• Presentons v dans la base {1,Li−yn
}n≥0.

Exemple 29 - Soient u = yb,v = yc pour 0 ≤ b,c ≤ a, a ∈ N+. Nous calculons yb⊤yc.

> for b to a do

c := 1;

while c < a+1 do

Bt := B;

print(y[b,c] = linsolve(Bt,vector([0,0,coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)2),

coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)3),coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)4),coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)5),

coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)6),coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)7),coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)8),

coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)9),coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)10),coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)11),

coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)12),coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)13),coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)14),

coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)15),coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)16),coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)17),

coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)18),coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)19),

coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)20),coe f f (L[−b]∗L[−c],1/(z−1)21)])), . . .);

c := c+1;

od,

end do;

où B est la matrice des coefficients des {1;Li−yn
}n∈N dans la base {

1

(z−1)n
}n∈N.

Par exemple, Li−y4
Li−y3

=
−596

(−1+ z)5
−

1

(−1+ z)2
−

144

(−1+ z)9
−

648

(−1+ z)8
−

167

(−1+ z)4
−

1188

(−1+ z)7
−

1134

(−1+ z)6
−

22

(−1+ z)3
. En utilisant MAPLE (a = 4), nous obtenons,

y4⊤y3 = (0,0,0,−1/84,0,1/120,0,0,0,1/280,0, . . .).

Donc

y4⊤y3 =−
1

84
y2 +

1

120
y4 +

1

280
y8.
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