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Double régularisation des polyzétas en les multiindices
négatifs et extensions rationnelles

Résumé : Dans ce travail, nous nous intéressons aux problemes relatifs aux
polylogarithmes et aux sommes harmoniques pris en les multiindices négatifs
(au sens large, appelés dans la suite non-positifs) et en les indices mixtes. Notre
étude donnera des résultats généraux sur ces objets en relation avec les algebres
de Hopf. Les techniques utilisées sont basées sur la combinatoire des séries for-
melles noncommutatives, formes linéaires sur 'algebre de Hopf de ¢—shuffle.
Notre travail donnera aussi un processus global pour renormaliser les polyze-
tas divergents. Enfin, nous appliquerons les structures mises en évidence aux
systemes dynamiques non linéaires avec entrées singuliéres.

Mots-clefs : Algebre de Hopf de ¢—shuffle, Polynomes de Bernoulli, Poly-
nomes Eulériens, Sommes harmoniques, Polylogarithmes, Différentiation fonc-
tionnelle.

Double regularization of polyzetas at negative multi-
indices and rational extensions

Abstract : In this memoir are studied the polylogarithms and the harmonic
sums at non-positive (i.e. weakly negative) multi-indices. General results about
these objects in relation with Hopf algebras are provided. The technics exploi-
ted here are based on the combinatorics of noncommmutative generating se-
ries relative to the Hopf ¢—shuffle algebra. Our work will also propose a global
process to renormalize divergent polyzetas. Finally, we will apply these ideas to
non-linear dynamical systems with singular inputs.

Keywords : ¢—shuffle Hopf algebras, Bernoulli polynomials, Eulerian poly-
nomials, Harmonic sums, Polylogarithms, Non-linear differential systems.
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Chapitre 0

Introduction générale

Ausiecle dernier, les developpements fonctionnels étaient étudiés aussi bien
en physique que dans I'ingénierie. IIs ont été introduits par Tomonaga, Schwin-
ger et Feynman [Dys49] pour représenter les systemes dynamiques non-linéaires
en électrodynamique quantique.

La principale difficulté de cette approche est la divergence de ces developpe-
ments a 'approche des singularités (en 0 ou en +, par exemple) [CB99]. Elles
conduisent aux probléemes de régularisation et de renormalisation qui peuvent
étre résolus par des techniques combinatoires : les diagrammes de Feynman
[RF65] et leur analogues [GDG11a, LT96], les séries formelles non commutatives
[F1i83], les arbres [AC98], ...

Pour ce mémoire, le méme esprit que dans [Fli83, Min07, Min13a, Min13b]
se poursuit, c’est-a-dire que, en se basant sur les algebres de Hopf de mélange et
de quasi-mélange [BVCTH15], la combinatoire des séries formelles en variables
non commutatives est spécialement développée pour I'analyse asymptotique
des systémes dynamiques non linéaires a trois singularités ! {0,1,+e} [F1i83,
Min07, Minl13a].

En fait, ces techniques conduisent au calcul d’associateurs qui sont des sé-
ries formelles non commutatives. Ils régularisent la série de Chen des formes
différentielles admettant les singularités simples 0, 1 le long de chemins d’inté-
gration pris dans le domaine simplement connexe suivant 2 [Min13a]

Q=C\ (] —o0,0]U[1, 4o0).

Leurs coefficients sont des polyndmes en les polyzétas, c’est-a-dire, en les va-

1. Chaque équation différentielle avec trois singularités dans {a,b,c}, par une transforma-
tion homographique
(z—a)(c—b)
(z=b)(c—a)’

peut étre transformée en une équation différentielle avec trois singularités en {0, 1, 4-oo}.
2. Plan doublement fendu afin d’éviter la monodromie en 0 eten 1.
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leurs de la famille de nombres réels [L.T96]

C(s1y..y8p) = Z !

s, pour r>1,s1>2,8,...,5 21, (1)
ny>..>n>0

n'...n
qui généralisent les sommes d’Euler (datant de 1744) [Eul44]
1 N
C(s)=Y, —, ol s€ N, \{1}. 2)
n>1

Dans [Eul44], Euler a prouvé que

: §(2j) _ 1 by
N i = 9

ol i? = —1 et {b;},en sont les nombres de Bernoulli 3. Euler a prouvé également

que?
C(s1)C(s2) = C(s1,52) +C(s2,51) +C(s1+52), pour si,55>1,

Ce qui lui a permis d’établir des relations entre les {(s,s2) (avec sy + s, < 16) et
de prouver que [Eul75]

s—1
Vs> 1, Ls1)= gLt -3 ¥ LG+ DI ) ®
j=1

En étendant (3), Nielsen a montré que® { (s, {1}"~!) est un polyndme homogene
de degré s+renles {{(2),...,{(s+r)} a coefficients rationnels [NieO4c, NieO4a,
Nie04b] (voir aussi [Min98, VHNMO00a]).

Les relations entre les polyzétas trouvées par Nielsen ® (relation de décom-
position, relation de réflexion) sont largement reprises dans son livre ’ [Nie06]
et sont également citées par nombreux auteurs [Ber85, Min14, Lew58].

Par la suite, Riemann a étendu la somme (2) en une fonction méromorphe
sur C qui converge (convergence compacte) dans le domaine [Rie59]

D={secC|Ze(s)>1}.

3. Les nombres de Bernoulli sont donnés par leur fonction génératrice exponentielle

z Z
ijﬁzm, pour |Z|<2TC.
j=0 ’

4. Ceci préfigure le produit de quasi-mélange qui sera l'objet principal de 1'étude du
“deuxiéme produit” des polyzétas [Min13a, Min13b], et aussi dans ce mémoire.

5. Nielsen a souhaité établir une identité analogue a (3) pour {(2p + 1) sans y parvenir. Ces
difficultés sont expliquées dans [VHNMP00, VHNMO0Oc] et I'impossibilité dans [Min13b].

6. Nielsen a aussi utilisé une représentation des fonctions appelées “polylogarithmes de
Nielsen” [KK70]. Ceci préfigure la représentation par des intégrales itérées des polyzétas et Niel-
sen n'a pas connu le produit de mélange comme déja remarqué dans [Min98, VHNMOOa].

7. Ce livre fait autorité sur la fonction Gamma.
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Notons que ¢ (s) converge uniformément sur D, = {s € C | Ze(s) > a} sia > 1, ce
qui entraine que la somme {(s) est une fonction holomorphe sur D.

Maintenant, pour tous r € N, et (sq,...,s,) € C", pour |z|< 1 et N > 0, nous
définissons la fonction polylogarithme et la somme harmonique multiindicées
par [GDQS15, GD16a]

M 1

Lisl,,,,,sr(z> = Z S1 Sy et HS],...,S,<N) - Z ST 55 (4)
n1>...>nr>0n1 e Ny N>ny>...>n,>0 ny...ny
Alors, pour tout (sy,...,s,) € C’, la fonction (1 _Z)_lLisl,...,sr(Z) est une fonc-

tion analytique (sur le domaine |z| < 1) et son développement de Taylor est

z n>0

Plus précisément, pour tout r > 1, nous pouvons étendre le polyzéta en une
fonction méromorphe sur I'espace complexe C”. Donc si, pour toutk =1,...,r,

k
ona® Y Ze(s;) > k, et d’apres le théoreme de convergence radiale d’Abel?, le
=1
polyzéta {(sy,...,s,) peut étre obtenu comme la limite de la fonction polylo-

garithmique pour z — 1. C’est aussi la limite de la somme harmonique pour
N — 400 [SAO1, GDQS15, GD16a] :

C(s1,...,8,) = lim Hy, _ (N)= lim Liy, g (2).

N—+o0 z—1-
Toutefois, ce théoreme ne s’applique pas aux cas divergents, par exemple

7"

Lifw (Z) = ;
{1 S5y n1>‘§nr>0 ni.. .nknz’iﬁ Lony
H ) :
1Y spat s r = =
PSSt s N>ny>...>n>0 1 - - -”k”i’iﬁl C Ty
) M 1 1
Lijy(2) = ¥ ~log L
t n>..>n>0 M- T r! l-z
1 N Sl(k I‘)
H{l}r(N) = Z - Z 7 ’
N>ny>..>n,>0 M- Tr k=0 k!
-
. Z
Ll{o}r(Z) = Z 7" = (IT) )
ny>...>n.>0 <

Hyoyr(N) = Yy 1 = (]Z) )

N>ny>..>n.>0

8. Il semble que le domaine de convergence complet ait été obtenu par S. Akiyama [SA01] et
J. Zhao [Zha99].
9. Soit f(x) = ¥ a,x" une série entiere (a coefficients complexes) de rayon de convergence
n>0

égal A R. Silasérie ¥ a,R" converge, alorslalimite lim f(x) existe et est égale 2 la somme de
n>0 x—R™ xeR
cette série.
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Lifsl,...,fsr(z) = Z l’li1 .. .ni’ an,
ny>...>n>0
H—Sl,.w—sr(N) = Z I’lil .. .l’lir,

N>ny>..>n.>0

oules suites doubles {S; (k, j) }x jen €t {S2(k, j) }x, jen sOnt respectivement les nombres
de Stirling de premiere espece et les nombres de Stirling de seconde espece 0.

En fait, quatre premieéres formules ont été étudiées par C. Costermans et Hoang
Ngoc Minh [CC09, Min07]. Les autres cas ont été complétés par Li Guo et B.
Zhang [LG08], D. Manchon et S. Paycha [DM10], Furusho [HFT14]. Alors les
questions de régularisation et la renormalisation se posent naturellement ici.
Notons que les techniques de régularisation et de renormalisation nous aident

a étudier les probléemes divergents. En fait, dans cette thése, nous avons consi-
déré le probleme sous I'angle de la renormalisation de ces séries.

On peut considérer la correspondance (bijective) suivante 1

Tx —1 r_]

({l}k,skH,...,s,) <—>ylfysk+1 ...ysrn:Y le)"*' X1...Xy X1, (5)
entre les compositions combinatoires. Les mots du monoide 12 x* (resp.Y*) en-
gendré par I'alphabet X = {xo,x;} (resp. Y = {y}ren. ), €équipé de I'ordre x; > xo
(reps.y; = y2 = ...), seront utilisés pour indexer les polylogarithmes, les sommes
harmoniques et les polyzétas aux multiindices positifs avec les mots de X* (resp.
Y*).

De plus, les algébres des polylogarithmes et des sommes harmoniques aux
multiindices positifs sont isomorphes, respectivement, aux algebres de mélange
(Q(X),u, 1x+) et quasi-mélange (Q(Y), w,ly+) qui admettent les mots de Lyn-
don ZynX et £ynY, respectivement, comme base de transcendance pure [CCMO05,
GDQS15, VHNMO00b, VHNMO00c, VHNM93].

Avec la base de transcendance {S;};c #yux (resp. {Z;}ic #yny) de (Q(X),u, 1x+)

10. Les nombres de Stirling de seconde espéce (notés S (i, j)) pour tous i, j € N, sont détermi-
nés par
R G [TPAYI:
$2(i,j) = = Y (=1) 1 (J—k)'".
J* k=0
Enfin, dans cette these (et de facon classique), le symbole S;(i,j) se distingue de celui des
nombres de Stirling de premiere espéece S (i, j), définis, pour tous i, j € N, par

5100,0)=1, et Y Si(i,j)x/ =x(x+1)...(x+i—1).
j=0

11. Ici, ny est 'adjoint de mx (pour les produits scalaires canoniques) ol my est le morphisme
d’AAU k(Y) — k(X) défini par zx(y;) = x’{f'xl. Notons que k(Y) est 'ensemble des polynémes
non commutatifs en plusieurs indéterminées a coefficients dans «.

12. L'élément neutre de X* (resp. Y*) est désigné par 1x- (resp. ly).
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(resp. (Q(Y), w, 1y+)) duale de '3 de { P },c #ynx (tesp. {IL;},c #yny) qui est une base
de I'algebre de Lie des éléments primitifs de la bigebre 14

., = (Q(X),conc, 1x+,A ,,,€) (resp. # . = (Q(Y),conc, ly+, Ay, €))

on peut factoriser les séries génératrices non commutatives des polylogarithmes,
des sommes harmoniques aux multiindices positifs comme suit

Y N\
L= Y Li,w= J] exp(LisP) et H= Y H,w= [] exp(HgII).
wex* le.LynX wey* leZLynY

Les séries L et H sont des éléments de type groupe , de o7, [VHNM98] et 7.,
[CCO09].

Il en est de méme pour les polyzétas aux multiindices positifs 1%, c’est-a-
dire 16

N\ N\
Z,= JI explS0R), Zu= [ exp(8(E)), Zy=exp(11)Zu.
leLynX—X leZLynY —{yi}

On obtient alors une renormalisation globale des polyzétas aux multiindices
positifs [Min07]
(=>)

. 1 :
?_r;}exp (—y1 log I——Z) nyL(z) = A%grioexp (l; H, (N) ? )H(N) =myZ,. (6)

D’une part, les séries Z.., et Z, sont des éléments de type groupe, de .77, [CC09],
et d’autre part, la série Z |, sont des éléments de type groupe, de 57, [VHNM98].

En fait, dans [Minl3a, Min13b], les coefficients de Z,, et Z., sont obtenus
comme des parties finies des développements aymptotiques des polylogarithmes
{Li, }wex+, enz = 1 dans'échelles de comparaison {(1 —z)*log’((1—2)~") }uenpen,
et des sommes harmoniques {H,, },,cy+, en +e dans!’échelles {N ‘”Hll’ (N) }aeN,ben,

. . 1 1 .
ol H;(N) est la somme harmonique classique 1+ 5 +...+ N’ tandis que ceux de

Z, sont obtenus comme des parties finies des {H,, },cy+, en +oo dans I'échelle
{N""10g"(N) }aen pen-

On peut donc expliciter les contre-termes éliminantla divergence de {Li,, } ey, x*
et {H, }wey,y+ et cela conduit a une équation reliant les deux structures algé-
briques [Min13a, Min13b] :

4 (=) -
[ eo@m=en( L0050 ) 1 ew¢oin.
leZLynY —{y} k>2 leLynX—-X

13. Plus précisément, S et X sont “les parties de Lyndon” des bases duales des extensions PBW
de P et de IT respectivement.

14. € estle caractére “terme constant”.

15. yestla constante d’Euler.

16. 1l existe également, une série génératrice commutative des polyzétas (contenant des co-
efficients divergents), notée {2 par Jean Ecalle ([Eca81], page 429) et il a affirmé que ce moule
n'est pas symétrique ([Eca81], page 430).



CHAPITRE 0. INTRODUCTION GENERALE

En identifant les coordonnées locales dans (7), Hoang Ngoc Minh a obtenu
des systemes de relations polynomiales homogenes entre les polyzétas

{8(Z0) b ez () €{LE(S1) e 2ymx\x)

eten atiré des familles génératrices spéciales pourl’algebre des polyzétas [Min13a,
Min13b].

En général, les indices de polyzétas donnés en (1) admettent une structure
N—graduée en poids, les nombres eux-mémes forment une Q-algebre dont les
opérations se déduisent des aspects combinatoires de I’algebre de quasi-mélange
[Min13a, Min13b].

Ainsi, une implémentation en Maple a été effectué par Bui [BVC13] permet-
tant de vérifier la conjecture des dimensions de Zagier [Zag94] jusqu’au poids
12.

Les séries génératrices Z,,Z., et Z,, construites dans [Min13a, Min13b] et
étudiées préalablement dans [CC09, VHNMP00, VHNMPO01], induisent trois mor-
phismes d’algebres de mélange et quasi-mélange

G, : (@<X>,uu,lx*) — (R,.,lR),
Cw: (QIY),w,1y-) — (R,.,1R),
Yo ! (@<Y>7 ) 1Y*) — (Rv-a 1R)7 (8)

ui satisfont, pour tout u = xsl*lxl Ly e xoX*x1 etv=my(u),
0 0

CLIJ(M) = C‘-‘H(V) =h= C(S17"'7SV)

et les générateurs algébriques de longueur 1 pour X*, ou de poids 1 pour Y*,
vérifient

Cuu (X()) = Cuu (xl) = C‘—t' (yl) =0 et Y =7 9)
Ainsi,

e {, (x0) =0carLiy(1l)=1log(l) =0.

e (, (x1)=0carlapartie finie de Li,, (1) est 0 (développement singulier com-
plet, dans I'échelle {(1 —z)*log’(1 — 2) }(ap)enxn de Liy (z) = —log(1 —z) en
z=1).

Tandis que

e 7y, =y car la partie finie de Hy, (+) est y (développement asymptotique
complet, dans I'échelle {N~“log”(N)}(, p)enxn de Hy, en N = +o0),

e {u(y1) =0 car la partie finie de Hy, (+<0) est 0 (développement asympto-
tique complet, dans I'échelle {N~“H5 (N)}, penxn de Hy, en N = +o).
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Par conséquent, § , , ., et 7 sont des caracteres des algébres de Hopf de mé-
lange et quasi-mélange et leur graphes, en tant que séries, sont respectivement
[CC09, VHNMPO1]

Z Cuu(w)wzzuuv Z CH'—’(W)WZZH'—H Z Yo W =12y
wex* wey* wey*

Nous allons poursuivre le précédent travail en étudiant les propriétés des
sommes harmoniques et des polylogarithmes aux multiindices non positifs,
c’est-a-dire,

Hfsl,...,—s,(N) = Z n”;l .. .n“:’, Lifsl,...,fs,(Z) — Z nil N .l’li’zm (10)

N>ny>...>n>0 ny>...>n>0

via le codage par les mots du monoide Y engendré par I'alphabet Yy =Y U {yo},
dont I'ordre total prolonge celui de Y par yy > yi,

Liy, Ly, i=Lig .y et Hy o c=H (11)

En particulier, suivant [Min96, Min03a], nous construirons (11) a I'aide de la
combinatoire des mots, des intégrations par rapport aux formes différentielles
et des actions des dérivations fonctionnelles suivantes 7 [F1i83]

wp(z) =z 'dz et w(z)=(1—2z)"'dz,
Go:Zd/dZ et 91:(1—Z)d/dz (12)

a partir de I'algebre différentielle unitaire de fonctions rationnelles sur Q sui-
vante

€ = C[z7z_17(1 —z)_l]

Cette algebre contient A(z) :=z/(1 —z) et son élément neutre est la fonction sui-
vante

ly : Q—C, z—1.

Puisque {Li, }ex+ est libre sur ¥, nous avons [Min03a] ¢{Li, }wex+ = € Q¢
C{Liy }wex+. Ce qui permet de construire une algebre unitaire bi-intégro-différentielle,
% {Li,, }wex+ [Min03al], car elle est stable par 18 oy, ) et que les opérateurs inté-
graux définis, pour tout f € ¢{Li,, }ex+ par,

t0(f)(z) = / “an(s)f(s) et L(f)) = / "o (5)£(s). (13)

ol zo = 0 si 1p(f) (resp. 11(f)) existe ' sinon zy = 1.

Il n'est pas difficile de prouver que, pour tout u =y, ...y, €Yy, [GDQS15,
GD16a]
9() Lixoﬂ'x(u) = Liﬂ:x(u) et 91 Lixlﬂx(u) = Liﬂx(u)a
toLizy (u) = Lixymy(u) €0 U Ligy(u) = Lix my (),
Lizy () = (161_111 ... l(’)’_lll)lg et Li, = (961“11 .. 96"“11)19,

17. Il est a noter que 6y + 6; = [6p, 6;] = d/dz [GDQS15].
18. Car 6y1p = 06,11 = Id [GDQS15, GD16a].
19. Nous donnerons un sens précis a ce terme dans le corps du texte.
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et les opérateurs 170, et 1,60y admettent respectivement les fonctions A et 1/
comme valeurs propres (les espaces propres sont ¢’ {Li,, },,cx+) [GDQS15, GD16a].
C’est-a-dire que, pour tout f € €{Liy }wex+, (6ot1)f =Af et (6119)f = f/A.

Revenons aux sommes harmoniques et considérons, tout d’abord, le cas le
plus simple, c’est-a-dire pour r = 1.

Les sommes harmoniques aux indices négatifs ont été introduites, au dix-
septiéme siecle, pour la premiere fois par Faulhaber. Il a décelé que H_;,s € N
est un polynome de degré ?° s + 1. De plus, en notant u = N(N + 1) /2 et en don-
nant les 17 premieres expressions, il a affirmé sans démonstration que, pour
tout s impair, H_;(N) est un polynome en u. Par exemple [Fau31, Knu93],

H ((N) = NN+1)/2=2u/2,

Ho3(N) = (N(N+1))*/4=4/4,

H 5(N) = (N(N+1)>QN(N+1)—1)/12 =4u*(4u—1)/12,

H_;(N) (N(N+1))2(3N* +6N> — N> —4N +2) /24 = 8u* (6u® — 4u+ 1) /24,
H o(N) = (N(N+1))>(N>+N—1)(2N*+4N> —N* —3N +3)/20

= 4u® (161> — 20u* + 12u— 3) /20,
H ;1(N) = (N(N+1))*(2N®+8N7 +4N°® — 16N° — 5N* - 26N° — 3N?
—20N +10) /24
= 8ut(16u* —32u° +34u> —20u+5) /24,
H_;3(N) = (N(N+1))*(30N'"+150N° + 125N — 400N” — 326N® + 1052N°
+367N* — 1786N> 4+ 202N 4 1382N — 691) /420
= 4u*(960u° — 2800u* +4592u° — 4720u> +2764u — 691) /420,
H_;5(N) = (N(N+1))>(3N"?+18N" +21N"0 —60N° — 83N + 226N
+203N% — 632N° — 226N* + 1084N> — 122N? — 840N +420) /48
= 16u?(48u° — 192u° + 448u* — 704u° +718u* — 420u + 105) /48,
H 17(N) = (N(N+1))*(10N"* +70N" +105N"? —280N!! — 565N10
+1410N° +2165N8 — 5740N7 — 5271N°® + 16282N° + 5857N*
—27996N° +3147N? +21702N — 10851)/180
= 4u*(1280u" — 6720u® 4 21120u° — 46880u* + 729121 — 742200
+43404u — 10851)/180.

Faulhaber a prouvé également, et plus tard Bernoulli [Knu93], que, pour tout
N,S S N+,

H o (N) = —— (bONS“ _ (” 1>b1NS+ ot (—1)S(SJSr 1)bsN).

T s+l 1
Bernoulli a donné aussi une formule explicite, pour N € N, ,n € N,
1 & n+1 _. B 1(N—|—1)—b +1
H_,(N) = —1)/ b NI = = " 14
W= B (") U g

20. En fait, Faulhaber les a étudiées jusqu'a l'ordre 17. De plus, il devait connaitre les
H_j9,...,H_»5 qui sont donnés comme exercices a la fin de [Fau31].
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ol les B, sont les polynomes de Bernoulli 2! et nous rappelons que B, (1) = b,,.
Nous obtenons [GDQS15], pour tout n € N,
Li_,(z) = 65A(2). (15)

Puis, en utilisant les nombres de Stirling de seconde espéce , nous déduisons
alors que

Li n(z) = %_Zlﬁllk!Sz(n,k)(l(z))k.

Nous rappelons aussi que pour toutn € N,z € C tel que |z| < 1, nous avons en
général

Lion(z) = 2An(@)(1—2) "' et Lig(z) = A(2),
ol A, est le polyndome Eulérien ?? d’indice n.

Dans cette theése, nous étendrons les formules (14), (15) et les polynémes
Eulériens pour établir des propriétés analogues pour les sommes harmoniques
H_, .. — (N) et pour les polylogarithmes Li_, g (z) qui sont des polyndomes,
en N et (1 —z)~!, respectivement, de valuation égale a 1 et avec des coefficients
rationnels dont nous préciserons les termes de téte (voir Théorémes 7 et 9).

Ces extensions nous conduiront a une renormalisation des polyzétas aux
multiindices non positifs analogue a celle donnée en (6) (voir Théoréme 10) et le
fait que les polylogarithmes aux multiindices non positifs soient des polyndémes,
en (1 —z)~!, nous ameénera a prolonger les morphismes de régularisation ¢, et

% a2 C(X)[x}] et C(Y)[y}], respectivement (voir Proposition 18).

Ce prolongement est rendu possible par le codage suivant [Min96], pour¢,z €
Cet|t],|z]< 1,

Li)+(z) =2 et Ligy,)(z)=(1-2)7". (16)

21. Les B; sont données par la fonction génératrice exponentielle

Zj 7e*¢
ZB]()C)—' = eZ—l.

=0 J:

22. Pour toutn € N, A, est défini par, pour z € C,

n k
: 1
An(z) = ZAn,ka7 avec, pourk =0,...,n, A,;= Z(—l)-’ <n+ )(k—j)”
=0 =0

et les coefficients {A, x } e sont les nombres Eulériens [DF70].

23. Pour toute série S propre, c’est-a-dire (S | 1x:) = 0, $* représente la somme 1x: + S+ 5> +
$® 4 .... En particulier, pour tout x € X, on a x* =exp (x) = 1 +x+... +x"/n! + ... et x* est
transcendante sur (C(X),u, Lx+).
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et 24 par I'identité de type Newton-Girard ?° utilisée dans (6) [Min07], pourt € C
et|r|< 1,

1)k
Hiyy)e = kZ Hy 1" =exp (— Y Hyk%) : 17)
>0

k>1

Le plan de ce mémoire est le suivant

1. Dans le premier chapitre, nous établissons des propriétés importantes
des algebres de Hopf: I'algebre de mélange, I’algébre de quasi-mélange et
leurs généralisations. Particulierement, dans ce chapitre, nous étudions le
sous-ensemble des éléments de type groupe. Ceux-ci sont exactement les
caracteres de I'algebre de quasi-mélange (C(Yp), =, ly;) (voir Proposition
4).

Apres, nous établissons des résultats sur 1'algébre des séries non com-
mutatives rationnelles échangeables sur I'alphabet X. Ces résultats seront
utilisés pour considérer les polylogarithmes et les sommes harmoniques
aux multiindices entiers non positifs. En fait, dans cette partie, nous prou-
vons que la série x*, Vx € X, est transcendante sur (C(X), ., 1x+) (voir Lemme
8), et alors, nous construisons l’algebre de mélange

(C<X>[x>1kvx37 (—xo)*],uu, lX*)'

2. Le deuxieme chapitre est consacré aux solutions des systemes dyna-
miques non linéaires avec singularités et a leur différentiations (ordinaires
et fonctionnelles) [GDQS15]. Il va reprendre les résultats obtenus par Fliess
sur les séries formelles en variables non commutatives lors de I’étude des
équations différentielles non-linéaires. Ensuite, nous présentons l'algo-
rithme fondamental pour déterminer les solutions d'une équation diffé-
rentielle en appliquant la théorie des séries formelles en variables non
commutatives. En fait, c’est une adaptation de I’algorithme de Picard et
il donne un joli résultat i.e. les polylogarithmes avec multiindices a partir
de I’équation différentielle.

3. Dansle troisieme chapitre, nous donnerons des résultats combinatoires
pour les polylogarithmes et les sommes harmoniques aux multiindices
non positifs [GDQS15, GD16a] :

e Pour les sommes harmoniques, nous étendons la formule de Faul-
haber qui a exprimé la somme harmonique H_ ,(N) pour p > 0 comme
un polyndme (de degré p+ 1) en N avec les coefficients qui impliquent
les nombres de Bernoulli.

En fait, dans ce chapitre, nous considérons aussi les séries généra-
trices non commutatives
H := Y Hyw, L := Y Liyw C =) C/w

weYy weYy weYy

24. Rappelons que {H,)-(N)}n>o sont des coefficients de Taylor de (1 — 7)~! Li(s, ) (2)-
25. Lidentité de type Newton-Girard de I'algebre quasi-mélange, permet de comprendre le
Théoreme 2 de [dMO04].

10
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ot1, pour tout mot 26 w € ¥;, C;, = [Ty—uvz1,. (v) +|v]) ~!. Nous établis-
sons, par I'analyse asymptotique, le résultat a la Abel suivant 2
lim O“ ' (N)OH (N) =1imA® ' ((1-2) HoL (z)=C",
N—+oo 2=l

avec

o = Y ,|w+<w>wz(2t<y>+1y) |

WGYS‘ yeY)
Alt) =Y (Iw]+ (w) e
weyy

Nous nous intéressons aussi aux structures des sommes harmo-
niques et des polylogarithmes. Nous prouvons que I’ensemble des
sommes harmoniques et des constantes {C,, },,cy; satisfont le produit
de (quasi-)mélange. De plus, nous avons construit une nouvelle loi,
T, telle que

H, : (Q(Yo), =) — (Q{H, }yers,),  wr— Hy
Li; : (Q(0), T) — (Q{Li, bwey;»-),  wr—Liy .
soient des morphismes d’algebres surjectifs et nous décrivons com-

pletement leurs noyaux. Ensuite, nous généralisons les résultats de
[GD16b],

e Premierement, nous construisons une base de
C(X) wClxp, (—x0)" ] w Clx7] -

e Deuxiemement, en se basant surl'indépendance linéaire de {Li,, },,cx+
et sur les résultats du premier chapitre, nous étendons la définition
des polylogarithmes en les indices mixtes aux séries

C(X) wClxp, (—x0) T Clxp] -

e Enfin, utilisant’analyse asymptotique en z = 1, nous donnons quelques
résultats sur les polylogarithmes divergents en 1. C’est-a-dire que nous
étendons les constantes C,, et B;, aux indices mixtes.

e En utilisant (16), nous obtenons le prolongement de §, comme
suit §, ((tx1)*) = 1. Puis, en utilisant (17), nous effectuons le prolon-

26. Pour tout mot v = yy, ...y, € ¥, nous notons |v|= r sa longueur et (v) = s; +... +s5, son
poids.

27. Ou, de maniere équivalente, H (N) . C O O(N) et L™ (z) 7 € ©A((1 —2)71), oty
0“1 A®~! désignent I'inverse dans le produit de Hadamard (noté par ®) de ®,A respective-

ment (les signes asymptotiques s’entendent terme a terme).

11
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gement 8 de ¢, pour ||< 1, comme suit %"

AV 1

Notons que, ensemble, les identités (17) et (18) ne permettent pas de com-
parer les deux régularisations obtenues dans [Min13a, Min13b] :

VR ¢
ZYZ exp (Yyl - Z C(k)( il) )nYZuu . (19)

k>1

Par simplification, cette derniere identité redonne (7).

28. La deuxieme identité est classique pour la fonction Gamma et permet de comprendre le
Théoreme 1 de [dMO04].
29. Lafonction Gamma, notée par I'(r), sera définie ici par

VzeC,z¢{...,—3,-2,—-1,0},I'(r) := M H(l + %)qexp(%) .

n>0

12



Chapitre 1

Combinatoire des algebres de Hopf

Dans ce chapitre, mes travaux sont basés sur les algebres qui sont engen-
drées par des alphabets . Nous donnerons les propriétés des bigebres de ¢-
shuffle qui sont utilisées dans cette thése. Premierement, les propriétés impor-
tantes des algebres de ¢-shuffle générales sont résumés de facon concise dans
la section 1.1.1. Ensuite, nous considererons deux spécialisations (le “shuffle”
et le “stuffle”) qui font partie de tous nos travaux. Les résultats de cette sec-
tion figurent dans le papier [BVCTH15]. Enfin, nous présenterons une étude de
l'algebre ! C(X)w Clxg, (—x0)*] . C[x}] ol pour toute x € X = {xo,x; }, nous dési-
gnons par le symbole x* I'étoile de Kleene de x (dans? C((X))), c’est-a-dire que

x* = Y x". La structure de 'algebre C(X) .. Cxj, (—xo)*]w Clx}] est utilisée pour
n>0
étendre la définition des polylogarithmes aux multiindices négatifs [GD16b].

1.1 Les bigebres de o-mélange

1.1.1 Labigebre de ¢-mélange

Soit un alphabet Y = {y;}«c; o I est un ensemble d’indices (fini ou infini).
Nous noterons Y* le monoide (muni de la concaténation) qui est engendré par
I'alphabetY et 1y est'unité de Y* . Toute “opération” ¢ : Y xY — CY peut étre
définie par ses constantes de structure

@: YxY — CY

kel

1. Notons que Clx,y] est 'ensemble des polyndmes commutatifs en indéterminées {x,y} a
coefficients dans C.

2. Notons que C((Y)) est 'ensemble des séries formelles non commutatives en plusieurs in-
déterminées a coefficients dans C.

13
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ou CY =spanc{y|y €Y} ¢ C(Y) etlafamille {yfj € C|i,j,kel} dépendde o.

Elle s’étend aussitot en une application (bi-)linéaire

o: CroCr — Cr

Giy) = YWk

(1.2)
kel

que nous continuerons a noter ¢.

Maintenant, pour chaque application qui est définie comme dans1’équation
(1.2), on considérera une loi

we: Y xY' — C(Y)
(u,v) = uwgv, (1.3)
telle que
I. pourtoutw eY*,
(Unit) lycwow=wuwely: =w. (1.4)
ii. pourtouslesa,beY etu,veY”,
(Rec) auw obv = a(uw obv) +b(auw ¢v) + @(a,b)(uw yv) . (1.5)
Exemple 1
| Nom | Formule | ®
Shuyffle ausbv = a(uwbv) + b(auw v) 0=0
Quasi-shuﬁ‘le XU 1 XV :xi(u |_+_|xj'V) +xj(x,~uuuv) (p(xi,xj) = Xitj
+ i j(uwv)
Min-shuﬁ‘le XU\ =XV = xi(u \;nxjv) +xj(x,~u\;:v) (p(xi,xj) = —Xit+j
— iy j(u=v)
Muffle Xitt 101XV = X (121X V) + X (XjU 10 ) O(xi,xj) = Xixj
—|—x,~xj(u Lol V)
q-stuffle Xt g XV = Xi (U gxjv) + X (xuegv) | Q(x;,X;) = gxitj
+ gt j(unv)
q-shuffle

Xt Xjv = xi(u g xv) + X (X v)
+¢""xiy j(univ)

Q(xi,x;) = ¢ xip

LDIAG(1,qy)
non-crossed,
non-shifted

auxbv=a(uxbv)+b(auxv)
+ gl ab) (e v)

¢o(a,b) = ¢ (a.b)

(a.b) assoc.
B-shuffle auigby = a(uwgbv) +b(auigv) ¢(a,b) = (a,b)
+{a,b)(urgv) = (b,a)
Semigroup- buus | xgv = x; (U | xv) +x(us | v) | @(x,x5) =X 1
-shuffle +xp5(u | v)
g-Infiltration | aut,bv=a(ut,bv)+blaut,v) ¢(a,b) = q0,pa
+ qéa,ba(u TC] V)

14
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Remarque 1 On remarque que la loi (1.3) existe (et est unique) pour chaque ap-
plication ¢. De plus, il existe une extension bilinéaire a C(Y) x C(Y) unique, c’est-
a-dire, qu'on a la loi (linéaire),

wo: CYYReCY) — CY)
P@cQ + PuiyQ. (1.6)

PREUVE — Soit une application ¢ qui est définie comme l'équation (1.2). On sup-

pose qu'il y ait deux lois « g,l) et w gpz) qui satisfont les conditions (1.4) et (1.5). On

doit montrer que

uuugl,l)v:uuuspz)v (1.7)

pour tousu,v € Y*. En fait,
i. quel que soitw €Y*, ona (1.4)

Iy w )

(1)

1

(2)

ly*zwzly*u-_lq)z ()

2
W:Wu-_l(p 1y*.

ii. supposons que
(1) (2)

U ¢ V=Uw ¢ 1%
pour tous les motsu,v € Y* tels que| u | + | v|< n. Ensuite, nous avons besoin
de prouver l'équation (1.7) pour tout (u,v) € Y*xY* telsque|u|+ |v|=n+1.

Donc, soit un des deux mots est vide et nous sommes ramenés au cas précé-
dent, soit (u,v) € (YT)? et on écritu = auy,v =bvy oita,b €Y etuy,vi €Y*. On

a alors,

umg)v:auluﬂg)bvl = a(ulmg)bvl)—kb(aulmg)vl) q)a,b)(uluugpl)vl)
= a(ulmg)bvl)—kb(auluugpz)vl)—kqo(a,b)(uluug)vl)
= uuugpz)v.

Ceci prouve la remarque 1.

Le triplet (C(Y), w ¢, ly+) est une C-algebre qui est dite “une algebre de ¢-
shuffle”. Cette algebre est unifere (unitaire dans la suite), mais ni associative ni
commutative en général.

Lemme 1 ([BVCTH15]) Pour chaque application ¢ qui est définie comme dans
(1.2), l'algebre (C(Y), =1 ) est associative (resp. commutative) si seulement si ¢ est
associative (resp. commutative).

Dans la suite, sauf mention explicite du contraire, tous les produits tensoriels
sont sur le corps de base.

15
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Définition 1 ([BVCTH15]) Une loi u : C(Y) ® C(Y) — C(Y) est dite duale s'il y a
une application linéaire A, : C(Y) — C(Y) @ C(Y) telle que

Vu,yyoweY*,  (uuev)|w)=uev|Ag(w) .

L'application (unique) A, est appellée coproduit associé au (ou bien dual du)
produit u.

Exemple 2 Soit g € C, dans cet exemple ¢(yi,y;) = qdy,,,yi ou § est le symbole de
Kronecker

1 st yi=yj
Sy v, = / . Vyny;eYr.
i) {0 dans Uautre cas Vi

Alors, on définit le produit de q — infiltration surY* par

wihylys = ly=tgw=w
yiuTq)’jV = Yi(uTqij)+yj(YiuTqV)‘f‘qayi,yj)’i(”TqV)- (1.8)

On peut en calculer la loi duale par

A= Y @i @wl].
TUT=[1..|w|]

D’autre part, si on se restreint a l'alphabet X = {x}, on a
A, (x) = x@1x-+ 13 @x+q(x®x) .

Pour chaque application ¢ : Y xY — CY etx,y,z €Y, onnote 1, = (¢(x,y) | z)
ses constantes de structure. C’est-a-dire que

Plxy) =) %2

zeY

Ona

Lemme 2 ([BVCTH15]) On suppose ¢ associative. Si on définit le morphismeA :
C(Y) - C{(Y*®Y™")) par

Alys) = ys @ 1y + 1y=@ys+ ) 1By Vi @)
ijel

alors, quels que soientu,v,w € Y*, ona

(s v | w) = (ucv | A(w)).

16
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PREUVE — Tout d’abord, on a

U gV = Z(uuu(pv]w>w, Vu,veY™.
wey

On construit 'application S : Y* x Y* — C(Y) telle que

S(u,v) = Z (A(w) | u@v)w,

wey*

pour tout (u,v) € Y* x Y*. Alors, on a besoin de montrer que
S(u,v) =uweov,Vu,y €Y" .
En fait, on voit facilement que
S(u,ly+) =S(ly=,u) =u,YuecyY”.
Soity;,y; €Y etu,v€Y*. Onaque

Si,yjv) = Y (Aw) [yu@ymw="Y (AWw)|yu@Yy)w

wey* wey+

= Y (AW [yucyp)yw

ysEY W EY*

= )Y (0@l 1y @yt Y, B n @ ym)AW) | yiu@yv)yw'
ysEY WeY* n,mel

= ) (AW) [u@yp)yw' + Y (AW) | yiu@v)yw'

wey* wey*

+ Y (5, AW) [u@v)yw

VsEY WY+
= Vi Z (AW) |u@yv)w' +y; Z w') | yiu@vyw'

wey* wey*

+ Y Mys Y, (AW Ju@viw’
ys€Y wEY*
= yiS(u,yjv) +y;Siu,v) + (i, y;)S(u,v) .

La derniere équation implique S = =1 . [

A partir de maintenant, ¢ sera supposée associative.

On caractérise maintenant 'existence d’'une loi duale par la proposition sui-
vante

Proposition 1 ([BVCTH15]) La loi w admet une loi duale (i.e. est dualisable) si
seulement si ¢ est dualisable aussi, c'est-a-dire que, si les coefficients {Y; ,}ryzey
satisfont a la condition suivante

vzeY, H{(xy) €Y xY |y, #0} < too.

17
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Nous remarquons que si ¢ est une application associative, nous pouvons
étendre I'application ¢ a Y par

o) =y, Vyey.
o(w) =o(y,0(w)), VyeY,wer™.

Dans ce cas, pour yi,...,y; € YT, nous notons
Y1, » Vi

t_
o) = Olebn.y)) =Y BaTn Bl -

1 yeel]2EY

On peut alors réécrire la proposition 1 par : “I'application ¢ : CY?> — CY admet
un adjoint (pour les produits scalaires standards) si seulement si la condition
suivante est satisfaite”

(VyeY),{weY? |y #0} estfini). (1.9)

Pour pouvoir appliquer le théoreme de Cartier-Milnor-Moore [JM65] aux bi-
gebres nouvellement construites, nous avons besoin d’'une condition plus forte

Définition 2 ([BVCTH15]) SoitY un alphabet. Une loi (associative) ¢ : Y XY —
CY est modeérée si elle satisfait a la condition suivante

(WyeY),{weY"|y)#0} estfini). (1.10)

On peut voir facilement que une loi moderée est dualisable mais que I'in-
verse n'est pas vrai (c’est le cas de l'infiltration dans I'équation (1.8)). C’est-a-
dire que, pour une loi (associative), la modération est plus forte que la dualisa-
bilité. En fait, nous avons un théoréme de structure pour des lois modérées.

Théoreme 1 ([BVCTH15]) Supposons que la loi ¢ dans CY soit dualisable, com-
mutative (et associative). Alors By = (C(Y),conc, ly+,Aw . €) est une bigébre. De
plus, si la loi ¢ est commutative, les conditions suivantes sont équivalentes

1. B, est une bigebre enveloppante.
2. By estisomorphe a la bigebre (C(Y),conc, 1y+,A,,,,€) (comme bigebre).
3. Pour chaquew € Y*, la série

(-1

(P)  w+) l

1>2

Y, wleOn,-...y)yi-..y

Vi, IEY

est un polynome.

4. ¢ est modérée .

A partir de maintenant, ¢ sera supposée commutative (et associative).
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CHAPITRE 1. COMBINATOIRE DES ALGEBRES DE HOPF

Nous remarquons qu'un probleme important de la théorie des algébres de Hopf
est la question des éléments primitifs. En fait, nous savons déja que si A est une
bigebre, alors I'ensemble de ses éléments primitifs forme une algebre de Lie. De
plus, si A est graduée alors I'algebre de Lie de ses éléments primitifs est aussi
graduée. D’autre part, si A est une bigebre (sur un corps de caractéristique 0)
filtrée, cocommutative et connexe alors un théoreme de Cartier, Quillen, Milnor
et Moore [JM65] montre que I’algebre enveloppante universelle de 1'algebre de
Lie de ses éléments primitifs est isomorphe a I’algebre A.

Définition 3 ([BVCTH15]) Soit Y un alphabet et S € C((Y)). Le coproduit en S

étant étendu par

weY*
Nous dirons que

1. S est primitive si seulement siA ., ,(S) = S® lys + 1y« ®S.

2. S est de type groupe si seulement siA . ,(S) =S®S ete(S) = 1.

Exemple 3 SoitY = {y; }«en, . Revenons a la bigebre de q-infiltration
%—inﬂltr = (C(Y%conc, 1Y*7ATq7£)‘

Pour chaque dey € Y, 1y« + qy est de type groupe parce que nous avons €(ly- +
qy) =1et

A, (14+qy) = ly@ly+q(y@1y:) +q(ly-®Y) +4*(y D)
= (ly+qy) @ (lys +qy) -

On dira qu'une famille (S;);c; est sommable [Reu93] si, pour tout w, I’appli-
cation i — (S; | w) est a support fini. En ce cas, sa somme est la série T € R((M))
telle que, pour tout w

(Tw)=Y(Si|w). (1.11)

il

Remarque 2 SoitK uneC—algebre avec une normel| .|| etI un ensemble dénom-
brable d'indices. Une famille des éléments {u;};c; de complexes indexée par I dans
K est dite sommable (ou, plus précisément, normalement sommable) lorsqu’il
existe un élément S € K tel que

(Ve>0)(3e Cc NV C N(UNJe=2 =) uj||<e). (1.12)
fini fini it
Notons que si/ C N et K = C, nous avons

{u;}icr est sommable < Z”i est absolument convergente. (1.13)
icl
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(=1

Exemple 4 Par exemple, soitu, =

INTEDY

n>1 n>1

,Vn € N Alors nous avons

(-1

= log(2) .

_1\n—1 _1\n—1
Mais la famille { ( }nen, nest pas sommable. En fait, supposons que { (=1) |
n n
n € Ny} est sommable.

-1 n—1
1. Nousavons Y u, =) =" _ log(2).
n

n>1 n>1
2. D'autre part, supposons que la famille {v, | n € N } est définie par

1 1 1
V3k = —ﬂ»v3k+1 = mﬂ%kﬂ = m )
alors

3n p 1 1 l 4nl 12
k; §4k st % k;ra;

a~|~
NI»—‘
a~|~

3
etalors 1 —log(2). Toutefois, nous avons
Jim_ Y v = log(2). Toute

111 11 3
log(2) — S T R STI BRI — 2log(2).
0g(2)= Y, un 2 t37 4" T3 37 ) vn =3 log(2)

neNy n>1

_1\n—1
Clest implique la famille {( D
n

| n € N} nlest pas sommable.

Commentaire 1 En fait, le théoreme de Cartier-Milnor-Moore a donné la struc-
ture de l'algebre des éléments primitifs dans une bigebre N-filtrée cocommuta-
tive connexe (sur un corps de caractéristique zéro) [BVCTH15, Bou06]. Notons
Prim(A) l'ensemble des éléments primitifs dans la bigebre 2.

Théoreme 2 (|[BVCNT14, BVCTH15, Bou06, JM65]) Soit % uneA-bigebre cocom-
mutative ot A est une Q-algebre commutative associative avec unité. Notons <,

la sous-algebre de % qui est engendrée parPrim( ). Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. B=d.
2. Ily a unefiltration croissante
By=Alg CHB C...C By C Byr1 C...
qui satisfait
B = Unzoﬁn )

vneN, A%)C Y B,0%B,.
ptq=n
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3. La famille {(I1d")*"},cn est sommable dans End(%), c’est-a-dire que pour
toutb € A, ilyaunnombreny € N tel que

Vi>ng, (Id")*(b)=0.

Remarque 3 Ce théoreme est validé sur l'anneau des scalaires qui est une Q-
algebre. 1l stipule la nilpotence locale de la famille { (1d*)*" } ,cN.

Dans [Bou06, JM65], on supposa que A est un corps en caractéristique 0. En-
suite, dans la part des exercices de [Bou06], on supposa aussi que A est une Q-
algebre, mais Prim(%) est A-libre.

En effet, dans la méthode analytique de ¢-mélange, il suffit que A est une Q-
algebre et A est une A-bigebre N-filtrée [BVCNT14, BVCTH15].

La preuve de ce théoreme (énoncé avec différents scalaires) est citée dans les
références [BVCNTI14, Bou06] et [[M65]. Maintenant, nous utiliserons ce théoreme
pour étudier l'algebre de q-stuffle.

Exemple 5 SoitX = {x} un alphabet réduit a une lettre et
% = (K(X) = K|x],conc, 1x+,A,, €)

une K -bigebre (K est une Q-algébre commutative associative avec unité). On dé-
finit A, par sa valeur sur x comme suit

Ay(x) =1x Qx+x@ 1y +gx@x.

Soitq = a avec o’ =0 etK = Q| (les nombres duaux,). Alors l'espace des éléments
primitifs dans % est un sous-module de K |x] égal a Prim(#) = Q.(owx).

En fait, dans la presque totalité de notre travail, pour montrer qu’'une série
est primitive, nous utilisons I'extension d'un résultat de O. Friedrichs qui est dit
“critere de Friedrichs”.

Lemme 3 ((MBP00, BVCTH15, Fri53, Reu93]) (Extension du critére de Friedrichs
au ¢-stuffle)

Nous notons Aw,, : C{(Y)) — C(Y*®@Y™)) le produit dual de o appliqué aux

séries, il est défini’

A, (S) = Z (Sluwev)uv.

u,vey*

Soit S € C((Y)). Nous avons

3. Lafamille ((S | uw yv)u ®v), ey est sommable parce que u i ,v est un polynome.
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1. Si (S| ly+) =0 alors S est primitive si seulement si pour tousu,v € Y, nous
obtenons que (S | uw yv) = 0.

2. Si (S| 1y~) =1 alors S est de type groupe si seulement si pour tousu,v € Y+,
nous avons que (S | uw gv) = (S| u)(S|v).

PREUVE -
1. Soit S € C((Y)) telle que (S | 1y+) = 0. Nous voyons facilement que
A|_+_,(p(S> = S®ly++1y+®5— <S| 1y*>1y0*®1y*+ Z <S| uuu¢v>u®v

u,vey+

= SRly-+1y=S+ Z (Sluweryuxv.

u,vey+

Donc nous obtenons la condition premiére.
2. Soit S € C((Y)) telle que (S | 1y+) = 1. Avec la notation

Sp=8S—1=) (S|ww,

weyt
nous avons
Awy(S) = Y (Sluwgryuey
u,vey*
= Z (S|uwoviuxv+ Z (S| uwyu® ly+ Z (S|v) 1y @v+ 1y @ ly=
u,veyY* ucy+ vey+

= (54085)+ S+ @1ly) +(ly= @84 )+ 1y @1y = S®S.

Et alors la seconde condition est montrée.

D’un autre c6té, pour tous les P € C((Y)) tels que (P | ly+) = 0, nous définis-
sons log(1ly+ + P) et exp(P) comme les séries formelles non commutatives sui-
vantes :

-1 n—1 pn
(=1) P" et exp(P)=) —.

log(ly«+P) = Z

n>1 i

Par [BVCNT14], ces séries sont bien définies. Donc nous obtenons que
log(exp(P)) =P et exp(log(ly-+P))=1y«+ P.

De plus, nous pouvons utiliser ces définitions pour établir une belle relation
entre les éléments de type groupe et les éléments primitifs.

Proposition 2 Soit S € C((Y)) telle que (S| 1y+) = 1. Alors S est de type groupe si
seulement silogS est primitive.

PREUVE —  Tout d’abord, nous écrivons S = ly- + S, ol S; € C((Y)) telle que
(S+ | 1y+) = 0. Maintenant, nous avons
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= Supposons que soit de type groupe (soit Aw,,(S) =S®@S, et (S| 1y+) = 1)
nous avons besoin de démontrer que log$ est primitive. Effectivement,
nous avons que

A, (logs) = Auﬂ¢2( 1) S+ :Z L-u<p(5+)n
i

n> n>1
-1 —1
= Z ) (S®S— 1y @ ly+)" =log(S®S)
n>1
log

((5®1y* 1y*®5)> — log(S® 1y+) + log(1y+ ® S)
= log(S) ® ly + ly- ®log(S),

c’est-a-dire, log S est primitive.
< Réciproquement, silogS est primitive, alors nous pouvons conclure que
A, (S) = exp(Au,(logs)) = exp(logS @ 1y« + 1y @1logS) = S®S .

Ceci, avec (S| 1y+) = 1, implique que S est de type groupe.

Nous remarquons que I'ensemble des séries de type groupe de C((Y)), noté
¢, forme un groupe pour le produit de concaténation.

1.1.2 Labigebre de mélange

Soit X = {xo,x;} un alphabet. On note X* le monoide (libre) des mots* qui
sont formés par’alphabet X et 1x- son élément neutre . Son produit est la conca-
ténation®. On dit, comme précédemment, que C((X)) est I'algebre des séries
formelles sur X.

Définition 4 Soit X un alphabet. Le produit de shuffle sur C(X) est l'application
linéaire v : C(X) ® C(X) — C(X) telle que
Yw e X* ww lys =Ixyswow=w,
Vx,ye Xsu,ve X®  xuwyv =x(uwyv) + y(xuwv) .

Exemple 6 Soit X = {xo,x;} un alphabet a deux lettres. Alors le monoide X* est
l'ensemble des motsw = x;, ...x; or e N,iy,... i, € {0,1}. Supposons queu = xox;
etv = xixg, alors

Uy = xoxpwxixg = xo(xwxpxg) 4+ x1 (xXox1 L xp)
2 2
= xpx7x0 +X0x1 (1 Lwxg) +x1x0 (X1 L X0) + X1 X5X1
= 2xox%xo + XoX1X0X] + X1X0X1X0 + 2x1x(2)x1 .

4. Chaque élément de X* est formé comme une suite x; ...x, ot xy,...,x, € X etr € N,
5. C’est-a-dire que le produit de deux mots « est v dans X* est le mot uv.
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Supposons que o soit un produit (bilinéaire) sur C(X) et w,u,v € X*. On no-
tera, comme précédemment, (w | uov) le coefficient de w dans uov.

Remarque 4 ([GDT15]) i) Ondit que le produit o est dualisable sur C(X) si seule-
ment si pour chaque motw € X*, le nombre des couples (u,v) € X* x X* pour les-
quelson a (w | uov) # 0 est fini. Dans ce cas on peut déterminer le coproduit dual.

ii) Les coproduits
A, :CX)—>CX)@CX) et Awn:CX)— CX)®CX),
vérifient par définition

(Acone(W) |u®@v) = (w|uv),
(A, (W) [ucv)y = (w|uwv),YVu,vywe X" .

pour tous les u,v,w € X*.

Exemple 7
Aconc(lx+) = Ay (1x+) = 1x« @ 1x~,
conc(x) = Auu<x): 1x+ ®x+x®lx*,VxeX,
Aconc(x0x1) = lx+ ®@x0x1 + X0 ® X1 +x0x] ® 1x+,
uu(xoxl) = lx+ ®x0x1 +x0 QX1 +x1 @X0 + Xpx1 @ 1x+ .

Par définition, pour tout w € X*,

Aconc (W) = Z UKV,

u,veX*uv=w

A, (w)= Z wluwvyuxv.

u,veX*
On obtient alors deux bigebres en dualité (séparante)
A, = (Q(X),conc, Ix+, A, €), '%ﬂu\u/ = (Q(X),w, 1x+,Aconc, €),
ot la counité € : C(X) — C est définie par €(P) = (P | lx+) pour tous P € C(X).

Maintenant, on suppose xy < x;. Pour tous les mots u,v € X*, on ditque u < v
si seulement si une des conditions suivantes est vérifiée

i v=uwollwe X" =X*\{l1x}.

ii. Il existe des mots w,w;,w, et des lettres a,b tels que a < b, u = waw; et v =
wbwy.

Alors < est un ordre total sur X*.

Définition 5 ((VHNMOOc, Min13b]) Un motw € X est dit mot de Lyndon si seule-
ment siw = uv avecu,v € X impliquew < v. Lensemble des mots de Lyndon dans
X* est noté par £Lyn(X).
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Exemple 8 e xox; est un mot de Lyndon dans X* parce que toutes les factori-
sations propres (en deux facteurs) pour la concaténation sont xox, = xo.x| et
XoXxX1 < X1.

e xox1xo n'est pas un mot de Lyndon dans X* parce que l'on a xpx)xy = xoxi.xo
maisx0x1x0 74 X0-

Un théoreme de Radford [Min13a] affirme que Zyn(X) forme une base de
transcendance (pure) de I'algebre (C(X), ., 1x+). Elle est incluse dans la base li-
néaire {w},cx+ qui est auto-duale, c’est-a-dire que

Pour toutu,v € X*, ona (u|v) =9, ,

ou §) =1 si u=v, sinon, §) = 0. Mais les éléments / € Zyn(X) \ X ne sont pas
primitifs pour le coproduit A, .

Commentaire 2 En fait,| € Lyn(X)\X implique quel = xuoitxe X etuc X*. On
aque(l | xwu) #0et(l|xu) #0, alors on obtient que

AL(D)=Ilxy+ xRl +xQu+... 1R Iy« + 13- R,
Aconc() =1 1x+ + 1x+ @I+ xQu+... IR Iy + 1x- Q1 .

Mais, on peut prouver facilement que toutes les lettres dans lalphabet X = {xo,x1 }

sont primitives pour les coproduits A, et Aconc. De plus, la série S = Z x est pri-
xeX
mitive aussi pour le coproduit A ,,, parce que

AUJ(S) = Z Auu(x) = Zx@lx* + Z Ixy*x=SR1x++ 1x+®S .
xeX xeX xeX

L'ensemble des mots de Lyndon .Zyn(X) n’est pas une base de Zieg(X). Alors,

pour étudier I'algébre enveloppante de .Zieg(X), nous allons construire une

base de Poincaré-Birkhoff-Witt, que 'on notera par {P,, } ,ex~ (base de de % (Lieq(X)))
et qui est définie par les conditions suivantes

P, = X pourx € X,
P = [P,P]| pourle ZynX, lafactorisation standardde! = (s,r),
Py= Pl'...PF pourw=1" . .[51 = .= ll,... [k € LynX. (1.14)

ol 'ordre > est 'ordre lexicographique (voir la définition 5)[VHNMOOc]. En-
suite, Schiitzenberger définit la base {S,, },,cx+ de (Q(X),.w) par dualité, c'est-a-
dire que (S, | P,) = 9, pour tout u,v € X*. En fait, il a aussi obtenu la base de
transcendance {S;};c #,,x etla base linéaire {S,, },cx- par les formules combina-
toires

S = xSy, forl =xu € LynX,

i iy
SHT LS
[y I

Sw = 7 forw=10"...05 1, ... = k.
AREERYI2
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Exemple 9 (De {P, },,cx- dede {S,, }ex+, [VHNMI1]) SoitX = {xo,x;} avecx < x;.

[ P S
Xo Xo Xo
X1 X1 X1
X0X1 [XO » X1 ] X0X1
x3x) [x0, [x0,x1]] x3x)
X()x% [[xo’xl]’xl] X()x%
xoxl [X(), [X(), [X(),X]H] XSX]
x(Q)X% [xo, [0, x1],x1]] x(z)x%
xox? [[[xo,x1],21],x1] xOﬁ
x| Lo, bos o lvo, )] o,
x| o b [, )] o
x3x1 X% [[x0, [x0,x1]], [x0,%1]] 2x3x3 + x3x1x0x1
xx [xo, [[[xo,x1], x1],x1]] X%,
X0X1X0X7 [[x0,x1], [[*0,x1],x1]] 3x3x3 + xox1%0X7
wd | ({lvon] )] o
xox1 | o, [xo, [xo, [xo, [xo,x1 ] )] X1
xtt | s vo: o Lo, 1)) i
xaxixox1 | [xo, [0, [x0,x1]], [x0,x1]]] 2x3x3 + x3x1 %01
I e [ EN
x%xlxox% [x0, [[x0,x1], [x0,x1],x1]]] 3x0x1 —|—x0x1x0x%
xoxlxoxl [[x0, [[x0,x1],x1]], [x0,X1]] 6x0x1 -|—3x0x1x0x1 +x0x X0X1
x(z)lel [)C() [[[[XO,XI],Xl],Xl],XIH )C%)Czl1
xoxlxox% [[x0,x1], [[[x0,x1],%x1],x1]] 4)6(2))61 —|—x0x1x0x?
xox; | [[[llxo, ], 1], ;] 2], 3] xXox)

Mélancon et Reutenauer ont montré que pour tout w € X*,

Po=w+ Y v and S,=w+ ) dv, (1.15)

v
v-w,|v|x=|w|x v=w,|v|x=|wlx

ol |w|x = (|wl|x)xex est la famille des degrés partiels (|w|, est défini par le nombre
de fois ot la lettre x € X apparait dans le mot w € X*). Maintenant, nous divi-
sons X* en classes par les degrés partiels des mots, cest-a-dire que deux mots
u,v € X* se trouvent dans une méme classe si |u|x = |v|x. En utilisant la formule
(1.15), pour chaque classe si nous disposons encore les éléments de X* en ordre
> alors les bases {S,, }ex+ et {Py}wex+ sont triangulaires C’est-a-dire qu’il y a
des matrices triangulaires M,N € Maty4)(Z), o0 € NX) (et d(x) est le nombre ® de
mots satisfaisant |w|y = o) et telles que

(SW)WGX*,|W\X:OC = M(W>WGX*,|W\X:OC et (PW)WGX*,|W\X:06 = N(W)WEX*,\MX:OC .

De plus, nous pouvons démontrer que M = (N')~!

Exemple 10 Ici, pour simplifier, les matrices sont indexées par l'ordre lexicogra-
phique par longueur et donc, n = |w|

6. On peut aussi classer les mots par ordre lexicographique par longueur, I'aphabet X étant
fini on obtient des matrices finies, mais plus grandes ce qui est moins intéressant algorithmi-
quement.
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e Sin=1, nous avons queM = ((1) (1)) = N. Alors nous obtenons que
Sxo X0 P, X0
=M et o) =N :
(o) =m ) e ()= ()
1 000 1 0 0 O
. 01 00O 01 -1 0
e Sin =2, nous avons que M = 01 10 etN = 00 1 0 . Donc
0 001 00 0 1
nous pouvons conclure que

> X & %

SX()X] — X0X1 et, Px0x1 — N X0X1

SX]XO XIJZCO Px1x0 XI.;C()

Maintenant, nous considérons la série diagonale qui est définiepar Zx := ¥ w®
weX*
w. La factorisation de Schiitzenberger se formule alors comme ci-dessous

\
Ix=Y, Sw@P,= [] exp(Si®R). (1.16)
wex* leLynX

1.1.3 Labigebre de quasi-mélange

SoitY = {yx},>1 (C’est un alphabet infini).
Nous définissons un produit commutatif p sur C(Y) par

VyYn,Ym €7, .u(ynvym) = Yn+m;

alors ce produit est dualisable. Donc nous pouvons déterminer son coproduit
associatif A, : C(Y) — C(Y) ® C(Y) par
n—1
Vyn €Y, Au(yn) =Y Yi®yn i
i=1

Vx,y,z€Y, (Au(x) |y®z) = (x| u(y2)).

Maintenant, nous supposons que Q(Y) est équipé
1. dela concaténation (ou par son coproduit associatif A..;.).
2. du produit de mélange (ou le shuffle), noté par .., c'est-a-dire que le pro-
duit sur C(Y) qui est défini par
VWGY*, ww lys = lyrwuw =w,

Vx,yeYu,veY*,  xuwyv=x(uwyv)+ylxuwv).
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Ce produit est dualisable et il se trouve que son coproduit est déterminé
sur C(Y) par un morphisme tel que Vy, € Y, A, yx =y« ® 1 + 1 ® y;. Nous
avons Vu,vyw € Y* (A, w|u®v) = (w|uwv).

3. Définition 6 ([BVCTH15, GDQS15, GD16a]) Le stuffle, qui sera noté +, est
le produit sur C(Y) défini par
YweY* wawlys=lprww=w,
Vx,yeYuvel”,  yuwyjyv=yiyuwv)+y(uwyyv)+yj(uwv).
Son coproduit est un morphisme C(Y) — C(Y) ® C(Y) tel que

Ve,  Aw(ye) = AL ) +Au ()
On démontre que Vu,v,w € Y* (A, (W) | u®@v) = (W | uwv).

Ensuite, nous noterons e la counité définie par e(P) = (P | 1y+). Alors nous obte-
nons deux paires d’algebres de Hopf.

%u = (Q(Y),COHC, 1Y*7Auuve) et [’%\u/ = (@<Y>7UU7 1Y*5Acon<:7e)a
A = (Q(Y),conc, ly,Au,e) et I = (QUY), w, ly+, Aconc, ©)-

Alors, en appliquant le théoreme CQMM (voir [BVCTH15]), nous voyons que la
bigebre cocommutative N-graduée connexe .77, est isomorphe a l’algebre en-
veloppante de I'algebre de Lie Zieg(Y) de ses éléments primitifs. C’est-a-dire
que

S, 2 U (Lieg(Y)).

Ensuite, nous considérons
1. Labase de PBW {p,, },,ey+ de % (ZLieq(Y)), construite par

py =Y pourycY,
i = |[ps,pr] pourle ZynY \Y,de factorisation standard ! = (s,r),
Pw = pxp;z pourw:llll...l,l(",ll>...>lk,ll...,lk€$an,

2. La base linéaire {s,, },cy+ de (Q(Y),., ly+) construite par dualité, c’est-a-
dire que, Yu,v € Y*,(p, | sv) = 64,. En général, la famille duale d'une base
appartient al’espace dual (ici, c’est 'espace des séries non commutatives),
mais I'algébre enveloppante en question est graduée en dimensions finies
(par le multidegré), ce qui fait que les séries s,, sont des polynomes. De
plus, nous pouvons calculer cette base par [Reu93]

Sy = poury €Y,
S| = YSu, pour ! = yu € LynY,
L i LU g
S11 Lu...LuSlk ; i
Sy = o pourw=10"...[5 [y = ...~ [ € LynY.

AR

Donc nous avons aussi la factorisation de Schiitzenberger pour la série

diagonale %y,
N\
WwEY* WEY* leZyny
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Avec une méthode semblable, grace au théoreme de CQMM, nous pouvons
prouver que 'algebre de Hopf cocommutative, N-graduée (par le poids) * et
connexe .7/, estisomorphe al’algebre enveloppante de

Prim (7., ) = Im(7;) = spang {7 (w)|w € Y™},
ol pour tout les mots w € Y*, la valeur «; (w) est définie par [BVCTH15, Min13a]
_W+Z Z <w]u1u-4...u-_|uk>u1...uk. (1.17)
k>2 Lt],...,l,thYJr

Notons que I'équation (1.17) est équivalente a I'identité suivante [BVCTH15,
Minl3a, Min13Db]

W:Z—! Z <w]u1u-4...L-uuk>7tl(u1)...7t1(uk). (1.18)

En particulier, pour chaque lettre y; € Y, nous obtenons que [BVCTH15, Min13a,
Min13b]

—1

m) = +Z Y YieeYi (1.19)
>2 7 e Jp=1
j1+...+j17k
1
Yn o = Zk_ Z 1 (yy,) - T (vy,) (1.20)
> Sl+ +Sk_n

Nous introduisons un alphabet nouveau, noté par ¥ = {7},ey = {m(y) }yer, €t
alors

(Q(Y),conc, 1y+,A,,) = (Q(Y),conc, ly+,Aw),

en fait, grace aux équations (1.19)-(1.20), 'application y — y définit un automor-
phisme de Q(Y) et donc nous pouvons conclure que

S = U(Lieg(V)) = U (Prim(H)).

Alors nous pouvons, comme dans I’algebre de mélange :
1. obtenir la base PBW-Lyndon {I1,, },,cy- dans % (Prim(#,)) qui est définie

par [Min13a]
I, = m() pourycy,
I, = [I,IL] pourle ZynY lafactorisation standarde de / = (s, r),

I, = HZHZ pOUI‘W—l1 l Jiy= o=l € LynY,

2. utiliser la dualité : 1a base linéaire {X,, },cy+ dans (Q(Y), w, 1y+) étant cal-
culée par

Yu,veY”, (I | Zy) = Ouy-

7. Dans la suite, on note wu le g-stuffle. Les résultats s’appliquent aussi au ¢-stuffle dans le
cas ou ¢ est modérée (directement ou bien avec la version filtrée du CQMM).
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De plus, cette base est déterminée par la récurrence suivante [BVC13, Min13a]

Xy =y, : poury €Y,
Sy oty
Y = 27' 1 X0, pourl=ys ...y, €.LynY,
o " | (1.21)
[EJ] . .
v _ZIL;H”L'“"'L'HEI,( * pourw =1I}' ... [}, avec
L il ! L. =€ LynY.

Notons que, dans (1.21), le signe (!) sous la somme indique que celle-ci est
prise sur tous les sous-ensembles {ki,...,k;} de {1,...,k} et tous des mots

de Lyndon [; = --- = I, tels que (y,,...,ys) < (Vsiy o+ v+ Vs [t 1n) Ol Pl
désigne la cloture transitive de la relation sur les suites standards, notée
par < (voir [BVCTH15]).

Exemple 11 (De {I1,,},cy+ etde {¥, },cy+, [GDQS15, GD16a])

I 10, o
2 Y2 — 531 ¥
» " Ity
3 ¥3— 5yiy2 — syayi + 433 ¥3
Y2y Y21 — Yoy 3y3+ 2y
yiy2 »yi — %y? yiy2
et ] y?I - Lys+ Lyoyi + dyiya + 33
Y4 Y4 —3Y1Y3 = 3Y7 — 3)V3)1 Y4
+133va + Iypyay + dyayt — D
yayi | vavi— 5vayt —yiys 4 5yt Iya+yayi
¥3 ¥3— 3y — 372 + Iya+y3
27 Y2yt = 2y1031 + ¥y Lya+Lysy1+ 33 + 3oy}
YIYs | Yiya— 5yiva— syivoyi + 3y Ya+y3y1+y1y3
Yiyayi VIV — Y2 Iyva+3ysy1+¥3
+y25% + %ylya + Y11
yiva yiva — %y‘f %y4 +y3y1 + Y3+ yoy1
Y13 + Y12yt + 312
4 4 RIS 1200 0
Y1 M1 24y4+6y3y1+4y2+2y2y1
—|—%y1y3 + %y1y2y1 + %y%yz +y1

En fait, nous voyons aussi que pour tous w € Y*, [BVCTH15, Min13a, Min13b],

IM,=w+ Y ev et E,=wt+ Y  fiv. (1.22)

vi=w,(v)=(w) v=w,(v)=(w)

Les éléments des bases {%,, },cy+ et {II, }ey+ sont triangulaires et ils sont ho-
mogenes en poids. C’est-a-dire que, pour chaque n € N4, il y a des matrices
triangulaires M,N € Mat(Q), de taille n x n (les familles ordonnées étant notées
comme des vecteurs colonne) telles que

(Mhver-=n) = M({we ", (w)=n})
({ZW}WEY*,(W):n) = N({w ey (w)= n}) )
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et® M = (N')~'. Nous pouvons alors écrire la factorisation de Schiitzenberger
pour la série diagonale %y, [GDQS15, Min13a]

N,
Dy =Y, Ty@l,= [] exp(X®I).
wey* leLynY

Pour finir cette sous-section, nous remplacons I'alphabet Y par I'alphabet ¥, =
Y U{yo}. Supposons que le stuffle ait été construit sur C(¥y) comme sur C(Y),
nous avons

Aw () = (A(0)* = (o @ 1+ 1@ y0 +y0 @y0)*

k!
= ) m(yo@?l)m(l@m)m(yo ®yo)"
ny+ny+ny=k 1T

k!
= Y o

1+n2 no+n3
ni'ny'n Do
ny+ny+n3=k 1-182:1%3 -

et donc

k!
k\ . ni+ny ny+ns3
Ay, (y()) - Z o' 'y() ®y0 .
ni+ny+n3=k 1-782:183 -

D’un autre coté, pour 'ensemble des éléments de type groupe, nous pouvons
démontrer que
Proposition3 1. Quel quesoitt € C, g(t) := ly: + ¥, t°y; est de type groupe.
s>0
2. En particulier, 1Yo* +yo t=0)et lyo* +yo+yi+... & =1)sontdes éléments de
type groupe de C{(Yp)).

PREUVE — Le premier point se démontre par calcul direct, le second par spécia-
lisation du premier. [

Toutefois, a part 1ys +yo, on ne peut pas obtenir un élément comme g(z) avec
N
une somme finie ¥, c’est-a-dire que, une somme S = 1 v; + L oy € C(Yp) ou o #
r=1

0,s > 2, n'est jamais de type groupe. Cela se voit facilement parce que
(A (S) |ys@ys) =0 # O‘sz = (S®S|ys ®Ys).
Proposition 4 IciYy = {y;}i>0. Le sous-ensemble des éléments du type groupe de
C(Yy) (que nous notons ici Haus(C(Yy))) est
Haus(C(Yy)) = {(1y; +y0)¥ | ke N} .

C’est un monoide.

8. Pour toute matrice A, A’ est la matrice transposée de A.
9. C’estadire une 1y, plus une combinaison linéaire des lettres
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Nous utiliserons deux lemmes suivants pour compléter la preuve de la pro-
position 4.

Lemme 4 Soit(%,u,14,A,€) unebigebre, alors 'ensemble Haus(%) des éléments
du type groupe de % (par A) est un sous-monoide du monoide (%,1,15).

PREUVE - En fait, nous savons que 'unité 1 4 est un élément de type groupe par
A.Supposons que a,b € Haus(%). Haus(%) est'intersection du monoide d’équa-
tion £(g) = 1 et du sous-monoide A~ (Diag ), la diagonale Diag z C % ® % étant
définie par

Diagy = {x®x}rc -

Donc, nous pouvons conclure que (Haus(%), i, 1) est un sous-monoide du
monoide (%, u,14).0

Lemme 5 Soit (# = ©penPBn, U, 12,A,€), une bigebre (sur un corps), N-graduée
(mais pas nécessairement connexe), c’est-a-dire que

1. (Vi,j e N)(u(#Bi® B)) C Bi+j)
2. (Vn e N)(A(Hy) C Digj=—nBi @ B;).
alors
Haus(%) C %y.

PREUVE — Soit g € Haus(%), un élément du type groupe de 4. Ecrivons
N
g=Y g
n>0

la décomposition de g en ses composantes homogenes (g, € %) avec gy # 0 (un
élément de type groupe est toujours non nul). De

N
A(g) =) Algn)

on déduit, comme A est gradué, que A(g) € G,<n (B @ A), (graduation totale),
mais, d’autre part

Aig)=g®g= Y, & ®gq
LGN

en considérant que gy ® gy # 019, ceci montre que N = 0. Nous avons donc la
propriété désirée. []

Maintenant, nous retournons a la preuve de la proposition 4.

PREUVE - [Preuve de la proposition 4.] Nous considérons la bigebre

(C(Yp),conc, lys, A, JE).

10. On est sur un corps.
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e Tout d’abord, nous appliquons le lemme 4 a # = C(Y;). Remarquons que
A (1y=+y0) = (Iy= +y0) ® (1y= +y0),

et que £(ly+ +yo) = 1 donc (1y+ +yo) € Haus(C(Yp)). Ensuite, nous remar-
quons encore que £ = ({(1y; + y0)*}ken, conc, lys) estle plus petit monoide
qui contient ly: +yo. Donc, E C Haus(%).

e Ensuite, nous utilisons le lemme 5 pour # = C(Y,) et la graduation par le
poids
% := spanc{wlw € Yy, (w) = i},

2%, estla sous-bigebre qui est engendrée par 'ensemble {w|w € Y], (w) =i}.
Alors, nous obtenons que

Haus(C(Yo)) C (C(Yy))o,

ou (C(Yy))o est le sous-espace engendré par les mots dont le poids est 0.
C’est-a-dire que
Haus(C(Yy)) € C(yo).

e Enfin, nous remarquons bien que la famille {(1+ yo)*}en est une base (C-
linéaire) de C(yg). Donc, tout P € C(Y}), P est présenté comme une combi-
naison C-linéaire d'un nombre fini d’éléments de la famille {(1+ yo)*} scn.
Maintenant, supposons que le polynéme P # 0 soit un élément de type
groupe (par A.,) de C(Y¥y). Nous avons alors

n
P:= ak(lyg+yo)k€C<y0>,an7é0,nEN+,
k=0
et donc,
- k < k k
A|_+_| (P) = Z akAtu((lyg +y()) ) = Zak(lyg —|—y0) ®(1y0* —|—y()) .
k=0 k=0

D’un autre c6té, nous avons que

n n
PRP = Z Z aa; (lyaf —|—y0)l (29 (IYJ —|—y0)j .
i=0 j=0
Parce que, P est un élément de type groupe (par A..,) de C(Yp), nous avons

Aw(P)=P&P.

De ce qui précede, nous obtenons que ap =...=a,_; =0 eta, = 1. Donc,
nous avons P = (lys +yo)",n € N etla proposition 4 est prouvée.

Enfin, nous remarquons que si S est de type groupe alors log S est primitive.
Par la définition du logarithme, nous avons

1. log(lys) =0.
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(_l)n n

Yo-

2. log(lyo* +y0) = Z

n>1 N

3. Pour déterminer log(1 v+ X ys), nous considérons la série g(t) = 1+ ¥ tfy;
50 k>0

our € C. Alors

_1\n—1 _1\n—1
tog(e() = ¥ L (F A= T EVR A R )

n>1 k1>0 n>1 n k>0 my+..mu=k
-1
vy (D"
=) t( Z Ymy -+ -Ymy,) -
k>0 n>1 n mi+...mp=k

Maintenant, nous choisissons r = 1, alors nous pouvons conclure que

_1\n—1
log(lyg+2ys)22(2( ln) Z Yy - Ymy) -

s>0 k>0 n>1 my+..mp=k

1.2 Lalgebre de mélange C(X) . C[x}, (—x)*] w Clx!]

1.2.1 Définition

Dans la derniere section de ce chapitre, pour étendre la définition des poly-
logarithmes a I’algebre de mélange

(C{X)w Clxp, (—x0) "o Clxy], o, 1x+)

nous commengons par étudier les propriétés de cette algebre. En fait, nous uti-
lisons le produit de mélange sur I'ensemble C(X) . Clxj, (—x0)*] . C[x}] et nous 'y
construisons une base adaptée. Ensuite, nous étendons la définition des polylo-
garithmes a I’algebre des séries (non commutatives) rationnelles échangeables

C™{(x0)) s C™{(x1))
et a son extension

C(X) e C™(xg)) o C™(xp))

Définition 7 i) Unanneau différentiel (R, (d;)ic;) est un anneauR équipéd’'une
ou plusieurs dérivation d; : R — R (ici, ce sera une).

ii) Une constante d’'un anneau différentiel (R,d) est un élément c € R tel que
d(c) = 0. Ces constantes forment un sous-anneau de R.

Par exemple, 'anneau commutatif C(z) des fractions rationnelles complexes en
z est un anneau différentiel avec la dérivation

0(F) = S-(F).
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Lemme 6 ([GD16b]) Soit (<7,d) un anneau différentiel sans diviseur de zéro et
R = ker(d) le sous-anneau de ses constantes. Soit z € </ tel que d(z) = 1 et soit
S = {eq}acr un ensemble d’éléments propres ded, c'est-a-dire que

i. eq # 0 pourtouslesa €.

ii. d(eq) =Qeqeto €l CR.
Alors la famille (ey) qc1 est linéairement indépendante sur R[z] '!

PREUVE - Supposons qu’il y ait une relation R|[z]-linéaire entre les éléments de
S, c'est-a-dire que, nous avons

N
Y Pi(z)ea, =0, (1.23)
j=1

ou Pj(z) € R[z] tels que, Pj(z) # 0 pour tous j =1,...,N.

Maintenant, nous supposons que N est le plus petit entier ol la relation
(1.23) est vérifiée. De plus, pour ce cas, nous choisissons les polynomes {P;(z) } 1< j<n
tels que les nombres deg(Py(z)) et ensuite ) ;_ydeg(P;) sont minimaux (i.e. par
ordre de priorité).

Remarquons que d(P(z)) = P'(z) (parce que d(z) = 1), nous appliquons alors
I'opérateur
d—onld

alarelation (1.23), et nous obtenons

N
Y (Pi(z) + (&tj — aw)Pj(z))ea; = 0. (1.24)

Mais le fait que les quantités [deg(Pv(z)), L <y deg(P;)] soient minimales dans la
relation (1.23) suffit a montrer que I’équation (1.24) est triviale, c’est-a-dire que
tous ses coefficients sont nuls, soit

Py(z)=0; (Vj=1.N—1),(Pj(z)+ (aj— aw)Pj(z) = 0) . (1.25)
D’un autre co6té, la relation (1.23) implique
( H OCN OCk Z P eaj =
1<k<n—1

Par ailleurs, I'équation (1.25) montre que, pour tout k < N, nous obtenons

[T (av—a)Px)= [ (on—)P(2),

1<j<n—1 1<j<n=1,j#k

et alors quand N > 2, nous pouvons construire un autre triplet de nombres

(N,deg(Py(z Z deg(P
J<N

11. Ici R[z] désigne I'adjonction de z a R, c’est a dire le plus petit sous-anneau engendré par
RU{z}.
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qui est moindre que le premier triplet. Comme c’est impossible, nous avons
N < 1. Donc, de Py(z)ey = 0 et de ey # 0, nous pouvons conclure Py(z) = 0 que
parce que </ est intégre. Nous avons donc N = 0, ce qui suffit a démontrer que
la famille (ey)qes est linéairement independante sur R|[z]. O

Ensuite, nous considérons 'algebre (C{(X))™ ., 1x+) ot X = {xp,x;} est un
alphabet fini. En fait, nous avons besoin de construire des familles libres dans
cette algebre. Tout d’abord, nous avons un lemme général.

Lemme 7 Soitk un corps de caractéristique nulle'? et Z un alphabet. Alors (k{(Z)), .1, 12+)
est une k-algebre qui ne possede aucun diviseur de zéro.

PREUVE —

Soit B = (b;);ic; une base totalement ordonnée de I'algébre .Zie, (Z) et {B*/at!} , .o
est la base de PBW correspondante. Alors nous avons que
B“ B* B%®

—)= ' _
al” e, 1! !

w(

Maintenant, si S, T € (k{((Z)), ., 12+), nous avons

F=wserianEy= ¥ 12w 2,

<Suu T ‘ ' '
o=+ oyl 0!

nous obtenons (k((Z)),., 12+) ~ (k[[1]],.,1) ou k[[I]] est est I'algebre (classique)
des séries formelles commutatives . Cette derniere ne possede aucun diviseur
de zéro. Ceci implique le lemme 7. [J

Nous dirons qu’un réel est algébrique s'il est racine d'un polynéme (non nul)
a coefficients entiers. Dans le cas contraire, il est dit transcendant. Plus généra-
lement, nous obtenons la définition d’'un élément transcendant sur un sous-
anneau.

Définition 8 Soit A un anneau commutatifetB C A, un sous-anneau deA.

1. Nous dirons qu'un élément z € A est algébrique sur B s'il est racine d'un po-
lynéme (non nul) a coefficients dans B. Dans le cas contraire, il est dit trans-
cendant sur B.

2. Nous dirons qu'un ensemble S C A est algébriquement libre sur B, ou que ses
éléments sont algébriquement indépendants sur B si, pour toute suite finie
(1,...,5n) d’éléments distincts de S et tout polynéme non nul P(xy,...,x,) d
coefficients dans B, nous avons P(sy,...,s,) # 0.

Remarque 5 SoitA un anneau commutatif, B C A un sous-anneau deA etZ C A.

12. Le lemme reste vrai k est un anneau integre, il suffit pour le voir en utiliant la preuve pré-
cédente, de tensoriser avec le corps des fractions de 'anneau de base.
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e CasouZ = {z} C A. Nous construisons '’homomorphisme canonique

p : Blx] —A,
Xz
Si z est algébrique sur B, alors il y a un polynéme P € (B[x] \ {0}) tel que
P(z) = 0. Alors 'homomorphisme p a un noyau non nul. Inversement, si

z est transcendant sur B, c’est-a-dire que l'élément z n'est racine d’aucun
polynéme non nul dans B|x], alors, 'Thomomorphisme p est injectif.

o SoitZ = {zi}i=1,..n,n € N (tous distincts) un sous-ensemble fini de A. Nous
construisons ’homomorphisme

p1 ¢ Bxp,...x,] — A
Xi—>Zi €A,

qui envoie x; sur z; pour touti=1,2,...,n. Alors Z est algébriquement indé-
pendant sur B, si seulement si p; est un monomorphisme (ici un homomor-
phisme injectif).

La proposition suivante résume ces observations.

Proposition 5 ([GD16b]) SoitA un anneau commutatifetB C A, un sous-anneau
de A. Soit F = (b;)ic; une famille d’éléments de A. On note ¢ : B[I]| — A le mor-
phisme de B-AAU (uniquement déterminé) tel que

(Viel)(o(i) = bi),

alors
1. F est algébriquement indépendante sur B si seulement si ¢ est injectif.
2. F est algébriquement génératrice sur B si ¢ est surjectif.
3. F est une B-base algébrique de A si seulement si ¢ est bijectif.

Exemple 12 Nous savions que toutes les fonctions f(z) = exp(nz),n € N> sont
transcendantes sur C. Supposons que {t,...,t,} C C soient Q-linéairement in-
dépendants. Le théoreme permet de voir dans ces conditions que l'ensemble des
fonctions

{z,exp(t12),...,exp(tnz)}

est algébriquement indépendant sur C.

Maintenant, soit X = {xy < x1 } un alphabet. Nous construisons la bigebre

(C(X),conc,A,, 1x+,€),
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ol le coproduit A |, est déterminé par A | (x;) =x; ® 1x+ + 1x+ ®x;. Notons C™((X))
la cloture de C(X) par les opérations {+, conc,*}[JB88]. Il resulte du théoreme
de Kleene-Schiitzenberger [JB88, Sch61], que la série S est rationnelle (i.e. S €
C™((X))) si seulement si il y a deux matrices g € .#, 1(C),p € 4, ,(C) et un mor-
phisme multiplicatif p : X* — .#, ,(C) tels que pour tout w € X*, nous avons
(S| w)=Bu(w)p [JB88, GDI7]. Nous dirons que la série S est reconnaissable
par I'automate donné par la représentation linéaire (B, 1, p) de dimension n. De
plus, pour chaque série rationnelle S sur X, il y a un réel K > 0 et un morphisme
réel positif y : (X*,conc, 1x+) — (R4, x, Ig) tel que, pour tout w € X*, nous avons
[GD97, GDQS15, Min07, Min13a],

(S Tw) [< Kx(w).

xuu n
' )n>0 €st som-
n. -

Maintenant, pour chaque x € X, nous notons que la famille (

mable et que
x\_ﬂ_l n

x*:Zx”::Z

n>0 n>0

. :=exp,,(x).

Commencons par le lemme suivant.

Lemme 8 ([GD16b]) Soit .o/ une Q-algebre (associative, unitaire, commutative)
sans diviseur de zéro et z une indéterminée, alors exp(z) € </|[z]] est transcendant
surd[z] .

PREUVE — C’est une conséquence directe du lemme 6, appliqué a 'anneau dif-

férentiel (<|[z]] j ) qui est sans diviseur de zéro. [

—
Z
Dans la théorie des extensions transcendantes, Lindemann et Weierstrass
ont prouvé que si z # 0 est un élément algébrique sur Q alors exp(z) est trans-

cendant sur Q. Par exemple, si z = g € Q\ {0} alors exp(g) est un nombre trans-

cendant. Mais la réciproque n’est pas vraie. Par exemple, Gelfond et Schneider
ont prouvé que exp(7) est transcendant, mais nous savons que 7 est aussi trans-
cendant.

Le lemme 8 reste vrai dans les algebres de shuffle. On peut considérer alors
la chaine d’extensions dans (C{(X)),.u, 1x+) (ici X = {xp,x1})

Clxo] C(1y Clxo,exp,,,(x0)] C Clxo,exp,,, (x0),x1] C(2)
Clxo,exp,,,(x0),x1,exp_ (x1)] C C(X)) (1.26)
ol les crochets signifient ici des adjonctions et en remarquant que, pour x € X,

exp,,,(x) = x".

Dans l'inclusion C(;) on utilise d = x; I"alors que dans C(2), on utilise d = xl_l,
toutes deux des dérivations de (C((X)),w, 1x+).
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On vérifie facilement que
(Cl()X() +ai1x )* = (a()x())* Lu((l])cl )* ,
et que C™((X)) est fermé pour le shuffle.

Maintenant, soit </ une Q-AAU sans diviseur de zéro et considérons I'an-

neau différentiel (</|[z]],d = di). Alors d(z) = 1 implique z est transcendant sur
z

R = ker(d). D’autre part, nous notons

exp(z) = ¥ & € o[l

n>0 n:

alors nous pouvons prouver facilement que {z,exp(z)} est algébriquement libre
sur <. Plus généralement, nous avons la propriété suivante. Soient Z = {z,,} ;e
un alphabet. Grace au lemme 6, nous pouvons démontrer par récurrence que

{eXP(ZO)»eXP(Zl)v T 7eXP(Zk)7207ZI PR 7Z/<}7
est algébriquement libre sur C. Ceci implique, en particulier, que

{exp(z0),exp(z1),-- - ,exp(zx) }

est algébriquement libre sur C[Z].

Proposition 6 SoientZ = {z,},cn un alphabet. Alors {exp(zo),exp(z1)} C C[[Z]] est
algébriquement libre sur C[Z].

En utilisant les lemmes ci-dessus, nous obtenons le résultat suivant impor-
tant dans I'algebre (C((X )™, ., 1x+).

Corollaire 1 ([GD16b]) 1. Lafamille{x,x;} estalgébriquement libre sur (C(X),u, 1x+).
2. (C(X),w, Lx)[x5,x7, (—x0)*] est un module libre sur C(X) et la famille
{(XS)MkuU(xT)ml}(k,z)erNa

en est une C(X)-base.

3. La famille {w.(x})"Fwi(x}) "} ex+ , est uneC-base de l'espace
(k1)EZXN

((C<X>7LU7 IX*)[X87xTv (_XO)*]'

1.2.2 Lalgebre de mélange SP-(X)

Ensuite, nous notons que I'ensemble {(agxo + a1x1)* }4,.4,cc €St un monoide
pour le shuffle car pour tous les nombres ag,a;,by,b; € C, on a

(aox() —|—a1x1)*u4(boxo —|—b1x1)* = ((ao+bo)xO + (a1 —|—b1)x1)*. (1.27)

39



CHAPITRE 1. COMBINATOIRE DES ALGEBRES DE HOPF

Alors nous étudierons I’espace engendré par ces vecteurs

SPc(X) := spanc{(aoxo + aix1)* }ap.a cC-

Il n'est pas difficile de voir que ’espace de ces vecteurs est une sous-algebre
de shuffle (unitaire) de I'algebre C™((xp)) . C™((x;)). En fait, elle est aussi une
sous-algebre de shuffle de I'algebre des séries échangeables (C#((X)),w, 1x+)
dont nous allons donner la définition maintenant .

Définition 9 Une série S € C((X)) est échangeable si seulement si pour tous les
motsu,v € X*, nous avons

(xeX,luly=1|vy) = (S|u)y=(S|v).

En fait, pour toute série S € C((X)), nous pouvons écrire S = Y P, ou P, €
n>0

C[X] satisfait deg(P,) = n,Vn € N. Ceci implique que S est échangeable si seule-
ment si tous les polynomes P,,n € N sont symétriques pour les permutations

des places. D’ou le fait que S = Y P, est échangeable ssi,
n>0

n
pour tout n € N, P, = Y 0, jxux] ",
i=0

ouw,; cC,VvneN,0<i<n.

Théoréme 3 ([GD16b, Min98]) La sérieS € C™'((X)) est échangeable si seulement
si
§ € C™{(x0)) s C™((x1)) -

Définition 10 ([GDQS15, Min13a, Min90]) SoitS € C((X)) (resp. C(X))etP € C(X)
(resp. C((X))). Le résidu a gauche et le résidu a droite de S par P sont les séries for-
melles (resp. polynémes) P>>S et S< P dans C((X)) qui définies par

Vwe X", (P>S|w)=(S|wP) et (S<P|w)=(S|Pw).

Exemple 13 SoientS= Y (xox1)" € C((X)) et P = xq alors

n>0
SqaP = Z (xox1)" <xp = Z x1(xox1)" = x1S.
n>0 n>0
PSS = XOD(Z (xoxl)") = 0(C((X)> .

n>0

En fait, pour toute S € C((X)) (resp. C(X)) et tout P,Q € C(X) (resp. C((X))), nous
pouvons prouver facilement que

P> (QrS)=PQOrS, (S<aP)<aQ=S<PQ, (P>S)<Q=Pr(5<0Q).

En particulier, pour toutes lettres x,y € X et tout mot w € X*, nous avons x> (wy) =
& w, and xw<y = & w, ol § désigne le symbole de Kronecker , c’est-a-dire que
pour tous les mots u,v € X*,
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siu =valors §) = 1 sinon 0.
Nous avons la propriété remarquable suivante :

Proposition 7 ([GD16b, Minl13a]) Lopérateur résidu a gauche (et le résidu a droite)
par une lettre x € X sont des dérivations de l'algebre (C{(X)),.w), c’'est-a-dire que,
pourS,T € C((X)), ona

xD(Suu T) = (XDS)uuT—l— Suu(xDT) .
(SuuT)<lx= (S<1x)uuT+ Suu(T<1x) .

PREUVE — En fait, ce résultat est la conséquence du théoreme beaucoup général
suivant dont la preuve explique que ce phénomeéne est da a la primitivité des
lettres. [(J

Maintenant, nous définissons plus généralement les décalages des fonctions
sur un monoide '3 M, cet espace, a coefficients dans C, sera encore noté C{(M))
(et]’espace des fonctions a support fini noté C(M)). On peut toujours définir les
décalages a gauche et a droite de S € C((M)) (resp. S € C(M)) par P € C(M) (resp.
P € C((M))) par

(P>S|w)=(S|wP) et (SaP|w)=(S|Pw).

ouw € M etle couplage est défini par (S| P) =Y,,.cpr S(W)P(w).

Théoréme 4 ([Minl13a]) SoitL € Liec((X)), cest-a-dire queA, (L) = L1+ 1&L
[Reu93]. Notons 52" et 8! respectivement les résidus parL,

5" (P):=PaL et 8™ (P):=LoPVPeC(X).

5™ et et sont des dérivations localement nilpotentes de (C(X),w, 1x-). Et

donc, exp(t 6£ight) etexp(t8)°") sont des sous-groupes a un paramétre de Aut (C(X), ., 1x+).
De plus, nous avons aussi que

exp(t8)¥™)P = Paexp(tL) et exp(t8]")P = exp(1L)>P.
PREUVE — Pour faire cette preuve, nous allons utiliser le monoide M = X* @ X*

qui est localement fini et dont les décalages seront notés > et «(2).
Commencons par le décalage a gauche (c’est-a-dire la multiplication a droite

13. Ici, le monoide est supposé localement fini c’est a dire que I'application produit M* — M
est a fibres finies [Eil74]
14. Dans un module V, un endomorphisme ¢ € End(V) est dit localement nilpotent si

(Yu e V)(@EN > 0)(¢"(u) =0).
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des arguments), la preuve pour le décalage a droite se fait de méme. Avec les
hypotheses du théoréme nous avons pour tout L € Ziec (X)) et P,Q € C(X),

(Lo (PwuQ)[w) = (PwQ|wL) =(PRQ|A, (WL)) = (PRQ|A, (WA, (L))
(PRQO| A, (W)(L1+1RL))
= (L&1+120) 62 (P2Q) | A, (W)
(LpP)®Q+PR(L>Q) | AL (W)
(LbP)wQ+ Puu(L>Q) | w) .
Comme I’égalité est vraie pour tout w, on a
L>(PwuQ)=(LoP)wQ+ Puw(L>Q).

Le calcul est le méme lorsque P et Q sont des séries et que L est un polynome de
Lie (mais alors &, ™, 5 ne sont plus localement nilpotentes).

Pour montrer que &, 2", 8l sont localement nilpotentes il suffit de remar-
quer que L est sans terme constant (car primitive) et donc que, pour P # 0,
deg(5/°(P)) < deg(P) — 1.

Le dernier point résulte du lemme général suivant

Lemme 9 Soit A une Q-algebre (associative) et ¢ € End(A) un endomorphisme
localement nilpotent de A, c’est a dire
(VP € A)(3N € N)(¢"(P) = 0)

alors

1. La famille ((t9)"/n!),>0 est sommable'® dans End(A) et sa somme exp(t)
est un groupe a un parametre de GL(A)

2. Si, de plus, ¢ € Der(A) les exponentielles exp(t¢) sont des automorphismes
deA.

4

Nous pouvons voir que

8o (C{X)) = CX): 85 (C™{(wo))) = C™{{xo)) et 85 (C™ ((xr)))

0.
Sy (C(X)) = CX): 85 (C™ () = C™ () et 85 (C™ (o)) = 0

Ces équations impliquent que 'algébre C(X ). C™ ((xp)) . C™((x)) est fermée

par les dérivations 8", §°. En particulier, pour tout x € X, ces derivations com-

mutent avec les opérateurs 52" et 515", dans I'algebre C(x) . C™ ((xo)) 1 C™ (x; )).
De plus, pour toute série S € C(x) s C™((xp)) .o C™((x1)), nous avons

S;Gft(S) — S;ight(S) )

15. Pour la topologie de la convergence simple stationnaire.
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Nous avons aussi que
(a8 + B [(aoxo +arx1)*] = (@wao + Bar)[(aoxo +arxy)*],

donc la famille {(aoxo +a1x1)*}4,.4,cc st linéairement C-libre sur

SP(C(X) = EB C{(aoxo+a1x1)*}.

(ao,al)e(C

Remarque 6 Notons que les opérateurs {5°"'},cx sont exactemant les décalages
de l'analyse harmonique, ils sont donc définis par

vS € C((x)), (87(S) [ w) = (S| aw) .

Lopérateur 8 est l'opérateur S — x-S dans [GDG11b], et aussi le x' de la
théorie de langages et o dans [JB88, Reu93].

1.2.3 Lalgebre des séries rationnelles C(X) .. C™((xg)) .o C™((x}))

Nous commencerons cette sous-section par ’algebre des séries rationnelles
sur C qui est engendrée par ’alphabet unaire {x}. Notons que .« = (C™((x)), ., 1 ,+)
est équipée de la dérivation d = §°'; et que ey = (ax)*, @ € C est une famille
d’éléments de <7, vecteurs propres de la dérivation d. Maintenant, nous uti-
lisons les conditions du lemme 6, nous en déduisons que ((ax)*)qec est Clx]-
linéairement libre. Cette remarque implique que

Bo = (x**1(0x) " Jeen qec
est C-linéairement libre dans C™((x)).

Maintenant, nous prouvons que I’ensemble By est une base de I'algebre <.
Quel que soit o € C, notons que (ax)* = Y= (ax)" = (1 —ox)~' . Alors nous
obtenons que

BiUBy = {120 U {((0x)") Y ecr 21

est une base de I'algebre C™((x)) = {P/Q}pg<cx,0(0)-0 (théoreme de Kronecker
[Zyg02]). Donc nous avons besoin de démontrer que B, peut étre engendrée par
les éléments de By. Cette condition est une conséquence directe des égalités
suivantes :

Lemme 10 ([GD16b]) Soientn € N, et a € C. Nous avons que

1. (X)W = (nx)*.

1
2. X"w(ox)* = = (" w(ax)),Vne N;a € C.

n!
PREUVE —
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1. Nous notons que pour tout x € X , x* = exp,_ (x). Alors, nous avons

Vn e N, (x")"" = (exp,, (x))*" =exp_ (nx) = (nx)".

- 1 -
2. Nous utilisons x" = —'xuu " alors nous obtenons la condition.
n.

U
Ensuite, nous appliquons le lemme 6 encore une fois avec

= C™((x0)) .o C™((x1)) € C{{xp,x1))

etd = 5;?&, alors nous obtenons que (x, kuu((xx())*) keN,acc est linéairement libre
dans R = C™((x)). De plus, pour S échangeable, nous utilisons la décomposition

S= Y (S|afxxg " wx,
p=0,420

et notons que C™((x,)) = ker(d), nous pouvons construire un isomorphisme d’al-
gebres

C™{(x0)) @ C™{{x1)) — C™({x0)) s C*{x1)) € C™((x0,x1)) -

C’est-a-dire que la famille (x;,’ o (apxo)* Xy S (a1x1)*)ken, ouec st une C-base
de l'algebre .o = C™((xo)) .o C™{(x1)).
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Chapitre 2

Applications aux systemes
dynamiques

Soit K une C-algébre (commutative, associative et avec unité). Dans ce cha-
pitre, nous considérons les propriétés de I'espace des séries formelles non com-
mutatives K((X)) qui sont engendrées par 'alphabet X. Dans la suite de notre
travail, cet espace est équipé d'une norme et nous allons étudier les lois conver-
gentes de ses éléments. Ensuite, ces résultats seront aussi valables pour I'en-
semble des séries rationnelles K (X)) qui est un sous-ensemble de K((X)). En-
fin, nous appliquerons ces résultats aux équations différentielles non commu-
tatives. En effet, nous donnerons une méthode pour construction de solutions
particulieres de ces équations par |’algorithme de Picard.

2.1 Propriétés de monoides

Définitions

Soit A un anneau commutatif et M un monoide. Nous noterons ! A[M] ou
A(M) I'algebre de M. L'ensemble des fonctions M — A est noté par A ou A((M)).
Nous construisons le produit scalaire (. | .) entre A((M)) et A[M|, par

() :AlM) ®AM] — A (f[g) =) f(m)

weM

Soit alors une fonction f : M — A, on vérifie que la famille ( f(m)m),,cp est som-

mable ? et que sa somme est f. Ce qui permet d’écrire f = Z f(m)m
meM

1. La méme ambiguité existe aussi dans le monde commutatif puisque A[Z] désigne aussi
bien I'espace des polyndmes d’alphabet Z et, si Z est un monoide, son algebre et, si Z est un
élément, une extension.

2. Ici, on identifie m € M avec la fonction caractéristique de {m}.
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Définition 11 1. Le monoide M dit (SSA)3 s'il y a une longueur! : M — N qui
vérifie pour tout

171(0) = {1u}s I(M4) C Ny,
Yu,ve M, 1L(uv) > 1(u)+1(v).
2. Le monoide M satisfait la condition (D) [Bou06] si seulement si pour tout
w € M, le nombre des solutions de uv = w;u,v € M est fini.

3. Le monoide M = 1y + M. est localement fini (ou (LF)) [Eil74] si seulement
si pour tout x € M, il y a un nombre fini de factorisations* de x = x, .. .x,
avecx;eM,,j=1,...,n.

Lemme 11 SoitM = {1} UM, un monoide. Alors

(D) et (SSA) <= (LF) 2.1)

PREUVE — Il est facile de vérifier que

1. Mest (D) ssiuy,: (M;)" — M (la fonction produit) est a fibres finies (n étant
fixé)

2. M est (SSA) ssi () Im(u,) =0

n>?2
3. Mest(LF)ssipu: (M) — M est afibres finies
d’ou le résultat. [

Alors nous avons le diagramme suivant :
(D) (
K +
(LF)

Propriétés des algebres de monoides

SSA)

Soit (7, u, 1., €), une k-AAU augmentée °, on notera .27, le noyau ker(¢e), comme
il est stable par i, on notera p, la restriction de u a .7, x <7;. On dira que la loi
est modérée si
(Vw € o/, )(3N)(w ¢ Im(iY)),
ce qui équivalenta N (<7.)" = (0).

n>1

3. Séparé Sur-Additif

4. Alongueur variable, c’est a dire que 'application produit M* — M est aux fibres finis.
5. € estun caractere a valeurs dans k.
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Proposition 8 SoitA un anneau commutatifet M un monoide. On notep : AJM|®4
A[M] — A[M)], la multiplication de A[M]. Nous avons alors

1. p est dualisable si et seulement si M satisfait la condition (D).
2. U est modeérée si et seulement si M est localement fini.

PREUVE —

1. Silaloi u est duale, nous avons besoin de prouver que M satisfait la
condition (D). En effet, u est duale, il y a une application A, : A[M] —
A[M] @4 A[M] telle que

Y tt,v € M, (A (w) | ucav) = (w | (u,)).
D’un autre coté, pour tout w € M, nous pouvons écrire
Au(w) = Z (W u(u,v)u®asv e AM]@4AM].
u,veM

donc a support fini ((#®4v),vem €st une base de A[M] @4 A[M]). C’est-a-dire
que {(u,v) e MM | (w | p(u,v)) # 0} = t{(u,v) e MM [ (Ap(w) [u@av) #
0} < +e0. Donc I'’ensemble des solutions de I’équation u(u,v) = w est fini
dans M, c’est-a-dire, M satisfait la condition (D).

Inversement, sile nombre des solutions de!’équation u(u,v) =w, dans M
est fini alors nous construisons 'application A : A[M| — A[M]| @ A[M] définie
par

YweM,Au(w) = ZM<w\u(u,v)>u®v.

Nous avons donc aussi que
VW,M,V S M7 <AIJ(W) | M®V> = <W | ‘U(l/l,V)>

C’est-a-dire que la loi i est dualisable.

2. Tlest facile de vérifier que, pour N > 2, Im(ul ') = k.(M"), d’ot le résul-
tat.

Si M est localement fini, nous remarquons que la série S € A((M)) est inver-
sible si seulement s’il en est de méme pour (S | 1y). En effet, si S € A((M)) est in-
versible alors il n’est pas difficile de prouver que (S | 1)) 'est aussi. Maintenant,
nous supposons que (S | 1) est inversible, c’est-a-dire que I’on peut écrire

S=(S|1m)(Ip—T),
ou (T | 1p7) = 0. Nous construisons la série
P=(Y T")(S|1mu)~".
n>0

Alors nous pouvons vérifier que SP = PS = 1. Donc S est inversible.

Nous notons .7 = {S € A((S)) | (S| Ily) = 14}. Donc, en vertu de ce qui précede,
7 est un groupe appellé groupe de Magnus [Bou06] de A((M)). Donc .7 est un
groupe appellé groupe de Magnus [Bou06] de A((M)).
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Remarque 7 Si A est une Q-algebre alors le groupe de Magnus de A((M)) est un
groupe de Lie dont l'algebre de Lie est l'espace des séries sans terme constant.

2.2 Equations différentielles dans A ((M))

Rappelons (voir la définition 7) que, dans un anneau A, une dérivation d :
A — d(A) est un morphisme de groupes additifs vérifiant la formule de Leibniz

Va,beA,  d(ab)=d(a)b+ad(b).

On dit aussi que (A,d) est un anneau différentiel. En particulier, si A est commu-
tatif, nous dirons que (A,d) est un anneau différentiel commutatif.

Soit (A,d) un anneau différentiel commutatif. Nous étendons d aux séries de
A((M)) par

d($) =) d((S|m))m.

meM

Si M satisfait la condition (D) alors (A{(M)),d) est aussi un anneau différentiel.
Ensuite, soit 7 € A ((M)). Nous considérons I'équation différentielle
d(S) = TS; (S| 1y) =14, (2.2)
ainsi que la méme équation sans condition sur (S | 1y) :
d(S) =TsS. (2.3)

Maintenant, I'anneau différentiel (A, d) est censé posséder une intégrale, c’est-
a-dire, une section de la dérivée d, notée par [ € Endy(A). C'est a dire que

do/ — Idy € Endz(A).
Lopérateur [ est, comme d, aussitot étendu terme a terme aux séries (on conti-

nuera a la noter [) pour construire une section de d sur A{(M)). On se place tou-
jours dans I’hypothése o1 M est localement fini, alors la suite

So=TwiSui = L+ [ (T5,)
converge simplement vers une série Sp;. qui est une solution de I’équation (2.2).

Donc nous pouvons construire I’ensemble des solutions des équations dif-
férentielles (2.2) et (2.3).
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Théoreme 5 (G-H-M, 2016) (Orbites de solutions)
1. L'ensemble des solutions de l'équation (2.3) est

& = Spic.G, (une orbite a droite par un monoide)

ot const(A) = ker(d) et G est le monoide const(A)((M)).
2. L'ensemble des solutions inversibles de l'équation (2.3) est

& = Spic.Gx, (uneorbite a droite par un groupe)

out G est le groupe multiplicatif const(A){((M))*.
3. L'ensemble des solutions de l'équation (2.2) est

& = Spic.G1, (une orbite a droite par un groupe)

otL G est le sous-groupe de G« formé des séries S telles que (S | 1y) = 14.

PREUVE — Soit S = Sp;c.g ol g € G. Nous pouvons démontrer facilement que
d(S) = d(Spicg) = d(Spic)g + Spicd(g) = TSpicg =T'S.

Donc S = Spi.g est une solution de I’équation (2.3), donc Sp;..G est un sous-
ensemble de I'’ensemble des solutions de (2.3).

Montrons maintenant la réciproque : supposons que S soit une solution de
I'équation (2.3) et formons g = S, S, nous avons

d(g) = d(SpS) =d(Sp)S+Spd(S) 1 1
= _S;icd(SPic)S;icS + S;tcd(S) - S;icTSPiCS;icS + S;icTS =0 (2.4)
donc g € const(A)((M)) et S = Spic.g.
Supposons maintenant que S soit une solution de I'équation (2.2), alors, elle
est aussi est une solution de I'équation (2.3) et donc S = Sp;..g, g € const(A)((M))

et g est nécessairement inversible. La réciproque est une simple vérification par
calcul direct.

La démonstration du dernier point se fait en remarquant que la forme “terme
constant” est un caractere. [J

Ensuite, nous appliquons le théoréme 2.2 aux domaine complexe. Soit Q un
ouvert simplement connexe de C.

Soit {a; };c; une famille de nombres complexes distincts et distincts de zp dans
Q.

Définition 12 ([Che77, Denl2])

T [Sn St dsg ds,
L<a,-0,...,a,-n\z<)~»7z):// / ,
20 Y20 20 S0 — dj, Sp —d;

n

olLsy,...,s, Sont choisis sur une courbey dezy az (tracée dans C\ {a;}ic).
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On peut reprendre plusieurs fois une forme différentielle donnée. Donc, 'idée
est de coder par des mots ces intégrales itérées. On donne une lettre par point
x; — a;. Ainsi, L devient fonction d’'un mot et d'un chemin. On montre facile-
ment que la valeur de L ne dépend que de la classe d’homotopie du chemin

dans C\ {a;}ic;. Autrement dit si zg Lz i=1,2sont homotopes
L(wlzo % 2) = L(w|zo % 2) .

En ce qui concerne la dépendance par rapport aux mots, on considere la série
S(L,y) =Y wex L(w|y)wou X = {x;} est"alphabet des singularités. Si Q est simple-
ment connexe (et connexe), la valeur de L ne dépend que de z et z, on la note
o (w) et on considere S(z) = ¥, cx 0 (W) w.

Alors nous obtenons que S est solution de I’équation différentielle (Q sim-
plement connexe)

1

d(S(2)) = M(2)S(z) avec M(z) = }, —
x;ieX di

X;i.

Ce qui rentre dans le cadre de I'équation (2.3) avec T € 77 (Q)+((X)). Le théo-
reme suivant se place dans ce cadre (Q est supposé connexe)

Théoréeme 6 (G-M-H,2016) (Solutions tracées sur des groupes (de Lie)) On consi-
dere I'équation
d(S)=TS; T € 2(Q), ((X)). (2.5)
i) Le terme constant d’'une solution de (2.5) est constant sur Q. En particulier
si une solution est inversible en un point, elle l'est partout.

ii) Si T est primitive (A ,(T) =T ®1+1®T) et quune solution S est de type
groupe en un point, alors elle est de type groupe partout.

iii) Inversement siS(z) est de type groupe en tout point (et différentiable terme a
terme) alors S est solution d’'une équation de type (2.5) avec multiplicateur
T primitif.

PREUVE —
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i) Supposons que S soit une solution de I’équation (2.5) alors
d(e(S)) = €(d(S)) = &(TS) = e(T)e(S) = 0

donc &(S) = (S| 1) est une fonction constante (Q2 est connexe).
La deuxieme condition est un corollaire direct de la premiére condition
parce que S est inversible si seulement si (S | 1x+) I'est aussi.

ii) Dans le cas ou T est primitive, on a, avec M = X* ® X*,

d(Auu<S)) = AuLI(d(S)):AuJ<TS):AuJ(T)Auu(S)
= (Tolx+1x-®T)A,(S)
d(S©S) = d(S)®S+S®d(S) = (T 1y +1x @T)S@S .

Les deux séries A |, (S) et S® S sont donc solutions de la méme équation
différentielle. Comme S ® S est inversible, il résulte du théoréme (ot Sp;.
est remplacée par S ® S, mais le raisonnement est le méme) que

AL(S)=(S®S)g (2.6)

ol g € C{(X*®X™)). Puisque S est de type groupe en un point (disons zg €
Q), on a, par évaluation

(S®S)[z0] = Slz0] © S[z0] = A, (S[z0]) = Ay (S)[z0] = (S@ )08 (2.7)

d’ou1 g = Ix+gx+ etle résultat.
iii) Posons, pour une telle série, T = d(S)S~!.On a

Auu(T) = Auu(d(S))Auu(S_l):d(Auu(S))(Auu(S))_l
= dS®)ES 'es ) =W$)os+s2d(S) (S Tos™
= ITolx+1x®T)

ce qui établit le résultat puisque, par construction, d(S) = T'S.
U

Remarque 8 Pour le point (iii), le multiplicateur peut étre tres compliqué et non
polynomial. En voici un exemple.
SoitX = {xo,x1} un alphabet. En prenant l'exemple de T (z) = L(z)e *'$1), on voit
que, si on veut un multiplicateur a gauche, onaT' = (M +TMT )T ce qui donne
un multiplicateur qui n'est pas un polynome. Si on admet les deux cotés, on a une
équation
/ X0 X1
T _(Z +1_Z)T+T(Z

et on va consideérer des relations du type

X0

)

d(S) =M S+ SM, ; M; €A+<<X>>

Plus précisément, on a le résultat suivant.
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Proposition 9 On considere l'équation différentielle suivante (Q est toujours sim-
plement connexe)
d(S) = M\S+SM» ; M; € A, (X)) (2.8)

alors

1. Lasuite
So = 1rsSust = Iy + / (M1S, + S,Ms),

converge simplement vers une série Sp;. qui est une solution inversible de
I'équation (2.8).

2. SiS est une solution de 'équation (2.8), la fonction (S(z) | 1x+) est constante.
3. Sideux solutions coincident en un point de Q alors elles sont égales.

4. Si S; est une solution de d(S) = M, S et S, une solution de d(S) = SM, alors
S =815, est une solution de (2.8) et toute solution de (2.8) est obtenue de
cette maniere.

5. Si les deux multiplicateurs M;,i = 1,2 sont primitifs et que S est de type
groupe en un point alors elle est de type groupe partout.

PREUVE — 1-2-3) On utilise des méthodes similaires a celles employées dans les
preuves de (2.2) (6).

4) Si S| estune solution de d(S) = M S et S, une solution de d(S) = SM, alors le fait
que S = S5, soit une solution de (2.8) se vérifie par calcul direct. Inversement
soit S une solution de (2.8). On prend une solution (S;) inversible de d(S) = M;S
(par exemple celle donnée par 'algorithme de Picard) et on forme 7 = Sl_lS alors

d(T) = —S;'d(S)S; IS +S71d(S) = =Sy M S +57 (M S + SMy)
= TM,

d’ot le résultat.

5) Soit zg € Q le point ou S, solution de (2.8), est de type groupe. Le raisonnement
précédent montre que S peut s’écrire S;S, ou S; est une solution ded(S) =M;S de
type groupe en zp (on applique I'algorithme de Picard par intégration de borne
inférieure zg). Toujours d’apres raisonnement le précédent 7' = Sl’lS est solution
de d(T) = TM; et, comme M, est primitif et que T'[zo] est de type groupe, alors T
est de type groupe partout. Ceci entraine que S = S; 7 est de type groupe partout.
U

Voyons maintenant un exemple de résolution avec second membre. Rappe-
lons que

L(z) = Z Li,(z)w.

wex*

Et, soit T la série L restreinte aux fonctions de Jonquiere

T =LOxpx = Y (L] xpx1)xg -

n>0
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T vérifie le systéeme suivant

{ A7) = T+ 2.9)
<T’1X9e> = —lOg(l—Z)

qui est du type

{< d(S) = MS+¢'; MeA (X)) (2.10)

S[x) = ¢

Nous allons montrer comment on résout les systemes (2.10).

Méthode

1. On résout I'’équation homogene d(S) = MS et on choisit une solution in-
versible (par exemple avec I’algorithme de Picard), soit S, cette solution.

2. (Variation des constantes) Si S est une solution, on pose S = SyH (ce qui est
toujours possible H = S 1S). On différentie
MS+¢' =d(S) = MSoH + Sod(H) = MS+ Sod(H)
d’oud(H) =S, "¢’ etle choixde H = [ S,'¢’ convient (il suffit ici de trouver
une solution particuliere de I’équation inhomogene).
3. La solution générale de (2.10) est alors S = SyG + SoH avec G € C((X)).

. X S , . .
On résout d(7T') = 207, comme il n y a qu'une variable, on a la solution 7y =
z

¢0102(2) et 1a solution générale de (2.9) est

Z —XOZOg(S)
£¥0l0g(2) <(/Z eids) +G(XO)>

o l—s
ol G(xp) est une série constante. Mais, comme lim,_,o7'(z) =0, on a

Z e_XOIOg(S)

T(2) = Y (L | iy )t = 01082 / ds) . @.11)

=0 o l—s

Del’équation (2.11), on déduit

Proposition 10 (G-M-H, 2016) Pour toutk € N nous avons

Lii(2) = ¥~ = (1) = Y 28 | (Slog)® (2.12)

k+1
PREUVE —

Nous utilisons I'introduction pour démontrer la formule (2.12).
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Tout d’abord, remarquons que la formule (2.12) est vraie pour k = 0 parce
que
) z ds log(z)P [ (—log(s)?
L“(Z):/l—: y g(') /(1 g()'ds
0o l1l—s p+g=0 P 0 ( _S)Q'

Supposons maintenant que la formule (2.12) est vraie pour k£ > 0 et prouvons
qu’elle est aussi vraie pour k+ 1.

Notons que si f/ = ¢’ alors f = g+ const. Soit

_ vy log(@)” 7 (log(s)" "
KnH(Z)_pZ'O p! /O(l—s)(n—p)!d'

Alors

: _ o log(@)Ph e (log(s)"P 5 Log(2)” (—log(z)"”
Kapi(2) = pz’o(p—l)!z/o (1—s)(n—p)!d +pz’0 p! (1—-z)(n—p)!

_ L@, logd" ¢ (-1

Z l—z = (n—p)lp!
_ Lin(z) | 1og(2)" <+, yap(n) _ Lin(2)
2 +n!(1—z)pz’_0( D p(p) z

Donc K+ 1(z) = Liny1(z) + const.

Faisons tendre z vers 0, et notons que lin% (zlog"z) = 0 pour tous n € N. Nous
—

obtenons const =0 . La formule (2.12) est donc prouvée. [
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Chapitre 3

Polylogarithmes et sommes
harmoniques aux multiindices non
positifs

Dans ce chapitre, nous étudions le probleme des sommes harmoniques et
des polylogarithmes aux indices non positifs !. Nous étendons les définitions
des polyndémes de Bernoulli, des polyndmes Eulériens et de la formule de Faul-
haber . Ensuite, nous donnerons des formules combinatoires pour les sommes
harmoniques et les polylogarithmes aux indices non positifs et leur structure.
Nos techniques sont basées sur la combinatoire des séries formelles non com-
mutatives dans qui sont des caracteres de I’algebre de Hopf de ¢-shuffle. Notre
travail dans ce chapitre donnera aussi un processus global pour renormaliser
les polyzetas divergents.

3.1 Aspects combinatoires de certaines algebres de
Hopf des sommes harmoniques et des polyloga-
rithmes aux multiindices entiers non positifs

Dans cette section, nous étudions la combinatoire des sommes harmoniques
et des polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs. Le multiindice est
codé par un mot w dans ¥ ou ¥y := {y;},>0 est un alphabet (infini). Notons que
le produit est la concaténation et 1y: est 'unité du monoide ¥y .

1. C’est a dire négatifs au sens large.
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3.1.1 Aspects combinatoires de certaines algebres de Hopf des
sommes harmoniques aux multiindices entiers non posi-
tifs

Tout d’abord, nous notons que la formule de Faulhaber exprime la somme
harmonique Hy (N) comme un polynome de degré k+ 1 en N pour tout y; €
Yy. De plus, ce polyndme s’exprime lui-méme en fonction des polynémes de
Bernoulli.

Dans le cas général, pour tout w € Y, nous considérerons une classe de po-
lynémes qui sont définis de la maniere suivante.

Définition 13 Soientr>1,z€ Cetw=y;, ...ys, €Y, . Le polynome B,,(z) est défini
par

Bysl - Ysr (0) = bysl < Ysp?
et Blyg (z) = 1By, .y, (z+1) =By, .y, (2) +s512! By, ..y, (2) -
Nous avons défini aussi que,
b, = by,
r—1-—k
et b;,,k.,.yn, 1= Dy, — 'ZZ) Dry,, yyovn b;nk...y,,kﬂ :
=

Il n’est pas difficile pour vérifier que pour tout r > 1 et s; # 1 alors

ByS1~“ysr (O) :Bysl“‘ysr(l) = bysl~~~y5r '

Toutefois, les nombres {b, },,cy; sont arbitraires. Dans nos travaux, pour tout
Ys; € Yo, nous notons by, = by, le s;-ieme nombre de Bernoulli, et donc By, (z) =
By, (z) estle s;-iéme polyndme de Bernoulli .

Maintenant, supposons que les nombres {b,},,cy; ont €té choisis.

Proposition 11 ([GD16a]) Quel que soitw =y, ...y, € Y*, nous notons
Bw(z) := Bw(z) — bw -

Nous avons alors

=~

r

VN > 07 ﬁynlmyn, (N+ 1) = Z (Hni)an]H_l~~~)’nrH;nl,1‘.‘ynk,1(N)‘
k=1 i=1

PREUVE — Tout d’abord, nous avons

Byn1 wYny (N+1) _Bynl-..yn, (N) = ”anl_lBy (N),

ny - Vny

-1
Byn1‘~‘ynr<2)_bynl‘“ynr = nllnl Bynz"-ynr(l)‘
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Alors nous obtenons

N
-1
k1=1

N N
—1 -1
= n Z Ky By oy (k1) +m1 Z K By 3,
k=1 k=1

k

' r
= Z(Hni)in1k+1~-~ynr H)Tnlfl...ynkfl(N) :

k=1 i=

Maintenant, nous utilisons la proposition 11 pour étudier la combinatoire
des sommes harmoniques aux multiindices entiers non positifs . Nous obte-
nons

Théoreme 7 (|[GD16a])

1. Pour toutw € Y§,H, (N) est un polynome en N de degré (w) + |w|.

2. Plus précisément, siw € Y, il existe un polynome G,,, de degré (w) — 1, tel
que
H,(N)=(N+1)NN-1)...(N—|w|+1)G,,(N).

3. Pour tout N,k € N, nous avons
e k-1 [k
N* = Z‘b(—l)f+ - (j)Hy_j(N).
j:

4. Enfin, nous avons (quandr = 1, ceci implique la formule de Faulhaber ) :

r—1
ﬁyn1+1~--ynr+l (N+ 1) - kgl b;nk+l+1...ynr+1ﬁy;11+l Y41 (N+ 1)

Hy, (V) = r(ni+1)

PREUVE —
1. Tout d’abord, pour touty, €Y etw = y,y, € ¥, en posant

p=(w)+[wl,
nous obtenons que
) = —— Y ("o, (v ryik
o n+14=\ k )" ’
k

He. (V) = Zp—l— P& by, (m—|—1> (p—k) (p—k—l) N
YnYm S5 5 (m+1)(p_k) k i q
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MULTIINDICES NON POSITIFS

oul pour tout y; € Yy, by, est le k-ieme nombre de Bernoulli. Ceci implique
que H, etH; , sont des polynomes de degrés n+ 1 et n+m+2, respecti-
vement. Ensuite, nous notons que pour tout s € N, w € ¥ et N € N, nous
avons

H,,,(N+1)—H, ,(N) =N"H,(N) .
C’est-a-dire que les sommes harmoniques aux indices entiers non positifs
sont les solutions de I'équation aux différences

JIN+1) = f(N) =N"H,(N) .

Lemme 12 ([GD16a]) Soit ['équation aux différences suivante
fx+1) = f(x) = P(x), 3.1

ot A est une Q-ACAU, P € Alx| et f : N — A est une fonction arithmétique
(C'est-a-dire que f est définie sur N et a valeurs des C). On exprime P sur la

base binomiale
d X
P(x) = Zaj( ) .
=0 \J

Nous avons alors,

(a) l'unique solution fy telle que fy(x) = 0 de 'équation (3.1) est

Jo(x) = ia_,- (jil)

J=0

et toutes les solutions de I'équation (3.1) sont des polynomes.

(b) siayx? est le terme dominant d’'une solution non nulle P, chaque solu-
yd+1

. @+
PREUVE — Nous démontrons maintenant le lemme 12. En fait, il suffit de
prouver la premiere propriété, les autres conditions en seront des consé-

quences.
(a) Soit

tion de l'équation a comme terme dominant a,

x\  x(x—1)...(x—k+1)
k k!

C’est un polyndme de degré k dans Q dont le cofficient dominant,
dans Q, est inversible. Il en résulte que la famille {(;) }e>0 est une

base de Q-algébre A[x] des polyndmes a cofficients dans A. Alors pour
tout P € A[x], nous pouvons écrire P comme une A-combinaison li-

néaire de I'ensemble { )12 He>o0-

(b) Ensuite, si gg est la solution générale de I’équation f(x+1) — f(x) =0
et g; est une solution de I'équation (3.1), alors go + g; est la solution
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MULTIINDICES NON POSITIFS

4

générale de I'équation (3.1). Tout d’abord, nous trouvons facilement
que la solution générale sur A[x] de I'équation

fx+1) = f(x) =0,

est constante. Il suffit donc de chercher une solution de I'’équation
(3.1). Supposons que
d X
9=Y0,(%) can
=0 \J
nous avons alors

“a())=Le[ () ()]

C’est-a-dire que le polynome

x):,é“"(jil)’

est une solution de I’équation (3.1), et donc toutes les solutions de
I’équation (3.1) sont de la forme f = fy+ C,C € A. Le lemme est dé-
montré.

En utilisant le lemme 12, nous obtenons la premiere condition du théoréem

7.

. Pour tout w = y;, ...y, € Y0+, nous pouvons voir que {0,...,r— 1} sont les
solutions de I’équation H;,(N) = 0. Si, maintenant, u = y,w € Y, nous re-
marquons que

H,,,(N+1)—H, ,(N) = (N+1)'H, (N) .

Nous en concluons que —1 est une racine de I'équation H,, = 0.

. Pour cette condition, nous notons que

M= (mw) | € Mat(Q),

est la matrice qui est définie par

;

0, sii<j—1,
b;, si j=1,i#1
?

“Mi—1,j—1, si i>j—1>0.
. J

Il résulte alors de la formule de Faulhaber que nous avons que

(Hy, (V) 1o =M (NT)'

Ceci entraine la troisieme condition.
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4. Maintenant, nous remarquons que la matrice D = (d;;) € Mat,(N),r > 1,
définie par

0, si 1<i<j<r
”1---”jbynj+1...yniv si 1<j<i<r

est inversible. Sa matrice inverse D! = (v; ;) est alors déterminée par

0, si 1<i<j<r,
1
—— si 1<i=j<r
e .
’7+1, st 1<j<i<r
(l’l] .. .I’ll')
Notons que
_ _ ! t
H <HYn] 1 e Hy,”,l...ynr,1> et B = (Bynl tee ﬁynln-y”r) .

Donc, H=(N) =D~ 'B(N+1).Etainsi, nous obtenons la derniére condition.
U

Exemple 14 Nous avons les exemples suivants de sommes harmoniques aux mul-
tiindices entiers non positifs.

— Pourr=1,
Hy (N) = N,
Hy (N) = N(N+1)/2,
H, (N) = N(N+1)(2N+1)/6,
H (N) = N*(N+1)%/4,.
— Pourr=2,
HL(N) = N(N-1)/2,
HL(N) = N(N = 13N +2)(N+1)/24,
H; , (N) = N(N—1)(N+1)(8N*+5N —2)/120,
Hy,, (N) = N(N—1)(N+1)(12N*+ 15N +2)/120.
— Pourr=3,
Hs(N) = N(N-1)(N=2)/6,
Hy_?(N) = N*(N—1)(N—2)(N+1)?/48,
H  (N) = N(N - 1)(N —2)(N + 1)(48N 4 19N* — 61N —24) /5040,
HL (V) = N(N - 1)(N —2)(N +1)(7N* + 3N — 2)(5N* — 3N — 12) /6720.

D’autre part, en partant de la formule de Faulhaber et en procédant par récur-
rence sur la longueur des mots, nous obtenons une formule pour les sommes
harmoniques aux multiindices entiers non positifs
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Théoreme 8 ([GD16a]) Pour toutw =y, ...ys, € Y™, nous avons que

r—1+
Sy I

Tt

ki r+iélsl Z ki (Sr+1) o (r+'£ Siiizki)

=1
i=1 k, i ky

1

b

=z

|
™
kb

b
]
=]
K
|
S

k=0 (s,+1)...(r+ ¥ si— ¥ k)
i=1 i=2

(r-l— Z Si— ) ﬁb Nk’+1

kH— 1

Nous savons déja que les sommes harmoniques aux multiindices entiers
non positifs H;, sont les polyndomes dans Q[N]. Avec y,w € Y, nous avons aussi

(Hy(N+1)) = (H;,,(N) =s(N+1)* TH, (N) + (N+1)°(H,(N)) . (3.3)
Définition 14 SoitYy = {y; }+>0 un alphabet infini. Soientr € N, etsy,...,s, € N.
Nous construisons une famille de polynomes {T,,(z) },ey; (otiz € C) par

d

Ts’s]mysr (Z) = d_ZHy_sl...ySr (Z_ ]‘)7 (3'4)

pour toutyy, ...ys, € Yy. En particulier, pour toutw € Yy, nous notons

ty :=T,(0) .

Remarque 9 Il résulte de (14) que {T,,(z) }wey; (otrz € C) vérifie

];Slu‘ysr(N—}_l)_Eslm)’sr(N) NYI]}JQ ySr(N)+s1NS1 lHysz )’sr(N_l)'
N
=N"T;, s, (N) +5 N ! / Ty, .y, ()dt . (3.5)
0
Exemple 15 Quel que soitn > 0, nous avons
i Byi1(x)—b
By(z)dg =~V I 1)
[ Balydz = =2 L= 1)
0
Donc, nous avons
d_._
B,,(x) = T, (x) = * Hy (x—1) (3.6)

ot By, (x) = B,(x) est len-iéme polynome de Bernoulli.
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Exemple 16 Soitr = 2. Nous avons alors

—1 —
’1}51)}52 (N+ 1) - 73)5'1))5'2 (N) = NSI 73)52 (N) +S]NS] Hysz (N - 1) ‘

=N"T,, (N)+ 5N /Tys2 (t)dt . (3.7)

D’un autre c6té, pour tout y,y, € Y*, nous obtenons

_ 1 & /m+1 b m*"ilt m+n+1—t po g1k
ynym_m+1[:0 t Vi k Yk :

k=0
Par exemple,
Ti3(N) = (1/4)N5 (9/8)N* +(5/3)N> — (7/8)N*+ (1/12)N +1/60,
Toa(N) = (1/3)N°—(4/3)N*+(31/18)N° — (3/2)N* + (1/36)N +1/60,
T4(N) = (1/5)N"—(6/5)N°®+ (38/15)N> — (25/12)N*
+(13/45)N> + (3/10)N* — (7/180)N — 1/84 .

Donc nous avons, avect,,,, définis comme dans la définition 14,

o m41\ (m+n+2—1 by by, .\,
t)’n}’m = Z _
t 1 (m+1)(m+n+2—1t)

=0
1 & /m+1
= m- 1 Z ¢t byz bym+n+l—z .
t=0
n\un 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
o | L[| 1T | _1 I L1 [ 1 [ L T _ 5
2 3 6 30 30 42 42 30 30 66
1 1 |1 L 1 T T 1| 5 5
6 12 60 60 84 84 60 60 132 132
2 0 _1 1 _ 1 1 1 1 13 | _ .5 4309
60 60 420 84 140 60 660 132 60060
3 1 1 1 1 1 1 7 | _ 5 2663 691
30 60 420 84 420 60 660 132 60060 5460
4 0 1 1 1 1 1 | 5 1457 691 1759
84 84 420 60 308 132 60060 5460 12012
5 11 1 1 1 5 157 091 _ 331 _ 1
42 84 140 60 308 132 20020 5460 4004 12

TABLE 3.1 - Lavaleur de s,

Notons que pour tout w € Y*, nous avons T,,(1) = 7,,(0). De plus, pour tous les
u,v € Y, nous avons

Tusn(N) = T,(N)H, (N — 1)+ H, (N = 1)T,(N).
Donc, nous obtenons que
tuwy = t,H, (=1)+H, (—1)¢,.
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Et, en particulier, siu,v € Y*\ (Y U{ly;}) alors

donc,.,, =0.

Remarque 10 Pour finir cette sous-section, nous posons Yepier = {Vs}scz (nou-
vel alphabet). Nous pouvons trouver que l'ensemble des sommes harmoniques
{Hw}weye’; . satisfait le stuffle, c’est-a-dire que, pour tous les ys,y, € Yensier , u,v €
Y: nous avons

entier ’
HysMHer = Hysul_-l-_lyrv - H)’s(u'-"'—’YrV) + Hyr(ysu‘-"’-"’) + H)’s+r(”‘-+-'v)
oL pour toutw =ys, ...ys, eEN € N,
N kl —1 krfl —1 1
Hysl...ys, (N) = Z Z t Z ksl kSr .
1 ... r

ki=1ky=1 k=1

Par exemple,
HyHy , =Hy,y ,+Hy ,y; +Hy .

Notons que pour tout sy,s € N, nous avons

52
Hy, v, = Sz% ];) (Szl—: 1) by Hy, 1 -
Donc, )
Hy,Hy , =Hy ,; +Hy , + ék;) (2) by Hy, ,,
soit

1 5
H, ,,=H,H, ,—Hy - 5 Z ( k) by Hy, , .
k=0

3.1.2 Aspects combinatoires de certaines algebres de Hopf des
polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs

Pour commencer cette sous-section, nous considérons une classe de poly-
nomes o les coefficients de chaque polynome sont des entiers positifs.

Définition 15 Soit, pour toutn € N, A, le n-ieme polynome Eulérien. Pour tout
w=yy ...ys, € Y*, A, estdéfini par

si |w|=1,

A = all S1
w — A — .
Z ; AyiAysl#»szfin:;”'yxr stnon.
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Exemple 17
A =1, A()=1
Ap(z)=z+1 A*(z)z +4z+1
(2) =2+ 112 +11z4+1 Az(z)z

Am(@=2 A;y1<)=Z+2
Avys(2) = 2451727 +166032° + 1157592 4 2476152* + 1796597

+421337% + 24977+ 16 .

Parce que les nombres Eulériens sont des entiers positifs, les coefficients des
polyndomes A (z),w € ¥ sont aussi des entiers positifs. En fait, la classe des po-
lynomes {A,; },cy; est aussi utilisée pour déterminer la présentation des polylo-
garithmes aux multiindices entiers non positifs.

Théoreme 9 (|[GD16a]) 1. Sir> 1 alors

S1
Llysl.uy.\‘r = Z (t ) Ll L y&l-Hz lyS3 y.\r

t=0

2. Pour toutw €Yy,

Li, () =AM, (2)(1 -7 e Z[(1-2)7"],

est un polynome de degré? (w)+ |w|, en (1 —z)~\.
3. Ona

(1-z2)F=(1-2""+ iSl(k,j)Liyj_l(z)/(k— 1.

=2

4. Ona
R P NS} PP e |

. 1— _
Llysl...y‘, |W‘ Z Z z]Zl j I—Z) l,

0itl,~7j:0,Vi<j+1 et

r ittt 1=jr—
Vi Zj‘f‘l;li,j = Z (H(kn'SZ(Smkn))) Z H

1<k <s; ‘\n=I 0<tm<kyn p=1
ky+.Akp=i 1<m<r—1
<kr +... +kr—p+1 L Lr—pt1— oo — tr—l) (kr—p ‘|‘tr—p+1 +.. 'tr—1>
Ir—p kr—p—tr—p

2. Notons K,,(1/z) := A, (z)/z"), nous obtenons

Liy, (z) = A TM(2)K,, (1/2).
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PREUVE — Pour w = y;, ...ys, € Yy, nous avons [GDQS15]

Li, = (65" 'u)... (6" ") L, . (3.8)

Donc,
1. en utilisant les opérateurs 6;, 1;, ce résultat s’'obtient immédiatement.

2. en utilisant les opérateurs 6;, 1; et par récurrence sur la longueur de w, nous
pouvons trouver, pour tout w € ¥; que

Lis, (2) = AM(2)A5 (2) (1 =270,

et Li,, € Z[(1 —z)~!]. Dong, Li,, est un polynome de degré (w)-+ |w|en (1 —
7))~ L

3. Soit T := (1 J) € Mat..(Q>0) la matrice inverse qui est définie par
Si(i,j+1)
(i—1)!

Nous pouvons prouver facilement que

T((I_Z)_l (Li;(z))izl)t: ((1_Z)7j)tj'217

dong, le résultat s’obtient alors immédiatement.

Sii>j alorst; ;= sinon 0. (3.9)

4. en utilisant les formules (15), (3.8) et par induction, nous avons

. (5(s1+...+ksr)7>
S] Sp+s2—kj [tk S 5145 _kl
o= L (@) (TR
Ysy---Ysr k,Z:'o kzZ:O krgo kl k2
S1+.+S _kl__k}’—l . k ;
( r k, >(9§ A)(03°A)... (5 ) .

O

Exemple 18 Nous remarquons bien que

Liy, , = (6(’)"“11)Liy_n = 65'(6o11)Li;, et (6ou)Li, =LioLi, ,

alors nous obtenons
m
Llymyn = 96" [LIO Ll)’n] = Z (l) Ll LlYernfl :
Par exemple,

Lis(@) = Liy(e)Liy(e) + (Liy, ()

= —(1-27 ' 4+5(1-2) 2 =7(1-2) 7+ 3(1-2)7*,
Li,, (z) = Liy(z)Li,(z)+3Li; (z)Li ()
(1—1)1—11( D72 431(1-2) 3 =33(1—2) 4+ 12(1—2) 3,
iy, (2) Ly, (z) + Liy, ()Li;z(z)
( —2) T m9(1—2) 24 23(1—2) P —23(1—2) *+8(1—2) 3

Lij y,(2)
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3.1.3 Asymptotique des développements singuliers des sommes
harmoniques et des polylogarithmes aux multiindices en-
tiers non positifs

Dans les sous-sections précédentes, pour tout w € Y, nous avons démontré
que les sommes harmoniques H;, (N) et polylogarithmes Li,, (z) aux multiindices

. . " . 1
entiers non positifs sont des polyndmes respectivement en N et en 1—, de de-
-z
gré (w) + |w|. Alors les limites

lim N~(HMIH- (V) = C5 s lim (1 —2)™WH VL (2) = By,
N—r+o0 =+l

existent.

Proposition 12 ([GD16a]) Soitw € Y. Il y a des constantes non nulles C,;,B;,
telles que

— w)+|w| ~— P — — —((w)+|w
Hy, (N~ N Cper Lis (2) B, (1—2) ()

w 1
De plus, C,,. =B, = let, pour toutw € Y.,
0 0
Co= J] (M+p)'eQ er By=((w+]|w|)!C, €N,.

w=uv,v# 1y«

PREUVE - Par le théoreme 7, H;, est un polynéme de degré (w)+ |w| et alors C,,
existe. ParI'induction, il estimmédiat que Cp,. =1letC = (s+1)~! ot le résultat

0
est vrai pour tout |w| < 1. Supposons qu'’il soit vrai pour |w| =k, et puis, soient
ys € Yo etw € Yy tels que |w| = k. Parce que Hy,, est une solution de
FIN+1)=f(N) = (N+1)’H,,(N),

en utilisant la condition H;, (0) = 0, nous pouvons déterminer le terme dominant
de H,, .

Remarquons que (N + 1)*H;, (N) # 0 est un polynome et que C,, N+ W[ est
son terme dominant. En utilisant le lemme 12, le terme dominant de Hj,, est

C;, NOsW)+bswl /((yow) + |y,w|). Donc nous obtenons I'expression de Cy.n- Le se-
cond résultat est immédiat par le théoreme 9. [J

Exemple 19 (de C,, et B,))

w | C, | B, w C, B,

yo| 1 1 yiy2 = 8

il 5 |1 y2y3 2 180

vl 3121 yw 5 8064

Yn ﬁ n! YmYn m (m(—,:j__‘l—)l) :

il 3 |1 Y2y2y3 50 12960

Yol ar | U] yoviond 7160 9686476800

il g | 3 | Yy | sgpme | 4167611825465088000000

66



CHAPITRE 3. POLYLOGARITHMES ET SOMMES HARMONIQUES AUX
MULTIINDICES NON POSITIFS

Définition 16 Les séries non commutativesC~,B~,0(t) et A(t) sont définies par

C =Y Cow et O@)= Y M0y = (thly) |

WGYO* we Y(;‘ yeYy

B =Y B,w et A@t):=Y (jw|+ ()",

* ¢
WEYO WEY0

En utilisant les théorémes 7 et 9, pour tout w € Y, en posant p = (w) + |w|, nous
avons

O(N) = lyp+ Y {pl(_l)p+j—1(1f)Hy—j(N)}w,

wery Li=0 /
A(1=2)7") = 1y +(Liy (z) = )y

+ Y [(Li;o(z)—l)+zp;51(”’j)Lr (Z)]w.

_ | V-1
weyy \ Do} =10 A

Ensuite, en utilisant la proposition 12, nous avons

Théoreme 10 ([GD16a]) Posons

H := ) H,w et L":=) Li, w.

WEY(;k WGYJ
Alors nous avons

lim @ Y N)OH (N)=1lmA” " (1-2)"HeL (z7)=C".

N—+oo z—1
Définition 17 Soit P € Q(Yy) tel queH, # 0. Les nombres B, ,C, € Q etn(P) € N
sont définis respectivement par

Lip (2)~;(1-2)"")By et Hyp(N)~oN"PCp. (3.10)

z—1
Il n’est pas difficile de montrer que 3

0<n(P)< max {(u)+|ul}.
ucsupp(P)

SOit pmax 1= MaX,egpp(p){ (1) + |u|} < 4-oo. Nous étendons * C, a Q(Yp) :

3. Le support de
P= Z xu € Q(Yp)

¥
uc Y0

est défini par
supp(P) = {w € Y5 [ (P [ w) # 0},
et le produit scalaire, sur Q(Yy), est défini par (P | w) = x,,.
4. Ce procédé, sur Q(Yp), se termine aprés un nombre fini d’étapes.
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e La premiere étape : Calculons

Co= ), (P|w)C,.
(W) +|w[=Ppmax

SiCy # 0 alors C, = Cy sinon allons a la prochaine étape.
Exemple 20 Soient P = 6y4y, + 12y3 — 9ys. Notons que

(vay2)+ [yaya|= (%) + [3 =8 > 6 = (y5) + lys],
alors pmax = 8,Co = 6C;,,, +12C, = § etCp = Co=5/8.
3
e Laseconde étape : Soit J; = {v € supp(P)|(v)+ |v|= pmax — 1 }. Déterminons

- - max — |
Cl = Z aCCc <HZC€J(XCC |NP >

ced)

SiCy # 0 alors Cy := Cy, sinon nous passons a pmax — 2.
Exemple 21 Soient P = 12y,y} —y2y3 — 9y3. Notons que

i)+ [Yiva = o)+ [y3 |= 11 > 10 = (1) + 3]

alors pmax = 11 et Cy = 12Cy_2y4 — Cy_zy2 = 0. Nous allons a la prochaine étape.
1 3

Par exemple, nous avons

1 181
N) = N N0
(N) 4224 134400 i

310, B s 1

80640 ' 5376 _ 168

1087 o 47 s, 323y 15 78T, 19
57600 T 3840 16128 126 100800° 18480
H . (N) — — NU1_ 10 _ 9, a8, 10 N7 2% N6
3 ) 352 2240 2032 248 168" 2880

3 o 113, 71 5 59 , 53

320" 2032 T 1008 5040 _4620N'

vyt

N,

Donc,
2172 9 269

Cr="132200 T30 %2~ 13007
269

14007
— Supposons que dans la r—iéme étape, la combinaison linéaire des coeffi-

cients de NPmx—"+1 dans H, ou

etalorsCp, =

w € {u € supp(P) | (u)+ |u|> pmax —r+ 1},

soit nulle, ce que nous noterons par C,_; = 0, alors dans la (r+ 1)—ieéme
étape, nous calculerons la combinaison linéaire des coefficients de NPmax—"
dans H;, ou

w € {u € supp(P)|(u) + |u| > pmax —r+ 1},

et la combinaison linéaire de C,, ou
w & {u € supp(P)|(u)+ |u|= pmax —r}-

Sila somme des résultats n’est pas 0 alors c’est C,, sinon nous passons a la
prochaine étape.
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PourP= Y ¢, w,l'algorithme peut étre utilisé pour calculer B,
wey*

— La premiéme étape : Soit J := {v € supp(P)|(v)+ | v|= pmax }. Calculons B® =
Yees @B . SiB? #0, alors B, = BY sinon nous passons a la prochaine étape.

- Ladeuxieme étape: SoitJ; = {v € supp(P)|(v)+ |v|= pmax — 1 }. Déterminons
le coefficient de (1 —z)~Pmaxt! dans Liy o » notons par b 1. Ensuite,
nous calculons

Pmax —
1 _
B = bpmaX,1 + Z o.B, .
ceJ;

Si B! # 0 alors B, = B' sinon nous allons aux ordres qui sont inférieurs a
Pmax — L.

3.2 Structure d’algebre des sommes harmoniques et
des polylogarithmes aux multiindices entiers non
positifs

Dans cette section, nous étudions la structure des sommes harmoniques et
des polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs. Nous appliquerons
les résultats de la premiere section pour étudier I'’ensemble des sommes harmo-
niques et ’ensemble des polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs.

3.2.1 Structure d’algebre des sommes harmoniques aux mul-
tiindices entiers non positifs

Ici, les sommes harmoniques H;; sont définies par les équations (10) et (11).
Lalphabet est ¥ = {y;}i>0 et le stuffle est défini comme un ¢-stuffle (voir (1.3))
par I'application

¢ : YQXYQ—>(CY(); d)(yi,yj):y,urj. (3.11)

Proposition 13 ([GD16a]) Pour tous les mots wy,w, € Yy, nous avons H, H,, =
-

wplwy®

Maintenant, nous utilisons I’extension du critere de Friedrichs pour «+ [Min13a,
Min13b], nous avons le résultat suivant.

Théoreme 11 ([GD16a]) 1. La sérieH™ est de type groupe etlogH™ est primi-
tive.

2. ker(H,) est un idéal premier de (Q(Yy), w, ly), c'est-a-dire que Q(Yp) \ ker(H,)
est stable pour le stuffle .
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Définition 18 Soitn € N, on notera
Py := spang {w € Y5 | (w) +|w| =n}\ {0},
le cone épointé convexe [Ber09] engendré par l'ensemble {w € Y; | (w) + |w| = n}.
Presque par définition, C, est linéaire dans I'’ensemble P,, c’est a dire que
pour tous u,v € Y, nous avons

UV =UV+ Z XyW,
(W) +[wl< (u)+[ul+[v[+(v)

et les x,, sont positifs. De plus, tous les éléments du support de

Xy W,
(W) +|wl<(u) |l +|v|+(v)

satisfont (w) +|w| < (u) + (v) + |u| + |v|. Nous obtenons donc que

Corollaire 2 ([GD16a]) 1. Pour toutw,v € Yy, nous avons
GG =Coiv = Gy -
2. Pour tout P,Q ¢ ker(H, ), nous avons
CpCy=Cpug
et Q(Yp) \ ker(H; ) est un = -monoide qui contientY; comme sous-monoide.
Nous démontrerons que C, peut étre étendu comme une caractérisation C—,
pour w ou de maniere équivalente, par le critere de Friedrichs [Reu93], C~ est
de type groupe et alors logC~ est primitive pour A ,,.
Lemme 13 Soit 7 uneR-algebre associative avec unité et f, une application
f: |—|n20]P)n —

qui vérifie les conditions suivantes
1. Pour toutu,v € Y5, f(uwv) = f(u)f(v). En particulier, f(ly;) = 1.
2. Pour tout Y, ayw; € P, nous avons

icl
Y aiwi) =Y 0if (wi).
icl icl
Alors f peut étre étendue de fagon unique comme un caractere de R(Y,) c’est-a-
dire que
Sp=Y fw)w,
weyy

est de type groupe, pour A, .
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PREUVE — Tout d’abord, nous avons (Sy | ly:) = 1. De plus, nous pouvons mon-
trer que

Auu(Sf) = Sf@Sf .
Dong, S rest de type groupe, pour A ;. J

Corollaire 3 La sérieC™ est de type groupe, pour A, ,,.

Exemple 22 (desC,,  , =C,..,)

u C, v C, Uy Cov
Y0 1 Y0 1 2y5 1
2 T
20 ; | |
1 2 Y2 3 Y1y2 +yayi £
yiy2 I Y2y 5
Ym mL_H Yn # YmYn + YnYm Wl(nm
oy | S| | s
yi ; Y2)s | ywoys +yav1ys +yaysyi .
Y1Y2)s ﬁ Y2Y1)5 slﬁ
Y2Ys5)1 ﬁ
Yoy : ¥2y3 3 Yoy1Y2Y3 + Yoy2y1y3 o

+Yoy2y3y1 + Y2301
+Y2y0y1Y3 + Y2Y0Y3)1

YoYy1y2y3 3550 YoYy2y1y3 3160
yoyysvi | e | Yo | o

Y2Y0Y1Y3 1680 Y2Y0Y3)1 840 : :
(b+1)~ (d+1)~ (b+1)"'(d+1)~
YaYb (atb+2) YeYd (crd+2) YaYbYeYd + YaYeYbYd (atb+2)(c+d+2)

+YaYeYaYp + YeYaYaYo
+YeYaYbYd + YeYaYaYn
% C- ULy Cruy
Yo 2y5+o 1
y2 Yiya+y2y1 +y3
Yn YmYn + YnYm + Ynt+m [CED )
»2)s Y1Y2y5 +Y2Y1¥s5 +y2ys5)i 108
+Y3Y5 + Y26
y2y3 28 YoY1Y2y3 +Y0y2Y1Y3 163
+Y0y2Y3¥1 + Y2¥3Y0)1
+Y2Y0Y1Y3 + Y2Y0Y3Y1 + YoY2ya
+Y0¥3 + Y2y3¥1 + Y2y 1y
+Y2Y0Y4 + Y2y3y1 + Y2 V4

‘”

Yo
Y1
Ym
Y1

N |t :q
<

‘»—w\-—t ot

—

3

[T

S
—F
=

3
>

YoYi

N
—

(b+1)~! (d+1)7! (b+1)"1(d+1)!
YaYb | Taxp+2) | YeVd | (crd+2) YaYbYeYd + YaYcYbYd {atb+2)(c+d+2)

+YaYeYaYb + YeYaYaYb
FYeYaYbYd + YeYaYdYp
+YaYcYb+d + YaYb+cYd
+YeYaYbtd + YeYa+aVop
HYatcYbYd + YatcYdYb + Ya+cYb+d
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Il n’est pas difficile de voir queC, est linéaire surP,. Par exemple, soientu =y,
etv =yyys. Alorsuwv = y1y2ys +y2y1ys + y2ysy1. Donc nous obtenons que

_ _ B 1 1 1 1 o _
Cyiyays T Coayiys T Cpysyn = 504 + 528 + 176~ 108 Gy, Chays = Gy iyays

Notons que yy»ys,y2y1Ys,v2ysy1 € P11. D'un autre c6té, nous avons que u v =
Y1Y2Y5 +¥2Y1Y5 +Y2y5y1 +y3y5 +y2ye. Alors, nous pouvons conclure que

_ _ _ _ _ 1 13 1 o
Coiyays T Crayiys T Coaysyr T Crays T Gy = 108 T 420 7 108 G Cyoys-
De plus, y3ys,y2y6 € P19, donc nous avons
Corways = Coyaystyanys+yavsyitvvstave = Conyavstyanysyavsy = 1/108 =G5 G,

3.2.2 Structure d’algebre des polylogarithmes aux multiindices
entiers non positifs

Dans cette sous section, nous construisons une loi nouvelle sur Q(Yy) qui est
associée aux polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs, comme une
algebre. Tout d’abord, nous partons d'un lemme général qui indique un procédé
pour construire cette nouvelle loi.

Lemme 14 ([GD16a]) Soit k un corps, V. un k-espace vectoriel, A une k-AAU et
¢ : V — A une application surjective. Nous considérons les lois surV telles que,
pour toutx,y €V

¢(xTy)=9(x)0(y). (3.12)
si xTyecker(¢) alors xTy=0. (3.13)

Alors les conditions suivantes sont vraies
1. Il existe une solution T pour le systeme d'équations (3.12) et (3.13).

2. SoitGy le groupe d’automorphismes linéaires (sous-groupe de GL(V)) défini
par
Gy :={acGL(V)|poax =109} .

Alors une loi T satisfait les équations (3.12) et (3.13) si et seulement si elle
estdelaformeT = oo Ty, € Gy (Clest-a-dire que I'ensemble des solutions
est l'orbite a gauche, sous Gy, de To).

3. L'énoncé précédent reste valable en remplacant Gy par

1
Gy i={ae GLV)[poa=g:a ) =lduo)}-
PREUVE -
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1. Supposons que s soit une section de ¢, cest-a-dire que ¢ os = Ida. Alors
nous définissons x Ty = s(¢(x)¢(y)) pour tous x,y € V. 1l est facile pour dé-
montrer que T satisfait (3.12). Notons que x Ty = s(¢(x)¢9(y)) € Im(s). Main-
tenantsixTy € ker(¢), et parce que (0) =Im(s) Nker(¢), nous obtenons que
xTy =0 et donc il satisfait (3.13).

2. Tout d’abord, nous avons que
P(xTy) = (a(xToy)) =9(xToy) = ¢(x)9(y).

Celaimplique (3.12). D’'un autre coté, x Ty € ker(¢) est équivalenta ¢ (x Ty) =
0. Alors

0=0¢(xTy)=¢(a(xToy)) = ¢(xToy) -

Donc, xToy = 0 parce que T satisfait (3.13) et alors, x Ty = a(xTgy) =0 qui
trouve (3.13) pour T.

Ensuite, nous supposons que T satisfait (3.12) et (3.13). Alors tout d’abord,
nous avons besoin de chercher une identification (pour T) e telle que ¢ (e) =
1. Nous partons d’'un dans les éléments ¢ tels que ¢ (e¢p) = 15. Notons que
e =¢qTeg. Alors,

(])(e()Te() —e()Te()Te()) = ¢(60)¢(€0) — (])(e())(])(e())(])(e()) =1-1=0.

Donc,
eoTeg—egTeogTeg=epT(eg—eoTey) € ker(9) ,

et alors, en utilisant (3.13), nous avons
O=epT(eo—epTeg) =egTeg—epTepTep.
D’autre part, nous avons que
eTe=(egTeg)T(eoTeg) =epT(eoTeoTeg) =epT (eoTep) =eoTeyg=e,

etg(e) =¢(eoTeg) = 1ala = la.

En la suite, soit y € A. 1l est facile de vérifier que la valeur xTe n'est pas
dépendante du choix de x, 1a preimage de y. Nous notons s(y) = xTe. Pour
y = ¢(x), nous avons

s() = 5(9(x)) = xTe. (3.14)
Lapplication s est une section de ¢ comme
O(s(v) =9(xTe) =¢(x)¢(e) = ¢(x).
Enfin, nous avons besoin de montrer que xTy = s(¢(x)¢(y)). Notons que

s(9(x)9(y)) = s(9(xTy)) = xTyTe. (3.15)

Puis, xTyTe —xTy al'image, par ¢, est nul. Donc xT (yTe —y) = 0 qui finit
la preuve. C’est-a-dire qu'’il existe une section s existe et qu’elle satisfait a

xTy=s(¢(x)0(y)).
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Supposons que sy, s, soient deux sections de ¢. llya a € G((Pl) tel que s, =

as1. Alors nous considérerons une base de Im(s;) telle que

ker(¢) @ Im(s;) =ker(¢) ®Im(sy) =V

et construisons o par
Hinis)) =52y €0 Fire) = Mier(o) -
Supposons T; sont construit par s;,i = 1,2. Alors

xTay=52(0(x)0(y)) = as1(¢(x)9(y)) = a(xT1y).

3. C’est une conséquence de la deuxieme condition.
U

Corollaire 4 ((GD16a]) 1. llyauneloi T telle que, pour tout P,Q € Q(Yp),
Lipr, =Lip L, . (3.16)
si PTQecker(Li,) alors PTQ=0. (3.17)
Alors nous posons
G = {a € GL(Q(Y,))|Li; oa = Liy } € GL(Q(¥p)).

2. Toutes les autres lois qui satisfont (3.16), (3.17) sont de la formea o T,a € G
et réciproquement (une orbite sous G).

3. La loi commutative associative T dans (3.18) n'est pas dualisable.

PREUVE - En appliquantle Lemme 14 pour ¢ = Li, , nous obtenons ce corollaire.
U

Maintenant, en utilisant le théoreme 9, pour tout w € Y, le polylogarithme
Li,, peut étre représenté comme une combinaison linéaire de la base

{Liy }s=oU {Liy  }.
0
Donc pour tout u,v € Y,
Li, Li,” € spang{Li,, }1>0-

Alors nous avons

Ju+ () v +(v) -1
Li, Li, =a(u,v)+ Z as(u,v) Liy,
s=0

et nous définissons

Ju+ () [ +(v)—1
uTv = a(u,v)ly; + Z ag(u,v)ys . (3.18)
s=0

Laloi T est associative et commutative sur Q(¥p).
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Exemple23 1. En posantLil‘Y* = lg, pour touty € Yy, ona
0

Yy =1y Ty=y.

2. Soientm,n,k € N tels que0 < k < m+n—2, notons

k
Am,n,k - ZAn,tAm,kft
t=0

ouNm,n €N, Ay 1 = Amn—2 = 0. Donc, nous avons
Z2 1 m+n—2

Ly, @OL5, Q) = g & Anadd

m+n—2 k+2 k+2 (_1)t
- Z m,n.k Z ( ) 1_Z)m+n+27t

- '"%2 Wiz mnj( 2 )(—l)m”k#
& e \mn 2 (I—oF
o m+n—2 :
T j=n§’nkAm’"’j (m +Jntrzz = t) (=,
En appliquant le théoreme 9 et en utilisant 'équation (1 —z)~' = Liy, () —

1, nous avons

m+n-+2 1 k S (k
_ - 1k, j) .
L, (L () = ) ymnk(—l + 38 @)
Donc nous pouvons définir
m-+n+2
Ym Tyn = Z Ymnk(O_lY* ) (3.19)
Par exemple,
Tys = eyt yt
Vs Tys = 650y2 613y4 1%60))10’ 1
yslys = —%)’14'12)’3—%)’54'ﬁ)ma
6o s o1 T
Yoy = Tsu60”"2 T 337 T 4070 T 240047014
T B 43867 _39787 +ﬂ _11056 +i n 1
VIV = Ta0g YT 0 3T 35T 4005 Y7 T 6670 T 83140271

Corollaire 5 ((GD16a]) 1. Pour tous P,Q € Q(Y) & Qyy, nous avons
BpBy =By
2. Soitu,v € Y5. Alors uTv | 1ys) # 0 si et seulement siu=v = ly:.
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3. Pour toutu,v etw =y, ...y, €Yy, nous obtenons que

51

S1
youlv=ulyyy = yoT(uTv) et WleO* = Z ( i ) yi—l—y81+52—iy83 <o Vs, -
i=0

4. Lapplication T : Q(Yy) x Q(Yy) — QYo qui est définie comme dans (3.18), est
surjective, que ce n'est pas une loi duale et

ker(H, ) =ker(Liy ) = Q({w—wTly:[w € Y5 }).

PREUVE — Il suffit de démontrer deux premieres conditions. Les autres condi-
tions sont immeédiates.

1. Soit P,Q € Q(Y) ® Qyy tels que
Li, = ap Li, +...+afls,
Li, = af Li +...+als.
Alors

P O
Ty T Taoagle.

R P R P P .
Lip Li, = ak+1“1Q+1 Liy Liy, +... +a0agl(g = a,ﬁLlalQJrl Li
Parce que B, =aj, B, and B, = a1Q+1By_, nous obtenons
- P 0 p-
Bpro = @1191118), 1y,
Enfin, nous pouvons conclure
- P 0 p—p— p—p—
Bprg = 10748y, By, = BpB.
2. Rappelons que laloi T est définie par (3.18). Ceci implique

ulv=a,, (u,v)lyo* + Z as(u,v)ys,
0 | +(u) 4|+ () 12520

olay,. (u,v) € Q" etas(u,v) € Q, cest-a-dire que,
0
Li, Li, =ay,. (u,v) + Y as(u,v)Li, .
0 |+ (1) + v+ () ~ 12520

Supposons que u # ly:, par (1 —z) W+ Li(z) = A, (z), et multiplions les
deux membres de I'équation précédente par (1 — z)/“+@+P+() nous ob-

tenons
AU (1 =)L () = (1= a ()
Jul+ () vl +(v)-1
+(1 —Z)|“|+(“)+|V|+(V) Z as(u,v) Liy (2) -
s=0
Notons que pour touts = 1,..., [u|+ (u) +|v|+ (v) — 1, 1a fonction

(1 — )@+ L= ()

s'annule en z =0, et (1 —z)M*MLi; (z) € Q[(1 —2)].

Choisissons z = 0, alors 0 = a;,. (u,v), c’est impossible. Donc, u = ly:. De
0

méme, nous obtenons aussi que v =1 Y-
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3. Nous avons Li; , = (6ot1)Li, = ALi, =Lij Li,. Donc, Li, -+ =Li Li -,

i.e., youTv=yoT(uTv). Ensuite, en apphquant le Theoreme 9, nous obte-
nons

S

S1
WTIYO* - Z ( i ) yi—l—y51+sz—iy53 <o Ys,

i=0
4. En utilisant le Corollaire 4, nous obtenons ce point.
O

3.2.3 Une base (linéaire) pour les sommes harmoniques et les
polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs

Pour finir ce chapitre, nous considérons les espaces vectoriels qui sont en-
gendrés par les sommes harmoniques et polylogarithmes aux multiindices en-
tiers non positifs respectivement. Alors nous pouvons construire une belle base
dans chacun de ces espaces. De plus, nous construisons une application li-
néaire entre deux espaces vectoriels qui transforme les sommes harmoniques
en les polylogarithmes aux multiindices entiers non positifs et inversement.
Nous commencerons par le lemme suivant qui présente certaines caractérisa-
tions des nombres de Stirling.

Lemme 15 ([GD16a]) Quels que soientn,N € N, nous avons

(N) _ li(_l)"“sl(n,i)N" — N" :j_ilj!Sz(n,j) (]j) :

!
n n! ‘=

De plus, pour touti > j € N, nous avons

( L
—, SI =
Y
Sa(i,j) = i oy (=)t tS (1) - St )
7 51 (l ¢ Sl J0) i >t >. 0> ] Si(ti,t1) - S1(fs 1)
— o T .S 1> ).
\ Sl(laZ)Sl(.]v.]) /

PREUVE — Pour tout i, j € Ntel que 0 <i < j, nous dénotons que S; (i, j) = S2(i, j) =
0, la premiere formule peut s’écrire sous forme matricielle

l oo .
((ZZ)) - (:) 1,/.2! (D816, 1)) 1y (V) sy -

k>1

Ensuite, en utilisant I'inversion des matrices et la transformation de Stirling
[MB95], nous obtenons le premier résultat

(Nk)k>1 (J182(i, J))i,jz1 ((ll\cj));czl
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Linverse de la matrice (S (i, )), j>» étant bien connu. En appliquant!'inversion
des matrices, nous avons la derniere assertion. [

En appliquant le lemme 15, nous obtenons le résultat important suivant.

Théoreme 12 ([GD16a]) 1. SoitX = (j!Sz(i,j))Ell.Alors nous avons

(Hy (M) g =M (V) oy = MX () ) = MX <Hyo(N)>kzl'

2. Les familles {H,  } U{H, }s>0 et {H  }U {Hy_zé}kzo (resp. {14} U{Li, }s>0 et
0 0
{1} UL }exo) sont des bases de Q[{H, }wey;] (resp. QI{LI, hwer; )

De plus, (H,, | H| ) # 0 si et seulement siw = ly:.

t
3. Lautomorphisme y est répresenté par la matrice® ( MIIU M01T> =T,

sur la base {X*} ;> de Q[X], et, pourw € Y,

Li, (z) = (x o Hy,)((1-2) 7).

En particulier, en utilisant les théorémes 7 et 9, nous avons

(W)+[wl (W) +|wl
Hy,(N)= Y mN*eQN] < Li, ()= Y —=—ez[(1-27",
k=0 =0 (1 _Z)
(w)+|wl
ott, pour tout0 < k < (w)+|wl|, ny = mjt.
j=k

PREUVE —
1. Notons que n,N € N, (]:l’ ) = Hy‘8 (N), alors, en utilisant la définition de M
comme (3.2) et le lemme 15, nous obtenons le premier point.

2. Les théorémes 7, 9 ont prouvé ce point De plus, pour tout w € Y7, il y a

une suite des nombres rationnels { o, } HW' "telle que
(W) 4wl 1 () 4wl 1
H, = Z o H, < Liy= Y  auLi,
k=0

Parce que nous avons

g (E ) E (g

k=0 N>0

5. U:=(—1 0...0...)" € Mat.x(Q) etla matrice T est définie dans I’équation (3.9).
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_ — ] _ J [j e
3. Notons que, pour tout w € Y, h;, := (Hykw)kZO etl, := (Liy,,) >0+ En utili-

sant les théorémes 7, 9, il y a deux matrices E,,, Q,, € Mat.(Q) telles que

Donc nous obtenons

—1 -1 —1
10 1 0 o 10 10
o) =elo ) emmaly ) (o)
1
hy | = j = -1

et alors le théoreme est prouvé.

[x]

3.3 Prolongement de Li, aux séries de
C(X)w Clxg, (=x0)"] s Clxi]

Dans la premiere section, nous avons utilisé les opérateurs différentiels 6, 6;
(voir la formule (12) ) et les opérateurs intégraux 1y, 1; (voir la formule (13)) pour
étudier les polylogarithmes. En fait, nous avons prouvé que les polylogarithmes
Li, (z),z € C,|z] < 1 aux multiindices entiers non positifs sont des polynémes
de degré (w) +|w| en (1 —z)~! pour tout w € ¥§ [GDQS15, GD16a]. C’est-a-dire
qu’elles sont des fonctions rationnelles sur C. D'un autre c6té, nous savons que
la famille des polylogarithmes aux multiindices entiers positifs est libre sur I’al-
gebre des fonctions rationnelles sur C [Denl12, VHNMOODb]. Cela suggere une
méthode pour étudier les polylogarithmes aux multiindices entiers.

Nous commencerons par les séries rationnelles sur C. Tout d’abord, I'al-
gebre nous permet de savoir que I'espace des séries rationnelles est stable par
le shuffle. De plus, I'’exponentielle de shuffle des lettres et leurs combinations
linéaires sont précisément leur étoile de Kleene . Pour tout ensemble V C A*,
nous définissons une suite d’ensembles {V;};cy par

Vo = &,
Viei = {wv|weViveV},

alorsI'étoile de Kleene de I'ensemble V est V* = U;cnV;. En particulier, si V est un
alphabet, V* est le monoide libre d'unité 1y- (i.e. le mot vide).
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Maintenant, nous considérons les formes différentielles axy(z) =z 'dz et w;(z) =
(1—2z)~'dz. Rappelons que

Q=C\ (] —o0,0]U[1,+e0])

et A(z) la fraction rationnelle z(1 —z)~! qui est un élément de 'anneau différen-
tiel ¢ := Clz,z7',(1 —z)~'], dont la dérivation est I'opérateur différentiel o, :=
d/dz. De plus, I'élément 1 : Q — C, défini pour tout z € Q, par 1o(z) = 1 est
I'unité de cet anneau. Alors, nous obtenons que les polylogarithmes aux mul-
tiindices entiers positifs sont indexés comme 'images de la bigebre de mélange
par I'isomorphisme

Lio : ((C<X>7LU7 IX*) — (C{LiW}WGX*’ X IQ)’
qui est tel que

1 .
x> log"(z)/n!, ¥ —log"((1—2)"Y/n!, x3' x1...xy x1— legl_lxl...x‘("{_'xl :

Cet isomorphisme peut étre étendu (sous réserve de convergence) a une par-
tie de I'ensemble des séries rationnelles C"((X)) (ce n’est plus alors un isomor-
phisme) par

Définition 19 Quel que soit

S = Y .(S|xxg+ ), (S| w)w,

n=>0 k=1 we (xgxy )k

nous définissons (quand la série converge pour la convergence compacte)

Lig(z) = Z<S|x’5>1°i1'(z)+z Y, (S|w)Liy,.

n>0 ) k=1 we (xgxy )y

D’un autre co6té, le morphisme extension Li, n’'est pas injectif et les {Li,, },ex+
sont linéairements indépendantes sur ¥ [Min03b, Min07].

Exemple 24 i. 1o =Liy,, = Li,:

—XGLuX
ii. A= Li(onrxl)* = leouuxl = le’l‘—l-

iii. ¢ = C[Liy,Li(_ ), Lix]-

iv. %{Liw}ng* = {Lig ‘ Se (C[XS] L C[(—X())*] L (C[xﬂ L C<X>}

Maintenant, nous utilisons les opérateurs 6y, 6, et 19, 1; pour déterminer les poly-
logarithmes aux multiindices entiers. Notons que, quel que soiti =0, 1, 1; est une
section de 6;, c’est-a-dire que, 6;01; = Id, mais, nous avons ;0 6; # Id. Donc pour
calculer les polylogarithmes aux multiindices entiers, dans ce chaptre, nous fixe-
rons la valeur de la constante zy dans la définition de 'opérateur 1y. Ensuite,
nous étendrons la définitions de la fonction Li, a une partie de I’algebre C™((X)).
Les résultats de ce chapitre sont présentés dans 'article [GD16b].
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3.3.1 Prolongement de I'opérateur 1,

Dans cette section, nous étudions les opérateurs différentiels 6y, 8; définis
dans!’espace .77’ (Q) des fonctions analytiques sur Q. Ensuite, nous leur construi-
rons des sections, c’est-a-dire des opérateurs 1y,1; € End(2) (ou 2 C 7 (Q)) tels
que 1,6; = Idy pour i = 0, 1. En fait, 'opérateur 1, sera continu sur ¥ mais pas
I'opérateur 1. Donc, nous étudierons les caractéristiques de cet opérateur et
expliquerons la raison de sa non-continuité.

Tout d’abord, nous notons tres classiquement .77°(Q) I'algebre des fonctions
analytiques définies sur Q. De plus, nous munirons cette algébre de la topolo-
gie de la convergence compacte. Cette topologie est la topologie associée a la
famille de semi-normes (||.|[x)&c oy @- C€S sS€mi-normes sont définies par,

111k = sup|f(s)[,
sek

ol K est un sous-ensemble compact de Q et f € 57 (Q) est une fonction analy-
tique sur Q. Nous avons les faits suivants

1. Lespace s#(Q) est métrisable et complet pour la topologie associée aux
semi-normes ||.||.

Définition 20 Un opérateur ¢ € End(.77(Q)) est continu ssi

(VK2)(FK1)(3M 12 > 0)(Vf € () (10 (f)llk, < M| fllk,),

o Ky, K> C Q sont compacts.

Maintenant, nous commencerons par les opérateurs 6y, 0;. Il est clair que I'es-
pace ¢’{Li,, }ex- est stable par ces opérateurs, c’est-a-dire que 6;(¢{Li,, }ywex+) C
% {Liy }wex-pouri=0oui= 1.

Définition 21 Soient zo € Q. Nous définissons l'opérateur 1° € End(.5¢(Q)) par

§0= [ o). 0= [ o)

Alors nous pouvons démotrer que 6;1; = Id (o) et donc 1, est une section de
6; pour tout i = {0,1}. En plus, les opérateurs 1’ et 1;° sont continus pour la
topologie de la convergence compacte parce que

15 (N)llk = sup[1°(f)(2)] < IIfHK[jgllgl “ois)]).

zeK 20

pour tous les ensembles compacts K C Q. Cela implique que les opérateurs 1°
et 1,° sont aussi bien définis sur ¢{Li, },cx- et nous avons

lizo(%{Liw}wex*) C %{Liw}we){mVi = 0, 1.
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On peut en déduire que les {6;},—o 1 aussi sont continues.

Maintenant, nous remarquons bien que
%{Liw}weX* =% ®(C C{Liw}WEX*-

Alors nous nous intéressons a une définition de 1y, dans une C-base de € {Li,, },vex+-
En fait, en utilisant I'identité suivante [Min96]

UX1X() = UX] LX) — Xn: (IR TR
k=1
nous obtenons la décomposition suivante :
%{Liw}wex* =% A C{Liw}weX* =% Xc C{Liw}wex*xl K¢ C{Liw}wexg-
De plus, nous pouvons conclure que I'ensemble
P = (2 Liux, (2) Lica (2)) (ena ez U (1= 2) 7 Ly, (2) L (2)) 100 e xsxe
(2" Lin (2)) empezxn U (1 —2) 7 Lin (2)) (1 enve v

est une C— base de ¢{Li, },cx+. Nous utiliserons cette base pour donner une
définition de 1y prolongeable a ¥{Li,} de 'opérateur 1y. Tout d’abord, nous
construisons 'application ind : Z — Z qui est définie par

ind(z*(1—2) 'Liw(z)) =k et ind(Z(1—z) ' Liy, (2)1og"(z)) = k+ |uxi .

Définition 22 Soitb € ¢{Li, }ex+. Nous définissons l'image de 1y en b par

/ “b(s)an(s), si ind(b) > 1,
lo(b) = OZ
b(s)

wo(s), si ind(b) <O0.
1

Ensuite, nous prouvons que 'application 1y (dans la définition 22) est dis-
continue. Pour faire cela, nous choisissons deux suites de fonctions {f,},cn et
{gn}nen dans €{Li, }wex- telles que li_r>n fon= ILm gn, et nous montrons que

n—yoo n—oo
’}1_{1010 W(fn) # ,}1_{20 0(gn)-
Notons d’abord que

z=Y log"(z)/n! = Z(—l)”“log"((l —z)7 1) /n!.

n>0 n>1

Alors pour chaque n € N4, nous choisirons

fo= ), log"(z)/m! et gu= Y (=1)""log"((1-2)7")/m!.

0<m<n 1<m<n
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Si 1y était continue, alors lim f, = lim g, pour la cc (convergence compacte) en-
n—oo n—oo

traine lim 19 (fu)lzl = lim 10(gn)[z] pour tout z (en particulier, pour z €]0, 1]). I n’est
n—o0 n—oo
pas difficile de voir que, pour tout z (en particulier, pour z €]0, 1[), nous avons

lim f,(z) = lim g,(2) = 2.

(cc dans »7°(Q)). Mais nous avons

1. quelquesoitn e N, alorsy(f,)(z) =1( Y log"(z)/m!)= Y log’ (s)ds_

0<m<n 0<m<n m!s
Ceci implique que

o m+1 0o
T M M L !

0<m<n (m + 1) ! 0<m<n+1

et donc
lim_10(f,)(2) = lim (fua1(z) = 1) =z 1.

2. D’un autre coté, nous avons, pour tout z €]0, 1 (voir la premiere annexe),

Z

ngTwlO(gn)(Z) = nng Ogn(s)w()(s)
T ds
= Jy . gn()F

z d Z
= /s—s:/ds:z.
0 s 0

= 1= lim 10(f)(@)# lim w(g)() =2

Soit, pour tout z €]0, 1],

et dong, 1y dans la définition 22 n’est pas continue.

3.3.2 ExtensiondeLi, auxséries de C(X) . C™((xp)) . C™((x;)) et
application aux polylogarithmes aux multiindices entiers

Extension de Li, aux séries de C(X) .. C™((x()) s C™((x1))

Tout d’abord, dans le corollaire 1, nous avons vu que la famille {x,x}} est
algébriquement libre sur (C(X),w, 1x+). Cela implique que I'anneau

(C<X>7Luv IX*)[xE;vxTv (_XO)*]

des polynomes en xj, (—xp)*,x} sur C(X) est un C(X)-module libre. Donc nous
construirons un morphisme d’algebres de

(CX), 0, 1x+) [x0, %7, (—x0)]

dans 7 (Q).
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Corollaire 6 ([GD16b]) Il existe un morphisme uniquep de (C(X), ., 1x+)[x5, (—x0)*,x]]
dans 7 (Q) satisfaisant aux deux conditions suivantes :
i. quel quesoitw € X*, alors u(w) = Li,,.
i, 1(x) = 2, p((—x0)") =2 erp(p) = (1-2) .

PREUVE — Immédiat en chassant les dénominateurs. [

Remarque 11 Cette définition algébrique correspond bien aux extensions analy-
tiques définies précédemment [Car89] :

ps) =Liy (@)= P Lig(e)= P L1 ()= Y Lit () =ethold =2 =
n> n>0 n>0 EXBU ol
. 1 1
B =Liy q(@) = L lig@ =L li1 @=L it @ =eh® = o—.
n> n>0 n>0 —x\I_U n>0 n. —Z

Définition 23 Nous définissons Lil" comme étant ce morphisme L.

Remarquons que I'image de I'algebre (C(X), ., 1x+) [x(, (—x0)*, x]] parle morphisme
Lil" est exactement & {Liy }wex+. Mais Lil" nest plus un isomorphisme.

Proposition 14 ([GD16b]) SoirLi{" : C(X)[x§,x7, (—x0)*] = A (Q) alors
i. Im(Lil") = €{Li, }ex-.
ii. ker(LiSl)) est l'idéal engendré par xj . x] —xj + 1x+.

PREUVE - i) Tout d’abord, remarquons que {(x})"* . (x})* !}z cn est une base
de C(X)-module C(X)[xj, (—x0)*,x]] et la famille
{Ll(l) l

Lk uul(z)}keZ,leN ou Li(lz Lk ; Lu,(Z) = Zk(l —Z)_
(xo) (xo) LU(X1)

L (x})

est un systeme générateur de I'algebre €. Par suite Im(LiEl)) est engendrée par

¢ et {Li,}wex: etona Im(LiEl)) = € {Liy }wex-.
ii) Ensuite, nous déterminerons le noyau du morphisme Lil". Ceci résultera
du lemme suivant

Lemme 16 ([GD16b]) Soient M,,M, deux K-modules (K est un anneau) et ¢ :
M, — M, une application K -linéaire. Supposons que N C ker(¢9) soit un sous-
module de M,. S'il y a un systeme générateur {g;}ic; de M; et un sous ensemble
J C I tels que
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1. quel quesoiti € I\J, ily a des éléments c] € K;Vj € J qui satisfont

gi= Y, c{gj[modN];
jeJcl

2. Lafamille {¢(g;)} jcs estK-libre dans M- ;
alors N = ker(9).

PREUVE — Supposons que P € ker(¢), comme {g;};c; est génératrice de M;, on
peut écrire

P=) pigi= (Y rigi)+( Y pig) =) q;j8;[modN].

i€l ieJ iel\J JjeJ

Donc0=¢(P) = Z q;j9(g;). D’autre part, nous savons que {¢(g;)} jes est K-libre
jeJ

dans M,, donc nous obtenons ¢; = 0 pour tout j € J. Ceci implique P € N. Fi-

nalement ker(¢) C N et comme on avait N C ker(¢), nous pouvons conclure

N =ker(¢). Le lemme est prouvé. [

Nous allons utiliser le lemme 16 pour calculer le noyau de LiE]). Tout d’abord,
nous noterons ¢ l'idéal engendré par x;wx} —x] + 1x+. Nous pouvons démon-
trer facilement les formules suivantes, pour tout/ > 1,

Wuuxz;uu(xT)Lul

Wuu(—Xo)*uu (xT)LUl

Wuu(xT)Lul —WuJ(XT)Lul_I [/]7
wis(—x0) " w () w ()27

Ces formules impliquent que nous pouvons récrire chaque mondme w s (x)-* i (x}) !
comme une combinaison linéaire [mod_#| des autres monoémes qui satisfont
kl = 0. Ce que nous pouvons voir dans la figure ci-dessous. Notons que, dans le

(w,—Lk) (w, =+ 1,k) [ (w,l = 1,k)  (w,[,k)
k

(w,—1,k—1)
(Wl—1,k—1)
l
n C Oyl x)

FIGURE 3.1 — Réécriture mod_# de {wuu (x§)* ! (x]) 5} renvez

wex*
graphique 3.3.2, le triple (w, 1, k) désigne I'élément w o (x§) - i (x]) - .
Soient maintenant les ensembles

I = X*"xNxZ,
(X*xNx {0} U(X*x{0} xZ) .
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Nous considérerons les modules
Ml — (C(X>[X8,XT, (—X())*], M2 - %(9)7 N = ja
et la famille {g;} = {wu(x])"" w(x5)™"}(nm)er- En appliquant le lemme 16 a

I'application ¢ = Lisl), nous obtenons la deuxieme condition de la proposition

14. 0]

Ensuite, nous étendons le morphisme LilV a I'algebre C™((xo)) . C™((x1)).
En fait, nous savons que la famille (x, L (o) L x; Y (aax1)*) ker: est une

o;eC
C-base de C™((xp)) .o C™{(x1)).

Ensuite, nous considérons I'application de C™((x()) .. C™{((x;)) a 7 (Q) qui,
a chaque élément
T(ko,kl, op, 061) = Xgu ko L (OC())C())* LIJXTJ k Lu(OClxl)*,
fait correspondre
log"(2)z% log" (1/(1 —2))(1/(1 —2))™
(2)

et nous notons cette application Lie . Le probleme ici est que nous avons besoin
de prouver l'existence de I'application Li%¥. Tout d’abord, nous remarquons
bien que

T (jo, J1, &, 01)T (ko, k1, Bo, B1) = T (jio + ko, j1 + k1, %+ Bo, o1 + B1).
Et puis, par lelemme 6, nous pouvons conclure que la famille {(otxo)* i (@x1)* } e
est une (C(X),w, 1)-base de C(X) .. C™((xp)) . C™((x1)), et donc

{Wuu (O{ox())* L (Otlxl)*} o;eC

weX*
est une C-base de
C{X)w C™{(xo))  C™((x1)) = C(X)[C™{(xo)) o C™((x1))]
= C(X)wspanc(SPc(X)) .
D’un autre c6té, un corollaire de la proposition 6 est que la famille

{(aox0)™ wiaix1)* }oy 4 cc2
est linéairement indépendante sur C(X) ~ C[.Zyn(X)]. C'est-a-dire que I'appli-
cation Li®) est bien définie, et de plus elle n’est pas injective.

Lie .
(C<X>,uu,lx*) —> C{LIW}WG)(*

j Lil" j

(C{X), 1, Ix) g, (=x0) ", 7] —— €{Liw }pex-

I /

Lil?

(C<X> w Crat <<x0>> w Crat <<X1 >> _— %(Q)

Il n’est pas difficile de démontrer que (xjjux} —xj +1x+) C ker(LiSz)) mais 'in-
clusion inverse n’est pas simple.
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Polylogarithmes aux multiindices entiers

Maintenant nous utiliserons les résultats de la premiere sous-section pour
étudier les polylogarithmes aux multiindices. Tout d’abord, notons 3 et © les
morphismes d’algebre (associatives avec unité) C(X) — End(%{Li,,} ) définis par

S(xl') =1; et @(x,-) = 6,' .

Par exemple, si w = xox; alors
S(xox1)(Li2)(z) = 3(x0)u(Liz)(z) = 10(Li12(z)) = Liz2(z)-

®(xox1)(Li2)(z) = O(x0)61(Liz)(z) = 90(1 i) =1 LiIZ(Z) .

A ce moment, pour tout y,, u € Y*, comme nous savions que

S

s s S1 k s1—kiy:—
Liy, , = 6;' (6ou)Li, = 6;'(ALi, ) = kéo(kl)(eolx)(eol 'Li,) .

Donc, parlarécurrence enr € N, pour toutyy, ...y, € Y, nous pouvons prouver
facilement que

L (Sjl+m+]:r>_)
s1 S1+s2—kp 1tk s §1+ 52— kl
Lo - (1>( )
Yo er klz—'o IQZ—O k,ZO ki ka
si1+...+s,—kj—...— k. k k k,
( Y )(eolz)(eozz)...(eo ),

ouA(z) = % € ¢. Nous remarquons bien que pour tout f(z) € ¢ et pour tout
-z
nec N+,

n ak
66 (f)(2) = X $:(n.0)2" (5 7) (£(2)) - (3.20)
k=1

9" k!
Ensuite, pour tout k € N, nous avons (=— )(A(z)) = ———— alors nous appli-

PR (1 — )kt
quons la relation (3.20) a la fonction f(z) = A(z) pour d’obtenir

( ) si k= 0,

oAz =¢ 1 DG sk
- ZSzk,,] IA(z), si ki >0.

]

Nous notons maintenant

(xo+x1)*, si k=0,

T, = . .
ki xl w ZSZ kl,] (()C() +X1) )Lu], si k>0,

j=1
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et nous considérons la série

P S
s1 S1+s2—ky 1tk s S1+S2—k1
r- Y'Y .Y (1>( )
k=0 k=0 r=o \ki ka
—ki—...—k_
(s1+ + 5, kl r I)Tklm...uuTkr,
r

nous obtenons alors (puisque T € Dom(Li(l)),

Li; =LV (2),

Vs --Ysr (Z)

pour tout yy, ...y, € Y. De plus, nous avons démontré que ker(LiEl)) = (xyLux] —

x} + lx+), alors pour tout y;, ...ys, € ¥, nous obtenons

- . (1
Lij yer; (@) =Lir(z) = Liy (2), (3.21)
avec
. (5(S1+M+k3r)7)
S1 81H82—K) 1tk
5] s1+s2—ky
F=ZZ---Z()( )
k=0 k=0 n=o \ki k>
—ky—...—k—
(s1+ +s5,— ki r I)Fk.mu-uqu,,
ky
x”f—lx*, si k,‘:O,
B, = i .
“o UZSz i J)JjI ] — 1)) si ki > 0.
j=1
Par exemple
Ll;l(Z) = Ll3( )i()u\_|4 7( )\_u3+5( )uu2 )CT
Li () = L )3 33 ) 31 () 1 ) 2t

Lii2(2) = Byt ag(epyast sy -o(ep) %

Notons que Li; (z) =A(z) = S Liy 1. (z) = Liyy, (2). Alors il n'est pas difficile

-z
de prouver que
. z : .
LlO (Z) = )L<Z) = IT = le’l‘—lx* (Z) = le’l‘xl (Z)

Lio = M@ =( )k =L —Li,_ | .

0...0% @ =G T e @ D) 1 &

k fois 0 -
Proposition 15 ([GD16b]) Soit (sy,...,s,) € N. Alors il existe un polynéme P €
C(x7) (= C[x}]), de degrér, tel queLig,  (z) =Lip(z) et

i. Sisj=...=s,=0alors(P| (x ) > (=1)*(,",) pour toutr >k > 0.
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ii. Sisy+...+s.#0alors(P|1x+)=0.

Notons que I'ensemble {(x})’¥};~( est une base de I'algebre C(x}). C’est-a-
dire que chaque P € C(x}), peut étre écrit

n
P=Y o,(x))"',neN et Vi=0,...n0¢C. (3.22)

Notons Dom(Li,) := {S € C((X)) | Lis:= Y, (S|w)Li, estconvergente}.
weX*

Proposition 16 ([GD16b]) Quels que soientP,Q € Dom(Li,) onaLip, o =LipLip.

PREUVE - SoitP= ) (P|w)w,Q= Y (Q]|v)v € Dom(Li,), nous avons
weX* vex*

PLuQ: Z <P‘W><Q‘V>Wuuv.

w,veX*

Notons que Vw,v € X*, Li,e, = Li, Li,. Donc, nous pouvons prouver que

Lip,,o = ) (P|w)(Q|v)LiyLi,= Y (P|w)Liy, Y, (Q|v)Li, = LipLig .

w,yeX* wexX* vex*

4

Corollaire 7 Quel que soit P,Q € (C[xj],., 1x+), nous avonsLip ,, g = LipLigp.

Exemple 25
p Q PuwQ
X} — Ly X} — Ix+ (x] )z — 2x7 + 1x+
X~ Iy G- )32 4w
)27, ) =x, G =2+ ()
(xT)uuZ_xT 2(XT)HH3—3(XT)L'J2+XT ( )uuS (x )uu4
_|_4(x1)uu3 xl)uuZ
()26 + Iy ) ()24 342
+3(x1)uu X
(D722 e | 267 A0 T2 | 200) 0 8
+12(x7)3 — 8(xl)uu2
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Lip Lig LipLig Lir, 0

z z 22 12 . 2
11—z 11—z (1—2z)2 (1-2)2 1-—z T (1—2)2
(=Liy) | (=Lij) | (=(Lig)?)

z z z 2 n 17
-z | (1—2)? (1—2)3 (1-2)% (1-2? 1-z (1—2)?
(=Liy) | (=Lij) | (=LijLij)

z z 2 1 2 T
(1-2)2 | (1—-2)? (I—2)* (1-2)* (1-2° (1-2?2 (1-2)*
(=Li}) | (=Lij) | (=(Li)?)

z 24z 2+ 25 4 1 D47
(I—-2)% | (1-2)° (1-2)° (1-z0 (1—2z* (1-2P° (1-2? (1—-z
(=Lij) | (=Liy) | (=Li Liy)

2 Z 2 1 3 3 B I 2
(1-2)% | (1-2)? (1—2)* (1-2)* (1-2° (1-2?2 1-z (1-2)
(=Lig,) | (=Li;) | (=Lig,Li;)

7 272 27* 2 8 12 8 2
(1-2)2 | (1—2)3 (1—2)3 (1-2)5 (1—2)* (1—41)3_(1—Z)2+1—z
(=Ligy) | (=Lity) | (=LigLiry) - T

Pour tout w € Y, nous écrivons I'expression Li,, (z) dans Z[1/(1 —z)] comme
Liy (&) = g (1=2) 7P a1 —2) 7
ou pour touti=0,...,(w)+|w|, @’ € Z. Nous avons

I pourn=0,
a. =
! 0 pourn > 0.

1y
%

Remarque 12 Soienty_g ...y, €Y* etyweY* ouY_ = {ys}sc—nandY = {ys}sen, -

Soityyw e (Y_UYy)* etz € C, |z| < 1. Le polylogarithme en y,w, notéLi,, . (z), est
potylog Vi

calculé parLil(y_%)* (z)=1,et
6y (Liy)(z) & k<0
Liy,w(z) = < A(z)Liw(z) < k=0.
k1 (Liw)(2) & k> 0.

Alors nous obtenons que

Liy cvesyw(2) = 65" (Bot1) ... 6 (Bot1) Liy,(z)
< (81 Sr .
- kzo' : 'kZO (kl) e (k:) Llyfkl Yk () Lly:+k1...+kr7s17...7er(Z)‘
1= r=
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y sont définies par la proposition suivante.

Alors les familles {a;'},,cy+

Proposition 17 (G-M-H, 2016) Soity,u € Y0+. Nous avons

(ai_ pouri= (u)+[ul +1,
v—at ourl <i<
1. Sik=0alorsa™ := dio—di P ‘ —l—(“)H“’v_
—ay pouri=20,
0 pour les autres.
((i—D)a" pouri = (u)+ |u| +k+1,
. (i—Da M —ic*"  pour2 <i< (u)+|u|+k,
2. Sik>0alorsa* := g 1 i > '
—a; pouri=1,
(0 pour les autres.

PREUVE -

1. Sik=0,alorsnousavonsLiy , =Li, Li, . Donc, nous obtenons cette condi-
tion.

2. Cette condition est un corollaire direct de I'identité Li; , = 6y Li,,

Vi—1u*
O
kK\i| 0] 1 314 (5]6|7
0 |-1|1 0| 0]0]|O0|O
1 |0|-1|]1] 0] o0]0]|0|O
20|13 2 |0|0]0]0
310(-1]7 ]-126 |0]0]0
4 |0 |1]-15]50 [-60|24] 0|0
TABLE 3.2 - La valeur de

KNilo| 1 |2 ]38 H| 5 6 |7

0o |1|2|1] 0 | 0| 0] o0]0O

1|02 |42 0] 0 ]o0]0

2 (0| -2|10(-14 | B | o | 0 |oO

3 /0|2 |-22|62|-66 28| o010

4 | 0| -2 | 46 |-230|450 | -384 | 120 | 0

TABLE 3.3 — La valeur de a}*"°

Corollaire 8 (G-M-H, 2016) Quel que soitw € Y, nous avons

Li, (z) = Lip,(z),
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(w)+[wl ,
OuP,:= Z a;’ (x7)™" € (C[xj],w, 1x+) et les coefficients {a!' } icn sont définis dans
i=0
la proposition 17.

Notons que quel que soit k£ € N, nous avons

1 1 1 N+k
R k+1)z .
(1—g)F i) HZ” (=t Z( k)ﬂ

D’un autre c6té, nous avons aussi
w

_ Li, (z) %)+l ay ag
YweYs, Y H,(N)Z == — N E— 0
0 NZE:O w(N) 1—z ( —z)W)Hwl+1 (1-22 1—z

Donc,

Y Ho (N =ap,) Z ( +||W|)ZN+ +ag ) ( )

N>0 N>0

c’'est-a-dire que

— v (N+(w)+ vl W(NY M Nk
VWEYO,HW(N):a(W)+|W( (W) + ] +...+ap 0) = Z al o )

k=0

Exemple 26

+3\ [ (N+2\ . (N+1

2)=(30) ()

N+4 N+3 N+2\ . (N+1
) )_14< ; )+10( ; )—2( 1 )

Applications aux sommes harmoniques en les multiindices négatifs

Rappelons que yj = Z y], nous avons alors
n>0

1 1

—= Ll H
(g~ 1= Ll
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D’un autre cdté, nous avons

L__ 4 ZzN Z (N+1)2,

etalors Hy:(N) = N+ 1,VN € N. Donc, nous obtenons que

Corollaire 9 Quel que soitw =y, ...y, € Y*, nous avons
Y si—Yk
=)

:i r+)is, Zk (s,+1)“.( =
ky

r—14
i=1 i=1 ky

Sy 5

=

=

I
gl
MW*

r r
k=0 (s,4+1)...(r+ X si— Y ki)
i=2

i=1

r+ Z S;— r
( ) H yk l)kr+1_

kr—H

b
1
=]
Ky
Il
=]

Régularisation des polyzetas aux multiindices négatifs

Soit {#;}icn, un ensemble infini des variables. La fonction symétrique élé-
mentaire 1), et la somme puissance y;, k € N, sont définies par [Min13a]

M(t) ==Y fn .-ty €t W2 Zt
n>0

ny>..n>0

Alors la fonction génératrice de la suite {7 (¢) }ren, estla série formelle

1+ Y m@0)Z =[]0 +12) = n(t | 2).

k>1 i>0

De la méme, nous avons aussi
Vi(1)z (t|z2).
L=y, e

De plus, les fonctions génératrices des suites {n(¢) }ren, et {Wi(t) ren, satisfont

I'identité de Newton
(3.23)

zdizlog(n(L 12) = yit|—2).

Soit Y = {yi}«en, un alphabet infini. Nous construisons un ordre - tel que

Vi>=Y2 = V3>~ ...

Définition 24 ([GDT98]) Soitw =y, ...ys, € Y*. La fonction quasi-symétriqueF,,

est définie ici par
Fo(t):= Y ...
ny>...>n>0
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. = Y pour tout k € N. De plus, la famille

F i }i>0 est linéairement indépendante et d’apres I’équation (3.23), nous obte-
Ve Tk> p p q
nons que

Alors, nous avons F; = 1 et F,
1

Zsz = exp(— ZFyk

k>0 k>1

N .. . . 1
En particulier, nous choisissons (pour tout N € N, ettoutitelque N >i>0)1; = —
l

et Vi > N,t; = 0, nous obtenons la somme harmonique H,,(N) ou w = yj,

=Yg ---Vs, €
Y*. Donc nous avons aussi
(=)
Z H kz = exp(— Z H,, T) (3.24)
k>0 k>1

Ensuite, nous redonnons les morphismes

CLU : (C<X>,uu, 1)(*) — (C,', l) et : (C<Y>, u-_v,ly*) — (C,', 1)

tels que
e quel que soit/ € (Lyn(X)\X),ona®{, (I) =z, = %iﬂLi,(z).

e G (x0) =G, (x1)=0et Y =7
Donc, pour toutt € Ny, &, ((tx0)*) = §,, ((zx1)*) = 1.

—)?
Notons que [Cos08, Min13a], ) Hy" =exp(— ) H,, ( n) ). D’aprés une pro-
n>0 n>1
priété de la fonction gamma, nous obtenons

1
Yy (1)) = €xp(vt — }_ C(n Ve < 1. (3.25)
ﬂfy((fl ,,;2 F(1+l) ’ ‘

Et alors, nous étendons ¥y, () @t € N par

Yay ((tx1)*) *= =

et

VP = Z Otk(kxl)* S (C[xﬂ,uu7 lx*) Yy (P Z O% Yy ((kxy )*) - (3.26)
k=0

Alors d’apres la formule (3.21) et le théoreme 9, nous pouvons obtenir la propo-
sition suivante :

6. L'application ny est définie comme dans I’équation (5).
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Proposition 18 Soityy, ...y, €Y. Supposons queli,, =Lip, ou P, € (Clxj],w, 1x+)
etdeg(P,) = min{deg(P) | P € (C[x{],w, 1x+),Li,, =Lip} .

S1 oSy S8 [w]4i—1—j |W| bie1—i 1
_ . J k
P VD YRR » ( " y‘)mﬁﬁn?
i=r =0 k=0 :

Ol:tl[7j:0,\V/i<j+l et

r H+...+t_1=jr—1

Vi j+1, ;= Z (H(kn!52<snakn))> Z H

1<k <s; ‘n=I 0<tm<km p=1
ky+..Akp=i 1<m<r—1
(h+uu+h»w1+p—np+rnu—n1)(hﬁﬁﬁrm1+nmﬂg
tr—p kr—p—tr—p

PREUVE - Cette proposition est un corollaire direct du théoreme 9 et les for-
mules (3.21) et (3.26). O

Pour finir ce chapitre, nous donnerons les premieres valeurs de la régularisation
% aux multiindices négatifs.

Exemple 27
1+ Lo
,}/0 =—1+ F — Y
R
[ TR TR ¥
13 2 1
mEN T3 T T
1 7 12 6

L TR TR TR TR
_ 1 15 50 60 24 7
L TR TR YT TE

21
wo=1t=7T T
2 4 2
R TR TR TS
121 s
e T TR TR S

2 10 14 6 11

[ TR TR TRV TR 3

452

H0-2= TR TS
5 7 3 11

Yoli=—l4> 2=

21 3141 247

7. Ici, ¥y, (p,) est définie par I'équation (3.26).
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527 21301 267315 1566450 5091450 N 9933780

Yoa-s = 1= 50+ 4 s 6 71
1194480 | 8685600 3507840 604800 _ 7998337
8! 9! 10! 1! 83160 ’
10,00 = 12073173
__2. 6 6.2 1
e TR TR TR TR DL

12 6 2 20 4 47
B20= 5 T 5 T T T T3 T 60
16655 5260444 321370622 7519806977
Taa-e=l-——t—r— 5

00280202235 647428882810 3028468246320 9748178974760

6! * 7! 8! * 9!
 22298261594760  36869237126640  44258208343200

10! + 11! 12!
38240776382400  23192869190400 9376213916160

13! 14! * 15!
2270032128000 n 249080832000 47315637837661

16! 17! 137837700
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les problemes des polylogarithmes et
sommes aux multi-indices. Les résultats de cette thése sont les suivants :

1. Cette thése a permis de déterminer la forme des polylogarithmes et des
sommes harmoniques aux multiindices entiers négatifs. De plus, nous avons
donné la structure de’algebre des polylogarithmes et des sommes harmo-
niques aux multiindices entiers.

2. Une des techniques utilisées dans cette thése consiste a considérer les pro-
priétés des polylogarithmes et des sommes harmoniques en relation avec
les algébres de Hopf. Un autre résultat est que nous avons trouvé les al-
gebres associatives des polylogarithmes, c’est a dire I'algebre des séries
non commutatives échangeables sur un alphabet fini.

3. Dans cette thése, on a présenté une nouvelle méthode pour étendre les po-
lylogarithmes, c’est-a-dire que nous avons considéré les polylogarithmes

aux multi-indices entiers négatifs comme des polyndémes en la fonction
1

-z

4. Cette these a présenté certaines propriétés des séries formelles en variables
non commutatives dans la relation avec les systemes dynamiques non-
linéaires. En particulier, nous appliquons la technologie des séries formelles
en variables non commutatives pour donner une nouvelle forme de 1'al-
gorithme de Picard qui nous aide chercher les solutions d’équations dif-
férentielles. Enfin, on donne I'application de cet algorithme aux polyloga-
rithmes.

Les développements possibles de cette these sont de

1. considérerlaforme des polylogaritmes aux multi-indices complexes al’aide
des séries rationnelles.

2. considérer la régularisation des polyzetas divergents aux multiindices com-
plexes.
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(C(Y),conc,1y+, A, €), 18 Crt{(X)), 38
(Q(X),w, 1x+), 4 >, <, 40
(QY), i, 1y«), 4 i, wi, 27
(C<X>,Lu,IX*>[XS,XT,(—XQ>*],83 6(),61,7
(C(Y), wg,1y+), 15 bs,, 56
(Ceeh (X)), 1, 1x+), 40 k[[1]], 36
AM — A((M)),AM) = A[M)], 45 x*, x5, x5, 10
An(2),9 échangeable, 40
Bj(z),9 élément
B,(z), 56 de type groupe, 5, 19
D,D~'B(N+1),60 primitif, 19
Sl(kvj)usz(kuj)’4 N
X X* 1y, 23 algebre
Y.Y* 1y-, 13 de ¢-shuffle, 13
Y’+, 18 de Hopf, 1, 55
Yo, Y}, ly:, 55 de mélange, 4
CY, 13 0 de quasi-mélange, 4
C((X)), 40 alphabet, 4, 13
H-.L-.C-, 10 anneau, 34
H- 7( N)7 56 différentiel, 34

Yk ’
s 7 concaténation, 27
HS],...,S,»! 3
ZLiec((X)), 41 dual, 16, 47
Li{", 84
Li - formule
Li_sl""’_g” de Faulhaber, 55, 57
QSAAISY 39 de Leibniz, 48
Q-ACAU, 58 . I’étoile de Kleene, 79
ﬁw(z)an(Z)a by, Vw € Yy, 56 linéairement indépendante, 35
511;1ght, Sleft 41
0,1, 7 modérée, 47
A [)], 2], 38 monoide
Re,3 condition (D), 46
SP¢(X), 40 localement fini, 46
C(X)wClx}, (—x0)*]w C[x}], 10,13,34 ~ mot
C(X), 23 de Lyndon, 30
C(X) e T (xg)) o Tt ((xy )), 42 loggeur, 11
C(Y), 15 poids, 6
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nombre
de Bernoulli, 2, 56
de Stirling de premiere espéce, 4
de Stirling de seconde espece, 4, 9
Eulérien, 9

opérateur différentielle, 7
opérateur intégrale, 7

polylogarithme, 3
polylogarithmes aux multiindices non
positifs, 7, 63
polynome, 8
de Bernoulli, 9, 56
Eulérien, 9, 55
produit
de w o 14
de g — infiltration, 16
de mélange, 27
de quasi-mélange, 2
de shuffle, 23
tensoriel, 15

régularisation, 9
résidu
a droite, 40
a gauche, 40

série
formelle, 10, 23
formelle commutative, 36
formelle non commutative, 1, 45
génératrices non commutatives, 5
modérée, 18

section, 48

sommable, 21

somime
d’Euler, 2
harmonique, 3
harmonique aux multiindices non

positifs, 7, 57

symbole

de Kronecker, 16
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A : Théoreme de Convergence
Dominée de Lebesgue

Dans cette annexe, nous présentons une version du Théoréme de Conver-
gence Dominée de Lebesgue (LDC) 8 qui est utilisé dans la preuve de la discon-
tinuité de 'opérateur 1y (dans le chapitre 3).

Théoreme 13 (Le théoréme de convergence dominée) Soit{f,},cn unesuitede
fonctions mesurables sur un espace mesuré (E, </, 1), a valeurs réelles ou com-
plexes, telles que :

e la suite de fonctions { f, },cn converge
simplement sur E vers une fonction f

e il existe une fonction intégrable g telle que :

Vn e N,Vx € E,| fu(x) |< g(x) (27)
Alors f est intégrable et
tim [ 1, fldn =0. (28)
En particulier :
Jdim [ fdw= [ tim fudu = [ fdu. (29)

Exemple 28 Dans la these 7 €]0,1], E = [0,z] et «/ sera la tribu borélienne. La

ds
mesure sur E est ld mesure —.
s

n log"((1—s)"!
Soit la famille de fonctions surE, g,(s) = Y, (—1)""! og”(( ; s) ),n € N;.
m=1 m!
Sis € [0,z],n € N alors cette famille satisfait

n

log”(1 =3) | §¥ llog”(1 )| s
+1 _ _
o)l =| X (1" |<2 —exp(~log(1-5)) 1= .

8. Voir Yaron Ostrover, Real and Functional Analysis, Compiled Notes of Course 18.125, 2008,
ou H.L. Royden, Real Analysis, 3rd ed., 1988.
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De plus, % est intégrable sur [0, z].
— S

Notons que lir}rl gn(s) = s, alors pour tout z € [0, 1], nous obtenons que
n—s—oo

Z Z Z
lim 19(g,) = lim gn(s)é = lim gn(s)é :/0 sé =z. (30)

n—r-+oo n—-+eo /o s 0 n—rfeo s s
Commentaire 3 En l'absence de fonction dominante, on a pas nécessairement

interversion des limites :

1
1. Avec f, = _l[O.n]) ona lir}rl fn =0 (limite uniforme!) et pourtant
n n—s—+oo

oo
/fn(s)ds =1.

2. SoitX = {x} un alphabet et E = X*. Nous dénotons

S = x'= Zx",

n>0
[ |
VneN,T,
" T n+1 x—1

n

1
Alors nous avonsVn € N, ug(T,) := (S| T,)) = Z —— = 1. Notons queVn €

—on+1
N, T, € £ (us). Toutefois, nous avons,
ps( lim T,) = (S|| lim T,)=0# 1= lim ps(T,), (31)

car il n'existe pas de série us-intégrable dominant de la famille {T,} ,cx.
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B : Indépendance linéaire des
polylogarithmes en multiindices
positifs sur %

Théoreme général

Soit X un alphabet et k un anneau commutatif avec unité (1), X* est le mo-
noide engendré par X. Nous rappelons que :

e l'algebre des polynomes sur X* a coefficients dans k est notée k[X*| ou
k(x)?

e l'algebre des fonctions sur X* a valeurs dans k (séries) est notée kX ou
k(X))

Le dual de k[X*] = k(X) est k((X)). Il est realisé par le crochet

VFek® Vg ekX"], (flg) =Y f(w) (32)

wexX*

En fait, KX7) est ’ensemble de fonctions a support fini sur X* a valeur dans .

Ensuite, nous supposons que k est un corps commutatif. Soit («7,d) une
k—algebre différentielle commutative sans diviseur de 0 avec '° k = ker(d).

Nous étendons d terme a terme aux éléments de </ ((X )) par

VSed (X = ), d({S|w (33)

wexX*

Théoréme 14 (G-M-D, 2011) Soit C un sous-corps différentiel de <7 (i.e., d(C) C
C,Cestuncorpsetk.l, cC).

Nous supposons que S € </ (X)) est une solution de l'équation différentielle

d($) = MS; (S| 1x) = Ly (34)

9. Le méme polymorphisme existe aussi dans le monde commutatif puisque R[Z] désigne
tout a la fois 'espace des polyndmes d’alphabet Z et, si Z est un monoide, son algebre et, si Z est
un élément, une extension.

10. Ici, ker(d) est’ensemble des constantes de («7,d).
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ouM := Z uyx € C((X)). Les conditions suivantes sont équivalentes
xeX

1. La famille {(S | w) }wex+ est libre surC.

2. La famille {(S | x) } xexuif1,.) est libre surC.

3. Lafamille {u,}.cx satisfait que, pour tout f € C etVx € X, o, € k,
d(f) =) o, = VxeX, o, =0. (35)

xeX

PREUVE — Nous démontrerons ce théoreme par le diagramme suivant [MDS11],
l—=2—3=—1.

1=2 C(C’estévident.

2==3 Supposons que la famille {(S | x) } .ex, (1.} soit libre sur C. Soit f € C telle

qued(f) = Z oyl OU o, € k pour tout x € X. Nous avons besoin de prouver
xeX
que Vx € X, o, = 0. Tout d’abord, nous posons

Pim—fly+ Y tex.

xeX

Nous avons d(P) =0 et

d((S|P)) = (d(S)|P)+(S]d(P)) = (MS|P)—d(f)(S|1x+)
= ) o —d(f)=0.

xeX

Donc (S| P) =A €k.
Puis, en posant Q := P— A 1x- € C(X), nous obtenons que
supp(Q) CXU{lx+} et (S[Q)=(S|[P)—A(S|lx)=(S|P)—A=0.
Soit
0=(S|Q)= Y (S[w)(Q]|w),
WEXU{]X*}

donc Q = 0. Enfin, en utilisant 0 = —(A + f)1x+ + Z a,.x, nous concluons

xeX
Vxe X, a,=0.
3=1 Nous avons besoin de prouver que la famille {(S | w) },,cx+ estlibre sur C.
Posons

K:={PcC(X)|(S|P)=0}.

Montrer la liberté de la famille {(S | w) },,ex+ revient a montrer que K = {0}.

Supposons que K # 0 et montrons que c’est impossible. On se donne
d’abord une relation de bon ordre < sur X. La relation d’ordre (ordre lexi-
cographique par longueur) < de X* est alors définie par

u=<v<=(Jul|<|v|) ou (u=pxs;,v=pys;, oux=<y), (36)
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et c’est également une relation de bon ordre (sur X*). Soit P un polynome
non nul de C(X). Posons lead(P) := max~{w | w € supp(P)}. Supposons que
wo = min{w | (3P € K)(w = lead(P))} et donc wy = lead(F). Nous supposons
que

PO:fw0+Z(P|u)u,f€C\{O}. (37)

u=<wo

1 .
Alors, en formant Q = ?Po €K,onaQ=wo+ Y (Q|u)u.Ennotantl'iden-
u=<wo
tité (S | @) =0, nous obtenons

0 = (d(S)[Q)+(S]d(Q)) = (MS|Q)+(S|d(Q))
= (S|QaM)+(S|d(Q)) = (S| QM +d(Q)) . (38)

Donc Q<M +d(Q) € K. Si on avait Q<M +d(Q) # 0, on aurait lead(Q <M +
d(Q)) < wy, ce qui est impossible a cause de la minimalité de P (et de Q),
donc Q<M +d(Q) = 0. Notons que

QaM +d(Q) =) ux(Q<x)+ ) d((Q|u))u,

xeX u=<wq

dong,

d(<Q|u>):—Z’ux<Q|xu>7 ueX*. (39)

xeX

Notons que, comme Q # 0 et (S| Q) =0, on a deg(Q) > 0. Nous pouvons
écrire wy = xqv et calculer

d(<Q|u>):—Zux<Q|xu>7 ueX*. (40)

xeX

En particulier, pour |u| = |wy|, on ad({Q | u)) =0 et (Q | u) € k. Et, comme
[v| = [wo| — 1, il résulte de ce qui précede que o, = (Q | xv) € k (puisque
|xv| = |wo|) . On peut alors utiliser le point (3.) du théoréme et conclure que
Vx € X,(Q | xv) = 0 et, en particulier pour x = xp, cela est en contradiction
avec (Q | xov) = 1. Finalement, K = {0}.

Enfin, comme K = {0}, 'application linéaire (S | .) : C(X) — C qui définie
par P — (S | P) est injective. Donc, la famille {(S | w) },,ex+ est libre sur C
parce que {w € X*} est libre sur C.

Pour pouvoir appliquer ce théoréme aux polylogarithmes, nous avons be-
soin de la notion de corps de germes.

Soit E un ’ensemble. Lensemble de toutes parties de E sera noté #(E).

Nous disons qu’'un ensemble de parties 4 de E qui satisfait aux axiomes sui-
vants :
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[B; ] Lintersection de 2 ensembles de % contient un ensemble de 4.
[B, | A n’estpasvide, et la partie vide de X n’appartient pas a %.

est une base de filtre.

Maintenant, soit Q un ouvert de C et #(Q) une base de filtre sur Q. On notera
Z(Q,C) I'ensemble des fonctions a valeurs dans C dont le domaine de défini-
tion!! est Q, et .7 (%(Q),C) 'ensemble des fonctions a valeurs dans C dont le
domaine de définition contient 'un des éléments de #(Q),

F(B(Q),C)={f e .F(dom(f),C) | (IV € B)(dom(f) DV)}. (41)
Maintenant, nous construisons sur .# (#(Q),C) une relation “=” sur comme

suit :
Pour tout f,g € 7 (B(Q),C), f = g si seulement s'il existeV € A tel que

V. Cdom(f)Ndom(g) et fly = glv
cette relation est une relation d’équivalence'? sur .7 (#(Q),C).

Sur 'ensemble .Z (%(Q),C), nous construisons des lois addition + et multi-
plication ¥ comme suit : “ Pour toute f,g € .#(%(Q),C),

f¥g: dom(f)Nndom(g) — C
x> fx) +8(x) (42)

et

fxg: dom(f)Ndom(g)— C
x = fx)xg(x) . (43)

En fait, les lois T et ¥ sont commutatives et associatives sur'ensemble .7 (%(Q), C),
% est distributive sur +, mais (.Z (%4(Q),C),F,%) n'est pas un anneau car il n'y
a pas, en général, d’élément neutre pour 'addition ni pour la multiplication.
Alors, nous allons construire une structure algébrique d’anneau sur un quotient
de (Z(%(Q),C),+,%) pour pouvoir appliquer le théoréme 14.

Proposition 19 Les lois + et sont compatibles avec =, de plus
(7(#(Q),0)/ =,+.%) = (F(B(Q),0), +%)/ = (44)

est un anneau (appelé anneau des germes de fonctions selon la base de filtre 2).

11. Ici, pour toute fonction f, le domaine de f est noté dom(f).
12. Notée R.. dans [Bou07]
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Indépendance linéaire des polylogarithmes en mul-
tiindices positifs sur ¢

Soit Q = C\ (] —o0,0[U]1,+o0[) ; Q est ouvert, non vide et simplement connexe
dans C. Rappelons que 7 (Q) est 'espace des fonctions analytiques sur Q a va-

d
leur dans C. Alors (77(Q), d—) est un anneau différentiel. Nous pouvons alors
considérer différentes bases de filtre dans Q, 'anneau des germes de 7 (Q2) se-
d
lon Q munided = = est un anneau différentiel dans lequel on peut en général

considérer des sous—Zcorps différentiels. Ici on va prendre pour # le filtre des
complémentaires des parties finies '3 et, pour corps, les germes des fonctions
rationnelles (i.e. de C(z)), 41 est un corps différentiel de germes de fonctions
définies sur les éléments de la base de filtre Z(Q).

Nous avons donc les éléments suivants

1. Z={Q\F}r fini (lefiltre de Fréchet).

2. o =H(Q)) =.

3. %1 =C(z) estle corps des fractions rationnelles (avec dom(P/Q) = C\ Q~'(0)).

Soit X = {x¢,x; } un alphabet. En appliquant le théoréme 14, nous obtenons
que

Théoréme 15 SoitM =2 4 1x—1 Supposons queS soit une solution, dans </ (X)),
z -z

de l'équation

d

SS=MS;(S|lx)=1. (45)
dz

Alors les fonctions coordonnées ((S | w))ex+ sont linéairement indépendantes par
rapport aux coefficients de ¢ .

En particulier, notons que la série S = Z Li, (z) west une solution del’équa-
weX*
tion différentielle du théoreme 15. Les germes des polylogarithmes sont donc

linéairement indépendants par rapport aux germes des fractions rationnelles.
On en déduit que la famille (polylogarithmes) (Li,,(z)),ex+ est libre sur

1 1
%:C[Zviv ]C%ﬂl
21—z

13. Qu’on appelle aussi filtre de Fréchet.
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C : Exemples avec MAPLE

Dans cette annexe, nous donnons les exemples qui sont calculés par MAPLE.

Sommes harmorniques

Tout d’abord, dans tous des exemples, nous avons besoin d’utiliser les nombres
de Bernoulli qui sont calculés par I'algorithme suivant :

Sommes harmoniques H; |

- Données : m € N.
- Lalgorithme :

> myProc := proc()
local ; global H;
H:=0;
for n from 0 to m do
H:=H+

! T* (binomial (m + 1,n)) * (bernoulli(n,0)) * (N 4 1)"+1=n
m

end do;

print(H)

end proc;
> H |y[m]] :==sprint(H)

- Par exemple, m =2 :

1 ;1 , 1
H,, ::g*(N—i—l) —5*(N+1) +6*(N+1).
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Sommes harmoniques H;,
myn

- Données : m,n € N.
- Lalgorithme :

> myProc := proc()
local p;local ¢;r; global H;
H:=0;
for p from 0 to n do
forgfromOton+m+1—pdo
for rfromOton+m+2—p—gqgdo

Blp| xBlq]
(n+1)*x(n+m+2—p)
sbinomial(m+n+2—p—q,r)«N"
end do;

H:=H+

s« binomial (n+ 1, p) x binomial(n+m-+2 — p,q)

B|p] = Blq]
(n+1)x(n+m+2—p)
«xbinomial(m+n+2—p—q,r)*N"
end do;

H:=H+ « binomial(n+ 1, p) * binomial(n+m+2 — p,q)

Blp| *Blg]
(n+1)x(n+m+2—p)
xbinomial(m+n+2—p—q,r)xN"
end do;
print(H)
end proc;
> H7[y[m]y[n]] := H;

H:=H+

s« binomial(n+ 1, p) x binomial(n+m-+2 — p,q)

- Parexemple,m=2,n=4:

1 1 7 13 7 1 | 1
H  =-—*N'4+—+N8— —«NO4 — «N*— — s« N> — — s« N>+ —xN> — —xN
yoa = 35 NV T o NV T g0 MV T g0 360 AT 84"

Remarque 13 Avec le méme algorithme, nous pouvons calculer (avec MAPLE) tous les

sommes harmonique aux multiindices non-positifsH, . ol <r<6.

Polylogarithmes

Polylogarithmes Li,

-Données:mec N
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- Lalgorithme :

> Aln]:=0;
for k from O to n do

._ (1 (k+1— )" = ((n+ DY) o
Aln] == Aln] + (sum( CESEEIPON) ,Jj=0.k))*z
end do;
R z*A[n] )
Ll=n]:= (1-2)n+1)
L[—n] := convert(L[—n], parfrac,z);
- Par exemple, m =4 :
Lo 2k (B H 1152+ 11xz4+1)
B (1-27
15 50 1 60 24
L,4 = - — — — _

(=14+2)2 (=1+4+2)3 (=1+42) (=1+4+2* (=1+2)5

Polylogarithmes Li,

- Données : m,t € N.
- Lalgorithme :

>  Ll-m,—t]:=0;

for / from 0 to m do
m!

end do;

L[—m,—t] := convert(L[—m,—t], parfrac,z);

end do;
- Par example,m =2,1 =2

161 40 19 1 87 132
L[-2,-2]:=
S Rl B e L o e o (e B o s o v
PolylogarithmesLi,,

- Données : k,b,t € N.
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- Lalgorithme :

> for m from 0 to » do
L[—k,—m,—t] :=0;

for g from 0 to k do
k!
end do;
L[—k,—m,—t] := convert(L[—k, —m,—t], parfrac,z);
end do;
- Parexample, k=1,b=1,t =2
280 41 2497 1
L[-1,—-1,-2]:= + + -
[ ] (—14+2)%  (=1+4z2)? (-14+2° (~1+z)
1310 1312 2457 358

s A sy B s G s

Constantes C, .B,

- Données : my,my,m3 € N,
- Lalgorithme :

> myProc := proc()
localx, locali; globalC;
C:=1;x:=0;
forito3do
x:=x+m[4d—il+1;
C:= 9
X
end do;
print(C)
end proc;
myProc()
> C ym[1]],y[m(2]},y[m[3]]
> B [y[m[1]],y[m[2]], y[m]3]]]

C,
(m[1] +m[2] +m[3] +3)!C;

- Par exemple, my := 1,my :=2,m3:=3:

_ |
Cy1y2y3 = E;Bylyzm = 1440.
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Laloi T

-Données:u,ve Y™,

Nous avons besoin de déterminer u Tv.
- Ualgorithme :
1
e CalculonsLi, ,Li, € @[1—].
-z
1 . S
e CalculonsLi, Li, € Q[l—]. Reécrirons Li, Li, comme une vecteur v dans la base
-z
1 1
— de Q[—].
{(Z_l)n}HEN @[I—Z]
e Presentonsv danslabase {1,Li} },>o.

Exemple 29 - Soientu =y,,v =y, pour0<b,c <a,a € N,. Nous calculons y, T y,.
> for b toa do

c:=1;

while c < a+1do

Bt := B;

print(y[b,c|] = linsolve(Bt,vector([0,0,coef f(L|—b] x L[—c],1/(z — 1)2),

coef f(L[—b]* L[—c|,1/(z—1)*),coeff(L[=b] * L[=c],1/(z—1)*),coeff(L[=b] * L[—c],1/(z—1)°),
coef f(L[—b]*L[—c],1/(z—1)°),coeff(L[=b] * L[=c],1/(z—1)"),coeff(L[=b] * L[—c],1/(z—1)*),
coeff(L[—b]*L[—c],1/(z—1)°),coef f(L[—b] x L|—c],1/(z— 1)'), coe f f(L[—b] * L[—c],1/(z — 1)'!),
coeff(L[—b]*L[—c],1/(z—1)'?),coeff(L[—b] xL|—c],1/(z— 1)), coef f(L|—b]  L|—c],1/(z— 1)'*),
coeff(L[—b]*L[—c],1/(z—1)"),coeff(L[—b] x L|—c],1/(z— 1)), coef f(L|—b] % L|—c],1/(z— 1)'7),
coef f(L[—b] *L[—c],1/(z—1)"®),coef f(L[-b] * L[—c],1/(z—1)""),

coef f(L[—b] *L[—c],1/(z—1)*),coef f(L[~b] * L[—c],1/(z— 1)*")])),...)

c:=c+1

od,

end do;

1
ol B est la matrice des coefficients des {1;Liy },en dans la base { e Fnen-
i
-59%6 1 144 648 167
(=142 (=1+4z?% (=14z)° (=14z8 (-1+z)*

1188 1134 22
5= c = 5 En utilisant MAPLE (a = 4), nous obtenons,
(—1+2) (—1+472) (—1+42z)

Par exemple, Lij, Li, =

v4Tys =(0,0,0,—1/84,0,1/120,0,0,0,1/280,0,...).
Donc

1 1 1
y4lys = —@yz + mm + %)’8'
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