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❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r
s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧♦❣✐❝✳ ■t st✉❞✐❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐✱ t❤❛t
♠♦❞❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧✉❞✐❝s✱ t❤❛t ✐s ❛ r❡❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✐❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ s②st❡♠s ❢❛❧❧s
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜r♦❛❞❡r t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛❧❧②
t✐❡s t♦❣❡t❤❡r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♠♦st❧② ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡
♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✱ ▼✐❧♥❡r✬s ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❙②st❡♠s✱
❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s ❜② ●✐r❛r❞✬s✱ t♦ ✜♥❞ ❛ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✲
❧✐❦❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❖✉r ❢♦❝✉s ✇✐❧❧ ❜❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ t❤❡
♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s✱ ♦♥ t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✇❛② t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡
✉s❡❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✇❛② t❡r♠s ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❡✐r ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❚❤❡
❝♦r❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❧✉❞✐❝s ✇✐❧❧ ✜t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
✇❡❧❧✳

❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠s

❚❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ str♦♥❣❧② t✐❡s ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠s✱
❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ♣r♦❧✐✜❝ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡♦r② ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤✉s ❜❡t✇❡❡♥ ✭✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝✮ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳
❚❤✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r❡❛t ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ❜♦t❤ ✜❡❧❞s✱
❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ t♦♦❧s ♦❢ ❧♦❣✐❝ ♦♥ ♣r♦❣r❛♠s✱ ❣✐✈✐♥❣ ❜✐rt❤✱
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ t②♣❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❞❡♥♦t❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✳

Pr♦♦❢ t❤❡♦r② ✐s t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♣r♦♦❢s ❛s ❢♦r♠❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞
♦♥ t✇♦ ❢♦r♠❛❧ s②♥t❛①❡s ❢♦r ♣r♦♦❢s✿ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●❡♥t③❡♥ ✐♥ ✶✾✸✺ ❬✸✶✱ ✸✷❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ●❡♥t③❡♥✬s
✇♦r❦s✱ t❤❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ✐s ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ♣r♦♦❢✲t❤❡♦r②✱ ❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ♣r♦♦❢s✿ ❛♥② s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢ ✇✐t❤ ❛ ❝✉t✲r✉❧❡✱ t❤❛t ✐s
t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡❞✉❝t✐✈❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛s t❤❡ s②❧❧♦❣✐s♠✱ ❝❛♥ ❜❡
r❡✲✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ st❛t❡♠❡♥t✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❝✉ts✳ ❚❤❡♦r②

✺
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♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ②❡❛rs ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐rt❤ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛s ❚✉r✐♥❣✬s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❜② ❚✉r✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❜② ❈❤✉r❝❤✱
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✜rst ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐s st✐❧❧ ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ❛s ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t♦♦❧ ✇✐t❤ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳

❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠s✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s
t❡r♠s ♦r ❚✉r✐♥❣✬s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✇❛s ❛t ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈✉rr②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❧❛t❡r r❡✲
✜♥❡❞ ❜② ❍♦✇❛r❞✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝❧❡❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠♣❧②✲t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s
❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r❡sts ♠✉❧t✐♣❧❡
❧❡✈❡❧s ♦❢ ❞❡♣t❤✿

■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ▲♦❣✐❝ ❋♦r♠✉❧❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❚②♣❡s✳

❆t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s t♦ ❇❛s❡ t②♣❡s✳

▲♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s t♦ ❚②♣❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs✳

Pr♦♦❢s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ λ✲t❡r♠s✳

t❤❡ ⇒ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ t♦ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥✳

t❤❡ ⇒ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡ t♦ t❡r♠✲❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❈✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥✳

❝✉ts t♦ β✲r❡❞❡①❡s✳

❚❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐s t❤❡ ❧❛st ♦♥❡✱ t❤❛t st❛t❡s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠s✿ ✐t t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❝✉t✲

❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳

❖✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t♦ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❛s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮✱ ❜② ✉s✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ✭❛s ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♦r ❧✉❞✐❝s✮✳

▲✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ▲✉❞✐❝s

❘❡s♦✉r❝❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s

▲✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●✐r❛r❞✬s ❬✸✸❪✱ ✐s ❛ r❡s♦✉r❝❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤✐s
❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ r❡s♦✉r❝❡s ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r ♦♥❝❡ ♣✉t ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝
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❧♦❣✐❝✿ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ A ⇒ B ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐s r❡✜♥❡❞ ✐♥t♦ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✿

!A⊸ B,

✇❤❡r❡ ! ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♠♦❞❛❧✐t② t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❧❧♦✇s ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉s❡s ♦❢ t❤❡ ❤②✲
♣♦t❤❡s✐s A✱ t❤❛t ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✏❝r❡❛t✐♦♥✑ ♦❢ B❀ t❤❛t
✐s ❜❡❝❛✉s❡ ⊸ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥s✉♠❡s ♦♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ A ✭t❤❡
✐♥♣✉t✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ B ✭t❤❡ ♦✉t♣✉t✮✳

❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s②♥t❛① ✐s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s
✭✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s✮ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ! ❛♥❞ ?✱
t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ t❤❡
❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✿

❼ ∧ ✐♥t♦ & ❛♥❞ ⊗❀

❼ ∨ ✐♥t♦ ` ❛♥❞ ⊕✱

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ♥❛t✉r❡ ❛s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❞❞✐t✐✈❡ ✭& ❛♥❞ `✮✱ ♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐✈❡ ✭⊗ ❛♥❞ ⊕✮ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤✐s ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r ❞✐st✐♥❝✲
t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r
♣♦❧❛r✐t② ✕ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✕ ❛ ♣r♦♣❡rt② ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢
r✉❧❡s ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ ❛ r✉❧❡ ✐❢ ✇❡
♣r♦✈❡❞ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

❼ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✭& ❛♥❞ `✮ ❛r❡ s❛✐❞ ♥❡❣❛t✐✈❡s❀

❼ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✭⊗ ❛♥❞ ⊕✮ ❛r❡ s❛✐❞ ♣♦s✐t✐✈❡s✳

❚❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ❜② ❆♥✲
❞r❡♦❧✐ ❬✺❪✱ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ r✉❧❡s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤✱ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s✿ ✐✳❡✳ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝✉t✲❢r❡❡ ♣r♦♦❢s ✐♥ s❡q✉❡♥t
❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❛ str✐❝t ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ r✉❧❡s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♦r r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ♦♥❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✜rst✳ ❙✐♥❝❡
❛♥② ♣r♦♦❢ ❛❞♠✐ts ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ❢♦r♠✱ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s✳
❚❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ r✉❧❡s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱
❛♥❞ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s✳

❚❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s✿ ❞❡s✐❣♥s✳

▲✉❞✐❝s✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❏✳✲❨✳ ●✐r❛r❞ ✐♥ ❬✸✽❪ ✐s ❛ ♣✉r❡❧② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ❧♦❣✐❝✱ t❤❛t ❤❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❧♦❣✐❝✱ ❜✉✐❧t
❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t ✐ts ❝♦r❡✳ ■t ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♠❛♥②
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❢♦r♠s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥s✐❞❡ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ✭❛s
❍②❧❛♥❞✲❖♥❣ ✐♥♥♦❝❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❬✹✹❪✮✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♣r✐♠✐t✐✈❡
✐♥ t❤❡ t❤❡♦r②✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡s✐❣♥s✱ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✿ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♠❛❦❡s
❡①♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥s✱ ❛♥❞✱ ✈✐❝❡✲
✈❡rs❛✱ ❛ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛❧❧ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ st❛t✐♥❣ t❤❛t t✇♦ ❞❡s✐❣♥s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②
✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❛r❡ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t✳

❉❡s✐❣♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s②♥t❛❝t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❜♦r♥ ❢r♦♠ ❛♥
❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✲❆❞❞✐t✐✈❡ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✭MALL✮ ♣r♦♦❢s
✐♥ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦r t②♣❡s✱ ✐s
❢♦r❣♦tt❡♥ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s ✭s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✮ ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t
❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❧❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❲❤❛t ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐s t❤❡ ❧♦❝❛t✐✈❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✱ ♥♦t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ ✐t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ✐ts ❝♦♥✲
❝❧✉s✐♦♥✳ ▲❡❛✈✐♥❣ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s②♥t❛①✲s❡♠❛♥t✐❝s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥✱ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ t❤✉s
♣✉r❡❧② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢✲❧✐❦❡ tr❡❡ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤♦s❡ s②♥t❛❝t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s
t❤❡✐r s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐ts ❝♦♥❝❧✉✲
s✐♦♥✳

❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡❝t✐♦♥✱ ❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤✐s
✇♦r❦s✳ ❲❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧❡ MALL ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢

⋮

⊢ A1,∆1

⋮

⊢ A2,∆2

⊢ A1 ⊗A2,∆ ⊢ B,C,∆

⊢ ((A1 ⊗A2)&B)`C,∆

❇❡✐♥❣ ❢♦❝✉s❡❞✱ A1,A2 ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s❀ B,C ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱
❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s & ❛♥❞ ` ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱
❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ t✇♦ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ●♦✐♥❣ ❢✉rt❤❡r✱ ❛♥❞
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❜② ❉❡ ▼♦r❣❛♥ ❞✉❛❧✐t②✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s

⋮

A�1 ⊢∆1

⋮

A�2 ⊢∆2

⊢ A1 ⊗A2,∆ ⊢ B,C,∆

((A1 ⊗A2)� ⊕B�) ⊗C� ⊢∆

❛♥❞ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✱ ❢♦r❣❡tt✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛s ❛❞❞r❡ss❡s ✭s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs
❞❡♥♦t❡❞ ξ1, ξ2, . . .✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡
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⋮

ξ11 ⊢∆1

⋮

ξ12 ⊢∆2

⊢ ξ1,∆ ⊢ ξ2, ξ3,∆

ξ ⊢∆

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ξ ✐s ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② ❛❞❞r❡ss✿ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t②♣❡ ❞♦❡s
♥♦t ♠❛tt❡r ❛♥②♠♦r❡✦ ❚❤❡ s✉❜✲❢♦r♠✉❧❛s ❜❡❝♦♠❡ s✉❜✲❛❞❞r❡ss❡s✱ t✐❡❞ t♦ t❤❡
❛❞❞r❡ss ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡♠ ❜② s✉✣①❡s ❀ t❤❡r❡❢♦r❡ ξ1✱ ξ2✱ ξ3 ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ξ✱
❛♥❞ ξ11✱ ξ12 ❜② ξ1✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ✐s
✐♥✈❡rt❡❞❀ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❜❡✐♥❣ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
s②♠❜♦❧ ⊢ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✕ ✐♥❞❡❡❞✱ ✐t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
❢♦r♠✉❧❛ ✕ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐ts❡❧❢ ♥❡❣❛t✐✈❡❀ ✐ts ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s✉❜✲❛❞❞r❡ss❡s ❛r❡✱
✐♥st❡❛❞✱ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❙✐♥❝❡ ✇❤❛t ♠❛tt❡rs ✐s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❦❡❡♣ tr❛❝❦
♦❢ ✐t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✉❜✲❞❡s✐❣♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❞❡s✐❣♥s ✐s ❛
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r✉❧❡s✱ ♦r ❛❝t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡ ✇✐t❤ t❤❡
❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ r❡✲❝r❡❛t❡ ✐t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥ ❛s✿

(−, ξ,{{1},{2,3}})(+, ξ1,{1,2})

❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♣❛✐r ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
✇❡ ❤❛✈❡

❼ +,− ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ❛ r✉❧❡❀

❼ ξ ❛♥❞ ξ1 ❛r❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❛❞❞r❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡❀

❼ {{1},{2,3}} ❛♥❞ {1,2} ❛r❡ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r✉❧❡s✱ ✐✳❡✳
t❤❡ s✉❜✲❛❞❞r❡ss❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r✉❧❡✱ t❤❛t st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s✉❜✲❢♦r♠✉❧❛s
♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❛t ❜❡❝♦♠❡ ♥♦✇ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♦♥❡s✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡ ❛ s❡t ♦❢ s❡ts ♦❢
♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ s❡t ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❜✲❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ✐ts ♣r❡♠✐s❡s ✐♥ t❤❡
✜rst ❝❛s❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ s✉❜✲❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r❡♠✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳

■♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❧✉❞✐❝s

▲✉❞✐❝s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡② ✐♥t❡r❛❝t✱ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
❝❧♦s❡r t♦ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s t❤❛♥ t♦ ♣r♦♦❢ t❤❡♦r②✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧②
t✐❡❞ t♦ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢



✶✵

✐ts ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ✐s ♥♦t t✐❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ st❛t❡♠❡♥t ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳
❉❡s✐❣♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❍②❧❛♥❞✲❖♥❣ ✐♥♥♦❝❡♥t ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ❬✹✹❪✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛② ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ st❛♥❞s
❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t②♣❡s ✐♥ ❧✉❞✐❝s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛r② ♦❢ ❣❛♠❡s ✐♥ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥✲
t✐❝s✿ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ❝❧♦s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ s❡t✱ t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡♥❞s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞✐✈❡r❣❡✳ ▲✉❞✐❝s ✐s ❛❧s♦ ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬✸✺❪✱ ❛ ♣r♦❣r❛♠ st❛rt❡❞ ❜② ●✐r❛r❞
✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♣r♦♦❢s ❢r♦♠ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱
❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥t❡♥t❀ ❛s ♣r♦♦❢ ♥❡ts ❛❧r❡❛❞② ❞♦ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❚❤✐s ♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✐❝ ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♣❛r❛❞✐❣♠s✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❣✐❝✱ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❛♥❞
t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛❜✐❧✐t②✱ ❛s ♠❛♥② ✇♦r❦s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜② ❈✳ ❋❛❣❣✐❛♥ ✭✇✐t❤ ▼✳
❇❛s❛❧❞❡❧❧❛ ❬✻❪ ❛♥❞ ▼✳ P✐❝❝♦❧♦ ❬✷✼❪✮ ❛♥❞ ❑✳ ❚❡r✉✐ ❬✻✻❪✱ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳

■♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛s ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ st❛rts ❢r♦♠ ❝✉ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝✉ts✱
✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❧✉❞✐❝s✱ ❛r❡ ♥♦t ✐♥t❡r♥❛❧ t♦ ❛ ❞❡s✐❣♥✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝✉t✲r✉❧❡ ✐♥ s❡q✉❡♥t
❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢s✱ ❜✉t ❝❛♥ ♦♥❧② ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s✐❣♥s✳ ❆ ❝✉t ✐s
❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛❞❞r❡ss✱ ❜✉t ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱
t❤✉s ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ⊢ ξ ❛♥❞ ξ ⊢✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❝❛s❡ ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✉t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛s ✐❢
✐t ✇❡r❡ ❛ ❝✉t✲r✉❧❡ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♦❢s❀ ❜✉t✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s
❛❝t✉❛❧❧② ❡①tr❡♠❡❧② ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉t✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛ ❝✉t
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦♦❢s ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❛t ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇♦✉❧❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ A ❛♥❞ A�✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♦❢s ♠✉st ❜❡ ✐♥❝♦rr❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ ❧✉❞✐❝s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❛①✐♦♠s ♦r ❛t♦♠✐❝✲❢♦r♠✉❧❛s✿
t❤✐s ❡♥t❛✐❧s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ✏❝♦rr❡❝t ♣r♦♦❢s✑ ❝❛♥♥♦t ❜❡ t✐❡❞ ♥♦r t♦ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ♥♦r t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐ts ♣r❡♠✐s❡s✳ ❆❣❛✐♥✱
✇❤❛t ♠❛tt❡rs ✐♥ ❧✉❞✐❝s ✐s t❤❡ ❧♦❝❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞ t❤❡ str✐❝t
❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧❛r✐t②❀ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❛ str❛t❡❣②
t❤❛♥ ❛ ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❧♦s❡r t♦ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s t❤❛♥ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❛t ♠❛② ❛r✐s❡ ❤❛✈✐♥❣ ✏✐♥❝♦rr❡❝t✑ ♣r♦♦❢s ✐♥ ❛
▲♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠✱ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ✇❡ ✜♥❞ ❛ s♣❡❝✐❛❧ r✉❧❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞❛✐♠♦♥✱
❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ 6✿ t❤❡ ❞❛✐♠♦♥ ❧❡t ✉s st♦♣ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ❛t ❛♥② t✐♠❡✱ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣
✉s t♦ ♣r♦✈❡ ❛♥②t❤✐♥❣ ❛t ✇✐❧❧✳ ■t ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛❧s♦ ❛s ❛ s②♠❜♦❧ st❛♥❞✐♥❣
❢♦r ❛♥ ❡rr♦r✱ ♦r✱ ✐♥ ❣❛♠❡✲s❡♠❛♥t✐❝❛❧ t❡r♠s✱ ❛ ♠♦✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛②❡r
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐t ✐s ❣✐✈✐♥❣ ✉♣✱ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❣❛♠❡✳

❚♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r♠s ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥
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t❤❡♠✱ t❤❛t ✈✐s✐ts ♣❛✐rs ♦❢ ❞✉❛❧ ❛❝t✐♦♥s ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ❛♥❞
✜♥❞✐♥❣ ♥❡✇ ♣❛✐rs ❜② ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣❛rt ♦❢ ❛
❝✉t t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞❀ ✐t st♦♣s ✐❢ ✐t r❡❛❝❤❡s 6✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❤❛s ❡♥❞❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧s❀ ♦t❤❡r✇✐s❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✈❡r❣❡s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧s ❞❡s✐❣♥s
❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤✐s✿

❉❡s✐❣♥ ✶ ❉❡s✐❣♥ ✷

⊢ ξ ξ ⊢

❝✉t

6

❝✉t

❝✉t
❝✉t

❈❧♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❧✉❞✐❝s✿ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ❇❡✲
❤❛✈✐♦✉rs ❛r❡ s❡ts ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ❝❧♦s❡❞ ❜② ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱ ✐✳❡✳ ❛ s❡t B ♦❢ ❞❡✲
s✐❣♥s s✉❝❤ t❤❛t B = B��✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞
❛s♣❡❝ts ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ t♦♦❧s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛t t❤❡✐r ❞✐s♣♦s❛❧✱
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇♦r❦s ✭❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✷✽✱ ✷✾✱ ✸✵❪✮ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❛rt✐❝❧❡ ❜② ●✐r❛r❞✱ ✇❡r❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥t♦ ❧✉❞✐❝s ❜② ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥t♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ⊗,⊕,`,&✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss
t❤❡♦r❡♠s ❢♦r ♣♦❧❛r✐③❡❞ MALL✳

Pr♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐

❚❤❡ ♦t❤❡r ✜❡❧❞ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ st✉❞② ❛♥❞ ❤♦♣❡❢✉❧❧② ❛❞✈❛♥❝❡✱ ❜② ❢♦r♠✐♥❣ ❛
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧✉❞✐❝s✱ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐ ✭♦r ❛❧❣❡❜r❛s✮✳ Pr♦❝❡ss
❝❛❧❝✉❧✐ ❛r❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ r❡❛❝t✐✈❡ s②st❡♠s✱ ✐✳❡✳ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ❝❛❧❧❡❞
♣r♦❝❡ss❡s✱ r❡❛❝t t♦ st✐♠✉❧✐ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡ t❤❡✐r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥❛♠❡ ✏♣r♦❝❡ss
❛❧❣❡❜r❛✑ ✇❛s ✜rst ✉s❡❞ ❜② ❉✳ ▼✐❧♥❡r✱ ✇❤♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐t ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡✿ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❢♦r♠ ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss❡s ✕ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜② s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦r ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✕ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t❡r♠ ✇✐❧❧ ❜❡❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✉♣♦♥
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡ t❤❡
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s②♥t❛① ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❛❧❣❡❜r❛✐❝✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❜❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥s t♦ ❜✉✐❧❞ ♥❡✇ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❡r♠s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡
t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s a.b.1 ❛♥❞ a.c.1 ♦❜t❛✐♥✐♥❣✿

❼ a.b.1 ∣ a.c.1 ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦r

❼ a.b.1 + a.c.1 ❜② ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡✳

✇❡r❡ a, b,1 ❛r❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✱ ♥♦t✐♦♥ t✐❡❞ t♦ t❤❡ ❦❡② ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣r♦❝❡ss
❛❧❣❡❜r❛s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐s t♦ s♣❡❝✐❢② ❤♦✇ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss❡s
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s r✉♥♥✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥
✈❛r✐♦✉s ✇❛②✱ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❜❡✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■t ♦❢t❡♥ t❛❦❡s t❤❡
❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ t✇♦ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ❞✉r✲
✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ s❡♥❞✐♥❣ ❛ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r
r❡❝❡✐✈✐♥❣ ✐t✱ t♦ t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✳
❚♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss a.b.S ∣ a.b.R t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s
(a, a) ❛♥❞ (b, b) ✭✇❡r❡ a ✐s t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ a✱ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r b✮ ❝❛♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❡
❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❀ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❜♦t❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s
❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤✐s✿

a.b.S ∣ a.b.R → b.S ∣ b.R → S ∣ R

❙❡♥❞❡rs ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡rs ❛r❡ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥s✐st
♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r r♦❧❡✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ Pr♦❝❡ss❡s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✈✐❛ ❞❛t❛✲♣❛ss✐♥❣✱ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❡❞ ❛s s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts✱ ❣✐✈✐♥❣ s❤❛♣❡ t♦ t❤❡✐r
❞②♥❛♠✐❝✳ ❚❤❡s❡ ✐❞❡❛s ❛r❡ ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✱
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ ❧✉❞✐❝s✿ ▼✐❧♥❡r✬s ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❙②st❡♠s ✭CCS✮ ❬✺✺❪✳

❚❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❙②st❡♠s

▼✐❧♥❡r✬s ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛s s❡❡♥ ♠❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ②❡❛rs✱
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✺✼✱ ✺✽❪ ❜② ❘✳ ▼✐❧♥❡r✱
❏✳ P❛rr♦✇ ❛♥❞ ❉✳ ❲❛❧❦❡r✮ t❤❛t ❡①t❡♥❞s st❛♥❞❛r❞ CCS ✇✐t❤ ♥❛♠❡✲♣❛ss✐♥❣✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ s❡♥❞✴r❡❝❡✐✈❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧✲♥❛♠❡s ❛s ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✴❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛ ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r
❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❝❧♦s❡r t♦ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛♥
✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s
✐♥ ♠✐♥❞✱ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ s❡ss✐♦♥ t②♣❡s ❬✹✼✱ ✻✹✱ ✺✵❪✱ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s❡❝✉r✐t②
♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣
t♦ st✉❞② r❡q✉✐r❡s ❛ ♣✉r❡❧② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❧❡tt✐♥❣ ✉s ❞✐sr❡❣❛r❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧
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✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦st❧② st✐❝❦ t♦ st❛♥❞❛r❞ CCS✱
t❤❛t ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❛t✐❝ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ r❡t❛✐♥✲
✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ ✉s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞
❡❧❡❣❛♥t s❡tt✐♥❣ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❧✉❞✐❝s
❛❝t✉❛❧❧② ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① π✲❝❛❧❝✉❧✉s✳

❚❤❡ ❣r❛♠♠❛r ♦❢ CCS ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❡①tr❡♠❡❧② s✐♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢

❼ ❛♥ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss✱ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ 0✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t✱
❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❜② ✐ts❡❧❢ ✇✐t❤ ❛♥② ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❀

❼ ❛ ❞❡♥✉♠❡r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ a, b, c, . . .✱ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❞✉❛❧s
a, b, c, . . .✱ t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♠❡❛♥s ❜② ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛♥❞ ❛r❡
❜✉✐❧t❀

❼ t❤❡ ❛❝t✐♦♥✲♣r❡✜① ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❛t ❧❡t ✉s ❜✉✐❧❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❜② ♣✉tt✐♥❣ ❛
♥❡✇ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ❛s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s a.b.0❀

❼ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ P ∣ Q✱ t❤❛t ✐s ✇❤❛t ❡♥❛❜❧❡s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠❛❦❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❀

❼ t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡✱ ♦r s✉♠✱ ❞❡♥♦t❡❞ P+Q✱ t❤❛t ✐s ❛♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡
❝❤♦✐❝❡✱ ❢♦r❝✐♥❣ ✉s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s✉♠ ✇❡
✇❛♥t t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✱ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r❀

❼ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♥❛♠❡s ♦r ❤✐❞❞❡♥ ♥❛♠❡s ♦♣❡r❛t♦r νa✱ t❤❛t ♠❛❦❡s ❛❧❧ ❝❤❛♥✲
♥❡❧s ♥❛♠❡❞ a ✐♥s✐❞❡ ✐ts s❝♦♣❡ ❤✐❞❞❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦r
❝♦♥t❡①t❀

❼ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r A(a⃗)✱ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a⃗ ∈ A✱ t❤❛t ❛❧✲
❧♦✇s r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s❀ s♦♠❡t✐♠❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛s !a.P ✱
❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦r r❡♣❧✐❝❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❤❛♣♣❡♥s ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r CCS✱ t❤❛t ♠❛❦❡s t✇♦ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ✕ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡②
❛r❡ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✕ t♦ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❛♥❞ ❧❡t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥✲
t✐♥✉❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❆s ✇❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱
✐❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P = a.b.S ∣ a.b.R✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s (a, a) ❝❛♥ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss

a.b.S ∣ a.b.R → b.S ∣ b.R
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❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ b.S ∣ b.R ♥♦✇ ❝❛♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ ♣❛✐r (b, b)✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦
♣r❡✜①❡s ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡♠✱ ❛♥❞ t❤✉s ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♥❡①t st❡♣

b.S ∣ b.R → S ∣ R

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❦❡❡♣ t❤❡
♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✿

a.P +Q ∣ a.P ′ +Q′ → P ∣ P ′

◆♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♥♦t❡ ✐s t❤❛t s✉❝❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❣r❛♠✲
♠❛r ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ ✇✐t❤♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ❛❧❧♦✇s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥
CCS ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ❜❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥t✳ ◆♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠
❝♦♠❡s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡✱ t❤❛t✱ ❛s t❤❡ ♥❛♠❡ s✉❣❣❡sts✱
❢♦r❝❡s ✉s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞✱ ♥♦♥✲
❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐q✉❡✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s

P = a.b.S ∣ a.c.Q ∣ a.b
i
.R

✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡ t✇♦ ♣❛✐rs (a, a)✳

■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦r❦s ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s t❤❛t ❜r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦
❞✐✛❡r❡♥t r❡❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ ✉❧t✐♠❛t❡❧② ♥♦r♠❛❧✱ ❢♦r♠s✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✿

❼ P → b.S ∣ c.Q ∣ a.b.R✱ ♦r

❼ P → b.S ∣ a.c.Q ∣ b.R

❛♥❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r
(b, b)✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣

b.S ∣ a.c.Q ∣ b.R → S ∣ a.c.Q ∣ R

✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝✲

t✐✈❡s ♦❢ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ ✇❤❛t ♠❛❦❡s ❛ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤
❛ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❞❡❧✐❝❛t❡ ♠❛tt❡r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❛♥ ♥♦t✱
✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ✜♥❞ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥t♦
❛ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠✱ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐③❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❝♦♥✢✉❡♥t ❀ t❤❛t ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r②
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st❡♣ t♦ ♠❛❦❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♥✢✉❡♥t ♥❛✲
t✉r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❞❡♣r✐✈✐♥❣ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡✐r ✈❡r② ♠❡❛♥✐♥❣✳

❊①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ✐♥ ❧✉❞✐❝s✱ t❤r♦✉❣❤
❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠✿ CCS t❡r♠s ✇✐❧❧ ❜❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥t♦ s❡ts ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❝♦♣❡ ✐♥ ♠✐♥❞ t♦ ❣❛✐♥ ✐♥s✐❣❤ts ♦❢
❜♦t❤ t❤❡♦r✐❡s✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛♥♦t❤❡r ❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✳

❆ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✲

❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ ❧✉❞✐❝s

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞
❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛s CCS ♦r t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✮ ✐s
t❤r♦✉❣❤ ❛ s②♥t❛❝t✐❝❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s②st❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❊❛❝❤ ❜❛s✐❝
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ♦❢ ♦♥❡ s②st❡♠ ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❜❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❡r♠ ❝♦♥str✉❝t♦rs ♦❢ ♦♥❡ s②st❡♠ ✕ ❛s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
r✉❧❡s ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✐♥ ❧♦❣✐❝ ♦r ❛s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦r ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❝❤♦✐❝❡✱ ✐♥ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s ✕ ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥t♦ t❡r♠ ❝♦♥str✉❝t♦rs ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r✱ t❤✉s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ♦❢t❡♥ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ t②♣✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✿ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ✐s t②♣❡❞ ❜② ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ✭♦❢t❡♥ ❛ ❢♦r♠✉❧❛✮✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡r♠✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦r t❡r♠✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ r✉❧❡s ♦♥ t❤❡ t②♣❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ t②♣❡
♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦r r❡❞✉❝❡❞ t❡r♠✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
✐s ❛❧s♦ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣✱ ❛s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❤♦✇
t❡r♠s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦♦❢s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
β✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ λ✲t❡r♠s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛t❝❤ ✐♥ ❤♦✇ t❡r♠s ❛r❡ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ str♦♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
t♦ s❤✐❢t ❢r♦♠ ♦♥❡ s②st❡♠ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤✉s tr❛♥s❢❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♥❡
s②st❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡
❛r❡ s♦♠❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❤✐♥❞❡r ❛ ❝❧❡❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧
s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡ str♦♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡✐r ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❛❜♦✈❡ s❡♥s❡✳

❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❲❤✐❧❡ ✇❡ ❛r❡ tr②✐♥❣ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✲
❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② CCS✱ ❛♥❞ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ✕ ❧✉❞✐❝s ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✕
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♦✉r ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ t❤❛t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦r❡
♦❢ ❛ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✿ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡ ✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s ❛r❡ ✉s❡❞✳
■♥ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱ t❤✐s ♠❡❛♥s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡
t✇♦ s②st❡♠s❀ ♦♥❧② s✉❝❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ✉s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ tr❛♥s❢❡r
♥♦t ♦♥❧② ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♠❡❛♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐
❛♥♦t❤❡r ❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❧❡❛r s❤✐❢t ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❡r♠s ♦❢ CCS ✕
♣r♦❝❡ss❡s ✕ ❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❧✉❞✐❝s ✕ ❞❡s✐❣♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❢❛r ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ s②♥t❛① ❛♥❞ t❡r♠✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳
■♥❞❡❡❞✱ CCS ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐❧❧ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s✐♥❣❧❡ ❞❡s✐❣♥s✱ ❜✉t t♦ s❡ts ♦❢
❞❡s✐❣♥s❀ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ t❡r♠ ♦❢ CCS ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜✲
❥❡❝ts ✐♥ ❧✉❞✐❝s✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❡✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤✐s
✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s♦✉❣❤t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝✱ ❢r❡❡ ♦❢
❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦r r❡str✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ s②♥t❛① ♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

Pr❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝

❚❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡
✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇♦r❧❞ ✐s ♥♦t ❛ ♥❡✇ tr❡♥❞ ✐♥ r❡s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦✉r
s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s
✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r♦♣❡r ❈✉rr②✲
❍♦✇❛r❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❢♦r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r CCS ❛♥❞ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s❀ ✇❤✐❧❡ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛s ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡
♣♦✇❡r✱ ❛s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❢♦r ✐ts ❡ss❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛❞✐❣♠❛t✐❝ ♥❛t✉r❡✱ CCS ❤❛s
❡♥♦✉❣❤ r❡❛s♦♥s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳

▲✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ ❢❛✈♦r✐t❡ t❛r❣❡t ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ❜❡✐♥❣
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡✜♥❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s②st❡♠✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ s♦❧✐❞ ❣r♦✉♥❞ t♦
❢♦r♠ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✱ ✇❤♦s❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❛t ♠❛tt❡rs ✐♥ ♣r♦❝❡ss
❛❧❣❡❜r❛s ✐s ♥♦t ♠✉❝❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❣❡t
t❤❡r❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣s✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧s s②♥❝❤r♦♥✐③❡✱ ❛♥❞
✇❤❛t ❞❛t❛ ✐s ♣❛ss❡❞ ♦r r❡❝❡✐✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❆ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s
t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❑♦❜❛②❛s❤✐✱ ❙❛✐t♦ ❛♥❞ ❙✉♠✐✐ ♦♥ s❡ss✐♦♥ t②♣❡s ❬✺✵❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛
str♦♥❣ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡♥s✉r✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t
❝❡rt❛✐♥ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ♣❛ss❡❞ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❝❡ss t♦ ❛♥♦t❤❡r❀
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ❛t ❛❧❧✱
✐❢ ✐t ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ st❡♣s ✜rst✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ♦❢ t❤❡
♠❛✐♥ t♦♦❧s ❛t t❤❡ ❞✐s♣♦s❛❧ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t♦ ♣r♦♣❡r❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
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s②st❡♠✱ ♣r♦♦❢ ♥❡ts ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❡s✳
Pr♦♦❢ ♥❡ts ❬✹✵❪ ❛r❡ ❛ ♣✉r❡❧② ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s②♥t❛① ❢♦r ♣r♦♦❢s ♦❢ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡

❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ✭MELL✮✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤♦✉❣❤ ♥♦t ❞❡✜♥✐✲
t✐✈❡✱ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ t❤❛t ❛r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❤❛r❞ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ ✐♥ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ♣r♦♦❢ ♥❡ts ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡
❣❡♥❡r❛❧ s②♥t❛① ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s✱ ❛❜❧❡ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✿ ♣r♦✈❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛❞♠✐t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t ♣r♦♦❢s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ r✉❧❡s ❛r❡
❛♣♣❧✐❡❞✳ ❲✐t❤ ♣r♦♦❢ ♥❡ts ✇❡ ❝❛♥ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ s❡q✉❡♥t✐❛❧✐t② ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡ ❢♦r♠ ❢♦r ❛❧❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦♦❢s ✐♥ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡✱ ❧♦❝❛❧✱
❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

▼❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ r❡❧❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❢♦✲
❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ♣r♦♦❢ ♥❡ts✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✜rst ❜②
❆❜r❛♠s❦② ❬✶❪ ❛♥❞ ❇❡❧❧✐♥ ✇✐t❤ ❙❝♦tt ❬✶✸❪✱ t❤❡♥ r❡✜♥❡❞ ❜② ❇❡✛❛r❛ ❬✼❪✳ ❚❤❡
s②st❡♠s ❜♦r♥ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥✴♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢
♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✱ ✐✳❡✳ ❡①❡❝✉t✐♦♥❀ ✐♥❞❡❡❞ ♣r♦♦❢ ♥❡ts ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s t♦
♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐✱ ❜❡✐♥❣ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ✭❛♥❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts ❛ ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ♦❢ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥

❆ ❢❡✇ ❧❛t❡r ✇♦r❦s ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜② ❊✳ ❇❡✛❛r❛ ❛♥❞ ❱✳ ▼♦❣❜✐❧ ❬✶✷❪ ❢♦r
CCS✱ t❤❡♥ r❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✾❪✱ ❛♥❞ ❜② ❚✳ ❊❤r❤❛r❞ ❛♥❞ ❖✳ ▲❛✉r❡♥t ❬✷✷❪ ❢♦r t❤❡
π✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ str❡ss t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛tt❡♠♣ts ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝
❛♥❞ ♣r♦♦❢ ♥❡ts✿ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ t②♣✐♥❣ ❢♦r s✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧✐
✐s ❛ ♣r♦♣❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♥❛t✉r❛❧ ♥♦♥ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦st ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✢✉❡♥t ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢s✱ ✇❤✐❝❤
❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡str❛✐♥s ❛ ♣r♦❝❡ss t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥t tr❛✐ts
♦❢ t❤❡ ✜rst ♠✉st ❜❡ r❡♣r❡ss❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ✇❛②✱ ♦❢t❡♥ ❜② ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢
♣r♦❝❡ss❡s✱ ♦r ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐③✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❉✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧ ♣r♦♦❢ ♥❡ts✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❊❤r❤❛r❞ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧ ♣r♦♦❢ ♥❡ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ t❛r❣❡t ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❢ ❍♦♥❞❛ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬✹✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✕ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝ ✉♥❞❡r ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐s ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐s✲
t✐❝✱ ❛s ✐t ❛❞♠✐ts s✉♠s ♦❢ ♣r♦♦❢s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦r❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡✐r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐s t♦
✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❛ ❝✉t ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦✲
❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✭❛ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✮ ❧✐♥❦✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛✈❡



✶✽

s❡✈❡r❛❧ ♣r❡♠✐s❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭t❤❡♥ ❝♦♥tr❛❝t❡❞✮✱ ❛s ♦✉t♣✉ts ♦r ✐♥♣✉ts✱ ❞❡♣❡♥❞✲
✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ♣♦❧❛r✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❆s ❛ ❞♦✇♥s✐❞❡✱ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣ts ♦♥❧② r❡♣❧✐❝❛❜❧❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✱
❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ♠♦❞✉❧❛r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧✲
❧♦✇s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡✐r ♣r♦♦❢ ♥❡ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r♦♦❢ ♥❡t✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❛❞♠✐ts ❛ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛t❤ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦♥
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ✈✐❛ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♣r♦♦❢s✱ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ st✐❧❧ ❝♦♥✢✉✲
❡♥t ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ✈❛r✐♦✉s
tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢ ♥❡ts ✭❛s ✐♥ ❬✶✶❪ ❜② ❇❡✛❛r❛ ❛♥❞ ▼❛✉r❡❧✮✱ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛❧ ♥❡ts ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✐❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞
✇✐t❤ ❛ ❞❡♥♦t❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❛❧s♦ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳

❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ st❛rt✲
✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ▼♦❣❜✐❧ ❛♥❞ ❇❡✛❛r❛ ❬✶✷❪ ❛♥❞ ♦❢ ❇❡❢✲
❢❛r❛ ❛❧♦♥❡ ❬✾❪✳ ▲✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡①t t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ CCS

✭MCCS✮✱ t❤❛t ✐s ✇✐t❤♦✉t ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱
t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡✐r ✇♦r❦ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ✏♣r♦♦❢s ❛s
♣r♦❝❡ss❡s✑ t♦ ✏♣r♦♦❢s ❛s ❡①❡❝✉t✐♦♥s✑✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ♦❢ t❤✐s s❤✐❢t ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s❀ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ♣r♦♦❢s ✐s
✐ts ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦♥❝❧✉✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♠✉❧t✐♣❧❡
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢♦r♠s✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❜✉t t❤❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❤❛♣♣❡♥✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
❡✈❡r② st❡♣ ❝♦✉♥ts✱ s✐♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡✲
❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❢♦r❦ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s ❤♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡
✉s❡❞✱ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠✱ ❧✐❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡① ❦✐♥❞ ♦❢
❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ t❤❛t ❛ ❝♦♥✢✉❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♣♦ss✐❜❧②
♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♣r❡s❡♥t✳ ❈✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
❛✛❡❝t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ✭✐ts t②♣❡✮✱ ❛♥❞ ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡
♣❛t❤ t❛❦❡♥ ✕ t❤❛t ✐s ✇❤✐❝❤ ❝✉t ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✜rst ✕ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ✐s t❤❡
s❛♠❡❀ ✐♥st❡❛❞✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡
t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐ts t②♣❡✱ s✐♥❝❡ ❛t ❛♥② s✐♥❣❧❡ ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥ st❡♣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡✱
❜② ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ❡①❝❧✉❞✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✳

❇❡✐♥❣ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥✢✉❡♥t ❡✈❡♥ ✐♥ ♣r♦♦❢ ♥❡ts✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❬✶✷❪
❛tt❡♠♣ts t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❧❛♥✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♥❡t✱ ❛♥❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ✐♥
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❛❞✈❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❛t❤
✐s ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣r♦♦❢✲♥❡t ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♥♦t❤✐♥❣
✐s ❧♦st✿ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss P

❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦♦❢ ♥❡t ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧❞ ✇❤♦s❡ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡ss
❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t②♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♠♦st❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ ❬✾❪ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
❛r❡ ♠❛❞❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t②♣✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ✜①❡❞ ❜② s♦♠❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥ s✉❝❤
❛ ✇❛② t❤❛t t♦ ❡❛❝❤ MCCS ♣r♦❝❡ss P ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ MLL ♣r♦♦❢ ♥❡t [P ]✱
❜② ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ MCCS s②♥t❛① ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱
s✐♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ s❛② P → P ′✱ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
[P ]⊸ [P ′]✱ ✇❤✐❝❤✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐s st✐❧❧ ❛ ❝♦rr❡❝t ♣r♦♦❢ ♥❡t✳

❍♦✇❡✈❡r t❤❡ s❛♠❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ r❡✜♥❡❞ r❡s✉❧ts✱ s✐♥❝❡ ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥t ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ st❡♣ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳ ❲❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ❞♦❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦♦❢ ♥❡t✱ t❤❡ ❝♦r❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐s ❢r❛❣♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦
♠✉❧t✐♣❧❡ t②♣❡s✿ t♦ ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢✲♥❡t✱
t❤❛t t♦ ❜❡ ❜✉✐❧t r❡q✉✐r❡ t♦ ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛❢t❡r t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳

❘❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐ ❛♥❞ ❧✉❞✐❝s

❖♥ ♦❢ t❤❡ ❣♦❛❧s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ tr② t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡s✉❧ts s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✇♦r❦s✱ ✇❤✐❧❡ ♦✈❡r❝♦♠✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢
❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ♥❡ts✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ❜②
✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛t ✐ts ❝♦r❡ ❛s ❧✉❞✐❝s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s ✭❜② s✉♠s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❧✐♥✲
❡❛r ❧♦❣✐❝ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮✱ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦♣❡r❧②
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦♦❢s ❢♦r ✐ts ✈❡r② ✭❝♦♥✢✉❡♥t✮ ♥❛t✉r❡✿ t❤✐s
❣❛♣ ✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❧♦s❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

❘❡❝❡♥t ✇♦r❦s r❡❧❛t✐♥❣ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐ ❛r❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜② ❈✳
❋❛❣❣✐❛♥✿ ✜rst ✇❡ ❤❛✈❡ ❧✉❞✐❝s ♥❡t✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❋✳ ▼❛✉r❡❧ ❬✶✼❪✱ t❤❡♥✱ ✇✐t❤ ▼✳
P✐❝❝♦❧♦✱ ❧✉❞✐❝s ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✜♥✐t❛r② ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬✷✻❪ ❛♥❞ ❛♥
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss ♦❢ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❬✷✼❪✱
❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝❛❧❝✉❧✐ ❜② ❲✐♥s❦❡❧ ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✻✾❪✮✳ ❚❤❡s❡ st✉❞✐❡s
✉♥❞❡r❧✐♥❡ ❛ str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ ❧✉❞✐❝s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛s ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❲❤❛t st❛♥❞❛r❞ ❧✉❞✐❝s ✐s ❧❛❝❦✐♥❣ ✐s r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s
♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❡❛❝❤ ❛❞❞r❡ss✱ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡
✐♥ ❛ ♣r♦♦❢✱ ✐s ✐ts❡❧❢ ✉♥✐q✉❡✮✱ ❛♥❞ ♦♥❡ t❤✐♥❣ t❤❛t ❈✳ ❋❛❣❣✐❛♥ ❛♥❞ ▼✳ P✐❝❝♦❧♦



✷✵

❛✐♠ ❛t ❣❛✐♥✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠✱ ✐♥s✐❞❡ ❧✉❞✐❝s✳

❊✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r t❤❡s✐s✱ ❛s ❲✐♥s❦❡❧
s❤♦✇❡❞ t❤❡② ❛r❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r CCS✲❧✐❦❡ ❝❛❧❝✉❧✐ ✐♥ ❬✻✽❪❀ ♠♦r❡♦✈❡r ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t ✐♥ ❧✉❞✐❝s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡
s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❞❡✜♥❡s ❲✐♥s❦❡❧✬s ♠♦❞❡❧✳

▲✉❞✐❝s ❛s ❛ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❬✷✻❪ ❧✉❞✐❝s ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❤❡r❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s✱ ❜✉t t❤❡
❝❛❧❝✉❧✉s ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✐ts ✜♥✐t❛r② ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❢r❛❣♠❡♥t✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r
❝♦♥str❛✐♥ts ✭❛❜♦✉t ✐♥t❡r♥❛❧ ♠♦❜✐❧✐t② ♦♥ ♥❛♠❡s✱ ❛s②♥❝❤r♦♥②✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢
✐♥♣✉t✲♦✉t♣✉ts✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❛✈✐❧② r❡str✐❝t ✐ts ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠❀ ♠♦r❡♦✈❡r t❤❡ ❧✉✲
❞✐❝s ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❧✉❞✐❝s ❞♦❡s ♥♦t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ s✐♥❝❡ ✐t ❤♦❧❞s ❛ ❝♦♥✢✉❡♥t s✉❜❥❡❝t
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✿ ❢r♦♠ t❤❡ ❧✉❞✐❝s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✱ ✐t
❤♦❧❞s t❤❛t ✐❢ P → Q ✭t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r♦♠ P t♦ Q✮✱ JP K = JQK✳ ❆s ✇❡
❛❧r❡❛❞② str❡ss❡❞✱ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ❢❛✐t❤❢✉❧ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
st❡♣ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✳

▲✉❞✐❝s ♦✉ts✐❞❡ ❧✐♥❡❛r✐t②✳ ■♥ ▲✉❞✐❝s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❬✻❪ ✐s ❜✉✐❧t ❛ ✈❡r✲
s✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s✲t❡r♠s ❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❞✲
❞r❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡ s✐❧❡♥t ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❜✉t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠s ♦❢ ❧✉❞✐❝s
✭❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✵✱ ✹✶✱ ✸✽❪✮✳ ❚❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s ♠❛❦❡s ❧✉❞✐❝s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❧❡t✲
t✐♥❣ ❛❞❞r❡ss❡s ❛♥❞ r✉❧❡s ♦♥ t❤❡♠ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠
❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡✳

■♥ ❊✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ❬✷✼❪✱ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❧✐♥✲
❡❛r str❛t❡❣✐❡s ❛s ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❢r❡❡ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦
❧✉❞✐❝s✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❧❛tt❡r ❤❛✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ tr❛✐ts✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ πI✲❝❛❧❝✉❧✉s t②♣✐♥❣ ❜② ❱❛r❛❝❝❛ ❛♥❞ ❨♦s❤✐❞❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✻✼❪✱ ✐t st❛rts
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹✸❪✱ t❤❛t ✭t②♣❡❞✮ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
❍②❧❛♥❞✲❖♥❣ ✐♥♥♦❝❡♥t str❛t❡❣✐❡s✱ ❛♥❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❣❛♠❡ s❡✲
♠❛♥t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛s ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ✭❬✹✺❪✱ ❬✷❪✮✿ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❛s ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s✉♠s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ✐s r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❛s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠
❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛r✐t②✳

❙t✐❧❧✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❢r❡❡❞♦♠ ✐s ❛ ♥♦t ❛♥ ✐rr❡❧❡✈❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r♦❝❡ss ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♣r♦❝❡ss❡s✱
❜❡✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ CCS ❛♥❞ t❤❡ πI✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬✻✸❪✮✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ t♦ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s②st❡♠s✳ ■t r❡str✐❝ts ♣r♦❝❡ss❡s t♦ t❤♦s❡
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✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❧♦❝❛❧✱ ✐✳❡✳ ✐♥t❡r♥❛❧ t♦ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❀ ✇❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✐s ❛♥
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♣r♦❝❡ss ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥t♦ ❧✉❞✐❝s✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✉❞✐❝s✳ ❆♥♦t❤❡r ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❚❡r✉✐✬s ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✉❞✐❝s ❬✻✻❪✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s ✐♥ t❡r♠s ♠♦r❡
s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✲❧✐❦❡ s②♥t❛①✱ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❛ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥
❛♥❞ ❑r✐✈✐♥❡✬s ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡✲st②❧❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ❧✉❞✐❝s ✐s
♥❛t✉r❛❧❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✱ ❛♥❞ ❛❞♠✐ts ❝✉ts ✐♥s✐❞❡ ❞❡s✐❣♥s ❛s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡
❝♦♥tr❛r② t♦ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❛t ❜❡✐♥❣ ❢♦❝✉s❡❞ ❝✉t✲❢r❡❡ MALL ♣r♦♦❢s✱ ❝❛♥
❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝✉t ♦♥❧② ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❈♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❧✉❞✐❝s ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❜② r❡❝✉rs✐♦♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥
❣❡♥❡r❛t♦rs ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡♠ ❛s ❛ ✜♥✐t❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❈♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ t❤❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❧❛ss❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❝✉t✲❢r❡❡ ♦r ✇✐t❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝✉ts✮✳

Pr♦❜❧❡♠s ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✐♥ ❧✉❞✐❝s

❖♥ ♦✉r s✐❞❡✱ ✇❡ st❛rt ♦✉r ✇♦r❦ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s②♥t❛① ♦❢ ❧✉❞✐❝s✳ ❚❤✐s
s②♥t❛① ✐s ❧✐♥❡❛r✱ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❛ ♠♦r❡ s♦❧✐❞ ❣r♦✉♥❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳
❇♦t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✉❞✐❝s ❛♥❞ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s t❤❛t
❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ✇❡
❛r❡ s❡❡❦✐♥❣❀ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r ✇❤② t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✉❞✐❝s ❤✐♥❞❡rs
♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ CCS✱ ❛♥❞ ✇❤② t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤
r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❞♦❡s ♥♦t ✜t ♦✉r ♥❡❡❞s✱ ♥♦t ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r t❤❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✶ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡✳

■♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❧♦st str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s
✕ ✐✳❡✳ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✕ t✇♦ ✉♥❛r② ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❞✉❛❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱
❝❛❧❧❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ❛r❡ ❛❞❞❡❞✿ ! ✭❜❛♥❣✱ ♦r ♦❢ ❝♦✉rs❡✮ ❛♥❞ ? ✭✇❤② ♥♦t❄ ✮✳ ❲❤❡♥
✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ t❤❡② ❛❧❧♦✇ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ♦♥ t❤❛t ❢♦r♠✉❧❛❀
❢♦r !A ✇❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ✭❧❡❢t ♦❢ ⊢✮✱ ❢♦r ?A ✇❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛rt
✭r✐❣❤t ♦❢ ⊢✮✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛r❡ r❡♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r r❡s♦✉r❝❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❧✉❞✐❝s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ MALL✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❞♠✐t ❛♥② ❦✐♥❞
♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s❀ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❣❛✐♥st ❧✉❞✐❝s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛✲
t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s t♦ ♦♥❧② ❦❡❡♣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❜② r❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐ts❡❧❢✿ ✐❢ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❛
♣r♦♦❢✱ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥② s❡♥s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤♦✉t

✶❲❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐t ❛❜♦✈❡✿ ✐t st❛t❡s t❤❛t t✇♦ ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡
t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t✳
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❡①t❡♥❞✐♥❣ ❧✉❞✐❝s t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② r❡❝✉rs✐♦♥
✐s s✐♠♣❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s MALL ❤❛s ❛ r❛t❤❡r ✇❡❛❦ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ❜② ✐ts❡❧❢✳
■❢ ❛ ❞❡s✐❣♥✱ ♦r ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✱
✐✳❡✳ ❛ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t ❝❛❧❧s ✐t s❡❧❢ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ♠❛♥② t✐♠❡s✱ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ♠✉st ❜❡
❛❜❧❡ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ✐ts❡❧❢ ♦r s♦♠❡ ♦❢ ✐ts r✉❧❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛❞❞r❡ss❡s✱ ❛t ❧❡❛st ❞✉r✐♥❣
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ st✉♠❜❧❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
r❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛tt❡♠♣t t♦ ✜♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛♥ t♦ ❥✉st
s✇✐t❝❤ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②♥t❛① ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❧✉❞✐❝s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧
✐♥ ♠✐♥❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✉❞✐❝s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ✐ts ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞
r❡s♦✉r❝❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♥❛t✉r❡✳

▼❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s

❚r❛♥s❧❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥t♦ ❧✉❞✐❝s✳ ❖✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❣♦❡s s♦♠❡✇❤❛t
✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❬✷✼❪✱ ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝t r❡✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ✐♥t♦ ❧✉❞✐❝s✱ ✉s✐♥❣ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡✜♥❡❞ s❡ts ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✱
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✉❞✐❝s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❋♦✉q✉❡ré ❛♥❞ ▼②r✐❛♠
◗✉❛tr✐♥✐✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣r✉♥✐♥❣✳ ▲✐♠✐t✐♥❣ ♦✉r s❡tt✐♥❣ t♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ CCS ❛t ✜rst
✭❛s ✐♥ ❬✾❪✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS✱ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ❧❡ts ✉s ❡❛s✐❧② r❡♣r❡✲
s❡♥t ✐♥s✐❞❡ ❧✉❞✐❝s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✭♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱
❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✮✿ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✲
✜① ♦♣❡r❛t✐♦♥❀ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❀ ❛♥❞ ❛♥② ❡①❝❧✉s✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❝❤❛♥♥❡❧s ♦r ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛s t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡✱ ♦r t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡✲
t✇❡❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡ ♣❛✐rs t❤❛t s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❛s
✇❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✉t ♥♦♥ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ ❆❞❞✐♥❣ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥
❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✭❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✱ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✮
t♦ ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ✇❡ ❜✉✐❧t✱ ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲
❢r❡❡ CCS ♣r♦❝❡ss P ❛ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❛t t❤❡♥ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❜② ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱
♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ t❤❛t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s
t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✉❞✐❝s ♦❢ P ✱ ❞❡♥♦t❡❞ JP K✳

❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡✲
❧❛t✐♦♥s ❣✐✈✐♥❣ str✉❝t✉r❡ t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss ❛r❡ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❞❡s✐❣♥s ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧t ✐t❀ t❤❡♥✱ t❤❡s❡ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡
♣✉t t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❛ s❡t✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❢✉❧❧ r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ❛♥❞ ❜❡
r❡s♣❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡t✳ ❚❤❡♥ t❤✐s s❡t ✐s ❝❧♦s❡❞
❜② ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✿ ✐♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ❢✉❧❧ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢
♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ t②♣❡ ♦❢ ❧✉❞✐❝s✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐♥ ✐ts ❧✉❞✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K ✭❜❡t✇❡❡♥ JP K ❛♥❞ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✮
✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS ♣r♦❝❡ss P ✱ ✐♥



✷✸

s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t♦ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ P ✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡❛❝❤ s✐♥❣✉❧❛r st❡♣ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱
t❤✉s✱ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❡①❛❝t s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ♦r❞❡r ♦❢
t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❞✲❜❛❝❦ st❡♣✲❜②✲st❡♣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
❢r♦♠ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
✇❡ ❜✉✐❧❞ ❢♦r♠s ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s✱ ❛♥❞
t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ❛ ✇❡❧❧ str✉❝t✉r❡❞
♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r ❛ t②♣❡ ♦❢ ❧✉❞✐❝s✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❡♠❜r❛❝✐♥❣
❜♦t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ CCS✳ ■t
✐s ❛❧s♦ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✿ ❛s t❤❡
♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛r❡ ✐ts ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣s✱ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✐s t❤❡ ♣❛t❤ ✐t t❛❦❡s t♦ ❣❡t t♦ ❛ s✉❝❝❡ss❢✉❧ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥❀ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✱ ❛s ✐t ♦♥❧② t❡❧❧ ✉s
✏❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✑ ✇✐t❤ 6 ♦r ✏❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✑✳

P❛rt✐❛❧ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❇② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✲
✐♥❣ t♦ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊗ ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t❡♥s♦r ⊗✱ ✇❡ tr② t♦ ❣✐✈❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✐♥
s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP ∣ QK ♦❢ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ ❜② ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳
t❤❛t

JP ∣ QK = JP K � JQK

❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ Q✱ � ✐s ❡①❛❝t❧② ⊗✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡
✇❤❡r❡ P ❛♥❞ Q ❝❛♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s
♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧✱ ❣♦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧✉❞✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥
♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ❲❡ ♠✉st ❛❝t ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱
❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st✐❧❧ ❦❡❡♣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊙ ♦♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✱
❝❛❧❧❡❞ ♠❡r❣✐♥❣✱ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ⊗✳

❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❞❡❡♣❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥
❞②♥❛♠✐❝ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ JP K✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛ st❛♥❞❛r❞ s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠✉st ♥♦t ❤♦❧❞✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦
❜❡ ❢❛✐t❤❢✉❧ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✉❞✐❝s✬ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✭❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ●✐r❛r❞ ✐♥ ❬✸✽❪✮
t❤❛t r❡❞✉❝❡s JP K t♦ (JP K)u✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
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u = (a, a)✳ ❲❡ t❤✉s ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss P ❛❢t❡r t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ u✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t

P →u P ′

JP K ↝u (JP K)u = JP ′K

J−K J−K

❇② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s r❡s✉❧t t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♠♣t②
♣r♦❝❡ss✱ t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ 1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 0✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ✐❢ P →∗ 1 ❢♦r ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ∗✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ JP K ❜② ∗ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥

(+, ξ,∅)
⊢ ξ

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝❛❧❧❡❞ One✱ ✇❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♥✐t 1✱ ❣✐✈✐♥❣ ✉s ❣♦♦❞ r❡❛s♦♥s t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡
❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss 1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 0✳

❉❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❲❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ♥✐❝❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❛❞❧♦❝❦✲
❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❧✉❞✐❝s ❝❛❧❧❡❞ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ♦❢
JP K✱ ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs t❤❛t t❡❧❧s ✉s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♣❛rts ♦❢ ✐ts ❞❡s✐❣♥s
❛❝t✉❛❧❧② ✈✐s✐t❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭✇✐t❤ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✮✳ ❉❡s✐❣♥s t❤❛t
❛r❡ ❢✉❧❧② ✈✐s✐t❡❞ ❛r❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡✐r ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥✿ ✐❢ t❤✐s
✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ JP K✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t P ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡✳ ❚❤✐s ♣r♦♣✲
❡rt② ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿ ✐❢ t❤❡
✇❤♦❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r JP K ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ s♦ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss
P ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❆tt❡♠♣t❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡❢✐♥✐t✐♦♥s✳ ❆t ❧❛st ✇❡ ♣♦✐♥t ❛t
s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s ❛❜❧❡ t♦ ❜♦t❤
r❡♣r❡s❡♥t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ CCS ❛♥❞ r❡s♣❡❝t ♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝✳ ❆t
✜rst ✇❡ ❤✐♥t ❛t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
t②♣✐♥❣ ♦❢ ❙❛♥❣✐♦r❣✐✬s πI✲❝❛❧❝✉❧✉s ❜② ❱❛r❛❝❝❛ ❛♥❞ ❨♦s❤✐❞❛ ❬✻✼❪✿ t❤❡ r❡str✐❝✲
t✐♦♥s t❤❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❧❡t ✉s ❤❛✈❡ ❛ st✐❧❧ ❡①♣r❡ss✐✈❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r
t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✕ ❜② ✉s✐♥❣ ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❛❞❞r❡ss❡s✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ r♦✉t❡ ✐s t♦ ❥✉st r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥t♦
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✉❞✐❝s✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤✉s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✜♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ t❤❛t ❝❛♥
♥❛t✉r❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♦r ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
❜❡✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚❡r✉✐ ✇✐t❤ t❤❛t ❣♦❛❧ ✐♥ ♠✐♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✉❞✐❝s ❞♦❡s ♥♦t ✜t ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛t ❛❧❧❀ ♠❛♥② ♣r♦❜❧❡♠s
❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥t♦ s❡ts ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛♥❞ ❛ ❝❧❡❛r s✐♠♣❧❡
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❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛❞❞r❡ss❡s ✐s ❧♦st✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ✇❤❛t ✇❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞♦ ✐s t♦ r❛t❤❡r r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ✜♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs
✐♥t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s②♥t❛① ♦❢ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜② ✐♥✲
tr♦❞✉❝✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❞❞r❡ss❡s ❞❡♥♦t❡❞ ξ∗, ζ∗, . . .✱ t❤❛t ❛r❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛❢t❡r ❛ r✉❧❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
r❡s❡❛r❝❤ ✐s st✐❧❧ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❡❛r❧② st❛❣❡✱ ❛♥❞ ♥❡❡❞s ❢✉rt❤❡r st✉❞② t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛♥❞ ❜r✐♥❣ s♦❧✐❞ r❡s✉❧ts✳

❖✉t❧✐♥❡

❼ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♥♦t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❧✉❞✐❝s✱ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✱
✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ CCS✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢
❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡✱ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❡♥t✐♦♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳

❼ ❲✐t❤ ❝❤❛♣t❡r ✹ ✇❡ st❛rt ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦✳ ■t ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❤❛♣t❡r ♦❢
♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ CCS ✐♥t♦ ❧✉❞✐❝s✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ✐t s❤♦✇s✱ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ s❡tt✐♥❣ ♦❢ MCCS✱ ❤♦✇ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ✜rst ✐♥t♦ ❛ ❣r❛♣❤ r❡s❡♠❜❧✐♥❣ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ t♦ ❛✐❞ s♦♠❡ ♣r♦♦❢s
❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡♥ ✐♥t♦
s❡ts ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r
st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✉❞✐❝s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛❧❧
✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

❼ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ ❝❤❛♣t❡r ✺ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡r② ♥❡❝❡ss❛r② t♦
❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ �✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ✐♥t❡r♣r❡t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞
♠❛❦❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛r❀ t❤❡♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❛ t❤❡♦r❡♠ st❛t✐♥❣ t❤❛t
✐t ❛❝❤✐❡✈❡s ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❜♦✉t ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛♥❞
❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡❞♦♠✳

❼ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t♦ ♥♦♥ ❞❡✲
t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ♥❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r ν✱ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❧✉❞✐❝s t♦ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t②✱ ❛s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✉❞✐❝s ❛♥❞ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤♦✇
✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥t❡r♣r❡t r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ CCS ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❣♦❛❧s✱ ❜② s✉❣❣❡st✐♥❣ s♦♠❡
r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s ❛❜♦✉t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✐♥ st❛♥❞❛r❞
❧✉❞✐❝s✳



✷✻

❼ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✼ ✇❡ s❤♦✇ s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞
♦t❤❡r ✇♦r❦s✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✾❪✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t♦ s❡❡ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ✐♥✲
t❡r♣r❡t❛t✐♦♥❀ t❤❡♥ ✇❡ tr② t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r r❡s✉❧ts ❛❧s♦ t♦ s❡ss✐♦♥ t②♣❡s✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❛ ✇♦r❦ ❜② ❑♦❜❛②❛s❤✐✱ ❙❛✐t♦✱ ❛♥❞ ❙✉♠✐✐ ❬✺✵❪✱ ❞❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣
✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❆t ❧❛st ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t
t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s r❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ ❤✐♥t ❛t s♦♠❡ ❝♦♥♥❡❝✲
t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❋❛❣❣✐❛♥ ❛♥❞ P✐❝❝♦❧♦ ❛❜♦✉t ❝♦♥❢✉s✐♦♥✲❢r❡❡ ❡✈❡♥t
str✉❝t✉r❡s ❛s ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ❬✷✼❪✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡
✉s❡❢✉❧ t❤❡r❡✳



✷✳ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝ ❛♥❞ ▲✉❞✐❝s

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❬✸✸❪✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❣❛✈❡
r✐s❡ t♦ ❧✉❞✐❝s✱ ❛s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✲❛❞❞✐t✐✈❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s
♣r♦♦❢s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ t❤❡ r♦❧❡
♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
❢♦r t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ✭♦r ❢♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✮ ♦❢ ♣r♦♦❢s✱ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❧✐♥❦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s
t♦ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧✉❞✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ s♣❡♥❞ ❛
❢❡✇ ✇♦r❞s ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❣✐✈❡♥ ❜② ♣r♦♦❢✲
♥❡ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇♦r❦s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉rs✱ ♠♦st❧② ❛❜♦✉t
tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐ ✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

✷✳✶ ▲✐♥❡❛r ▲♦❣✐❝

✷✳✶✳✶ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s

▲✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✶ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ♦❢ s❡q✉❡♥t
❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ r❡❝♦✈❡r②✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ♠❛❦❡s
❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ r❡s♦✉r❝❡s✲s❡♥s✐t✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t✉✲
✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦❣✐❝✱ t❤❛t ♠❛❦❡s ❛
❞♦✉❜❧❡ ♥❡❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ♥♦ ♥❡❣❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ¬¬A ≡ A✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✿

❈♦♥tr❛❝t✐♦♥
Γ,A,A ⊢∆

❈✲▲
Γ,A ⊢∆

Γ ⊢ A,A,∆
❈✲❘

Γ,A ⊢ A,∆

❲❡❛❦❡♥✐♥❣
Γ ⊢∆

❲✲▲
Γ,A ⊢∆

Γ ⊢∆
❲✲❘

Γ ⊢ A,∆

✶❲❡ ❛ss✉♠❡ s♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✭LK✮ ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ✭LJ✮ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✳

✷✼



✷✽

✇❤❡r❡ Γ ❛♥❞ ∆ ❛r❡ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ Γ ⊢∆ ❛ s❡q✉❡♥t✳
❚❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❤❛s ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞✉♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ∧ ❛♥❞ ∨ ✐♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② & ✭✇✐t❤✮✴⊗ ✭t❡♥s♦r✮❀ ❛♥❞ `
✭♣❛r✮✴⊕ ✭♣❧✉s✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♦r ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❆❞❞✐t✐✈❡

∧ r✉❧❡s✿
Γ,Ai ⊢∆

i ∈ {0,1}
Γ,A0 ∧A1 ⊢∆

Γ ⊢ A0,∆ Γ ⊢ A1,∆

Γ ⊢ A0 ∧A1,∆

∨ r✉❧❡s✿
Γ ⊢ Ai,∆

i ∈ {0,1}
Γ ⊢ A0 ∨A1,∆

Γ,A0 ⊢∆ Γ,A1 ⊢∆

Γ ⊢ A0 ∨A1,∆

▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡

∧ r✉❧❡s✿
Γ,A0,A1 ⊢∆

∧✲▲
Γ,A0 ∧A1 ⊢∆

Γ ⊢ A0,∆ Γ′ ⊢ A1,∆′
∧✲❘

Γ,Γ′ ⊢ A0 ∧A1,∆,∆′

∨ r✉❧❡s✿
Γ ⊢ A0,A1,∆

∨✲❘
Γ ⊢ A0 ∨A1,∆

Γ,A0 ⊢∆ Γ′,A1 ⊢∆′
∨✲▲

Γ,Γ′ ⊢ A0 ∨A1,∆,∆′

❚❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①ts✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❛♠❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s✳ ❚❤❡ ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❜♦t❤ ♣r❡♠✐s❡s ✐s ❦❡♣t ✐♥ t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❧♦❣✐❝✱ ❜✉t ♦♥❧② ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✿

Γ ⊢ A0,∆ Γ ⊢ A1,∆

Γ,Γ ⊢ A0 ∧A1,∆,∆

Γ ⊢ A0 ∧A1,∆

✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞✱ ♦♥ Γ ❛♥❞ ∆✳ ❲✐t❤✲
♦✉t ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ❧♦st❀ ∧ ✐s s♣❧✐t ✐♥ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐✈❡ ⊗ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ &✱ ❛♥❞ ∨ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ` ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ⊕✳ ❇②
❉❡✲▼♦r❣❛♥ ❞✉❛❧✐t②✱ ✇❡ ♦♥❧② s✉✣❝❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✴❧❡❢t r✉❧❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
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♦t❤❡r❀ t❤✐s ❧❡t ✉s ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

❆❞❞✐t✐✈❡s

⊢ Ai,Γ
i ∈ {0,1}

⊢ A0 ⊕A1,Γ

⊢ A0,Γ ⊢ A1,Γ

⊢ A0 &A1,Γ

▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s

⊢ A0,Γ1 ⊢ A1,Γ2

⊢ A0 ⊗A1,Γ1,Γ2

⊢ A0,A1,Γ

⊢ A0 `A1,Γ

❆❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ❡✈❡♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✉♥✐ts ✭t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✮
⊺,� ❛r❡ s♣❧✐t✱ ✐♥ ⊺/1 ❛♥❞ �/0✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✉♥✐t ✐s ♣❛✐r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✿

❼ � t♦ `✳

❼ 1 t♦ ⊗✳

❼ 0 t♦ ⊕✳

❼ ⊺ t♦ &✳

❇❡✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ A⊗ 1 ≡ A✱ A` � ≡ A✱ ❡t❝✳
❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ✉♥✐ts ❛r❡✿

❯♥✐ts ⊢ 1
⊢ Γ

⊢ �,Γ ⊢ ⊺,Γ
❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ r✉❧❡ ❢♦r 0✳

■♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥❡❣❛t✐♦♥✱ ♥♦t❡❞ A� ❢♦r ❛ ❢♦r♠✉❧❛
A ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❤❡ ❉❡ ▼♦r❣❛♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ A✱ ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ s❡t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ❛♥❞
❛❞❞✐t✐✈❡ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐✈❡✿

(A⊗B)� ⊣⊢ (A�)` (B�); (A⊕B)� ⊣⊢ (A�)& (B�);

1� ⊣⊢ �; ⊺� ⊣⊢ 0.

❲❡ ❝❛❧❧ A� t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ A✳ ◆❡❣❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ A�� ≡ A✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡
t❤❛t A ⊢ B ≡ ⊢ A�,B✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐s♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ s✐❞❡s ✭✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐s st✐❧❧ ❛❜❧❡ t♦
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♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❧♦❣✐❝✱ ❛s ⊢ A`A�

✐s ♣r♦✈❛❜❧❡✱ ❜✉t ⊢ A⊕A� ✐s ♥♦t✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ❛t t❤❡
s❛♠❡ t✐♠❡ ❛s t❤❡ ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♥❡❣❛t✐♦♥✳ ❆✇❛r❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ A⊸ B✱ ❛s A� `B✱ ♦♣♣♦s❡❞ t♦ A� ⊕B✳

❚❤❡ ❧❛st r✉❧❡s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ t♦ ♦✉r s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❛r❡ t❤❡ ❆①✐♦♠ ❛♥❞
❈✉t r✉❧❡✳

❆①✐♦♠ ⊢ A,A� ❈✉t
⊢ A,Γ1 ⊢ A�,Γ2

⊢ Γ1,Γ2

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉t r✉❧❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ⊗ r✉❧❡✱
❛♥❞ t❤❡ ❛①✐♦♠ r✉❧❡ ❤❛s ♥♦ ❤✐❞❞❡♥ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s LK✳
❯s✐♥❣ t❤❡ ❝✉t r✉❧❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ ❤♦✇ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ tr❡❛ts ❢♦r♠✉❧❛s ❛s r❡✲
s♦✉r❝❡s✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

Γ1 ⊢ A� `B

Γ2 ⊢ A ⊢ B�,B

Γ2 ⊢ A⊗B�,B

Γ1,Γ2 ⊢ B

❚♦ ♦❜t❛✐♥ B ♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ A ✐s ✉s❡❞✱ ✐♥ A ⊢ B ✭✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s ⊢ A�`B✮✳
■❢ ✇❡ ❤❛❞✱ ✐♥st❡❛❞✱ A,A ⊢ B✱ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❧❡t ✉s ♦❜t❛✐♥ B ✇✐t❤ ♦♥❧②
♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ A✳

❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❤❡❛✈✐❧② ❤✐♥❞❡rs t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝❀ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤✐s ❧♦st ♣♦✇❡r t❤❡② ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❜✉t ✐♥
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s❡tt✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ! ❛♥❞ ?✳

✷✳✶✳✷ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛r❡ t✇♦ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✭✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
✉♥❛r② ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✮✿ ! ✭♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ♦r ❜❛♥❣✮ ❛♥❞ ✐ts ❞✉❛❧ ? ✭✇❤② ♥♦t✮❀ s♦
(?A)� ≡ !A�✳ ❚❤❡✐r ♣✉r♣r♦s❡ ✐s t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐❢
✐t ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❀ ✐✳❡ ❛ ❝♦♥t❡①t ✇✐t❤
✉♥❧✐♠✐t❡❞ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦♥
s✉❝❤ ❢♦r♠✉❧❛s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❛♠♦✉♥t
♦❢ t✐♠❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r✉❧❡s ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✿

⊢ ?A, ?A,Γ

⊢ ?A,Γ

⊢ Γ

⊢ ?A,Γ
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❋♦r♠✉❧❛s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s ❛s ♦♥❡ ❧✐❦❡s✱
❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡✐r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛r❡✿

❉❡r❡❧✐❝t✐♦♥
⊢ Γ,A

⊢ Γ, ?A
Pr♦♠♦t✐♦♥

⊢ ?Γ,A

⊢ ?Γ, !A

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ! ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ✐♥t❡rr♦❣❛t❡❞ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✐s ✈✐❛ ❛♥ ✉♥❞❡r❧✐♥✐♥❣ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱
❛s ✐♥ A✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❧♦❣✐❝✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❞❡r❡❧✐❝t✐♦♥ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ♦♥❧② ♦♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s✱
❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❧❡❛r✿ t❤❡ r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡t
✉s ✉s❡ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s ❛s ✇❡ ✇❛♥t✱ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐♥ ❛♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞
✭✐✳❡✳ r❡s♦✉r❝❡s✲❢r❡❡✮ ❝♦♥t❡①t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ Γ ⊢ A✱ ❛♥❞ Γ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ r❡♣❡❛t❡❞❧②✱
t❤❡♥✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ A ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s ❛s ✇❡ ✇❛♥t✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✳✶✳ ❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳

✷✳✶✳✸ P♦❧❛r✐③❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s

Pr♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ♠♦t✐✈❛t❡❞ r❡❛s♦♥s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❢♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❬✺❪✮ ❣❛✈❡
r✐s❡ t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❦✐♥❞s ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝♦♥♥❡❝✲
t✐✈❡s✱ ❜❡s✐❞❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✲❛❞❞✐t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡t ✉s ❣r♦✉♣
t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡✐r ♣♦❧❛r✐t②✿ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✳

◆❡❣❛t✐✈❡s {`,&,∀} ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡ ♥♦ ❝❤♦✐❝❡ t♦ t❤❡ r✉❧❡
t♦ ❛♣♣❧②✱ ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ str❛t❡❣②❀ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ♦❢
❛ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❡ ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♥❡①t r✉❧❡ ♦♥ t❤❡♠✳ ❊❛❝❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛
♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♦t❤❡r r✉❧❡s✿
❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ ❧❛st ♠♦✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s
❛r❡ t❤✉s✿ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡❀ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❀ ♣❛ss✐✈❡❀ ♦r✱ ✐♥ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧ t❡r♠s✱ ❛♥
♦♣♣♦♥❡♥t ♠♦✈❡✱ ♠❛❞❡ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳

❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❡r ∀ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✱
❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ q✉❛♥t✐✜❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❉✉❛❧❧②✱

P♦s✐t✐✈❡s {⊕,⊗,∃} ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✉♥✐✈♦✲
❝❛❧❧② t❤❡ ✜rst ♠♦✈❡ t♦ ❛♣♣❧② ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤✱ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❡ t♦ ♠❛♥② ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ r❡♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥t❡①t ✭✐♥ t❤❡ ⊗ ❝❛s❡✮✱ ♦r t❤❡ r✉❧❡ ✐ts❡❧❢ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ A⊕B ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ❡✐t❤❡r A ♦r B✱ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥✬t ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛
♣r♦♦❢✮✳ P♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛r❡✿ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡❀ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝❀ ❛❝t✐✈❡❀ ♦r ❛
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♠♦✈❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ♣❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳

▲❡t ✉s ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ r❡❛s♦♥s ♦❢ t❤✐s ❣r♦✉♣✐♥❣✳ ❆t ✜rst✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✿ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♥❡❣❛t✐♦♥
� ❝❛♥ ✐♥✈❡rt t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
♣♦❧❛r✐t② ❝♦♠♠✉t❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ❛❧s♦ t♦ ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t② ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ ✭❢♦r
✐♥st❛♥❝❡(B⊕C)⊗A ≡ (A⊗B)⊕(A⊗C)✮ ♠❛❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❧✉st❡rs
♦❢ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✭♦r s②♥t❤❡t✐❝ r✉❧❡✮✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❛r✐t② ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥ts ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❛❜❧❡✿

⊢ (A⊗ (B ⊕C))�, (A⊗B) ⊕ (A⊗C)

❛♥❞
⊢ ((A⊗B) ⊕ (A⊗C))�,A⊗ (B ⊕C).

❙✐♥❝❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s ❛r❡ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ✕ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ⊢ Γ,A,B ❢r♦♠ ⊢ Γ,A`B✱
❛♥❞ ⊢ A,Γ ❛♥❞ ⊢ B,Γ ❢r♦♠ ⊢ A&B,Γ ✕ ✇❡ ❧♦s❡ ♥♦t❤✐♥❣ ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤
str❛t❡❣② ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❡♥❝♦✉♥✲
t❡r❡❞ ✭✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✇❛② t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡✮✳ ❚❤❡ s✉❜✲❢♦r♠✉❧❛s A,B ❝❛♥
t❤❡♥ ❜❡ s❡♥t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡♠✐s❡s ✇❤❡♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ❛ ❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡ r✉❧❡
❛s t❤❡ ⊗✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✐♥ ♣r♦♦❢✲
s❡❛r❝❤✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ❆♥❞r❡♦❧✐✬s ❢♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❬✺❪ ✭♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡
s♦♠❡ ❤✐♥ts✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ♣r✐♦r✐t② t♦ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜❧❡ r✉❧❡s✳
▲✉❞✐❝s ✇✐❧❧ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❢♦❝✉s❡❞ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ r✉❧❡s✱ ❜②
❢♦r❣❡tt✐♥❣ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ✭t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡♠✐s❡s✮✳

❆ ❧❛st r❡♠❛r❦ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ! ❛♥❞ ?✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s❡♥s✉s
♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s❀ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡✐♥❣ ♥♦r t❤❡ ? ♥♦r t❤❡ !

❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❆t ✜rst✱ t❤❡ ! ♠✐❣❤t s❡❡♠ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡✿

⊢ ?Γ, !A

⊢ A�,A

⊢ ?A� = (!A)�,A
❝✉t

⊢ ?Γ,A

❍♦✇❡✈❡r✱ ! ✐s ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢
❛ ♣r♦♦❢✱ ❞✉r✐♥❣ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ! ♥♦t ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡

⊢ A�,A

⊢ ?A�,A

⊢ ?A�, !A ⊢ 1
⊗

⊢ ?A� ⊗ 1, !A

❝❧❡❛r❧② !A ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✜rst✱ ❣♦✐♥❣ ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
✐s ♥♦t ✉♥❞❡r ?✱ ♠❛❦✐♥❣ ! ♥♦t ♥❡❣❛t✐✈❡❀ ✇❤✐❧❡ ? ✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t✲✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛s ✇❡❧❧✳
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✷✳✶✳✹ Pr♦♦❢ ♥❡ts

Pr♦♦❢ ♥❡ts ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢✱
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ♦❢t❡♥
❢♦r❝❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ♦r❞❡rs ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t✐❛t❡ ♣r♦♦❢s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡✐r ❛✐♠ ✐s t♦ ❛❜str❛❝t
❢r♦♠ s❡q✉❡♥t✐❛❧✐t②✱ ♠❛❦❡ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛♥❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ ✭❛①✐♦♠✴♣r❡♠✐s❡ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✮
❜② ❞r❛✇✐♥❣ ❧✐♥❦s ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ t❤❡✐r ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ Pr♦♦❢
♥❡ts ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✭MLL✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡② str✉❣❣❧❡ tr②✲
✐♥❣ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛②✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ tr❛♥s❧❛t❡ ❡✐t❤❡r t❤❡
π✲❝❛❧❝✉❧✉s ✭✐♥ ❬✷✷❪✮ ♦r CCS ✭✐♥ ❬✾❪✮✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

Pr♦♦❢ ♥❡ts ❛r❡ s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❡❞
❣r❛♣❤s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❢♦r♠✉❧❛s ✭✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s
❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✮✱ ❛♥❞ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✭t❤❡ ❡❞❣❡s✮ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

❆①✐♦♠ ❧✐♥❦

A� A

❈✉t

A A�

❚❤❡ ❛①✐♦♠ ❤❛s ♥♦ ♣r❡♠✐s❡ ❛♥❞ t✇♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✭❛♥❞ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ⊢ A,A�

♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝✉t ❤❛s t✇♦ ♣r❡♠✐s❡s ❛♥❞ ♥♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ⊗ ❛♥❞ `✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ❜✐♥❛r②✲❧✐♥❦s

⊗ ❧✐♥❦

A B

A⊗B

` ❧✐♥❦

A B

A`B

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳ ❆ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ MLL

❛♥❞ ❛①✐♦♠s✱ ❝✉t✱ ⊗ ♦r ` ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ s✉❝❤ t❤❛t✿

❼ ❊✈❡r② ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❧✐♥❦✳

❼ ❊✈❡r② ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❧✐♥❦✳
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❋♦r♠✉❧❛s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❛♥② ❧✐♥❦ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡♠✿ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡
♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡ ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦♦❢ ♥❡t✱ ✐t st✐❧❧ ❤♦❧❞s✳ Pr♦♦❢ ♥❡ts ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♣r♦♦❢
str✉❝t✉r❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉r❡ ✉s t❤❛t t❤❡
str✉❝t✉r❡ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❝♦rr❡❝t ♣r♦♦❢ ✐♥ MLL✱ ❛♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧✐③❛❜❧❡✱
✐✳❡✳ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❝♦rr❡❝t s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢s✱ s✐♥❝❡
✇❡ ❛r❡ ❛❜str❛❝t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ♦r❞❡rs ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s✳

◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❋✐rst❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ ♣r♦♦❢ str✉❝✲
t✉r❡ ✐s ✈❡r② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢ ♦❢ ⊢ Γ✱ t❤❡♥
✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡ st❡♣✲❜②✲st❡♣✱ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❼ ❆①✐♦♠ ⊢ A,A�✱ ✐s ❥✉st ❛ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛①✐♦♠ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
A ❛♥❞ A�✳

❼ ❈✉t ❛♥❞ ⊗ ✕ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ❝✉t ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ⊗ ✕ ❤❛✈❡ ❛s
♣r❡♠✐s❡s ⊢ A,Γ✱ ⊢ B,∆ ✭A�,∆ ❢♦r t❤❡ ❝✉t✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ⊢ A⊗B,Γ,∆

✭⊢ Γ,∆✮✳ ❋♦r ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡ ♦❢
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s A,Γ ❛♥❞ B,∆ ✭A�,∆✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❧✐♥❦ ✭⊗ ♦r ❝✉t✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❼ ` ❣♦❡s ❢r♦♠ ⊢ A,B,Γ t♦ ⊢ A`B,Γ✳ ❋♦r ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡
❛ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ A ❛♥❞ B✱ t❤✉s ✉s✐♥❣ ❛ ` ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ⊗ ❛♥❞ ` ✐s t❤❛t ♦♥❡ ✐s ❞♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢ ♥❡ts✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
♣r♦♦❢ ♥❡t✳ ❚❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ♦♥❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r
♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤ ❛ ❜✐♥❛r② ❧✐♥❦ ✇❤❡r❡ t❤❡
♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛❜❡❧❀ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡② ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✇❤❡♥
❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s ❡①tr❡♠❡❧② s✐♠♣❧❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧② t✇♦ ❝❛s❡s✿

✶✳ ❈✉t ✇✐t❤ ❛♥ ❛①✐♦♠ ❧✐♥❦✿

A� AA′ ⇒ A
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✷✳ ❈✉t ❜❡t✇❡❡♥ ⊗ ❛♥❞ `✳

A B

A⊗B

B� A�

B� `A� ⇒

A B B� A�

❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r MLL ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡s ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t ❛♥❞
✈❡r✐❢② t❤❡ ❈❤✉r❝❤✲❘♦ss❡r ♣r♦♣❡rt②✷✳

Pr♦♦❢✲♥❡ts ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦rr❡❝t✲
♥❡ss ❝r✐t❡r✐❛ ✭t❤❡ ♠♦st❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐s t❤❡ ❉❛♥♦s✲❘❡❣♥✐❡r ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❬✷✶❪✮✱ t❤❛t
❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ❛ ♣r♦♦❢ ♥❡t ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧✐③❛❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♣r♦♦❢
♥❡ts ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s
♣r♦♦❢s ✐♥ MLL✳ ❙♦✱ ✇❡ st✉♠❜❧❡ ✉♣♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❛
♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♠❛♥② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❡❧❧ ✉s ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❇❡✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧✐③❛❜❧❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦
❜✉✐❧t ❛ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ r✉❧❡s✱ ♦r❞❡r ✇❤✐❝❤
♠✉st ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✳

❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡s ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✇✐t❝❤✲
✐♥❣ ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ ♣r♦♦❢✲str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ L ❛ ` ❧✐♥❦✳ ❆ s✇✐t❝❤✐♥❣
♦♥ L ✐s ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❦✱ ✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣s ❛♥ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦
✇❤✐❧❡ ❡r❛s✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧✐♥❦s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

▲❡❢t s✇✐t❝❤

l

A B

A`B

❘✐❣❤t s✇✐t❝❤

r
A B

A`B

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✹ ✭Pr♦♦❢ ♥❡t✮✳ ❆ ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡ P ✐s ❝♦rr❡❝t ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r②
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s✇✐t❝❤✐♥❣ S ♦♥ ` ❧✐♥❦s ♦❢ P✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r❛♣❤ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞
❛❝②❝❧✐❝✳ ❆ ❝♦rr❡❝t ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♥❡t✳

✷■t ✐s ✈❡r② ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❋♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✱ s❡❡ ❬✹✵❪✳
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❚♦ ❡♥❞ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ st❛t❡ ●✐r❛r❞✬s s❡q✉❡♥t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❬✹✵❪✱ s❦✐♣✲
♣✐♥❣ ✐ts ♣r♦♦❢✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✶✳✺✳ ❆ ♣r♦♦❢ ♥❡t ✐s s❡q✉❡♥t✐❛❧✐③❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢ ✐♥ MLL✳

❲❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❧✉❞✐❝s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣❡t ❜❛❝❦ t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡
❢♦❝✉s❡❞ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❢♦r ♣r♦♦❢s✱ ❛ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡s✳ ❋♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ❢♦r♠ ❛ ❝❧❡❛r
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ✐ts ♦❜❥❡❝ts✱ ❝❛❧❧❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❛t ❛r❡
❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ P❧❛②❡r ✭❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❣❡♥t✮ ❛♥❞ ❛♥ ❖♣♣♦♥❡♥t ✭❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
❛❣❡♥t✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱ ❞❡s✐❣♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳
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✷✳✷ ▲✉❞✐❝s

▲✉❞✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ♣✉r❡❧② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧♦❣✐❝✳ ■t ✐s ❛
r❡s❡❛r❝❤ ♣r♦❣r❛♠ st❛rt❡❞ ❜② ●✐r❛r❞✸ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ t♦ ❧♦❣✐❝ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t❤❡♦r② ✐ts❡❧❢ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭●❖■✮ ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦
❣✐✈❡ ❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣r♦♦❢s ✭✐♥ ❧♦❣✐❝✮ ✕ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ✕ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣r♦♦❢s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ●❖■ ✜♥❞s s♦ ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✱ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧♦❣✐❝
✇❤❡r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✐ts ❝♦r❡ ♥♦t✐♦♥✳

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱
❝❛❧❧❡❞ ❞❡s✐❣♥s ❀ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✇❤✐❝❤ ❧❡t t❤❡♠ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✉♥❧✐❦❡ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦♦❢s ✐♥ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✐t ✐s t❤❡ ✈❡r② ❢♦✉♥❞✐♥❣
♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ♦♥❧② ❛ s②♥t❛❝t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt
❢♦r t❤✐s ♥♦t✐♦♥✿ t❤❡✐r ♠❡❛♥✐♥❣ ❧✐❡s ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥s❀ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ❦❡❡♣ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✇❤❛t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❖♥❧② ♦♥❝❡ ✇❡ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r
t❤❡ ✉s✉❛❧ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ ❧♦❣✐❝✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❦❡s ❢♦r♠✉❧❛s
❛♥❞ ♣r♦♦❢s ♦♥❧② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❡t ✉s ❢♦r♠✉❧❛t❡ ♥❡✇
❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❆ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠❛❧ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛✲
t✐✈❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✭MALL✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ ✐t✱ ✐s ❢♦r❣♦tt❡♥✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♦❢✲❧✐❦❡ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ s✉♣✲
♣♦rt ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✿ t❤❡② ❛r❡ ✇❤❛t ✐s ❧❡❢t ♦♥❝❡ ✇❡
✐s♦❧❛t❡ ❛♥❞ ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛
♣r♦♦❢✲❧✐❦❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦♥❧② ✇❤❛t t❡❧❧s ✉s ❤♦✇
t❤✐s ♦❜❥❡❝t ❜❡❤❛✈❡s ✐s ❦❡♣t✱ ✐ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✇❤❡♥ ✇❡ ✈❛r② t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♦❢s
✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡ ❛ ❞❡s✐❣♥s ✐s ❞❡✲
✜♥❡❞ ❜② ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞✱ ✐❞❡❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t
♦❢ ✐ts ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❝❛❧❧❡❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥✿ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✲
s✐❣♥s ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ t❤✐r❞ ❞❡s✐❣♥ t❤❛t ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭✐✳❡✳ ❝❛♥
✐♥t❡r❛❝t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✮ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✳ ■❢ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ✈❡r②
s❛♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡ ✐❢ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ❧✉❞✐❝s ❜❡②♦♥❞ ✐ts ♥❛t✉r❛❧
❧✐♥❡❛r✐t②✱ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❈✳ ❋❛❣❣✐❛♥ ❛♥❞ ▼✳ ❇❛s❛❧❞❡❧❧❛ ❬✻❪✱ ❛♥❞ ❑✳
❚❡r✉✐ ❬✻✻❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ tr❛✈❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✉♣
t♦ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✱ ✐t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❛♥❞ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧
s❡❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ♦❢

✸■♥ ❬✸✽❪✳
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♣r♦♦❢s✱ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❜② ❆♥❞ré♦❧✐ ❬✺❪✳
❲❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❦❡❡♣ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✱ t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ ✐t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ✐ts

❝♦✉♥t❡r ♣r♦♦❢s✱ ✐s ✐ts ❧♦❝❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡✱ ♦r tr❡❡✲str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
♦❢ s✉❜♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts ✕ t❤❡ s✉❜✲❢♦r♠✉❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✕ s❡❡♥ ❛s
♣❧❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❋♦r♠✉❧❛s A,B, . . . ❜❡❝♦♠❡s ❛❞❞r❡ss❡s ξ, ζ, . . .✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs❀ s✉❜✲❢♦r♠✉❧❛s ❜❡❝♦♠❡s s✉❜✲❛❞❞r❡ss❡s✱ ✐✳❡✳
s✉✣①❡s ♦❢ t❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛s ξ.1, ζ.3.2, . . .✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ξ ❛t
t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ (A ` B) ⊕ A✱ t❤❡♥ ξ1 ✭♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✇✐t❤ ❛ s❡♣❛r❛t♦r ξ.1✮
✐s A`B✱ ξ2 ✐s A✱ ✇❤✐❧❡ ξ12 ✐s B ❛♥❞ ξ11 ✐s A ❛❣❛✐♥✱ t❤♦✉❣❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡
s✉❜✲❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ A ` B✳ ■t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r ❤♦✇
❧✉❞✐❝s ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐✈❡✿ t✇♦ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✉❧❛
❜❡❝♦♠❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞❞r❡ss❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② st❛② ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛❝❡s✱ ❛♥❞ s♦ ❛
r✉❧❡ ❧✐❦❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥② s❡♥s❡✿ ❧✉❞✐❝s ❤❛s ❛ str✐❝t ❝♦♥tr♦❧ ♦♥
r❡s♦✉r❝❡s ❜② ❞❡❢❛✉❧t✹✳

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ❛s ❧♦❝❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s ♠♦t✐✈❛t❡
t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛✐♠♦♥✱ ♥♦t❡❞ 6✱ ❛ t♦♦❧ ✇❤♦s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❡♥❞
♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✱ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛①✐♦♠s✱ ❧❡tt✐♥❣ ✉s ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❡♥♦✉❣❤
❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♦❢s ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✕ ❡✈❡♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ♦♥❡s✳ ■♥❞❡❡❞ 6

❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s②♠❜♦❧ st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❡rr♦r✱ ❡♥❞✐♥❣ ❛ ❞❡s✐❣♥ ✇❤♦s❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r♦♦❢ ❀ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s ♥♦t ❛♥
✐ss✉❡ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✇❡ ♥❡❡❞ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♦❢s
✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✿ ✐❢ ❡✈❡r② ❞❡s✐❣♥ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦♥❡✱ t❤❡♥ ♦❜✈✐♦✉s❧②
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠✉st st❛♥❞ ❢♦r ❛♥ ✏✐♥❝♦rr❡❝t ♣r♦♦❢✑✱ s✐♥❝❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❛
♣r♦♦❢ ✐s ⊢ A✱ ♦❜✈✐♦✉s❧② ✇❡ ❝❛♥✬t ♣r♦✈❡ ⊢ ¬A ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡
s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❤❡♥ t②♣❡s ❛r❡ ❢♦r❣♦tt❡♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡
❛r❡ ♥♦ ❛①✐♦♠s ❛♥②♠♦r❡✱ ♣r♦✈✐♥❣ ❛ ✏❢❛❧s❡✑ st❛t❡♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✉t
✐rr❡❧❡✈❛♥t✿ ✇❤❛t r❡♠❛✐♥s✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❛t ♠❛tt❡rs✱ ✐s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡
♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✳

❙♦✱ ❞❡s✐❣♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ MALL ♣r♦♦❢s✱ t❤❛t
♠❡❛♥s ✇✐t❤ ❛ str✐❝t ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✉st❡r ♦❢ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✲
❧❛r✐t②✳ ❆s ✇❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ❡✈❡r② ♣r♦♦❢
❤❛✈❡ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ❢♦r♠ t❤❛t ❜r✐♥❣s ❧✉❞✐❝s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s✱ ✇❤❡r❡ ❛
♣❧❛② ✐s ❛ str✐❝t ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛②❡r ♠♦✈❡ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣♣♦♥❡♥t ❝♦✉♥t❡r✲♠♦✈❡✳
❉❡s✐❣♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❍②❧❛♥❞✲❖♥❣ ✐♥♥♦❝❡♥t ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ♦♥ ❛♥
✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛r❡♥❛✱ ❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻❪ ❛♥❞ ❬✷✼❪✳ ■♥ ❛ ❢♦❝✉s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡✲
q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✭⊕ ❛♥❞ ⊗✮

✹❈✉r✐❡♥✱ ✐♥ ❬✶✻❪✱ ❧✐♥❦s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❛❞❞r❡ss❡s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥
t②♣❡❞ ❛♥❞ ✉♥t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❧✉❞✐❝s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✇❤❛t ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❧❛❝❦s✱ r❡✲
❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ s✉❜t②♣✐♥❣✳ ❍❡ ❣✐✈❡s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛✐♠♦♥ ❛s ❛♥
❡rr♦r ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❛ r❡❝♦✈❡r❛❜❧❡ ❡rr♦r✱ ❛♥❞ str❡ss t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡rr♦rs ✐♥
❞❡♥♦t❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s✳
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❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭` ❛♥❞ &✮ r✉❧❡s❀ ❜✉t ❧✉❞✐❝s ❣♦❡s ❛ ❜✐t ❢✉rt❤❡r✱ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❉❡ ▼♦r❣❛♥ ❞✉❛❧✐t②✿ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡s
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❞❞r❡ss❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦❢ ⊢✱ ❛♥❞ t❤❡✐r s✉❜✲❛❞❞r❡ss❡s✱ ❜❡✐♥❣ ♥❡❣❛✲
t✐✈❡✱ ❛r❡ ♣✉t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✇❤✐❝❤ ❜② ❞✉❛❧✐t② ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♣♦❧❛r✐t② ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❚❤✉s ✐❢
⊢ ξ✱ t❤❡♥ ξ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐ts s✉❜ ❛❞❞r❡ss❡s ξi ✇✐❧❧
❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ r✉❧❡ ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✮✱ ❛♥❞ s❤✐❢t❡❞
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭ ξi ⊢✮ ✕ ❡❛❝❤ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡♠✐s❡ ✕ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s✱ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✳ ❲❤✐❧❡ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ ❛t ♠♦st ♦♥❡
❝❛♥ ❜❡ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r✉❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✐t ♠✉st ❜❡ t❤❡ ♥❡①t t♦ ❜❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✳ ❚✇♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❛❧❧② ❛r✐s❡
❢r♦♠ t❤✐s ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s✱ t❤❡ ✜rst ❜❡✐♥❣ t❤❛t ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ st♦♣s
✇❤❡♥ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛♥ ❛①✐♦♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⊢ A,A�✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ♣r♦♦❢s
❛r❡ ✉♥t②♣❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ ❛❞❞r❡ss❡s✱ r❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ ❛♥ ❛①✐♦♠
❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ ❥✉st ⊢ ξ.i, ξ.j✱ ❛ s❡q✉❡♥t ♠❛❞❡
♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞❞r❡ss❡s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠
❡①❝❡♣t ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡✜①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s❡q✉❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ξ ⊢ ξ ✐s ♥♦t
❛❧❧♦✇❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♥❡❣❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ r✉❧❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ tr♦✉❣❤
❉❡ ▼♦r❣❛♥ ❞✉❛❧✐t②❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❞r❡ss ♥❛♠❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❧❛❝❡s ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥② s❡♥s❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛①✐♦♠s ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝
❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛r❜✐tr❛r② ❀ ✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ⊢ A,A�✱ A ❝❛♥
❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❛♥② ❢♦r♠✉❧❛✳ ❍♦✇❡✈❡r
❛❞❞r❡ss❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠❛t✱ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❜✉✐❧t ❜♦tt♦♠✲✉♣✱
✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r✉❧❡ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞r❡ss✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ s✉✣①✿ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ s✉❜✲❢♦r♠✉❧❛s ♣r♦♣❡rt②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ t❡❧❧✐♥❣ ✉s ✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡✱
❛♥❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ st♦♣ t❤❡ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ❉❛✐♠♦♥ ✭6✮ ✐s t❤✉s ♥❡❡❞❡❞ t♦
♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛①✐♦♠s✱ t❡❧❧✐♥❣ ✉s ✇❤❡♥ t♦ st♦♣✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♣❧❛②❡r
✏❣✐✈✐♥❣ ✉♣✑ ❛ ❣❛♠❡✱ ♦r t❤❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦
❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❘❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ t♦♣✲❞♦✇♥✱ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ❞❛✐♠♦♥ r❡s❡♠❜❧❡s ❝❧♦s❡❧②

❛ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❛①✐♦♠✱ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 6

⊢ ξ,Γ ✳

❋♦r t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♦❢s ❛r❣✉♠❡♥t t❤❛t ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❉❛✐♠♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s♦rt ♦❢ ❡rr♦r ✿ ✐t ❛❧✇❛②s ❛❧❧♦✇ ❛ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♦❢ t♦ ❡①✐sts
✭✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥②✱ ✐♥❞❡❡❞✮✱ ❣✐✈✐♥❣ ✉s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♠❡❛♥s t♦ st♦♣ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤✳
❲❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧✇❛②s ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥ ❜② s✐♠♣❧② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡
❞✉❛❧ r✉❧❡ ✭♦r✱ ✇✐t❤ ❛ ❣❛♠❡✲s❡♠❛♥t✐❝❛❧ t❡r♠✱ ❛❝t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❡r♠✐♥❛t❡
♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ❛ 6✳ ❍❛✈✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♦❢s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❧✉❞✐❝s ✇❤❡r❡ t❤❡
♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ ❛r❡ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧s ✭t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲
❞❡s✐❣♥s✮✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ❛❞❞r❡ss ✐♥ ✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✭♦r ❜❛s❡✮❀ ❥✉st ❛s
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ P ✱ ✇❤❡r❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠
♠❡❛♥✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❤♦✇ ✐t ❜❡❤❛✈❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡s ✇✐t❤ ❛♥② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t
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C[ ] ✕ ✐✳❡✳ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❛♥② ♦t❤❡r
♣r♦❣r❛♠ P ✕ ✈✐❛ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ C[P ]✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st♦♣s ♦♥❝❡ ✐t ✜♥❞s ❛ 6✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦t❡s t❤❛t ✐t ❡♥❞❡❞
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✇✐❧❧ ❞✐✈❡r❣❡ ✐❢ ❛ 6 ❝❛♥✬t ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✿ ❞❡s✐❣♥s ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞
❜❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡✈❡r✲❡♥❞✐♥❣✳

✷✳✷✳✶ ❋♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❛♥❞ ❢♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
t❤❡♦r❡♠✱ t♦ ❝❧❛r✐❢② ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ t♦ ❧✉❞✐❝s✬ ❞❡s✐❣♥s✳ ❆♥❞ré♦❧✐ ❡①♣❧♦r❡❞
❢✉rt❤❡r t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ tr②✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡
♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✿ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✐s t♦
❝♦♥s✐❞❡r ♠❛①✐♠❛❧ ❝❧✉st❡r ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ❝❛❧❧❡❞ s②♥t❤❡t✐❝
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳ ❆ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s t❤✉s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✉♣ t♦ ✐ts s✉❜ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡
♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧❛r✐t②❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ((A1⊗A2)&B)`C ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✱
✇✐t❤ ❛s ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ s✉❜ ❢♦r♠✉❧❛s A1 ⊗A2✱ B ❛♥❞ C✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❡q✉❡♥ts ♦❢ ♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛s ♥♦t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤
❛t ♠♦st ♦♥❡ ❢♦r♠✉❧❛ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ⊢ ✭t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡✮✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✿ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ❧❡❢t r✉❧❡ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ r✐❣❤t
r✉❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡❀ t❤❡ r✐❣❤t r✉❧❡s✱ ❜❡✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛r❡ t❤❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡
♦♥❡s❀ ❞✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❡❢t ✐s r❡✈❡rs✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤♦✉t
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✳ ❯s✐♥❣ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡s ♦❢
❛ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✉❧❛ ❛r❡✿

⋮

⊢ A1,∆1

⋮

⊢ A2,∆2

⊢ A1 ⊗A2,∆ ⊢ B,C,∆

⊢ ((A1 ⊗A2)&B)`C,∆

❇❡✐♥❣ ❢♦❝✉s❡❞✱ A1,A2 ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s❀ B,C ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞
t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s & ❛♥❞ ` ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❢♦r♠✐♥❣
❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ t✇♦ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ●♦✐♥❣ ❢✉rt❤❡r✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♦♥❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s

⋮

A�1 ⊢∆1

⋮

A�2 ⊢∆2

⊢ A1 ⊗A2,∆ ⊢ B,C,∆

((A1 ⊗A2)� ⊕B�)⊗C� ⊢∆

❛♥❞ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✱ ✉♥t②♣✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✇❡ ❤❛✈❡
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⋮

ξ11 ⊢∆1

⋮

ξ12 ⊢∆2

⊢ ξ1,∆ ⊢ ξ2, ξ3,∆

ξ ⊢∆

✭t❤❡ t✇♦ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ξ3 ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ & ✐s t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❛❞❞r❡ss❡s✮✳

❚❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤✉s✿

✶✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ st❛rts t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✐t ❦❡❡♣s
❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ ✐ts s✉❜✲❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❛r✐t②✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧❛r✐t②✳

✷✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✐t ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✜rst✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✐s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡✱ ❛t ❛♥② t✐♠❡✱ ❛t ♠♦st ♦♥❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❣❡t ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✉♣ t♦ ✐ts ♣♦s✐t✐✈❡ s✉❜✲❢♦r♠✉❧❛s✳
❚❤❡♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡✱ ❛♥❞ r❡♣❡❛t t❤❡
❝②❝❧❡✳

❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✐s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s
♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥ts ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧❀ ❛❢t❡r t❤❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣r❡♠✐s❡✱ ✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♦♥❡✱ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❛♥ ♦♥❧②✲♣♦s✐t✐✈❡ ♣r❡♠✐s❡✱ ❛♥❞ s♦
♦♥✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡s✱ ❡❛❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣
✐ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✉♣ t♦ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❇② t❤✐s ✇❛② ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡ s❡q✉❡♥ts ✇✐t❤ ❛t ♠♦st ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ❛♥❞ ♣r♦♦❢s ♠❛❞❡
♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳ ❆s ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❝❧✉st❡rs ♦❢ r✉❧❡s✱ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥✲
s✐❞❡r t❤❡♠ ❛s ❥✉st ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧❛r✐t②
♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡s ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ t❤❡
r✐❣❤t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ s✉❜s❡t ♦❢ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s✱ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r❡♠✐s❡ ✭t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❧✐❡s ✐♥ ❤♦✇ t♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡
♦♥❡s ❛s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡t ✭✐✳❡✳ ❛ s❡t ♦❢ s✉❜s❡ts✮ ♦❢ t❤❡ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s✱
✇✐t❤ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t ❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡♠✐s❡ ✭t❤❛t ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ s✐♥❣❧❡
s✉❜❢♦r♠✉❧❛✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s✿

⊢ A,B,∆ ⊢ C,B,∆
{{A,B},{C,B}}

(A� ⊕C�) ⊗B� ⊢∆

❛♥❞
A ⊢ Γ B ⊢∆

{A,B}
⊢ (A� ⊕C�) ⊗B�,Γ,∆
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❚❤❡ ✜rst ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❞✉❛❧
❢♦r♠✉❧❛s✳ ■♥ ❧✉❞✐❝s ✇❡ ❛ss✐❣♥ s✉❜ ❛❞❞r❡ss❡s t♦ ❡❛❝❤ s✉❜✲❢♦r♠✉❧❛✱ ✇✐t❤ ❛s r❡s✉❧t

⊢ ξ1, ξ3,∆ ⊢ ξ2, ξ3,∆
(−, ξ,{{1,3},{2,3}}✮

ξ ⊢∆
❢♦r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡✱ ❛♥❞

ξ1 ⊢ Γ ξ3 ⊢∆
(+, ξ,{1,3})

⊢ ξ,Γ,∆

❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ξ1 = A; ξ2 = C ❛♥❞ ξ2 = B✱ ❛♥❞ +/−
♠❛❦❡s ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛♥② ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ r✉❧❡✱ ♦♥❝❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❱✐❛
❞✐str✐❜✉t✐✈✐t② ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡ ❛♥❞ ❛
s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥❝❡s✳
❲❡ ❤❛✈❡✿

♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡✿
Ai1 ⊢∆1 . . . Aini

⊢∆ni

⊢ (A�11 ⊗⋯⊗A�1n1
) ⊕⋯⊕ (A�p1 ⊗⋯⊗A�pnp

),∆

✇✐t❤ (∆1 ∪ . . . ∪∆ni
) ⊆ ∆ ❛♥❞ ∆k ∩∆l = ∅ ❢♦r k, l ∈ {1, . . . , ni}✱ ✐✳❡✳ t❤❡

❝♦♥t❡①ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳

♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡✿
⊢ A11, . . . ,A1n1

,∆ . . . ⊢ Ap1, . . . ,Apnp
,∆

(A�11 ⊗⋯⊗A�1n1
) ⊕⋯⊕ (A�p1 ⊗⋯⊗A�pnp

) ⊢∆

❚❤❡ ❤②♣❡rs❡q✉❡♥t✐❛❧✐③❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢s ❧❡t ✉s ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ♣r♦♦❢ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ t❤✉s ❢♦r ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s A⊗ (B ⊕C) ❛♥❞ (A⊗B) ⊕ (A⊗C) ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s s②♥t❤❡t✐❝ r✉❧❡s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤✱ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ A ❛♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ B✱ ♦r ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r A ❛♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢
C❀ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❝✉t ♦♥ A ❛♥❞ B

♦r ✇✐t❤ ❛ ❝✉t ♦♥ A ❛♥❞ C❀ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐st✐♥❝t✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡
s❡❛r❝❤✲s♣❛❝❡ ❢♦r ♣r♦♦❢s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢♦❝✉s✐♥❣ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✺✱ ❜② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥
❜✉✐❧❞ ♦♥❧② ♣r♦♦❢s r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ ✉s✐♥❣ t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r
t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐t②✱ ↓ ❛♥❞ ↑✱ ❝❛❧❧❡❞ s❤✐❢t ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❆t♦♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ✭❛s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡✮ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❧♦ss✱ s✐♥❝❡
❢♦r ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐ts ❞✉❛❧✱ ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ❛t♦♠s ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t✱ t❤♦✉❣❤✳ ■♥❞❡❡❞ ❛t♦♠s ❛r❡
s✉❝❤ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝❤♦✐❝❡✱ ❛s ✐s t❤❡ ❉❛✐♠♦♥✿ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t
✇❛♥t✱ ♦r ♥❡❡❞✱ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛t♦♠s s❤♦✉❧❞

✺❆ ❢♦r♠❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✺❪ ❛♥❞ ❬✶✺❪✳
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❜❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❦✐♥❞ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇✐t❤ ♥❡✉tr❛❧ ♣♦❧❛r✐t② ✭♦r ❜❡tt❡r✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
❛ ♥❡✉tr❛❧ r✉❧❡✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ s✉❜❢♦r♠✉❧❛s ♦r ♣r❡♠✐s❡s ✐♥
t❤❡ ❛①✐♦♠ r✉❧❡✳

❙❦✐♣♣✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❧✐❡s ✐♥ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t❤✐s
s♠❛❧❧❡r s❡❛r❝❤✲s♣❛❝❡ ♥♦t❤✐♥❣ ✐s ❧♦st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ✭✇❡ r❡❢❡r t♦
❬✺❪ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ♦r ❬✶✺❪ ❢♦r ❛ s❤♦rt s❦❡t❝❤✮✳ ❆t ❧❛st ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
t❤❡♦r❡♠✿

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷✳✶ ✭❋♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳ ❋♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
♣r♦✈❛❜✐❧✐t②✳ ■❢ ⊢ A ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ LL s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡
❜② ❛ ❝✉t✲❢r❡❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝✉s❡❞ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✳

✷✳✷✳✷ ❉❡s✐❣♥s

❉❡s✐❣♥s ❛r❡ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s✱ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ s②♥t❤❡t✐❝ ❝♦♥♥❡❝✲
t✐✈❡s✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t ✕ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✕ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜st✐t✉t❡❞
❜② ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡✐r ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤❡
❡ss❡♥t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ ✐s t❤❡
✇❛② ✐t ✐♥t❡r❛❝ts ✭✇✐t❤ ✐ts ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥s✮✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐ts s❡♠❛♥t✐❝s✳

❉❡s✐❣♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②♣❡rs❡q✉❡♥t✐❛❧✐③❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r✉❧❡s ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t❡
♣♦❧❛r✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ r✉❧❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛❝t✐♦♥s✱ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (+/−, ξ, I/N)✱
✇❤❡r❡ I ⊂ N ❛♥❞ N ⊂ Pfin(N)✳ ❙✉❝❤ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡
❝❛❧❧❡❞ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ♦r ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❆ ❞❡s✐❣♥ ✐s t❤✉s ❛ s❡t ♦❢ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ✈❡r✐❢②✐♥❣
s♦♠❡ ❝♦♥str❛✐♥s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s
♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ♦r ✐♥ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s st②❧❡ ❛s ❛ ♣r♦♦❢✲tr❡❡ str✉❝t✉r❡✳

❉❡s✐❣♥s ❛s ❞❡ss✐♥ ♦r ❞❡ss❡✐♥s

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛❞❞r❡ss❡s ❛s ❢♦❝✉s ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ✭❆❜str❛❝t s❡q✉❡♥t✮✳ ❆❞❞r❡ss❡s ❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧
♥✉♠❜❡rs✱ ♥♦t❡❞ ξ, ζ, . . .✳ ❆♥ ❛❜str❛❝t s❡q✉❡♥t✱ ♦r ❜❛s❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ξ ⊢∆ ✐❢
♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♦r ⊢∆ ✐❢ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✇✐t❤ ∆ ❛ s❡t ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s❀ ♠♦r❡♦✈❡r ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ❛❧❧ ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥ ❛ ❜❛s❡ ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t✳ ❲✐t❤ ξ ∗J ✇❡ ♥♦t❡ ❛♥② s✉❜
❛❞❞r❡ss ♦❢ ξ✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦
♠❛❦❡ ❞❡s✐❣♥s ✇♦r❦✳ ■t ✐s t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❛t
❛♥ ❛❞❞r❡ss s❤♦✉❧❞ ❞❡♥♦t❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣❧❛❝❡ ♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❛ ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞
t❤✉s ♠✉st ❜❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❝❡ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ r✉❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞
❞r♦♣ t❤✐s ❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ ✇✐t❤♦✉t ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✿
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✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❥✉st ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❛✲t❤❡♦r② ❜❡❤✐♥❞ ❧✉❞✐❝s✳ ❙t✐❧❧✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ✐♥ ❛ ❜❛s❡ ❞♦❡s ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✻❪✳

❆t ✜rst✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❞❡s✐❣♥s ❛s ❞❡ss❡✐♥ ✭t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ t❡r♠ ♦❢ ❬✸✽❪✮✱ ✐✳❡✳ ❛
s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t❡ ♣♦❧❛r✐t② ✭✐♥ s❤♦rt ❛❧t❡r♥❛t❡ s❡q✉❡♥❝❡s✮✳
❲❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✻✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹ ✭❆❝t✐♦♥✮✳ ❆ ♣r♦♣❡r ❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ tr✐♣❧❡ (ǫ, ξ, I/N = {I1, . . . , In})✱
♥♦t❡❞ κ s✉❝❤ t❤❛t✿

❼ ǫ ∈ {+,−} ✐s t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ κ❀

❼ ξ ✐s t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ κ❀

❼ I ♦r N = I1, . . . , In ✐s t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ κ❀ s♦♠❡t✐♠❡s ✇❡ ✐♠♣r♦♣❡r❧②
s❛② r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝❛❧❧ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ I ♦r N ❛ s✐♥❣❧❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✳
■❢ ǫ = + t❤❡♥ I ⊂ N✱ ✐✳❡✳ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs❀ ♦t❤❡r✇✐s❡
N ⊂ Pfin(N)✱ ✐✳❡✳ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡t ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳
❲❡ ✐♠♣r♦♣❡r❧② ❞❡♥♦t❡ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇✐t❤ I, J, . . .✱ ❢♦r ❛♥② ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡
❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♠♣r♦♣❡r ❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❛✐♠♦♥✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♥♦t❡❞ ✇✐t❤ 6✳ ❚❤❡
❞✉❛❧ ♦❢ ǫ ✐s ♥♦t❡❞ ǫ.

◆❡①t✱ ✇❡ ♠✉st ❞❡✜♥❡ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❛s ❝❤r♦♥✐❝❧❡s✱ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✳ ❆♥ ❛❝t✐♦♥ κ = (ǫ, ξi, J) ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝t✐♦♥ τ =
(ǫ, ξ, I) ✐❢ ✐ts ❢♦❝✉s ξi ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ I ♦❢ τ ✱ ✐✳❡✳ ✐s ❛ s✉❜
❛❞❞r❡ss ξi ♦❢ t❤❡ ❢♦❝✉s ξ ♦❢ τ s✉❝❤ t❤❛t i ∈ I✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ ✭❈❤r♦♥✐❝❧❡✮✳ ❆ ❝❤r♦♥✐❝❧❡✱ ♥♦t❡❞ ❝✱ ✐s ❛ ♥♦♥ ❡♠♣t② ❛❧t❡r✲
♥❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t✿

❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❆ ♣r♦♣❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❥✉st✐✜❡❞ ❜② ❛ ♣r❡✈✐♦✉s
❛❝t✐♦♥✱ ♦r ✐♥✐t✐❛❧ ✐❢ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❜❛s❡✳

❆ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✱ ✐❢ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❜❛s❡✱ ♦r
❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳

▲✐♥❡❛r✐t②✿ ❆❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❢♦❝✉s✳

❉❛✐♠♦♥✿ ❚❤❡ ❞❛✐♠♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛st ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳

✻❋♦r t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❬✻✵❪
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❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❝❤r♦♥✐❝❧❡ ❝ ✐s ♦❢ ❜❛s❡ ❜❛s❡ Γ ⊢∆✱ ✇✐t❤ Γ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❞❞r❡ss
♦r ∅✱ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❝✐ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❝ ❛r❡ ✐♥ ∆✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝✉s
♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s Γ✳

❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✼✳ ❚✇♦ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ❝1 ❛♥❞ ❝2 ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t✱ ✐♥ s②♠❜♦❧s ❝1 ∼
❝2✱ ✐❢✿

❼ ❊✐t❤❡r ♦♥❡ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♦t❤❡r ♦r t❤❡② ❞✐✛❡r ♦♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳

❼ ■❢ t✇♦ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ t✇♦
❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦❝✉s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✽✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡s✿ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♠✉st ♥♦t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❞✐s❥♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡✱ ❜✉t ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❞r❡ss ✐s ❦❡♣t
t✇✐❝❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤r♦♥✐❝❧❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ r✉❧❡ ✇✐t❤ ✐t ❛s ❢♦❝✉s✱ t♦ ❜❡ ❝♦❤❡r❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡rs✳

◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❛s ❞❡ss❡✐♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✾ ✭❉❡ss❡✐♥✮✳ ❆ ❞❡ss❡✐♥✱ ♥♦t❡❞ D✱ ♦❢ ❜❛s❡ Γ ⊢ ∆ ✐s ❛ s❡t ♦❢
❝❤r♦♥✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ s✉❝❤ t❤❛t✿

✭✐✮ D ✐s ❝❧♦s❡❞ ❜② ♣r❡✜①✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ξi ∈ D t❤❡♥ ξ ∈ D✳

✭✐✐✮ ∀❝1,❝2 ∈ D,❝1 ∼ ❝2✱ t❤❡r❡❢♦r❡ D ✐s ❛ ❝❧✐q✉❡ ♦❢ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❛r❡
♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦❤❡r❡♥t✳

✭✐✐✐✮ ❆ ❝❤r♦♥✐❝❧❡ ♦❢ D ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳

✭✐✈✮ ■❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ D ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ t❤❡♥ D ≠ ∅✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧② ✉s❡ t❤❡ ❞❡ss❡✐♥ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♠♦r❡
❢❛♠✐❧✐❛r s②♥t❛① ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❧②
♠♦st❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡ss✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛♥❞ s❛② ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❧❡tt✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥t❡①t s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡❞✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵ ✭❉❡ss✐♥✮✳ ❆ ❞❡ss✐♥ D ✐s ❛ tr❡❡ ♦❢ ❛❜str❛❝t s❡q✉❡♥ts ❜✉✐❧t
❛♥❞ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❛❝t✐♦♥s κ✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❡q✉❡♥ts✱
♦r ♣♦s✐t✐✈❡ s❡q✉❡♥ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❞❛✐♠♦♥ ❛❝t✐♦♥ 6 ✭t❤✉s✱ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤
♠✉st ❡♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✮✳ ❆❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

❼ ❉❛✐♠♦♥ ✭Dai+∆ ∶✮ ⊢∆
6

✇❤❡r❡ ∆ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❉❛✐♠♦♥ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳
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❼ P♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✿

. . . ξ.i ⊢∆i . . .

⊢∆, ξ
(+, ξ, I)

✇❤❡r❡ i ∈ I✱ ✇✐t❤ I ⊂ N✳ I ✐s t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✱ ξ ✐s t❤❡ ❢♦❝✉s✱
∆is ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ∆✳

❼ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✿

. . . ⊢ ξ.I,∆I . . .

ξ ⊢∆
(−, ξ,N)

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✱ ❛♥❞ ξ ✐ts ❢♦❝✉s✳ N ⊂Pfin(N)✱
ξ.I = ξ.1, . . . , ξ.n✱ ✇✐t❤ 1, . . . , n ∈ I ∈ N ✱ ❛♥❞ t❤❡ ∆I ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ∆✳

P♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ ❛♥❞ Dai+ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ t❤❡ ❧❛st
❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡ss✐♥✳ ❆s ✇❡ s❛✐❞ ✇❡ s♦♠❡t✐♠❡s ✐♠♣r♦♣❡r❧② ❝❛❧❧ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢
❛ r✉❧❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ✭♦r ❜r❛♥❝❤❡s✮ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❛t r✉❧❡✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✶✶✳ ❲❡ ♠✉st ♥♦t❡ t❤❛t✱ ❞❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s✱ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ❤✐❞❡ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✱ ❛s ♥♦t❡❞ ✐♥ ❬✶✺❪✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ❞❛✐♠♦♥ ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ❛①✐♦♠ r✉❧❡✱ t❤❡ r❡q✉✐s✐t❡ ♦♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ∆ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❡①ts ∆i ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♠✉st ♦♥❧② ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱
t❤✉s t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ s♦♠❡ ✉♥✐q✉❡ ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥ ∆✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❞✐s❛♣♣❡❛r ❢r♦♠
t❤❡ ❜❛s❡s ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ♥♦ ❛❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡s❡
✉♥✐q✉❡ ❛❞❞r❡ss❡s✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛t ❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡ss❡✐♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱
❛s s❡t ♦❢ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ (+, ξ,∅) ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❜②

❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♦❢ t❤✐s ❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ⊢ ⊺,Γ ✱

♦r ⊢ 1 ✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦r ♥♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✭♦♥ ✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
♥♦ r✉❧❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✮✳ ❙t✐❧❧✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ❛❞❞r❡ss❡s
❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛r❡ ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss
♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡ss❡✐♥
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s ❛♥② ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ✐s t❤✉s ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❣✐✈❡♥ s❤♦✇ ❤♦✇ ❞❡ss✐♥s ❝♦♠❡s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t ❞❡ss✐♥s ❛s
❝✉t ❢r❡❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♣r♦♦❢s✱ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡s
❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❆s ❛ ♣r♦♦❢ ❤❛✈❡ ♠❛♥② s✉❜ ♣r♦♦❢s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
s✉❜ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✉❜ tr❡❡ ✇❤♦s❡ r♦♦t ✐s t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜ ❝❤r♦♥✲
✐❝❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s✱ ✐✳❡✳ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✳
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❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶✷✳ ▲❡t D ❜❡

ξ011 ⊢

⊢ ξ01

ξ0 ⊢

ξ100 ⊢

⊢ ξ10

ξ1 ⊢

6

⊢ ξ30

ξ3 ⊢

⊢ ξ

❚❤❡♥

ξ011 ⊢

⊢ ξ01

ξ0 ⊢

❛♥❞

ξ100 ⊢

⊢ ξ10

ξ1 ⊢

❛r❡ s✉❜ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ D✱ ✇❤✐❧❡

ξ100 ⊢

⊢ ξ10

ξ1 ⊢

6

⊢ ξ30

ξ3 ⊢

⊢ ξ

✐s ♥♦t✳

❚❤❡ t✇♦ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡ss✐♥ ❛♥❞ ❞❡ss❡✐♥ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥
❛❧✇❛②s s❤✐❢t ❢r♦♠ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ●♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡ss✐♥ t♦ ❞❡ss❡✐♥ ✐s ❡①tr❡♠❡❧②
s✐♠♣❧❡✿ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❡ss❡✐♥ ♦❢ ❛ ❞❡ss✐♥ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ tr❡❡✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡ss❡✐♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❞❡ss✐♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛t ❡❛❝❤ ❞❡ss✐♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ss❡✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥✲
✈❡rs❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ✇❡ ❤❛✈❡
♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ❝♦♥t❡①t ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s✱ ❜✉t ❛♥② ❛❞✲
❞r❡ss❡s ♥♦t ❢♦❝✉s ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡ss❡✐♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt
♦❢ ❛ ❞❡ss✐♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ str♦♥❣❡r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡ss✐♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛
♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳

■♥❢♦r♠❛❧❧②✼✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♥❛✐✈❡❧② ❞❡❧❡t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✭❜❛s❡s ♦❢ t❤❡✮ r❛♠✲
✐✜❝❛t✐♦♥s ❛❧❧ ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ ⊢ Γ,∆ ♦❢ ❛ ❞❡ss❡✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❢♦❝✉s
♦❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❛ ❞❡ss✐♥ ❢r♦♠ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤✐s
✇❛② ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡ss✐♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♦❜❡r
❞❡ss✐♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶✸✳ ▲❡t D ❜❡ t❤❡ ❞❡ss❡✐♥

{κ1 = (+, ξ,{1,2,3}),
κ2 = (−, ξ1,{{0}}) κ3 = (+, ξ10,{0});
κ4 = (−, ξ2,{{0}}) κ5 = (+, ξ20,∅);

✼❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✵❪✳
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κ6 = (−, ξ3,{{0}})(+, ξ30,6)}

♦❢ ❜❛s❡ ⊢ ξ, σ, τ ✳ ❚❤❡♥ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♦❜❡r ❞❡ss✐♥ ✐s

ξ100 ⊢
κ3

⊢ ξ10
κ2

ξ1 ⊢

κ5
⊢ ξ20

κ4
ξ2 ⊢

6

⊢ ξ30
κ6

ξ3 ⊢
κ1

⊢ ξ, σ, τ

✇❤❡r❡ σ ❛♥❞ τ ❛r❡ ❡r❛s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡✳

✷✳✷✳✸ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥

❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❝♦r❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ♠❡❛♥✐♥❣
t♦ ✐ts ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❛t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ s❡r✈❡ ❛s ✐ts ♥❡❝❡ss❛r② s✉♣♣♦rt✐♥❣ str✉❝✲
t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ❢❛♠✐❧✐❛r ✇❛② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✈✐❛ ❛ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❞❡ss✐♥s ❛♥❞ ❡❛s✐❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❞❡ss❡✐♥s✱ ✈✐❛ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♦❜❡r ❞❡ss✐♥✳

❲❡ ♠✉st ♥♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡s✐❣♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s t❡r♠s✿ ❞❡s✐❣♥s ❛s ❍②❧❛♥❞✲❖♥❣ ❣❛♠❡s✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s
❛♥ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✻❪✱ ❬✻✻❪✱ ❜♦t❤ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t
♠❛❝❤✐♥❡ ♦❢ ❬✷✵❪✮✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✸✽❪✱
❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✳

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝✉t✲♥❡ts✱ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ✇❤✐❝❤ ❡♥❥♦② ❝❡rt❛✐♥
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✹✳ ❆ ❝✉t✲♥❡t✱ ❞❡♥♦t❡❞ R✱ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s s✉❝❤ t❤❛t✿

❼ ❊❛❝❤ ❛❞❞r❡ss ❛♣♣❡❛rs ❛t ♠♦st ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s✐❣♥s✱ ✐♥
❞✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ s✉❝❤ ♣❛✐r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝✉t✱ ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✭ξ ⊢✱ ⊢ ξ✮✳

❼ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❛s ♥♦❞❡s t❤❡ ❜❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛♥❞ ❛s ❡❞❣❡s t❤❡ ❝✉ts
♠✉st ❜❡ ❛❝②❝❧✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ❛ ❝✉t✲♥❡t ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥t Γ ⊢ ∆✱ ✇❤❡r❡ Γ ✐s ❡✐t❤❡r ❡♠♣t② ♦r
t❤❡ ♦♥❧② ✉♥✲❝✉t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ ❛ ❜❛s❡ ✭t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞♥❡ss ❛♥❞ ❛❝②❝❧✐❝✐t②
♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❢♦r❝❡ ✐t t♦ ❜❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡✮✱ ❛♥❞ ∆ ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥✲❝✉t
❛❞❞r❡ss❡s ✭♦❢ t❤❡ ❜❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s✮✳

❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲♥❡t ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✇❤♦s❡ ❜❛s❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉t✲♥❡t✳

❆ ❝✉t✲♥❡t ✐s s❛✐❞ ❝❧♦s❡❞ ✐❢ ✐ts ❜❛s❡ ✐s ❡♠♣t②✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐s ♦♣❡♥✳
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❚❤❡ ❝❧♦s❡❞ ❝❛s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✉s✱ s✐♥❝❡ ✐t ❧❡t ✉s
❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧
♥❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✉❛❧✐t②✳ ❆♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s ❡♥❞s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
✐❢ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s 6✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤✉s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✺ ✭❈❧♦s❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✳ ▲❡t R ❜❡ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝✉t✲♥❡t✳ ▲❡t D ❜❡
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✳ ■ts ❜❛s❡ ♠✉st ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♥❡❣❛t✐✈❡
❜❛s❡s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝✉t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♥♦t❡❞ JRK✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▲❡t k ❜❡ t❤❡ ✜rst r✉❧❡ ♦❢ D✱ t❤❡♥

✶✳ ■❢ k ✐s 6 t❤❡♥ JRK = 6✳

✷✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ k = (+, ξ, I)✱ ❛♥❞ ξ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝✉t ✇✐t❤ ❛ r✉❧❡ (−, ξ,N) ♦❢ ❛
❞✐st✐♥❝t ❞❡s✐❣♥ C✱ ✇✐t❤ N = {J1, . . . , Jn}✳ ❚❤❡♥✿

❼ ■❢ I ∉ N t❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✈❡r❣❡s✱ ❛♥❞ JRK = ⊢ ✱ ❛♥ ❡♠♣t② s❡t ♦❢
❝❤r♦♥✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛ ❞❡s✐❣♥✳

❼ ■❢ I ∈ N ✱ t❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ♦♥ t❤❡ s✉❜ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ D ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ I✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜✲❞❡s✐❣♥ ♦❢ C ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② t❤❡ s✉❜✲r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ I ∈ N ✭❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥s ♦❢ R✮✳ ❙♦✱
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ♦♥

JRK ∶= JR[Dj(j∈I)/D][CI/C]K

t❤❡ s❛♠❡ ❝✉ts ♥❡t ✇❤❡r❡ D ❛♥❞ C ❛r❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
❛❧❧ ✐ts s✉❜✲❞❡s✐❣♥s ❢♦r t❤❡ ✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜✲❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛t❝❤✲
✐♥❣ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❤❡r❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❢♦❝✉s
❝❛♥ ♦❝❝✉r✱ ❛s t❤❡ ♥❡✇ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✇✐❧❧ ❜❡ CI ✱ ❛♥❞ ✐ts ✜rst ✭♣♦s✲
✐t✐✈❡✮ r✉❧❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ♦♥ ✇❤❛t ✇❛s ❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ st❡♣ ❜❡❢♦r❡ ✭♥♦t ♦♥❡
♦❢ t❤❡ ξ ∗ I✮✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✐s✱ t❤❡♥✱ CI ✳

❚❤❡ ♦♣❡♥ ❝❛s❡ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ♦♥❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ ❢❡✇ ♣♦✐♥ts✿

❼ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s✐❣♥ D ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝✉t✲♥❡t R

✐s s♣❧✐t ✐♥ ♦♥❡ ❝✉t✲♥❡t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ D❀ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐❧❧ s✉❜st✐t✉t❡
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ✐ts r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝✉t✲♥❡t✳

❼ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ k ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡
❝✉t✿ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜✲❞❡s✐❣♥s Di ♦❢ D ❛ ❝✉t✲♥❡t
Ri✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ Di ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ R ✇❤♦s❡ ❜❛s❡ ❤❛s ❛ ❝✉t ✇✐t❤ ❛♥②
❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ Di✳

❊❛❝❤ ❛❝t✐♦♥ k ✭❡❛❝❤ ✜rst r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t D✮✱ ❛♥❞ ✐ts ❞✉❛❧ k�✱ ❛r❡ s❛✐❞
✈✐s✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
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❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶✻✳

D =

⋮
ξ.1 ⊢

⋮
ξ.2 ⊢

⊢ ξ
(+, ξ,{1,2})

C =
. . .

⋮
⊢ ξ.1, ξ.2,ΓI . . .

ξ ⊢ Γ
(−, ξ,{. . . ,{1,2}, . . .})

❚❤❡ t✇♦ ξ ❢♦r♠ ❛ ❝✉t✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❤❡❝❦s t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✐❢ ✐ts s✉❜✲❛❞❞r❡ss❡s ✭t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✮ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ♦♥❡
s❡t ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❞✐✈❡r❣❡s✳ ■t st♦♣s ✐❢ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛ 6✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ❞✉❛❧✐t② ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✼ ✭❖rt❤♦❣♦♥❛❧✮✳ ❼ ❚✇♦ ❞❡s✐❣♥s D,C ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜❛s❡
⊢ ξ ❛♥❞ ξ ⊢ ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧s✱ ♦r ❞✉❛❧s✱ ✐❢ JD,CK = 6✳ ■♥ s②♠❜♦❧s ✇❡
✇r✐t❡ D�C✳

❼ ❆ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s R = {C0, . . . ,Cn} ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜❛s❡s ⊢ ξ, σ1 ⊢, . . . , σn ⊢✱
✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❛ ❞❡s✐❣♥ D ♦❢ ❜❛s❡ ξ ⊢ σ1, . . . , σn} ✐❢ JD,RK = 6❀ ✐♥
s②♠❜♦❧s ✇❡ ✇r✐t❡ D�R✳

❼ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧s ♦❢ D ✐s ♥♦t❡❞ D�❀ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢
❞❡s✐❣♥s R ✐s

R� = ⋂
D∈R

D�.

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✈❡r② ✐♥t✉✐t✐✈❡ t♦❦❡♥✲♠❛❝❤✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝✉t ♦♥ t❤❡✐r ❜❛s❡s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡
❝❧♦s❡❞ ❝❛s❡✱ t❤✉s st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✽ ✭❚♦❦❡♥✲♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✳ ▲❡t t ❜❡ ❛ t♦❦❡♥ ❛♥❞ tn t❤❡
t♦❦❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ n✲t❤ st❡♣✳ ▲❡t D ❜❡ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❛s❡ ⊢ ξ,∆✱
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② (+, ξ, I)✱ ❛♥❞ C ❛ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❛s❡ ξ ⊢ ∆′✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
(−, ξ,N)✳

t0 = (+, ξ, I)✳

▲❡t tn ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡✿

✶✳ ■❢ tn = (+,∆,6)✱ t❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st♦♣s ✭s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s 6∆✳



✺✶

✷✳ ■❢ tn = (+, ζ, I) ✐♥ D ✭✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦
❝❛s❡s✿

❼ ■❢ ∃(−, ζ,N) ∈ C✱ ❛♥❞ I ∈ N ✱ t❤❡♥ tn+1 = (−, ζ,N)✳

❼ ❖t❤❡r✇✐s❡ tn+1 = � ✭✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞✮✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐✈❡r❣❡s✳

✸✳ ■❢ tn ✐s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (−, ζ,N)✱ ❛♥❞ tn−1 = (+, ζ, I)✱ ✇✐t❤
I ∈ N ✱ t❤❡♥ tn+1 = (+, ζ.i, I ′)✱ t❤❡ r✉❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ I✲t❤ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢
(−, ζ,N)✱ ✇❤❡r❡ i ∈ I✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶✾✳

▲❡t D =

ξ.1.1.1 ⊢
(+, ξ.1.1,{1})4

⊢ ξ.1.1
(−, ξ.1,{{1}})3

ξ.1 ⊢

ξ.2.1.1 ⊢
(+, ξ.2.1,{1})8

⊢ ξ.2.1
(−, ξ.2,{{1}})7

ξ.2 ⊢
(+, ξ,{1,2})0

⊢ ξ

❛♥❞ C =

6
10

⊢ ξ.2.1.1, ξ.1.1.1
(−, ξ.2.1,{{1}})9

ξ.2.1 ⊢ ξ.1.1.1
(+, ξ.2,{1})6

⊢ ξ.1.1.1, ξ.2
(−, ξ.1.1,{{1}})5

ξ.1.1 ⊢ ξ.2
(+, ξ.1,{1})2

⊢ ξ.1, ξ.2
(−, ξ,{{1,2}})1

ξ ⊢

❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❞❡♥♦t❡ t❤❡ n✲t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❡♣✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡
❝✉t ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡s (⊢ ξ, ξ ⊢)✱ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦s t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ + r✉❧❡✿ ✐❢ {1,2}
✜♥❞s ❛ ♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s✱ ❛♥❞
❡♥❞s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐❢ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛ 6✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♦♠✐t t♦ ♥♦t❡ t❤❡
r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❜r❡✈✐t②❀ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❡♣s ❛r❡✿

(1) ∶



✺✷

ξ.1.1.1 ⊢
(+, ξ.1.1)4

⊢ ξ.1.1
(−, ξ.1)3

ξ.1 ⊢

ξ.2.1.1 ⊢
(+, ξ.2.1)8

⊢ ξ.2.1
(−, ξ.2)7

ξ.2 ⊢
(+, ξ)0

⊢ ξ

6
10

⊢ ξ.2.1.1, ξ.1.1.1
(−, ξ.2.1)9

ξ.2.1 ⊢ ξ.1.1.1
(+, ξ.2)6

⊢ ξ.1.1.1, ξ.2
(−, ξ.1.1)5

ξ.1.1 ⊢ ξ.2
(+, ξ.1)2

⊢ ξ.1, ξ.2
(−, ξ)1

ξ ⊢

❱✐s✐t❡❞ ❛❝t✐♦♥s✿ (+, ξ)0(−, ξ)1

(2) ∶

ξ.1.1.1 ⊢
(+, ξ.1.1)4

⊢ ξ.1.1
(−, ξ.1)3

ξ.1 ⊢

ξ.2.1.1 ⊢
(+, ξ.2.1)8

⊢ ξ.2.1
(−, ξ.2)7

ξ.2 ⊢

6
10

⊢ ξ.2.1.1, ξ.1.1.1
(−, ξ.2.1)9

ξ.2.1 ⊢ ξ.1.1.1
(+, ξ.2)6

⊢ ξ.1.1.1, ξ.2
(−, ξ.1.1)5

ξ.1.1 ⊢ ξ.2
(+, ξ.1)2

⊢ ξ.1, ξ.2

❱✐s✐t❡❞ ❛❝t✐♦♥s✿ (+, ξ)0(−, ξ)1 → (+, ξ.1)2(−, ξ.1)3

(3) ∶

ξ.1.1.1 ⊢
(+, ξ.1.1)4

⊢ ξ.1.1

ξ.2.1.1 ⊢
(+, ξ.2.1)8

⊢ ξ.2.1
(−, ξ.2)7

ξ.2 ⊢

6
10

⊢ ξ.2.1.1, ξ.1.1.1
(−, ξ.2.1)9

ξ.2.1 ⊢ ξ.1.1.1
(+, ξ.2)6

⊢ ξ.1.1.1, ξ.2
(−, ξ.1.1)5

ξ.1.1 ⊢ ξ.2

❱✐s✐t❡❞ ❛❝t✐♦♥s✿ (+, ξ)0(−, ξ)1 → (+, ξ.1)2(−, ξ.1)3 → (+, ξ.1.1)4(−, ξ.1.1)5

(4) ∶

ξ.2.1.1 ⊢
(+, ξ.2.1)8

⊢ ξ.2.1
(−, ξ.2)7

ξ.2 ⊢

6
10

⊢ ξ.2.1.1, ξ.1.1.1
(−, ξ.2.1)9

ξ.2.1 ⊢ ξ.1.1.1
(+, ξ.2)6

⊢ ξ.1.1.1, ξ.2

❱✐s✐t❡❞ ❛❝t✐♦♥s✿ (+, ξ)0(−, ξ)1 → (+, ξ.1)2(−, ξ.1)3 → (+, ξ.1.1)4(−, ξ.1.1)5

→ (+, ξ.2)6(−, ξ.2)7



✺✸

(5) ∶

ξ.2.1.1 ⊢
(+, ξ.2.1)8

⊢ ξ.2.1

6
10

⊢ ξ.2.1.1, ξ.1.1.1
(−, ξ.2.1)9

ξ.2.1 ⊢ ξ.1.1.1

❱✐s✐t❡❞ ❛❝t✐♦♥s✿ (+, ξ)0(−, ξ)1 → (+, ξ.1)2(−, ξ.1)3 → (+, ξ.1.1)4(−, ξ.1.1)5

→ (+, ξ.2)6(−, ξ.2)7 → (+, ξ.2.1)8(−, ξ.2.1)9

(6) ∶

6
10

⊢ ξ.2.1.1, ξ.1.1.1

❱✐s✐t❡❞ ❛❝t✐♦♥s✿ (+, ξ)0(−, ξ)1 → (+, ξ.1)2(−, ξ.1)3 → (+, ξ.1.1)4(−, ξ.1.1)5

→ (+, ξ.2)6(−, ξ.2)7 → (+, ξ.2.1)8(−, ξ.2.1)9 → 6
10✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛st ♥✉♠❜❡r ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ k ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s✐❣♥✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ❝✉t✲♥❡t R = JD,CK ❛❢t❡r ❡❛❝❤
st❡♣ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ s✉❜✲❞❡s✐❣♥s ♦❢ D ❛♥❞ C✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ R3✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❡
❝✉t✲♥❡t ❛t t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣✱ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜②✿

D1✿
ξ.1.1.1 ⊢

(+, ξ.1.1,{1})4
⊢ ξ.1.1

❀ D2✿
ξ.2.1.1 ⊢

(+, ξ.2.1,{1})8
⊢ ξ.2.1

(−, ξ.2,{{1}})7
ξ.2 ⊢

❀

❛♥❞ C1✿

6
10

⊢ ξ.2.1.1, ξ.1.1.1
(−, ξ.2.1,{{1}})9

ξ.2.1 ⊢ ξ.1.1.1
(+, ξ.2,{1})6

⊢ ξ.1.1.1, ξ.2
(−, ξ.1.1,{{1}})5

ξ.1.1 ⊢ ξ.2

❚❤❡ ❝♦r❡ t❤❡♦r❡♠s

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥s ②✐❡❧❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t❤❡♦r❡♠s✱
❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✽✳

✶✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② t❤❡♦r❡♠✱ ❛ ❞✐❛♠♦♥❞ ✭❝♦♥✢✉❡♥❝❡✮ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥✳

✷✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② t❤❡♦r❡♠✱ ❛♥❞

✸✳ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r❡♠✳

✽❆❧❧ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ✐♥ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛s ♥♦t❡❞ ✐♥ ❬✶✻❪✳
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❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✐s ✇❤❛t ❦❡❡♣s t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r✱ st❛t✐♥❣ t❤❛t ❛
❞❡s✐❣♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✿ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡
✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡✐r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧s ✐s
t❤❡ s❛♠❡✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❤✐r❞ ❞❡s✐❣♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s t✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ❧✉❞✐❝s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❛❧r❡❛❞② ❝✐t❡❞ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ✇❡ ✜♥❞ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❛♠❡✲s❡♠❛♥t✐❝s
t❡r♠s ✇❤❡r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦❝✉s ❛r❡ ❛❞♠✐tt❡❞❀ ❤♦✇❡✈❡r✱
♦♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦♥str❛✐♥ ✐s ❞r♦♣♣❡❞ ✕ ❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s ✕
t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡✾✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡
❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡s✐❣♥s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧s ❛s ♠❡t❤♦❞ ♦❢
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ s✉❜ ❞❡s✐❣♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛♥
✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❛ s✉❜✲❞❡s✐❣♥ ❤❛s ❛s ❜❛s❡ ❛ s✉❜✲
❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♥❡✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ s❤♦rt❡♥✐♥❣ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ D
✉s✐♥❣ 6 ✭❛♥ ✐❞❡❛ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡s♦rt ❧❛t❡r✮✱ ✇❤✐❧❡ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥
❛s ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❤❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ s✐♥❝❡ D� ⊆ (D6)�✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ✐s ❛♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❦✐♥❞✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✵✳ ▲❡t D ❛♥❞ C ❜❡ ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t
D ✐s ♠♦r❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❛♥ C✱ ✐♥ s②♠❜♦❧s D ⪯ C✱ ✐❢ D� ⊆ C�✳

⪯ ✐s tr❛♥s✐t✐✈❡✱ r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❜② t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✳
■♥❞❡❡❞ ✐t ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ D� = C� ✐❢ C ≠ D✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ❛ ♥♦t❛❜❧❡
r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ✐♥ ❛❝❝♦r❞ ✇✐t❤ ❧✉❞✐❝s✬ ❛✐♠ ♦❢ ❝❧♦s✐♥❣ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥
s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② t❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧②
s❡♠❛♥t✐❝s ♣r♦♣❡rt②❀ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✭t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ♣r♦♣❡rt②✮ ✐s s②♥t❛❝t✐❝✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ ❧✉❞✐❝s ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥ ❛s ❛ ♠❡t❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥❀
t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✈✐❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ⪯ ❛s ♦r❞❡r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

✶✳ ❆ss♦❝✐❛t✐✈✐t②✿ ❧❡t {R0, . . . ,Rn} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❝✉t✲♥❡ts✱ t❤❡♥ JR0, . . . ,RnK =
JJR0K, . . . , JRnK, K

✷✳ ❙t❛❜✐❧✐t②✿ ❧❡t R ❜❡ ❛ ❝✉t✲♥❡t✱ ❛♥❞ Ri ⊂ R✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I ≠ ∅✳ ❚❤❡♥
J⋂i∈I RiK = ⋂i∈IJRiK✳

✸✳ ▼♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✿ ✐❢ D0 ⪯ C0, . . . ,Dn ⪯ Cn t❤❡♥ JD0, . . . ,DnK ⪯ JC0, . . . ,CnK✳

✾❲❤✐❧❡ st✐❧❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ❬✻❪✱ s❡❝t✐♦♥ ✾ ❛♥❞ ✶✵✳
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❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ s❡ts
♦❢ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ s❛♠❡ ❜❛s❡ ❝❧♦s❡❞ ❜② ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✭✐✳❡✳ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ✇❤✐❝❤
❜❡❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♦❧
♦❢ ❧✉❞✐❝s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❧✉❞✐❝s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t②♣❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t
❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✈✐❛ ❛ BHK✲❧✐❦❡ s❡♠❛♥t✐❝s✿ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ A ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐ts
♣r♦♦❢s✱ t❤✉s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r A ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ A ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ A✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❛❜❧❡✱ ♥♦t❡❞⊗,

˙
,
˘

,⊕✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡t ✉s ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ t②♣❡s✱
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s ✭✇❡ st❛t❡ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s ❜❡❧♦✇✮✳

✷✳✷✳✹ ❇❡❤❛✈✐♦✉rs

❆ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ❝❧♦s❡❞ ❜② ❜✐ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✿ ❛ s❡t B ♦❢ ❞❡s✐❣♥s
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ s✉❝❤ t❤❛t B = B��✳ ❆ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❢ ♦❢ ❜❛s❡
⊢ Γ✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐❢ ♦❢ ❜❛s❡ ξ ⊢ Γ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✶✳ ❆ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ s❛♠❡ ❜❛s❡ B ✐s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐❢
B =B�,�✳ ❆ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ✐ts ❜❛s❡✳

■❢ B = {D0, . . . ,Dn} ✭✇✐t❤ ❡❛❝❤ Di ♦❢ s❛♠❡ ❜❛s❡✮✱ t❤❡♥ ✇❡ s❛② t❤❛t B ✐s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ B�� =B✳

❆ ❜❡❤❛✈✐♦✉r B ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢ ❛❧❧ D ∈B ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥✳

❇❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t ❛♥② s❡t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦❢ ❛ ♥❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✱ ✐✳❡✳ ❛ s❡t R ♦❢
❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s R�✱ ✐s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ s✐♥❝❡
R��� =R�✳

❆♥♦t❤❡r ♥♦t❛❜❧❡ ❢❛❝t ✐s t❤❛t✱ ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡s✐❣♥ {D}✱ t❤❡♥ t❤❡
s♠❛❧❧❡st ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐t ✐s

{D}�� = {D′ ∣ D ⪯ D′}.

❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ⪯✳ ❙♦♠❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡✿

❼ ▲❡t B ❜❡ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ t❤❡♥ ✐❢ D ∈B ❛♥❞ D ⪯ C✱ t❤❡♥ C ∈B✳

❼ ■❢✱ ∀Dk ∈B✱ ✇✐t❤ k ∈K ≠ ∅✱ ∃D s✉❝❤ t❤❛t ∀Dk,Dk ⪯ D✱ t❤❡♥ ⋂k∈K Dk ∈
B✱ ❜② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② t❤❡♦r❡♠✳

❼ ▲❡t B ❛♥❞ G ❜❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ❚❤❡♥ B∩G ✐s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
B = B� ❛♥❞ G = G�✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ B� ∩G� = (B ∪G)�✱ ❜② ❉❡✲▼♦r❣❛♥
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❞✉❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦❢ ❛
❣✐✈❡♥ s❡t✳ ■♥ s❤♦rt✱ ❡✈❡r② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✐s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

❼ ■❢ G ⊂B t❤❡♥ B� ⊂ G �✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✷✷✳ ❍❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♥♦t❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳

❼ ■❢ B = {Skξ} t❤❡ ❡♠♣t② ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❛s❡ ξ ⊢✱ t❤❡♥ B� = {6ξ}✱ t❤❡
❞❡s✐❣♥ (+, ξ,6) ♦❢ ❜❛s❡ ⊢ ξ✳ ❚❤❡♥✱ B�� ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ ❜❛s❡ ⊢ ξ✳
❲❡ ♥♦t❡ B�� ✇✐t❤ ⊺✱ ✇❤✐❧❡ {6} ✇✐t❤ 0✳

❼ ▲❡t B = {(+, ξ,∅)}✱ ✇❤❡r❡ (+, ξ,∅)
⊢ ξ ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡♠♣t②

r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ Oneξ✳ ❚❤❡♥ B� ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s ✇❤✐❝❤
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❤r♦♥✐❝❧❡ {(−, ξ,∅)6}✱ ✇❤❡r❡ 6 ✐♥tr♦❞✉❝❡s ⊢✳ ❲❡ ♥♦t❡
{One}�� ✇✐t❤ 1 ✭✐♥❞❡❡❞ ⊢ 1 ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❛♥
❡♠♣t② r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧s✮✳

❇❡❤❛✈✐♦✉rs ❧❡t ✉s ✐♥t❡r♣r❡t ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐♥t♦ ❧✉❞✐❝s✱ ❣✐✈✐♥❣ ✉s ❛ t♦♦❧ t♦ ✜♥❞
t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❧♦❣✐❝ ✐♥ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❞❡s✐❣♥s ❞♦ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦rr❡❝t ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s ✐♥ s❡q✉❡♥t
❝❛❧❝✉❧✉s✱ s✐♥❝❡ 6 ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s②♠❜♦❧ ❢♦r ❡rr♦r✱ ❛♥❞ ❛ t♦♦❧ t♦
✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r♦♦❢s✿ ✇❡ ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② st♦♣♣✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♦❢ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
♥❡❡❞ ❛ ✇❛② t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡s✐❣♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝♦rr❡❝t ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝
♣r♦♦❢s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦rr❡❝t ♦♥❡s✿ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ t❤✉s
❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❤✐❝❤ st❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛✳
❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✭✐♥ ❢❛❝t ❢♦r
MALL2✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✶✵✮✳

❇❡❤❛✈✐♦✉rs s❛t✐s❢② t✇♦ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

❼ ❋✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ s❛②s t❤❛t ✐❢ D ∈ A ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r A

✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ A✱ t❤❡♥ D ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♣r♦♦❢ ♦❢ A❀ ❛♥❞

❼ ■♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✇❤✐❝❤ s❛②s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✐♥t♦ s✉❜
❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ✐ts s✉❜ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ A ⊗B ✐s ❛
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ A ⊗ B ✭❢♦r ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊗ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
❜❡❤❛✈✐♦✉rs✮✱ t❤❡♥ A ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ A✱ ❛♥❞ B ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ B✳

✶✵❆s s❡❡♥ ✐♥ ❬✻✵❪✳
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❲❡ s❛✇ t❤❛t ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r B ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ⪯❀ ❤❡♥❝❡ ✐❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ D ✐s ✐♥ ❛
❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛❧❧ ❧❡ss ❞❡✜♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ♥♦t✐♦♥
✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞❡s✐❣♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ D ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s✮✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐t st✐❧❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ B✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✸ ✭✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t B ❜❡ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛♥❞ ❧❡t D ∈ B✳ ❚❤❡
✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ♦❢ D ✐♥ B✱ ❞❡♥♦t❡❞ ∣D∣B✱ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞❡s✐❣♥ D′ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
D t❤❛t st✐❧❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ B ✭✐t ❡①✐sts ❜② t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣r♦♣❡rt② ❛❧r❡❛❞② r❡♠❛r❦❡❞✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✿

✶✳ ❆ ❞❡s✐❣♥ D ✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ B ✐❢ D = ∣D∣B✳

✷✳ ❚❤❡ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ♦❢ B✱ ❞❡♥♦t❡❞ ∣B∣ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s ♦❢
B✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② t✐❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✈✐s✐t❛❜❧❡
♣❛t❤✶✶ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ ✭s❡ts ♦❢✮
❝❤r♦♥✐❝❧❡s ♦❢ ✐ts ❞❡s✐❣♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✈✐s✐t❡❞ ❜② s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

❼ ∣⊺∣ = Skξ✱ ✇❤✐❧❡ ∣0∣ = {6} ❛♥❞ ∣1∣ = 1✳

❼ ∣{D}��∣ = D6✱ ✇❤❡r❡ D6 ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣✱ ✐♥
s♦♠❡ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ♦❢ D✱ t❤❡ ❧❛st ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ 6✳

❆♥♦t❤❡r ♥♦t✐♦♥ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ✐s t❤❛t ♦❢ ❞✐r❡❝t♦r② ♦❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r B✱ ❞❡♥♦t❡❞
DirB ♦r RepB ✭❢r♦♠ ré♣❡rt♦✐r❡✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✹ ✭❉✐r❡❝t♦r②✮✳ ▲❡t B ❜❡ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t♦r② ♦❢ B✱
❞❡♥♦t❡❞ DirB ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❞❡s✐❣♥s ♦❢ B✳

❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉rs✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡✐r r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ✭❜✉t st✐❧❧ ♦❢ s❛♠❡ ❜❛s❡✮✳ ❍❡r❡ ❛r❡
❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s✿

❼ Dir⊺ =Dir0 = ∅✳

❼ Dir1 = {∅}✳

❼ ■❢ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ D ✐s (+, ξ, I)✱ t❤❡♥ Dir{D}�� = I✱ ✐❢ D ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❢
✜rst ❛❝t✐♦♥ (−, ξ,N)✱ t❤❡♥ ✐s {I1, . . . , In} ❢♦r I1, . . . , In ∈ N ✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r② ♦❢ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ s♦❧❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ❞❡s✐❣♥s✳

✶✶❇② ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❛s ✐♥ ❬✷✽❪✳
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❖♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ s❡ts ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ✇❤✐❝❤✱ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱ ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✳

❆t ✜rst ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝ts ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ∩✶✷✿

❼ ▲❡t B ❜❡ ❛ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❜❛s❡ ξ ⊢✱ t❤❡♥ B ∩ ⊺ξ⊢ =B✳

❼ ■❢ D ⪯ E ✱ t❤❡♥ {D}�� ∩ {E}�� = {E}��✱ s✐♥❝❡ {E}�� ⊂ {D}��✳

❼ ■❢ B ❛♥❞ C ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ❛♥❞ DirB∩DirC = ∅✱ t❤❡♥ B∩C =
0✳

❼ ■❢ B ❛♥❞ C ❛r❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ❛♥❞DirB∩DirC = ∅✱ t❤❡♥ ∣B∩C ∣ =
∣B∣ ∪ ∣C ∣✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✺✳ ▲❡t B ❛♥❞ C ❜❡ t✇♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡✳ ❚❤❡♥
B ❛♥❞ C ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✐❢ DirB ∩DirC = ∅✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ∩ ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛♥❞
❤❛✈❡ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ⊺ ✭❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✮✳ ❲❡
❝❛♥ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✉❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ∪✱ ✇❤✐❝❤ ❤♦✇❡✈❡r ♠✉st ❜❡ ♦❜✈✐♦✉s❧②
❝❧♦s❡❞ ❜② ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s r❡s✉❧t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
✐t ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ 0 ❛s ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✕ t❤❛t ✐s
⊺� = ({Skξ}��)� r❡str✐❝t❡❞ t♦ {6}✳ ❲❡ ♥❡❡❞ ❛ ❢❡✇ ❢✉rt❤❡r ♥♦t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❜✉✐❧❞ s♦♠❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s
✕ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ ❧❛t❡r ✐♥ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤
s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✻ ✭❆❧✐❡♥❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t B ❛♥❞ C ❜❡ t✇♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❜❛s❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧✐❡♥❛t❡❞ ✐❢ t❤❡ r❡✉♥✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✐r❡❝t♦r✐❡s ❛r❡
❞✐s❥♦✐♥t✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ⋃DirB ∩⋃DirC = ∅✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧✐❡♥❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♠❛❦❡s s❡♥s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r✐❡s
❛r❡ ♥♦t ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❜✉t ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
s❡ts ♦❢ s❡ts✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡ts ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✭✐♥
t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❛s❡ ✜♥✐t❡ s✉❜s❡ts ♦❢ P(N)✮❀ t❤❡♥ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡✐r
r❡✉♥✐♦♥ ⋃✱ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥s✐❞❡ t❤❡♠✱ ❛♥❞ s❡❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ t❤❡r❡✱ ✐✳❡✳ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ✇❤♦❧❡ s❡t✳

✶✷❋♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✻❪✱ ✇❤❡r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❧❛st ❢❛❝t ♦❢ t❤❡ ❧✐st ✐s ♣r♦✈❡❞ ❛s ❛ ▲❡♠♠❛ ♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱
❛ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ●✐r❛r❞ ❝❛❧❧s t❤❡ ✏♠②st❡r② ♦❢ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥✑✱ ❬✶✻❪✱ ♣✳✹✸✳



✺✾

❖t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❧✐❡♥❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ t♦♦❧ ✇❤✐❝❤ ❧❡t
✉s ❞❡✲s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ♣♦❧❛r✐t②✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛
✇❛② t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✼✳ ▲❡t ❝ ❜❡ ❛ ❝❤r♦♥✐❝❧❡ ♦❢ ❜❛s❡ ⊢ ξi ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ξi ⊢✮✳
❲✐t❤ ↓ ❝ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❤r♦♥✐❝❧❡ (−, ξ,{{i}}).❝ ♦❢ ❜❛s❡ ξ ⊢ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
(+, ξ,{i}).❝ ♦❢ ❜❛s❡ ⊢ ξ✮✳

▲❡t D ❜❡ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❜❛s❡ ⊢ ξi ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② (ξi ⊢) ✐❢ ♥❡❣❛t✐✈❡✮✱ t❤❡♥ ↓ D =

{↓ ❝ ∣ ❝ ∈ D}

❚❤❡♥✱ ❧❡t B ❜❡ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❜❛s❡ ⊢ ξi ✭ξi ⊢ ✐❢ ♥❡❣❛t✐✈❡✮✱ t❤❡♥ ↓ B =

{↓ D ∣ D ∈B}��.

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s
❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✽✳ ▲❡t Bk ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢
s❛♠❡ ❜❛s❡✱ t❤❡♥

⊕Bk = (⋃Bk)��

▲❡t Bk ❜❡ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ s❛♠❡ ❜❛s❡✱ t❤❡♥
¯

Bk =⋂Gk

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝ts ❤♦❧❞✿

✶✳ (
˘

Bk)� =⊕B�
k ✱ s✐♥❝❡

⋂Bk =⋂B
��
k = (⋃B

�
k)
�

✷✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠②st❡r② ♦❢ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❢❛❝t✿

∣B &C ∣ = ∣B∣ × ∣C ∣

✐✳❡ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡✲
s✐❣♥s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ & ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥✲
❝❛r♥❛t✐♦♥✳

❆❜♦✉t t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ r✐❣❤t ❛✇❛② t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧ ♦♥❧②
✉♣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ♣♦❧❛r✐③❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♣♦❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ↓♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡



✻✵

❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛♥t❡❞ ♣♦❧❛r✐t②❀ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡② r❡q✉✐r❡ ❞✐s❥♦✐♥t
❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐st❡r② ♦❢ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥✱ ❏✳✲❨✳ ●✐r❛r❞ t❛❧❦s ❛❜♦✉t ❛ s♣✐r✐t✉❛❧
❞✐❧❡♠♠❛✶✸✿ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡
❞✐r❡❝t♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ r❡✇r✐t✐♥❣✱ ❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ ❞❡✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✶✹✱ ♦♥ t❤❡ ✜rst r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❞✐r❡❝t♦r✐❡s✱ ❛♥❞ s♦ ♥♦ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s ✭✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ s✉❜ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥
✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤r♦♥✐❝❧❡❀ ✐t ✐s
♦♥❧② ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡rs ✐♥ t❤❡ ♣r❡✜①❡s ♦❢ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst r✉❧❡✭s✮✳
❚❤✐s ❞❡✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❞✐❧❡♠♠❛✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ st❡♣ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢s t❤❛t ❞❡s✐❣♥s ❛r❡✿ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡✐r ✐♥t❡♥❞❡❞
❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳

❚❤❡ ❧❛st ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛r❡ t❤♦s❡ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥♦t❡❞ ⊙✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ ♠❡r❣✐♥❣
❢♦r ❢✉t✉r❡ ♣✉r♣♦s❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✾✳ ▲❡t D ❛♥❞ C ❜❡ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ⊢ ξ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡
D ⊙ C ❜② ❝❛s❡s✿

❼ ✐❢ D ♦r C ✐s 6✱ t❤❡♥ D ⊙ C = 6✳

❼ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❧❡t (+, ξ, I) ❛♥❞ (+, ξ, J) ❜❡ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
D ❛♥❞ C✳ ❚❤❡♥

✕ ✐❢ I ∩ J = ∅✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✿

D ⊙ C = {(+, ξ, I ∪ J).❝ ∣ (+, ξ, I)❝ ∈ D ♦r (+, ξ, J)❝ ∈ C}

✕ ♦t❤❡r✇✐s❡ D ⊙ C = 6✳

⊙ ✐s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ One =
(+, ξ,∅)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❞❡✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞
❛s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s✱
♠❡♠❜❡rs ♦❢ ⊙✱ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❛❧✐❡♥❛t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛❧✐❡♥❛t❡❞ ❞❡s✐❣♥s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♠♣❧② ❞✐s❥♦✐♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✵✳ ▲❡t B ❛♥❞ E ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❧✐❡♥❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✭t❤✉s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡✮✳ ❚❤❡♥

B⊗E = {D ⊙ C ∣ D ∈B,C ∈ E }��

✶✸❆s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✻✵❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❬✸✽❪ ❜② ●✐r❛r❞✳
✶✹❬✻✵❪ ♣✳✸✸✳
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▲❡t ♥♦✇ B ❛♥❞ E ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❧✐❡♥❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ❚❤❡♥

B
¸

E = (E �⊗B
�)�

❚♦ ❡♥❞ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠s✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦
❬✸✽❪ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❧✉❞✐❝s✱ ❛♥❞ t♦ ❬✻❪ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡s
✐♥ ❧✉❞✐❝s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❣❛♠❡✲s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❚❤❡✐r st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❼ ■♥t❡r♥❛❧ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✿ ❧❡t K ≠ ∅✱ t❤❡♥⊕k∈K Gk = ⋃k∈J Gk✱
✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡✳

❼ ■♥t❡r♥❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✿ ❧❡t G ❛♥❞ H ❜❡ ❛❧✐❡♥❛t❡❞
❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ t❤❡♥ G ⊗H = {D ⊙ C ∣ D ∈ G ,C ∈ G }❀ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❜✐✲
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ✐s s✉♣❡r✢✉♦✉s✳

❼ ❋✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✿ ❧❡t Γ ⊢ ∆ ❜❡ ❛ MALL2 s❡q✉❡♥t Π1✱ ❛♥❞ ❧❡t D
❜❡ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥t Γ ⊢ ∆✳ ❚❤❡♥✱
✐t ❡①✐sts ❛ ♣r♦♦❢ π ♦❢ Γ ⊢ ∆ s✉❝❤ t❤❛t D = π∗✱ ✇❤❡r❡ π∗ ✐s ❛ ❞❡s✐❣♥
✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ π✳

✷✳✷✳✺ ●✐✈✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❯s✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ♣r✉♥✐♥❣✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✇♦r❦ ♦❢ ❈✳ ❋♦✉q✉❡ré ❛♥❞
▼✳ ◗✉❛tr✐♥✐ ❬✸✵❪ ✕ ✇❤❡r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t t❡r♠s ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✕ ✐t ✐s r❛t❤❡r ❡❛s② t♦ ❢♦r❝❡ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s❡t
♦❢ ❞❡s✐❣♥s ♦r ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

❚❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ✇❡ ✉s❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❡r❛s✐♥❣ ♦❢ ❛ ✜♥❛❧ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤
✐♥ ❛ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❛t ❣❡ts ♠❡❛♥✐♥❣ ♦♥❝❡ t❤✐s ♣r✉♥❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ ♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛s❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝❛r❡❢✉❧❧② ♣❧❛❝❡❞ 6 ♦♥ t❤❡s❡
❧❛tt❡rs✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡
t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❛ s❡t✱ ❛❧❧♦✇s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ♥♦t ❞✐✈❡r❣❡ ♦♥❧② ✐❢ ✐t
✈✐s✐t ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦r❞❡r ✭t❤✉s ❣✐✈✐♥❣ ✐t ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞
❛❧s♦ ♦♥❝❡ ✇❡ ❝❧♦s❡ t❤❡ s❡t ❜② ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ t❤❛t ✐s
t❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

❚❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ✇♦r❦s ✐♥ ❛ r❛t❤❡r s✐♠♣❧❡ ✇❛②❀ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s✐❣♥✿

. . .

⋮
ξ.1.1 ⊢

(−, ξ.1.1,N)

⊢ ξ.1
(+, ξ.1,{1})

. . .

ξ ⊢
❛ ♣r✉♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ (−, ξ.1.1,N) ✇✐❧❧ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤✐s
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. . .

ξ.1.1 ⊢
p

⊢ ξ.1
(+, ξ.1,{1})

. . .

ξ ⊢
Pr✉♥✐♥❣ ♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥s ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛st

❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤ ✇✐t❤ ♥♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

❲❤❡♥ ♣✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❛ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♣r✉♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠✲
♠♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝ts t❤❡ ♦r❞❡r
❢♦r❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣✿ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r✉♥❡❞ ❜r❛♥❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ❧❛st✳ ❲❡
✐♠♣r♦♣❡r❧② ❝❛❧❧ ♣r✉♥❡❞ ❞❡s✐❣♥s ❛❧s♦ ❞✐r❡❝t❡❞ ❞❡s✐❣♥s✳

▲❡t ✉s t❛❦❡ ❜❛❝❦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♠♦❞✐❢② ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✉♥✲
✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥✱ t♦ s❡❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s✿

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✸✶✳ D ∶

ξ.1.1.1 ⊢
(+, ξ.1.1,{1})

⊢ ξ.1.1
(−, ξ.1,{{1}})

ξ.1 ⊢

ξ.2.1.1 ⊢
(+, ξ.2.1,{1})

⊢ ξ.2.1
(−, ξ.2,{{1}})

ξ.2 ⊢
(+, ξ,{1,2})

⊢ ξ

C ∶

6

⊢ ξ.2.1.1, ξ.1.1.1
(−, ξ.2.1,{{1}})

ξ.2.1 ⊢ ξ.1.1.1
(+, ξ.2,{1})

⊢ ξ.1.1.1, ξ.2
(−, ξ.1.1,{{1}})

ξ.1.1 ⊢ ξ.2
(+, ξ.1,{1})

⊢ ξ.1, ξ.2
(−, ξ,{{1,2}})

ξ ⊢

E ∶

6

⊢ ξ.1.1.1, ξ.2.1.1
(−, ξ.1.1,{{1}})

ξ.1.1 ⊢ ξ.2.1.1
(+, ξ.1,{1})

⊢ ξ.2.1.1, ξ.2
(−, ξ.2.1,{{1}})

ξ.2.1 ⊢ ξ.2
(+, ξ.2,{1})

⊢ ξ.2, ξ.1
(−, ξ,{{1,2}})

ξ ⊢

❇♦t❤ C ❛♥❞ E ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ D✳ C ✈✐s✐ts t❤❡ ξ.1 ❜r❛♥❝❤ ✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡
ξ.2 ♦♥❡ ❧❛t❡r❀ E ❞♦❡s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐♥st❡❛❞✳ ❍♦✇❡✈❡r

D∗ ∶ p
ξ.1 ⊢

6

⊢ ξ.2.1
(−, ξ.2,{{1}})

ξ.2 ⊢
(+, ξ,{1,2})

⊢ ξ

✇❤❡r❡ p ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣r✉♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ξ.1 ⊢✱ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
♦♥❧② t♦ E✿ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦♥ ξ.1✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛
r✉❧❡ ❛♥②♠♦r❡✱ ❜✉t ❝❛♥ ♦♥❧② ♣❛ss t❤r♦✉❣❤ ξ.2 ⊢✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ E ∈ {D,D∗}�✱
s✐♥❝❡ ✐t ✈✐s✐ts t❤❡ ξ.2 ❜r❛♥❝❤ ✜rst✱ ✇❤✐❧❡ C ∉ {D,D∗}�❀ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❤❛✈❡
❢♦r❝❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♦r❞❡r ξ.2 < ξ.1✳
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❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✸✷✳ ■❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✶ ❂ {Oneξ,Dai+ξ }✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥✲
s✐❞❡r ↑↓ 1✳ ■ts ❞❡s✐❣♥s ❛r❡✿

(+, ξ,∅)
⊢ ξ.1.1

ξ.1 ⊢

⊢ ξ

❀

6

⊢ ξ.1.1

ξ.1 ⊢

⊢ ξ

❆♥♦t❤❡r ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ↑↓ 1✱ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst r✉❧❡ ✐s✿

(+, ξ,∅)
⊢ ξ.2.1

ξ.2 ⊢

⊢ ξ

❀

6

⊢ ξ.2.1

ξ.2 ⊢

⊢ ξ

✇❡ ❝❛♥ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ↑↓ 12✳

◆♦✇✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ↑↓ 1⊗ ↑↓ 1 ✭❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✵✮ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

⊢ ξ.1.1

ξ.1 ⊢

⊢ ξ.2.1

ξ.2 ⊢

⊢ ξ

❀

6

⊢ ξ.1.1

ξ.1 ⊢

⊢ ξ.2.1

ξ.2 ⊢

⊢ ξ

❀
⊢ ξ.1.1

ξ.1 ⊢

6

⊢ ξ.2.1

ξ.2 ⊢

⊢ ξ

❀

6

⊢ ξ.1.1

ξ.1 ⊢

6

⊢ ξ.2.1

ξ.2 ⊢

⊢ ξ

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❧❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈✐s✐t t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥ ♥♦
♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦r❞❡r❀ ✐t ❥✉st ❤❛s t♦ ✈✐s✐t ❜♦t❤ t♦ ❣❡t t♦ 6 ✐♥ ❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ t❤❡
s❡t✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ✐♥st❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ ↑↓ 1 ♦❜t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ↑↓ 1 <↑↓ 12✱ ✇❤❡r❡ < ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ t❡♥s♦r✱ ✇❡ ❝❛♥
♠♦❞✐❢② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

6

⊢ ξ.1.1

ξ.1 ⊢

⊢ ξ.2.1

ξ.2 ⊢

⊢ ξ

↝

6

⊢ ξ.1.1

ξ.1 ⊢
p

ξ.2 ⊢

⊢ ξ



✻✹

❜② ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ ♦♥ ξ.2✳ ❚❤✐s s✐♥❣❧❡ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ s❡t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦
❢♦r❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ✈✐s✐t t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ξ.1 ✜rst✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳✸✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ✭♦❢ ❞❡s✐❣♥s✮ ♠❛❦❡s ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✐r✲
r❡❣✉❧❛r✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s r❡❣✉❧❛r ✐❢ ♠✐①✐♥❣ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s
✭✐✳❡✳ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s ❜② ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ t❤❡ t✇♦ ♣❛t❤s✮ ✐s st✐❧❧ ❛♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✕ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❛t ♣❛t❤ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✶✺✳ ■rr❡❣✉❧❛r✐t② ❡①❛❝t❧② ❡①♣r❡ss❡s t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✈✐s✐t❛❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ✐♥ ❛♥② ♦r❞❡r✱
❜✉t ♦♥❧② s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛t❤s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳

✶✺❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s r❡❣✉❧❛r ✐❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞

✉♥❞❡r s❤✉✤❡✱ ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✵❪✳



✸✳ Pr♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐

Pr♦❣r❛♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♠❛♥② ❛❣❡♥ts
✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s s❡tt✐♥❣s✱ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ s✉❝❤
♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♥♦t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s ✉s ♦✉t ♦❢ t❤❡
♣✉r❡❧② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇♦r❧❞✳

■♥ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❛❣❡♥ts✱
❝❛❧❧❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛❝t✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✕ ✐♥ t❤❡
❢♦r♠ ♦❢ s❡♥❞✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✕ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛
s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❜str❛❝t s❡tt✐♥❣ t♦ tr❡❛t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐ ✭♦r ❛❧❣❡❜r❛s ❛s ✐♥ ❬✹✻❪✮✳ ❲❡ ❝❛♥ st❛rt
❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❧❛❜❡❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✭LTS✮✱ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡
t❡r♠s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❀ t❤❡♥✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❙②st❡♠s✱ ✐♥ s❤♦rt CCS✱ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜②
▼✐❧♥❡r ✐♥ ❬✺✺❪✱ ❛s t❤❡ ♣r♦t♦t②♣✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦rt❧② ♣r❡s❡♥t
❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ CCS✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❛♠❡
♣❛ss✐♥❣✳

✸✳✶ ▲❚❙

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✳ ❆ ❧❛❜❡❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✭lts✮ ✐s ❛ t❡r♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ s✉❜✲
s❡t ♦❢ S ×Act×S✱ ❢♦r ❛ s❡t S ♦❢ st❛t❡s✱ ❛♥❞ Act ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r s, s′ ∈ S ❛♥❞
α ∈ Act ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞

s→α s′.

❲❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ lts ❛ s②♥t❛① t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛t❡r ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❆♥ lts ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤✉s

P,Q ∶= 1 ∣ α.P ∣ P +Q α ∈ Act

✻✺



✻✻

✶ ✐s t❤❡ ❡♠♣t② lts✶✱ α.P ✐s t❤❡ ♣r❡✜① ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭✇❡ s❛② t❤❛t P ✐s ♣r❡✜①❡❞
❜② α✮ ❛♥❞ P +Q ✐s t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡✱ ♦r s✉♠✱ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡
♦♥❝❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❡r♠s ✐s ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❲✐t❤ t❤✐s s②♥t❛①✱
t❤❡ s❡t S ♦❢ st❛t❡s ✐s ♠❛❞❡ ❜② ❛❝t✐♦♥s ♣✉t t♦❣❡t❤❡r ❜② t❤❡ ♣r❡✜① ♦♣❡r❛t✐♦♥
❛♥❞ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s✉♠✳ ❚❤❡ lts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s s②♥t❛① ✐s ♠❛❞❡ ♦❢
tr❛♥s✐t✐♦♥s →α ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ α ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡✜① ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛❝t✐♦♥s
✭♦r ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❛ s✉♠✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ tr❛❝❡s ♦❢ ❛ t❡r♠ P ✐s

tr(P ) = {α1, . . . , αn ∣ P →α1 ⋯→αn

}.

P ❛♥❞ Q ❛r❡ tr❛❝❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ tr(P ) = tr(Q)✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❜❛s✐❝s ♥♦t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥♥♦t st✐❧❧ ♣r♦♣❡r❧② ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥✱ ♥♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❡r♠s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ tr❛❝❡s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛t ❤❛♣♣❡♥ ✐♥s✐❞❡ ❛ t❡r♠ ✕ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✕ ❜✉t
❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ♠❛② ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞
❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✉❛❧ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✉❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥s
✇❤❡♥ ♣✉tt✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❚♦ ♣r❡♣❛r❡ ❢♦r t❤✐s ❡①t❡♥❞❡❞ s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ ♥♦t✐♦♥ t❤❛♥
tr❛❝❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ tr❡❛t ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✳ ▲❡t →⊆ S ×Act × S ❜❡ ❛ ❧❛❜❡❧❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛♥❞
R ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s S✳

R ✐s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐❢ ❢r♦♠ PRQ ❛♥❞ P →α P ′✱ ❢♦r ❛♥ ❛❝t✐♦♥ α✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t ∃Q′ s✉❝❤ t❤❛t Q→α Q′ ❛♥❞ P ′RQ′✳

R ✐s ❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐❢ ✐t ❤♦❧❞s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r Q✱ ✐✳❡✳ ✐❢ PRQ ❛♥❞ Q→α Q′

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ∃P ′ s✉❝❤ t❤❛t P →α P ′ ❛♥❞ P ′RQ′✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝ts ❤♦❧❞✿

❼ ❚❤❡ ❡♠♣t② ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐t② r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
❢r♦♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✮✳

❼ ❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡rs❡✱ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞
❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐♦♥s✳

❼ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t❤✉s ❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ∼
✭❝❛❧❧❡❞ ❜✐s✐♠✐❧❛r✐t②✮✳

❼ ❆♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦t ❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳✷

✶◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s 0❀ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❧❛t❡r ♦✉r r❡❛s♦♥s t♦ ✉s❡ 1 ✐♥st❡❛❞✳
✷❋♦r r❡❢❡r❡♥❝❡✱ s❡❡ ❬✹❪✳
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❆s ✇❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
✇❡ ❝❛♥ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥t❡r❛❝t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r♥❛❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ✐s s❡♥t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦✲
❝❡ss ❞✉r✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✭t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❤❛♣♣❡♥s✮❀ t❤❡s❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳

❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❛❞❞ t♦ ❛♥ lts ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❝t✐♦♥ τ ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡ t❤❡ t❡r♠ a.τ.b.1 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
a.b.1❀ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ τ ❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ a + b ❛s ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❝❤♦✐❝❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❞❞ ❛ τ ❛❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ♠❡♠❜❡r✱ ❜❡❝♦♠✐♥❣ τ.a + τ.b✱ ✐t
❜❡❝♦♠❡s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ s✐♥❝❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦♥ τ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

■♥ ❬✹✻❪ t❤❡ τ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s✐❧❡♥t ❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✐t ✐s r❡♠♦✈❛❜❧❡ ♦♥❧② ✐❢ r❡❞✉♥❞❛♥t✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ❞♦✐♥❣
❛ τ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✕ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣s
❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡s ✕ ♦❢ ❛ t❡r♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s t❤❡ τ ❛❝t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❛ s②♥t❛❝t✐❝ ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❤♦✐❝❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ a.P + τ.1 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ a.P ✮ ♦r τ.a + τ.b✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡r❛s❡❞✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❦♥♦✇
✇❤✐❝❤ ♦♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❦❡♣t✳

❇② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❝t✐♦♥ τ ✇❡ ❣❡t ❛ ✇❡❛❦ ❧ts ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳ ❆ ✇❡❛❦ ❧ts ✐s ❛♥ lts ⇒⊆ S ×Act ∪ {τ} × S✱ ✇❤❡r❡ τ ∉ Act
✐s ❛ ❞✐st✐♥❝t ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❝t✐♦♥✳ ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤✉s✿
⇒α= (→τ)∗ ✐❢ α = τ ❀
(→τ)∗ →α (→τ)∗ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✇❤❡r❡ ∗ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❜✐s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s✳ R ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ✇❡❛❦
tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ⇒✱ ✇❤❡r❡ t✇♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ st❡♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐s✐♠✐❧❛r t❡r♠s ❝❛♥
❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝♦✉♥t✐♥❣ τ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

✸✳✷ ▼✐❧♥❡r✬s ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❙②s✲

t❡♠s

❇② ❛❞❞✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✱ ❛♥❞ ❡♥❛❜❧✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐♦♥s t♦ ❛♥
lts ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ t♦♦❧s ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛s r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣
❙②st❡♠s✱ ✐♥ s❤♦rt CCS✱ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼✐❧♥❡r ✐♥ ❬✺✺❪✳
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❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ CCS ✐s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✉❛❧ ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢
❛❝t✐♦♥s Act ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✿

A = {a, a ∣ a ∈ Act}.

❲❤❡r❡ a ✐s t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ a✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ✐s ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ✐t ❤♦❧❞s
a = a✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ♦r ♣r✐✈❛t❡ ❛❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ν✱ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❡r♠s✱ ❞❡♥♦t❡❞ P ∣ Q✱
❛♥❞ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ✈❛r✐❛♥t ❛s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✱
❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ !✳ ❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ A(a⃗) = P ✱ ✐♥ ✐ts ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❡rs✐♦♥✱ ✇✐t❤ a ∈ A✱ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡
❝♦♥str✉❝t A(b⃗)✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ P ✕
❤❡r❡ ❧✐❡s t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ !a.P ✐♥st❡❛❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s t❤❡
♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r !✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ✭❈❈❙✮✳ ❚❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ❙②st❡♠s
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ P,Q,R,S, . . .✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ❣r❛♠♠❛r✿

P,Q ∶= 1 ∣ a.P ∣ a.P ∣ (P ∣ Q) ∣ (P +Q) ∣ νa(P ) ∣ A(a⃗)

✇❤❡r❡ a ∈ A✱ ✇✐t❤ A = {a, b, c, . . .} ❛ ❞❡♥✉♠❡r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ♥❛♠❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ a ∈ A✱ ❡①✐sts ✐ts ❞✉❛❧ a✱ s✉❝❤ t❤❛t a = a✳ ▼♦r❡ ✐♥
❞❡t❛✐❧s✿

❼ 1 ✐s t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛♥② ♣r♦❝❡ss ✐s ❜✉✐❧t✳

❼ a.P ❛♥❞ a.P ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r❡✜① ❛♥❞ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r❡✜①✳

❼ P ∣ Q ✐s t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ P ❛♥❞ Q✳

❼ P +Q ✐s t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ♦r s✉♠ ♦❢ P ❛♥❞ Q✳

❼ νa ✐s t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♥❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦r ❤✐❞❞❡♥ ❛❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❛t
♠❛❦❡s ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♥❛♠❡❞ a ✐♥s✐❞❡ ✐ts s❝♦♣❡ ❤✐❞❞❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t✳

❼ A(a⃗) ✐s t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a⃗ ∈ A✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s
r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥② ♣r♦❝❡ss ✐s ❜✉✐❧t st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ 1✱ t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss✱
✇❤♦ ❤❛s ♥♦ ❞✉❛❧✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②♥t❛① ✉s❡ 0✱ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ ✉s❡ 1 ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✉♠ +✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❢



✻✾

t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ P ∣ Q❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✉❞✐❝s s❤♦✇s
❛ ❝❧❡❛r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝
✉♥✐t 1✳ ❚❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ❛❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ν ❜✐♥❞s ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ a✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐t
♣r✐✈❛t❡ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✿ ♦♥❧② ❛ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ν ♠❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ✐t✳ ■❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ✐s
♥♦t ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛ ν✱ t❤❡♥ ✐ts ❢r❡❡✳ ❲✐t❤ fc(P ) ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡❡
❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ♦❢ P ✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ bc(P ) t❤❡ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✳

❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ CCS ❧✐❡s ✐♥ ✐ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❆♥ lts ❝❛♥
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r CCS✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡
♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❝❛♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ♥♦t✐♦♥s ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✿ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ♥❛♠❡s a, b, . . . ❛s ❝❤❛♥♥❡❧s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss❡s s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ✐♥ ♦r✲
❞❡r t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✳ ❆ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✇❤❡♥ t✇♦ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s
❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡✜①❡s ♦❢ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✕ ✐✳❡✳
❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✱ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ✕ ❛s ✐♥ a.P ∣ a.Q❀
♦♥❝❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ P ∣ Q✱
❝♦♥s✉♠✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ r❡s♦✉r❝❡ s❡♥s✐t✐✈❡✮✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ CCS✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❛t❛ s❡♥t ♦r r❡❝❡✐✈❡❞✱ ✇❤❛t ♠❛tt❡rs ✐s ✇❤❡r❡ ❛♥❞
✇❤❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ❤♦✇ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❢♦r♠s ✐t ♦❜✲
t❛✐♥s✱ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❚❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ P = a.P ′ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✏P ✐s r❡❛❞② t♦
s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ a✑✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ♦♥❧② ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s
r❡❛❞② ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦♥❧②
✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r t❡r♠ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧s♦
r❡❛❞② ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ lts ❢♦r CCS ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✹❪✱ ♣✳✻✷✮✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛❦❡ ♠✉❝❤ ✉s❡ ♦❢ ✐t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡
❞✐r❡❝t❧② s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣r♦♣❡r r❡❞✉❝t✐♦♥
r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳

✸✳✷✳✶ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ❛s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡♠❛♥t✐❝

❆♥ lts ❢♦r CCS ❧❡t ✉s ❡r❛s❡ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ν ❛♥❞ +✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ♠✉st ♥♦t ❜❡ ♣r✐✈❛t❡ ✕ ✐✳❡✳
✉♥❞❡r t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ν ✕ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❡ ♠✉st ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡
s✉♠ ♥♦t ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ❧❡t P = a.1 ∣ a.1✱
t❤❡♥

P →a 1 ∣ a.1→a 1 ∣ 1
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❤❛s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t t❤❛♥

P →a a.1 ∣ 1→a 1 ∣ 1

❛♥❞ ❜♦t❤ ♣❛✐rs (a, a) ♦r (a, a) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ P

P →τ 1 ∣ 1.

❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛❧❧♦✇ ❛r❡ ♦♥❧② ♣❛✐rs ♦❢ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s
r❡❛❞② ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ♥♦ ♣r❡✜① ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡♠ ✭✇❡ ♦❢t❡♥ s❛② ❡①t❡r♥❛❧
❝❤❛♥♥❡❧s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝❛r❡ ✐❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ♦r ❢❛r ❛✇❛②✱
❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r s✐♥❝❡ t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss 1 ❝❛♥♥♦t s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ✇❡ ✇❛♥t ✐t t♦
❜❡ ❛ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡
❝♦♥s✐❞❡r ♣r♦❝❡ss❡s ✉♣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ✭❙tr✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✮✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧✲
❡st ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ≡✱ s✉❝❤ t❤❛t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ + ❛r❡
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ + ❛❧s♦ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✱ ❛♥❞ 1 ✐s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡✲
♠❡♥t ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♠❀ ✐✳❡✳ P + P ∣ R + Q ≡ Q + R ∣ P ❀
P ∣ (Q ∣ R) ≡ (P ∣ Q )∣ R❀ P ∣ 1 ≡ P ❀ P + 1 ≡ P ❀ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t

νa(P ∣ Q) ≡ νa(P ) ∣ Q ✐❢ a ∉ fc(Q)

νa(P ) ∣ νb(Q) ≡ νa νb(P ∣ Q) ≡ νb νa(P ∣ Q) ✐❢ a ∉ fc(Q), b ∉ fc(P )

A(b⃗) ≡ [b⃗/a⃗]P ✐❢ A(a⃗) = P.

❖✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ 1 t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss ❛❧s♦ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ♦✉r
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❛t s❤♦✇s t♦ ❜❡ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡✿ ✐ts ❝♦rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❧✉❞✐❝s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ⊗✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❛✇ ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t❡♥s♦r
⊗✱ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡✳

❇❡❢♦r❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s②♥t❛①✳
❊①❡❝✉t✐♦♥ ✐s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦♥✢✉❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥✱
❛♥❞ t❤❛t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐q✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐s st✐❧❧ ❛ r❡s♦✉r❝❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ t❤✉s ✇❛♥t ❛ ✇❛② t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡
❞✐✛❡r❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡❀ t♦ t❤✐s ❡♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❛❞❞✐♥❣
t♦ t❤❡ s②♥t❛① ❛ s❡t Loc = {l,m,n, o, . . .} ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s✿ ✉♥✐q✉❡ ❧❛❜❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡✳

❲✐t❤ LocP ✇❡ ♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

P = al.Q ∣ am.R ∣ b
o
.S.
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❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛♥❞ t❡❧❧s ✉s ❤♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠✳ ■t ❤❛♣♣❡♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✱ t❤✉s ♦❢ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ❛♥❞ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧❛r✐t②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ s❛② t❤❛t
t❤❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s s②♥❝❤r♦♥✐③❡✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠✳ ❚✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ r❡❛❞② ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ ♣r❡✜①✱
✐✳❡✳ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭t❤❡
❧❛st ❛❞❞❡❞ ❜② ❛❝t✐♦♥ ♣r❡✜①✮✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠✐♥✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡✜① ✲
✐♥❞✉❝❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✿ t❤✐s ♠❛❦❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣r♦❝❡❞✉r❡✸✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ✭❊①❡❝✉t✐♦♥✮✳ ❊①❡❝✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ CCS

♣r♦❝❡ss❡s✱ ✉♣ t♦ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✿

νa (am.P + P ′ ∣ al.Q +Q′) ∣ R →{(m,l)} νa (P ∣ Q )∣ R

❞❡♥♦t❡❞ ❜② → ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛s ❧❛❜❡❧ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♥❛♠✐♥❣ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧
♥❛♠❡s✳ →∗ ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ r❡✢❡①✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ →✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ P →∗∅ P ✱ ❛♥❞ ✐❢ P →∗e⃗ Q→∗

i⃗
R t❤❡♥ P →∗

e⃗∪i⃗
R✱ ✇❤❡r❡ e⃗ ❛♥❞ i⃗ ❛r❡

s❡ts ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t ♣❛✐rs ♦❢ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

❆♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s s❛✐❞ ♠❛①✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡ ♣❛✐r
(bm, b

p
) t❤❛t ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ subjP (l) ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② l✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ polP (l) t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ♦❢ s❛✐❞ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❲❡
❝❛♥ ♠✐rr♦r t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ✈✐❛ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡
s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
♦r❞❡r ♦♥ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛s s✉♣♣♦rt✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❝❛✉s❛❧
❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✹✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ CCS✲❧✐❦❡ ❝❛❧❝✉❧✐ ❬✻✽❪✱
t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ ❧❛t❡r ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✾✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ✭▲♦❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ CCS ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ l,m ∈ LocP ✳
❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦♥ P ✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② <P ✱ ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ LocP s✉❝❤
t❤❛t l <P m ✐❢ l ❧❛❜❡❧s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② m✳ ❙♦✱ ✐❢ P = xl.Q✱
l <P m ❢♦r ❡✈❡r② m ∈ LocQ✳

❆ ❧♦❝❛t✐♦♥ st❛♥❞s ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ✐♥ ❛
♣r♦❝❡ss❀ ❜❡✐♥❣ ❛ 1✲t♦✲1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
❝❤❛♥♥❡❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❛❜❡❧s ✐t✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡ts LocP ✱
subjP (l)✱ polP (l)✱ ✇✐t❤ l ∈ LocP ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ≤P ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛
♣r♦❝❡ss ✉♣ t♦ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭✐t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐ts ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧❛ss✮✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ tr❛❝❡s ❛s ✐♥ ❛ lts✱ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❛✐r✐♥❣s ✿

✸❊①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
❜② t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✐♥st❡❛❞✳

✹■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥✿ ❬✺✺❪✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺ ✭P❛✐r✐♥❣✮✳ ❆ ♣❛✐r✐♥❣ ♦❢ ❛ CCS ♣r♦❝❡ss P ✐s ❛ s✉❜s❡t
c ⊆ C ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥✈♦❧✉t✐♦♥ C ♦✈❡r LocP ✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ l✱ subjP (l) =
subjP (c(l))✱ polP (l) = −polP (c(l)) ✭❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✉❛❧ ♦♥❡✱
t❤✉s ❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ♣❛✐r✮✳

❆ ♣❛✐r✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢ ≡c<P≡c ✐s ❛❝②❝❧✐❝✱ ✇❤❡r❡ ≡c ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ c✱ ❛♥❞ dom(c) ✐s ❞♦✇♥✇❛r❞ ❝❧♦s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
<P ✳

❆ ♣❛✐r✐♥❣ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ dom(C)✱ ❛♥❞
✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐❢ ∀l ∈ LocP ✱ l ∈ dom(c) ♦r l ∈ img(c)✳

❊❛❝❤ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣❛✐r✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦♥ P ✭❛❝t✉❛❧❧② ♠❛♥② ✐♥❞❡①✐♥❣✱ ✉♣ t♦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐rs t❤❛t r❡s♣❡❝t
<P ✮✳

✸✳✷✳✷ ◆♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡

❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛t ✐ts ❝♦r❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥ ✉♥✐q✉❡✲
♥❡ss ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉♠ +✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ✐♥❞✉❝❡s
♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥

νa (a.P ∣ a.Q ∣ a)

✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ a ❝❤❛♥♥❡❧s r❡❛❞② ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥❡ a ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ st❛t❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♥❛t✉r❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡s ❢♦r❦✐♥❣ ♣❛t❤s
❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✱ ✐✳❡✳ st❛t❡s ✇❤❡r❡ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤✐s ✐s ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉♠ Q1 +Q2 ∣ . . . ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss P s✉❝❤
t❤❛t Q1 ❛♥❞ Q2 ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ✐♥ P ✱ ❛♥❞ Q1 ≠ Q2✳

❊①❛♠♣❧❡ ✸✳✷✳✻✳ ▲❡t

P = am.bh.S ∣ al.ck.Q ∣ an.b
i
.R

t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣s✿

❼ P →(m,l) b
h.S ∣ ck.Q ∣ an.b

i
.R

❼ P →(m,n) b
h.S ∣ al.ck.Q ∣ b

i
.R

✭✇❡ ✉s❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❜r❛❝❦❡ts ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛✐r ✐s ✉s❡❞✮✳ ❊❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠❛❦❡s

❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s r❡❛❞② ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✿ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ (bh, b
i
) ✐s
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❛ ♥❡✇ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst b
i
✐s ❜❧♦❝❦❡❞❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✜rst

❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜r✐♥❣s t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❞♠✐ts ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✳

❲✐t❤ t❤❡ s✉♠ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ✐❢

al.P +Q ∣ am.P ′ +Q′ →(l,m) P ∣ P ′

t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❝❝❡ss t♦ Q,Q′✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥❝❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡
✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❢♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧②
❞❡❛❧ ✇✐t❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡ ♣❛✐rs✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡♠ t❤❛t ❝❛♥ t❡❧❧ ✉s
t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣ ♦♥ ❛♥②
❣✐✈❡♥ ♣❛✐r✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✼ ✭s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✮✳ ❆ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ CCS ♣r♦❝❡ss
P ✐s ❛♥② ♣❛✐r ♦❢ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s (al, am) s✉❝❤ t❤❛t al, am ∈ P ✳ ❚❤❡ s❡t
♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦❢ P ✐s ❞❡♥♦t❡❞ SP ✱ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts i, j, u, v, . . .✳

❼ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ a ♦r ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ l ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥ u✱ ❞❡♥♦t❡❞ a ∈ u ♦r l ∈ u✱ ✐❢ al ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
♥❛♠❡❞ u✳

❼ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦r❞❡r ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♣r❡✜① ♦r❞❡r ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❝❝✉r✲
r❡♥❝❡s✿ ❢♦r i, j ∈ SP ✇❡ s❛② i ≼SP j ✐❢ ∃l ∈ i ❛♥❞ m ∈ j s✉❝❤ t❤❛t l <P m✱
✇✐t❤ l,m ∈ LocP ✳

❼ ❆ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐❢ ❜♦t❤ ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇✳r✳t
<P ✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ❛❞♠✐ts ❝②❝❧❡s✱ s✐♥❝❡ ✐t ♠❛② ❜❡ t❤❛t
i ≼SP j ❛♥❞ j ≼SP i✱ ✐❢ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ i ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ j ❛♥❞ ✈✐❝❡✲
✈❡rs❛✿ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡

P = a1.b2 ∣ b
3
.a4

❤❛s t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s u = (a1, a4) ❛♥❞ v = (b2, b
3
)✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞✳

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t a1 ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣ b2 ❛♥❞ b
3
✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣ a4❀ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t

u ≼SP v ❛♥❞ v ≼SP u✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❧♦❝❦❡❞ ❜②
♦♥❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✽ ✭XOR✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ CCS ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ i, j ∈ SP ✳ ❚❤❡♥✱
i ∩ j = ∅ ✐❢ ∀l ∈ i,∀m ∈ j✱ l ≠ m✳ ✇✐t❤ l,m ∈ LocP ✳ ■❢ i ∩ j ≠ ∅✱ t❤❡♥ i ❛♥❞ j

❤❛✈❡ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳ ❚❤❡♥✱

XP = {(i, j) ∣ i, j ∈ SP , i ∩ j ≠ ∅}

✇❡ ❝❛❧❧ XP t❤❡ xor✱ ♦r ❝♦♥✢✐❝t✱ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✱ ❛♥❞ (i, j) ❛ xor

❝❧❛✉s❡✱ ♦r ❝♦♥✢✐❝t ♣❛✐r✳ ❋♦r ❡✈❡r② i ∈ SP ✱ ❧❡t xor(i) = {j ∈ SP ∣ (i, j) ∈ XP}✳

❚❤❡ xor r❡❧❛t✐♦♥ t❡❧❧s ✉s ✇❤❡♥ t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❝❛♥✬t ❜❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■❢ t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ s♦ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧
♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❡♥ ♦♥❡ ❡①❝❧✉❞❡s t❤❡ ♦t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡✱
s✐♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❜✈✐♦✉s❧②
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧s♦ t♦ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❛ +✳

❊✈❡♥t str✉❝t✉r❡s

❊✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✜rst ✐♥ ❬✺✾❪ ❜② ◆✐❡❧s❡♥✱ P❧♦t❦✐♥ ❛♥❞ ❲✐♥s❦❡❧✱ ❛r❡
❛ ❝❛✉s❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✱ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❝❧♦s❡❧② t✐❡❞ t♦ CCS✱ ❛s ❲✐♥s❦❡❧ ❣❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ CCS ✐♥t♦ ❡✈❡♥t
str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❬✻✽❪✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r CCS✲❧✐❦❡
❝❛❧❝✉❧✐✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❤✐♥ts ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥t
str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♦✉r ✇♦r❦ ❧❛t❡r✱ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛♣❡r
♦♥ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✲❢r❡❡ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ✭❬✷✼❪✱ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✮✱
✇❡ ❜r✐❡✢② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡♠ ❤❡r❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✾ ✭❊✈❡♥t str✉❝t✉r❡✮✳ ❆♥ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ tr✐♣❧❡
⟨E ,≤,⌣⟩ s✉❝❤ t❤❛t✿

❼ ⟨E ,≤⟩ ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ s❡t✱ ✇❤❡r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ E ✱ ❞❡♥♦t❡❞ e, e′, e1, . . .✱
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❡✈❡♥ts✱ E ✐s ❛t ♠♦st ❝♦✉♥t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ≤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝❛✉s❛❧✐t② r❡✲

❧❛t✐♦♥✳

❼ ❚❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ S ⊆ E ✐s ⌈S⌉ = {e′ ∶ e′ ≤ e, e ∈ S}✳ ■❢ S ✐s ❛
s✐♥❣❧❡t♦♥ {e}✱ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ⌈e⌉✳

❼ ⌣ ✐s ❛♥ ✐rr❡✢❡①✐✈❡ s②♠♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥✱ s✉❝❤
t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② e1, e2, e3 ∈ E ✐t ❤♦❧❞s

(e1 ≤ e2 ∧ e1 ⌣ e3) → e2 ⌣ e3

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t e2 ⌣ e3 ✐s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ e1 ⌣ e3❀ ✐❢
❛ ❝♦♥✢✐❝t ✐s ♥♦t ✐♥❤❡r✐t❡❞ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ⌣µ✳
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❼ ❈❛✉s❛❧ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝t ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡✳

❼ ❚✇♦ ❡✈❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦r ✐♥ ❛ ❝❛✉s❛❧ ♥♦r ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❛r❡ s❛✐❞ ❝♦♥✲

❝✉rr❡♥t✳

❼ ❚❤❡ s❡t [e) = ⌈e⌉ ∖ {e} ✐s t❤❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ s❡t ♦❢ e✳

❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❡♥t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✲❢r❡❡
❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡♠ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✵ ✭❈❡❧❧✮✳ ❆ ❝❡❧❧ c ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ❡✈❡♥ts✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
≤✱ t❤❛t ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ✐♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥✢✐❝t✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✱
✐✳❡✳ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ s❡t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡

e, e′ ∈ c→ e ⌣µ e′ and [e) = [e′)

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✶ ✭❈♦♥❢✉s✐♦♥ ❢r❡❡✮✳ ⟨E ,≤⟩ ✐s ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❢r❡❡ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ❤♦❧❞✿

❼ ■♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥✢✐❝t ✐s tr❛♥s✐t✐✈❡✿

∀e, e′, e′′ ∈ E , (e ⌣µ e′ ∧ e′ ⌣µ e′′)→ e ⌣µ e′′

❼ ❆♥② t✇♦ ❡✈❡♥ts ✐♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥✢✐❝t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✱ ✐✳❡✳
❛♥② t✇♦ ❡✈❡♥ts ✐♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥✢✐❝t ❢♦r♠ ❛ ❝❡❧❧✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✲❢r❡❡ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ✇❤❡r❡ ❝❤♦✐❝❡s✱
✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥ts✱ ❛r❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦ ❝❡❧❧s✳

❋♦r ✐ts ✉s❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ xor r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ CCS ♣r♦❝❡ss❡s
❛s t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ ♣❛✐rs ♦❢ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s
❛s ❡✈❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❤❡r❡❞✐t❛r②
✐♥ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤✐❧❡ ♦✉rs ❛r❡ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ✐♥
♠✐♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥t t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s u1, u2 ∈ P s✉❝❤ t❤❛t ❛r❡
♥❡✐t❤❡r ✐♥ ❛ xor r❡❧❛t✐♦♥✱ ♥♦r ✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ s✉❝❤ t❤❛t (u1, u1) ∉ XP

❛♥❞ ♥❡✐t❤❡r u1 ≼SP u2 ♥♦r u2 ≼SP u1✳

❱❛❧✉❡✲♣❛ss✐♥❣ ❈❈❙

❲❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❤✐♥ts ♦❢ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ CCS ✇❤❡r❡ ❞❛t❛✱ ❛s ✈❛❧✉❡s✱ ❝❛♥ ❜❡
s❡♥t ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s CCS ❛ st❡♣ ❝❧♦s❡r
t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① π−❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❱❛❧✉❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ ❝❤❛♥♥❡❧
♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t♦♠✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❛s ❜♦♦❧❡❛♥s ♦r ✐♥t❡❣❡rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡
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t❤✉s ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s V al = {v0, v1, . . .}✳ ❚❤❡ s❡t A ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s
✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✿

A = {a(v), a(v) ∣ a ∈ A, v ∈ V al} ∪ {τ}

❚❤❡ ❧❛st ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s id ∶∶= x ∣ y ∣ . . . r❛♥❣✐♥❣ ♦✈❡r ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❧❛tt❡rs ❣✐✈❡s ✉s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠✿

t ∶∶= v ∣ id

✇✐t❤ v ∈ V al✳

❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r a(id) ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡❝❡✐✈❡s ❛ ✈❛❧✉❡ v ♦♥
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ a✱ ❛♥❞ a(t) ❛s ❛♥ ♦✉t♣✉t ❛❝t✐♦♥ s❡♥❞✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ v ♦♥ a✳ ❲❡ ❛❧s♦
✇❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t❡st ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❛❝t ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ❛❞❞ t♦ t❤❡ s②♥t❛① [v = v′]P,Q✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t r✉♥s P ✐❢ v = v′✱
❛♥❞ Q ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ❛s ✐♥ CCS✱ ❜✉t ♥♦✇ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧
s❡♥❞s ❛ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♦♥❡ ✭✐♥♣✉t✮ s✉❜st✐t✉t❡s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ✐ts
♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❝❡✐✈❡❞✿

a(v).P ∣ a(x).Q→a,a P ∣ [
v/x]Q

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ v ❤❛s s✉❜st✐t✉t❡❞ x ✐♥ Q✳ ❋♦r t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❝❧❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿

[v = v]P,Q→ P [v = v′]P,Q→ Q ✐❢ v ≠ v′.

❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❞❛t❛✲♣❛ss✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ t❤❡ π−❝❛❧❝✉❧✉s ✐s
❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ s❡tt✐♥❣ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♣❛ss❡❞ ❛r❡ ❝❤❛♥♥❡❧
♥❛♠❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❡♥❛❜❧❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❆ ♣r♦❝❡ss s♦
❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r♠ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

✸✳✸ π✲❝❛❧❝✉❧✉s

❉❡s♣✐t❡ ♥♦t ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧❛r❣❡ ✉s❡ ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱
❜❡✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛✺✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ π✲
❝❛❧❝✉❧✉s ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡✲♣❛ss✐♥❣ CCS✳

❆s ✇❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❡①❝❤❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ t❤✉s ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠♦❞✐❢②✲
✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✳ ■t ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ s②st❡♠ t♦ ♠♦❞❡❧

✺❆s ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ❬✺✵❪✱ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r
t❤❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳
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❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦❣r❛♠s ✭✉s❡❞ ❢♦r ✇❡❜ s❡r✈✐❝❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✱ ❜②
✉s✐♥❣ t②♣❡ s②st❡♠s t❤❛t ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❛❢❡t② ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛♥❝❡ ♦❢
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❛s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ s❡ss✐♦♥ t②♣❡s ❬✺✵✱ ✻✹❪✳

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧✉❡✲♣❛ss✐♥❣ CCS✱ ✇❤❡r❡
❛♥ ♦✉t♣✉t ❛❝t✐♦♥ x(v) s❡♥❞s ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ v t♦ ❛♥ ✐♥♣✉t ❛❝t✐♦♥ x(y)❀ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡

x(y).P ∣ νz (x(z).Q)→x,x νz ([
z/y]P ∣ Q).

❚❤❡ ♣♦❧②❛❞✐❝ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐s t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢
✈❛❧✉❡s v⃗ ❝❛♥ ❜❡ s❡♥t ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞✱ ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥
♦♥❧② ♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳

▲❡t {x, y, z, . . .} ❜❡ ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ♦❢ A✳
❚❤❡♥ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

P,Q ∶∶= 1 ∣ x(y).P ∣ x(y).P ∣ (P ∣ Q) ∣ νx(P ) ∣ [x = y]P ∣ !(x(y).P )

❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ♣r❡tt② ♠✉❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✈❛❧✉❡✲♣❛ss✐♥❣ CCS✱ ✇❤❡r❡✿ 1

✐s t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss❀ x(y).P ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ❛❝t✐♦♥ ♣r❡✜①✱ ✇❛✐t✐♥❣ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛
♥❛♠❡ z ♦♥ x✱ ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t❡ y ✇✐t❤ ✐t✱ ❜❡❝♦♠✐♥❣ [z/y]P ❀ x(z).P ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t
❛❝t✐♦♥ ♣r❡✜①✱ s❡♥❞✐♥❣ ❛ ♥❛♠❡ z ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ x✱ ❜❡❝♦♠✐♥❣ P ❀ P ∣ Q ✐s t❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ P ❛♥❞ Q❀ νx ✐s t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✭♦r ♥❡✇✮ ♥❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r❀
[x = y]P r✉♥s P ✐❢ x = y✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞❀ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✭✐♥
❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❢❛s❤✐♦♥✮ !(x(y).P )✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✐♥♣✉ts✱ ✇❛✐ts t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ♥❛♠❡ z

♦♥ x✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s ✐♥ [z/y]P ∣ !(x(y).P ) ✭✐t ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② t♦ ❣✐✈❡
❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡r♠✮✳

α✲r❡♥❛♠✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♥❛♠❡s ❜♦✉♥❞ ❜② ν✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ❝❧♦s❡r
t♦ ❝♦♥st❛♥ts ❀ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥❛♠❡s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡
s✉❜st✐t✉t❡❞✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❧❡❢t ❛s✐❞❡ t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
s✉♠ +✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s②♥t❛①✱ ✉♣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✻✳

❊①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ✇♦r❦s ❡①❛❝t❧② ❛s ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✳
❲✐t❤♦✉t r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ♥❛♠❡s ♦♥❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

x(z).P ∣ x(y).Q→(x,x) P ∣ [z/y]Q

❡①t❡♥❞❡❞ ❜② r✉❧❡s ❢♦r ! ❛♥❞ [x = y]

x(z).P ∣ !(x(y).Q)→(x,x) (P ∣ [z/y]Q ∣ !(x(y).Q);

[x = x]P → P.

✻❙❡❡ ❬✹❪✱ ♣✳✾✺✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧s✳



✼✽

s♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ ν ♠✐❣❤t ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❡♥t ♦r s✉❜st✐t✉t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❢r❡s❤✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ νy(x(y).P )✱ ❛ ♥❛♠❡ y ✉♥✐q✉❡ t♦ P ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ s✉❜st✐✲
t✉t❡❞ ✐♥ P ❛❢t❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ x✳ ❖r νy(x(y).P ) ❞❡♥♦t❡s
t❤❛t ❛ ❢r❡s❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ s❡♥t ✐♥ ♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ x ❜❡❝♦♠❡s ❢r❡❡ ❛❢t❡r
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

❱❛r✐❛♥ts

❙❦✐♣♣✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ✭♦✉ts✐❞❡ t❤❡
s❝♦♣❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✮ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐s t❤❡ ♣♦❧②❛❞✐❝ ♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ❝❛♥ ❜❡
s❡♥t ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✕ ♦❜✈✐♦✉s❧②
t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛❝t✐♦♥ ♠✉st ❛❣r❡❡ ♦♥ t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ ♥❛♠❡s ❡①❝❤❛♥❣❡❞✳
❲❡ s✐♠♣❧② ❛❧❧♦✇ ✐♥♣✉ts ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ x(y⃗ = y1, . . . , yn) ❛♥❞ x(y⃗)✳

❆♥♦t❤❡r ✈❛r✐❛♥t ✐s t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♦✉t♣✉t
❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♦r❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡✜①✱ ❛♥❞
t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡s ♦✉r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝❤❛♣t❡rs❀ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣✲
t❡r st❛rts t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ ♦✉r r❡s❡❛r❝❤✱ ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♥♦t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡r② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t CCS ✐♥t♦ ❧✉❞✐❝s✳



✹✳ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡

❈❈❙

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ ♦✉r ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ CCS ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❛t ✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❧✉❞✐❝s ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❛t ✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥
✷✳✷✳✶✺✮✳

❲❡ s❛② ✜rst st❡♣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❤❡r❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡
❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧✱ ❜✉t r❡❧❡✈❛♥t✱ ♣❛rt ♦❢ CCS✿ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ s❡tt✐♥❣ ❛s ♠✉❝❤
❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤✐s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ❛t ✜rst✱ ♦♥❧② ✐♥ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t
♦❢ CCS t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢r❛❣♠❡♥t✱ ✐♥ s❤♦rt MCCS ✕ ❛s ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❬✾❪✱ ❜② ❱✳ ▼♦❣❜✐❧ ❛♥❞ ❊✳ ❇❡✛❛r❛ ✕ t❤❛t ✐s ✇✐t❤♦✉t ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡
❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❛♠❡ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣r♦♦❢
♥❡ts ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✭r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✐ts ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✮✳ ❲❤✐❧❡ ❧❛❝❦✐♥❣ s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦♦❧s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❣♦♦❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s t♦ st❛rt ✇✐t❤
t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦♥❧② ❛❝t✐♦♥ ♣r❡✜① ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s✉❜s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳

▲❛t❡r ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥t❡r♣r❡t ❛❧s♦ t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ +
❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ♥❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r ν✱ ❛♥❞ ❛t ❧❛st ❛tt❡♠♣t t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡ t♦ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✳

❚❤✐s ✜rst st❡♣ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ✇❡ tr❛♥s❧❛t❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ✐♥t♦ s❡ts ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ♦♥ ❧✉❞✐❝s✬ s✐❞❡✱ r❡q✉✐r❡s
❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝t✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥t♦ ❛ s✐♥✲
❣❧❡ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✇❡❧❧✲str✉❝t✉r❡❞ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛s ❡❧❡♠❡♥ts
♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦♣✐❡s✱ ✈✐❛ ♣r✉♥✐♥❣ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✮✱ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡s✐❣♥✱
✇❤♦s❡ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣❡t ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✳

✼✾
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❚♦ st❛rt✱ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ MCCS ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬✾❪✱ ❛s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ CCS ❣r❛♠♠❛r❀ t❤❡♥ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡
t♦ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s ❛ ❣r❛♣❤ ✭♥♦t❡❞ GP ✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s <P ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✮ ♦❢ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss P ✱
✐✳❡✳ t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❧✉❞✐❝s
✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ♦♥❧② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❧❡t ✉s ♣✉t ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss
r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❢♦r ✐ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❤♦rt❡♥ ❛
❢❡✇ ♣r♦♦❢s✱ ❜✉t ✐s ♥♦t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣ ❢♦r ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦r t❤❡
r❡s✉❧ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✮ t♦
✐♥❞✐r❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✱ ♦♥❝❡ ❛ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❛
❞❡s✐❣♥ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳

■♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✹✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡✲
s✐❣♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✿ ❛ ♥❛✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❧♦❝❛t✐♦♥s✱
t❤❡ s❡t ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s SP ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ XP ✮ ❛♥❞ ❜r❛♥❝❤❡s
♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❛rr②✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡rs <P ❛♥❞ ≼SP ❛r❡ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✳

❚❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ✭r❡❝❛❧❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✾✮
s♠❛❧❧❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ❛s ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡✲
s✐❣♥ ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜② ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ♦❢ ❛t ♠♦st ✷ r✉❧❡s✱ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡ ✭✇✐t❤ ✶ ♦r ✷
♣r❡♠✐s❡s✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞r❡ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst
r✉❧❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣✳

■♥ ✹✳✶✳✶✺✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ t♦ ♠♦❞✐❢②
❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦r❞❡r <P ✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ XP ✳

❚❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦♣✐❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ♠♦❞✐✜✲
❝❛t✐♦♥s✱ ♦♥❝❡ ♣✉t ✐♥ ❛ s❡t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ✭❞❡♥♦t❡❞ DP ✮✱ ❢♦r❝❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡t t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s <P ❛♥❞ XP ✳ ❚❤✐s
s❡t ✐s t❤❡♥ ❝❧♦s❡❞ ❜② ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉r✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✉❞✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
P ✱ ♥♦t❡❞ JP K✳

❚❤✐s ❧❛st st❡♣ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② s✉♣❡r✢✉♦✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❛t ❛❧❧ t♦
❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❧✉❞✐❝s✳ ❲❡
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❝♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② st♦♣ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦♥ P ✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s s❡t ♦❢ ❞❡✲
s✐❣♥s ❛♥❞ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ r❡❛s♦♥s ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡✱
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✳

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ s❡❡❦✲
✐♥❣ t❤✉s t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♥❛✐✈❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥t♦ s❡ts ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ s❡ts ♦❢ ❧✉❞✐❝s✬ ❞❡s✐❣♥s✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❜❛s❡ ❞❡✲
s✐❣♥ ❛♥❞ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❡♥ ❝❧♦s❡❞ ❜② ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✐♥t♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡r② ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s
♦❢ MCCS ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❧✉❞✐❝s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡s❡
s❡ts✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ t♦ t❤❡
❢✉❧❧ ❝❛❧❝✉❧✉s❀ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ❜② ✜♥❛❧❧② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss P ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r tr❛♥s❧❛t✐♥❣ P ❛♥❞ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡t✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ t♦♦❧s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ ▼❈❈❙ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡s✐❣♥s✱ ❧✐♥❦✐♥❣
t♦❣❡t❤❡r t❤❡ t✇♦ ❞②♥❛♠❝✐s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ❛r❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✮ ❛♥❞ ❛ t❤❡♦✲
r❡♠ st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦❢ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss P ✭t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹✮✳

❲❡ st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✱
t♦ ♥♦t❡ ❛ ✈❛❧✐❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ✐ts r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡❀ t❤✐s
♥♦t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥✱ t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ BP ❛♥❞ B�

P ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚❤❡♥ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ P ✱ ✐✳❡ t❤❡ s❡ts LocP ✱ SP ❛♥❞ XP ✱ ❛r❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❛t ❧❡❛❞
t♦ ✐ts ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❞✉❝❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s❀ ✐✳❡✳ t❤❡② ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ s✉❜s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹✱ st❛t✐♥❣ t❤❛t JP K
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ P ✱ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡✳ ❚❤❡
t❤❡♦r❡♠ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✱ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss
P ✱ JP K✱ ❝❛♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ P ✈✐❛
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ❛♥❞ t❤❛t ❡✈❡r② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ JP K ❞❡s❝r✐❜❡s
❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ P ✳
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✹✳✶ ❋r♦♠ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ CCS ♣r♦❝❡ss❡s t♦ s❡ts

♦❢ ❞❡s✐❣♥s

✹✳✶✳✶ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ CCS

❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ CCS✱ ✐♥ s❤♦rtMCCS✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❬✾❪✳ ❚❡r♠s ♦❢ MCCS✱ ♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡tt❡rs P,Q,R, . . .✱ ❛r❡ ❜✉✐❧t ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡str✐❝t❡❞ ❣r❛♠♠❛r✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳ P,Q ∶= 1 ∣ al.P ∣ am.P ∣ (P ∣ Q)
❲✐t❤ a, a ∈A ✱ ❛♥❞ l,m ∈ LocP ✳

❲❡ ✉s❡ 1 t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ 0✱ s✐♥❝❡
✐t s❤♦✇s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ❛ ❝❧❡❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♥✐t 1✳ A ✐s t❤❡ ❛ ❞❡♥✉♠❡r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ LocP ✐s
❛ ❞❡♥✉♠❡r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ t♦ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ♦❝✲
❝✉rr❡♥❝❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✱ t❤✉s ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❧❛❜❡❧
t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❛♣♣❡❛r ❡❧s❡✇❤❡r❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❤❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♣✉t t♦✲
❣❡t❤❡r ✈✐❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡♥ ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♠❛② ♦❝❝✉r✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ✶✲✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❛♥❞
❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✉❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t a = a✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❧❡❢t ❛s✐❞❡ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ s❡tt✐♥❣ ❛r❡✿

❼ t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s✉♠ P +Q✳

❼ t❤❡ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦r νa(P )✱ ✇❤✐❝❤ ❜✐♥❞s ❛♥❞ ♠❛❦❡s ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ a ♣r✐✈❛t❡✳

❼ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r A(a⃗)✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✱ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r <P ✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r ♦♥ ❝✉ts
≼SP ❛♥❞ t❤❡ xor r❡❧❛t✐♦♥ XP ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✇❡ ❞❡✜♥❡❞
✇❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ CCS ✭✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳

❲❤② MCCS ✐s ❡♥♦✉❣❤

❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ❛t ✜rst✱ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ CCS t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡
❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❞♦❡s t❛❦❡ ❛✇❛② ❛ ❧♦t ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r❀ ❤♦✇❡✈❡r
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♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ t✇♦
s②st❡♠s✱ t❤✉s ❛❧❧ ✇❡ ❝❛r❡ ❛❜♦✉t ✐s t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛✱ t❤❡
❜❛r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❛t
✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❡ st✐❝❦ t♦ CCS ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✿ ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝
❛♥❞ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r
♦❢ t❤❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✉s❡❞ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❲❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❞♦✐♥❣ ✐s t❛❦✐♥❣ ❛✇❛② ❢r♦♠
CCS ❛❧❧ t❤❛t ✐s ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛s ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐t ✐♥
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳

❲❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t♦ ❧❡t t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t❡✱ ❛r❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ♦❢ ❞✉❛❧ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥✱ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛r❡ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ s②♥t❛① t♦ t❤✐s
s✐♠♣❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♣r♦♦❢✲♥❡ts✳ ❲❡ s❤♦✇ ❧❛t❡r t❤❛t ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡
♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ + ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ♥❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡✱
✇❤✐❧❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❤❛r❞❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ✐♥ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧②
❧✐♥❡❛r s❡tt✐♥❣ ❛s ❧✉❞✐❝s✳

✹✳✶✳✷ ●r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ CCS ♣r♦❝❡ss❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ ❣r❛♣❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣✉t
✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✿ t❤❡ s❡t SP ✭r❡❝❛❧❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✼✮ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠ XP ✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r♦✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦r r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐s ♠❡❛♥t t♦ ❤❡❧♣ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢② s♦♠❡ st❡♣s✳ ❆
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦✱
✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
r❡❧❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❧❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ P ✱ ♥♦t❡❞ GP ✱ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢✿

❼ ❆s s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss P ✱ LocP ✱ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❛s ❛ ♠✉❧t✐s❡t✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ ♠❛♥② s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦✳ ❊❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥
✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦❢ SP ♦r ✇✐t❤ �✳

❼ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ ♥♦❞❡s ❛s ❧♦❝❛t✐♦♥s ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿
{l∗ ∣ l ∈ LocP ❛♥❞ ∗ = u ∈ SP s✉❝❤ t❤❛t l ❜❡❧♦♥❣s t♦ u✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s✉❝❤
u✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ∗ = �}
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❲❡ s❛② l ❜❡❧♦♥❣s t♦ u ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✼✳

❆❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐s❡t ❛t ❧❡❛st ♦♥❝❡✳ ❆ ❧♦❝❛t✐♦♥ l ❛♣♣❡❛rs
♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ♥♦❞❡s lu, lv ✐❢ l ❜❡❧♦♥❣s t♦ t✇♦ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥s u ❛♥❞ v✳

❼ ❆s s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s t❤❡ s❡t E ∶ {(l∗,m∗) ∣ m <P l} ✇✐t❤ <P t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
♦r❞❡r ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✳ ❲❡ ♥♦t❡ ❛♥ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ l∗ →m∗✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✳✸✳ ▲❡t P = a1.b2 ∣ a3.b
4
∣ a5 ∣ b

6
.c7 ∣ c8✳

SP = {v = (a1, a3);w = (a1, a5);u = (b2, b
4
);x = (b2, b

6
); y = (c7, c8)}✳

XP = {(v,w), (u, x)}✳

GP =

1v 3v

1w 5w

2u 4u

2x 6x

7y 8y
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❚❤❡ xor r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛
❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦✿ ✐❢ t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❧❛❜❡❧
t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡② ❢♦r♠ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ XP ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✳ ❖♥❡✲st❡♣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ GP ✐s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥
❣r❛♣❤s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ■❢ ❡①✐sts ❛ ♣❛✐r li,mi ✐♥ GP ✭✐✳❡✳ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♥♦❞❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✮✱ s✉❝❤ t❤❛t ♥♦
❡❞❣❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r l ♦r m ✭✐✳❡✳ ¬∃o s✉❝❤ t❤❛t l → o ♦r m →
o✮✶ t❤❡♥ GP ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ t♦ G ′ = GP ∖ {l∗,m∗}✱ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ GP

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

❼ ✇❡ ❡r❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛❧❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ l∗ ❛♥❞ m∗✱ ❛♥❞ ❛❧❧
❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s❀

❼ ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥ o∗ s✉❝❤ t❤❛t ∗ = u ∈ SP ✱ ❛♥❞ l ♦r m ❜❡❧♦♥❣s t♦ u

✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t o ✐s✱ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②✱ t❤❡ ♦♥❧② ❧♦❝❛t✐♦♥ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤
u✮ ✐s r❡✇r✐tt❡♥ t♦ o�✳

✷✳ ■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ ❛ ♣❛✐r✱ t❤❡♥ ♥♦ r❡✇r✐t✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ GP ♦♥ ❛ ♣❛✐r (li,mi) ✐s ♥♦t❡❞ ❜② GP →i
G G ′✳

❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ GP ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ →G✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✳✺ ✭❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ GP ✮✳ ▲❡t P ❛♥❞ GP ❜❡ t❤❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡
♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ v ∈ SP ✐♥❞✉❝❡s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡✇r✐t✐♥❣✿

1v 3v

1w 5w

2u 4u

2x 6x

7y 8y

v
G

5�

2u 4u

2x 6x

7y 8y

◆♦✇✱ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ (2u,4u) ♦r (2x,6x)✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥ (7y,8y)
✭s✐♥❝❡ 7 ✐s ♥♦t ♠✐♥✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ <P ✮✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ (2u,44) ✇♦✉❧❞
❧❡❛✈❡ GP ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✿

✶◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s l ❛♥❞ m ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ <P
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5� 6�

7y 8y

■t ❤♦❧❞s t❤❛t✿

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳✻✳ GP →i
G G ′ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ P →i P ′✱ ❛♥❞ G ′ = GP ′

Pr♦♦❢✳ ❙tr❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ GP ✱ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥
P ✳ ❊r❛s✐♥❣ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡ ♣❛✐r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡r❛s✐♥❣
❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❡r❛s❡❞✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥✲
♥❡❧s ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✮ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡
❛♥②♠♦r❡ ❤❛s t❤❡✐r ❧❛❜❡❧ r❡✇r✐tt❡♥ t♦ �✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r❛♣❤ G ′ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡
❣r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ P ′✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ GP ✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✶✳✼✳ ■❢ GP →i⃗
G ∅ ❢♦r s♦♠❡ i⃗✱ t❤❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ ❛❧❧

❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ P ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s
≼SP ✱ ❛♥❞ S = {(li,mi) ∈ GP ∣ i ∈ i⃗} ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛✐r✐♥❣ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✮✱
❛♥❞ P →i⃗ 1✳

Pr♦♦❢✳ ❆ ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ SP ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ GP ❜② ❛ (li,mi)
❛♥❞ (hj, kj) s✉❝❤ t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ l →G h ❛♥❞ k →G m✳ ❚❤✐s
♣r❡✈❡♥ts ❡✐t❤❡r ❝♦✉♣❧❡s t♦ ❡✈❡r ❜❡ ❛ s✐♥❦✱ ❛♥❞ s♦ ❜❡ ❡r❛s❡❞✳ ■❢ GP = ∅✱ t❤❡♥
❛❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s♦ ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡r❛s❡❞ ❜② r❡❞✉❝t✐♦♥❀ t❤✐s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ P ❣✐✈❡s 1 ❛s r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② i ∈ i⃗ ✐s t❤❡♥ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛✐r✐♥❣✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✳✽✳ ■❢ GP →i⃗
G GP ′ ❛♥❞ GP ′ ≠ ∅ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ♣❛✐rs ♦❢

s✐♥❦s ✐♥ GP ′ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧✱ t❤❡♥ S = {(li,mi) ∈ GP ∣ i ∈ i⃗} ✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧
♣❛✐r✐♥❣✳

Pr♦♦❢✳ ❖❜✈✐♦✉s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ GP ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ GP ✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦
♠♦r❡ s✐♥❦s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥
✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✶✳✾✳ ▲❡t P = a1.b2 ∣ a3 ∣ b
4
✳ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ u = (a1, a3)

❛♥❞ w = (b2, b
4
)✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ P ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❡♠♣t②

❣r❛♣❤✱ ✐♥ t✇♦ r❡❞✉❝t✐♦♥✲st❡♣s✳
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GP =

1u 3u

2w 4w

u
G

2w 4w

w
G ∅

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✳✶✵✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❞❡✜♥❡❞ ❤❡r❡ ✐s t♦ ♣✉t ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡
♣❛rts ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥
❞②♥❛♠✐❝ ✇❡ s❡❡❦❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
♣r♦❝❡ss ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❲❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛ t♦♦❧ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♠❛❞❡ ♦♥❧② t♦ ❤❡❧♣ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱
✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ❝❧❡❛r r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ t♦ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✾✮✱ ✐♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣r♦❝❡ss❡s✿ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s <P ❛♥❞ XP ✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ ≤ ❛♥❞ ⌣❀
❧♦❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s s✐♥❣❧❡ ❡✈❡♥ts✱ ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛s ❛ ♥❡✇ s✐♥❣❧❡
❡✈❡♥t t✐❡❞ t♦ ❜♦t❤ ✐ts ♠❡♠❜❡rs ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≤✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s
❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♦✉r ✇♦r❦ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳

✹✳✶✳✸ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ CCS ♣r♦❝❡ss❡s

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣
❛ ♣r♦❝❡ss ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛❧❧ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ✈✐❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✇✐t❤ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❞❡s✐❣♥s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ♦♥❧② t❤❡ r✐❣❤t
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡❛❝❤ 6✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ✇❛② t♦ ❢♦r❜✐❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦
t❛❦❡ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛t❤s✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♦t❤❡rs❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇❛♥t ✐t t♦ r❡s♣❡❝t
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r <P ❛♥❞✱ ❜② ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ≼SP ✭✇❡ ♦♠✐t t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ✇❤❡♥
♦❜✈✐♦✉s ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡①t✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ XP ✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥t♦ ❞❡s✐❣♥s✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✺✮✱ ✇❤✐❝❤
❧❡ts ✉s ❜✉✐❧❞ s❡ts ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ✇❤❡r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦
✈✐s✐t ❝❡rt❛✐♥ ❜r❛♥❝❤❡s ✭t❤❡ ♦♥❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst r✉❧❡✮
❜❡❢♦r❡ ♦t❤❡rs✳ ❖♥❝❡ ❡❛❝❤ ❜r❛♥❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡
✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥
t❤❛t ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳

❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t <P ✱ ❛♥❞ XP ✱ ❜② ❜✉✐❧❞✲
✐♥❣ ❞✐r❡❝t❡❞ ❞❡s✐❣♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ r❡❧❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❧② ❀ ✐✳❡✳ ♦♥❡ ❞❡s✐❣♥
✇✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ♣✉t t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r
❛s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ s❡t✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡t ✇✐❧❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
r❡s♣❡❝t t❤❡ ❢✉❧❧ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❜② tr❛♥s✐t✐✈✐t②✳
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❋r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s

❲❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ♥❡①t ✐s t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡q✉✐s✐t❡s
t❤❛t ♠❛❦❡s ✐t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥s t❤❛t ❧❡t ✉s ❡r❛s❡ ✐t✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✶ ✭❋r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✳ ▲❡t
F () ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ SP ∪ LocP t♦ s✉❜s❡ts ♦❢ SP ❛♥❞ LocP ✳ ❲✐t❤
❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡ ♦❢ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ i ∈ SP ♦r ❧♦❝❛t✐♦♥ l ∈ LocP ✇❡ ♠❡❛♥
t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ F (i) ♦r F (l)✳

F () ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝❛s❡s✿

✶✳ ▲❡t i = (al, ah) ∈ SP ✱ t❤❡♥✱ ✐❢ i ✐s ♥♦t ♠✐♥✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ <P

F (i) = {m,n ∈ LocP ∣ l →m ∨ h→ n ❛r❡ ❡❞❣❡s ♦❢ GP}.

❖t❤❡r✇✐s❡ F (i) = ∅✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s❡❧❡❝ts t❤❡ ✈❡r② ♣r❡❝❡❞❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥②✱ ♦❢ ❡❛❝❤
❧♦❝❛t✐♦♥ ❧❛❜❡❧✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ i✳

✷✳ ▲❡t l ∈ LocP ✱ t❤❡♥
F (l) = {i ∈ SP ∣ l ∈ i}

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ l ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝✉t✱ t❤❡♥ F (l) = {∅}✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s❡❧❡❝ts ❛❧❧ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✭♣♦ss✐❜❧② ♥♦♥❡✮
t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ l ❜❡❧♦♥❣s t♦✳

◆♦t❡ t❤❛t

✶✮ ■❢ i ✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ F (i) = ∅✳

✷✮ ■❢ i ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ F (i) = {p}✱ ✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ ✈❡r②
♣r❡❝❡❞❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ l ♦r h✳

✸✮ ■❢ i ❤❛s ♥♦ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ F (i) = {m,n} s✉❝❤ t❤❛t✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss
♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ m <P l✱ n <P h✱ ❛♥❞ m,n ❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs
♦❢ l, h✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✳✶✷✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t XP ❛♥❞ ❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s ❝♦✈❡r ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡
❝❛s❡ ♦❢ ♥♦t✲❡①❡❝✉t❛❜❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ MCCS✱ ❛
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ✐❢ ✐ts ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ l ♥♦t ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
t♦ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭s✉❝❤ t❤❛t F (l) = ∅✮✱ ♦r ✐❢ ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉❜♦r❞✐♥❛t❡
t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ xor ❝❧❛✉s❡✳ ❙♦ ✐❢ u = (al, am)✱ al > bn✱
am > bp✱ v = (bn, b

q
)✱ w = (bp, b

q
)✱ ❛♥❞ bn✱ bp ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥② ♦t❤❡r

s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ (v,w) ∈ XP ✱ ❛♥❞ u ✐s ♥♦t ❡①❡❝✉t❛❜❧❡✳
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❇✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❇❛s❡ ❞❡s✐❣♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✱ ❞❡♥♦t❡❞ DP ✱ ❜②
♠❡r❣✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜❛s✐❝ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥✱
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✈✐❛ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ n✲❛r② ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥s ❛s ♣r❡♠✐s❡
♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥s ❛s s✉❜✲❞❡s✐❣♥s ♦❢ t❤✐s ❜❛s❡ ♦♥❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✸ ✭❆ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ▲❡t [ ]P ❜❡ ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P t♦ ❛❞❞r❡ss❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡✜① ✭❛s
ξ1, . . . , ξn✮✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ [ ]P ✐s LocP ∪ SP ∪ XP ✳ ❲✐t❤ [i]P ✱ [l]P ❛♥❞
[(u, v)]P = xoru & xorv✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛❞❞r❡ss ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ i✱ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ l ♦r t❤❡ xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (u, v) ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥
DP ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ [i]P = ξ.1✱ [l]P = ξ.3✱ ❛♥❞ [(u, v)] = ξ.4✳

❲❡ ❝❛❧❧ [ ]P ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ❛s ❛ ♥❛✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss❀ t❤❡♥
✇❡ ✇✐❧❧ ❜✉✐❧❞ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛s ❞✐r❡❝t❡❞ ❞❡s✐❣♥s✱ ✐✳❡✳ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❡❡❞♦♠
r❡q✉✐s✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ❜♦t❤ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥
✇✐❧❧ ❜❡ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❛ s❡t t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜② ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❝❧♦s✉r❡✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❜② tr❛♥s✐t✐✈✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✹ ✭❇❛s❡ ❞❡s✐❣♥✮✳

❼ ▲❡t x ∈ SP ∪LocP

G[x]P =

[x]P .1.1 ⊢
⊢ [x]P .1
[x]P ⊢

❼ ▲❡t (u, v) ∈ XP ✱ t❤❡♥

w[u, v] =

xoru.1 ⊢
⊢ xoru

xorv.1 ⊢
⊢ xorv

xoru & xorv ⊢ &

✇❤❡r❡ xoru ❛♥❞ xorv ❛r❡ t❤❡ s✉❜✲❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ xoru & xorv✳ ❲❡ ♥♦t❡
t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ✇✐t❤ & s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡ &✳ ❚❤❡② s❡r✈❡ ❛s ❝❤❡❝❦✲❛❞❞r❡ss❡s✱ ♥♦t
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ P ✱ ❜✉t ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥s u ❛♥❞ v✳ ❖♥❡ ❜r❛♥❝❤ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦♥ [u]P ✱ t❤❡ ♦t❤❡r
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♦♥ [v]P t❤r♦✉❣❤ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤✉s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❡♣❛r❛t✐♥❣
t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥t ✇❛②✳

❲❡ ❤❛✈❡
DP = ( ⊗

x∈SP∪LocP ,(u,v)∈XP

{G[x], w[u, v]}).

❲❤❡r❡ ⊗ ✐s ❛ s♦❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡t ❛s s✉❜✲
❞❡s✐❣♥s✱ ✐✳❡ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❛t❤❡r ✢❛t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛r❡ ♥❛✐✈❡❧② ♣✉t t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❤✐❧❡
❧♦s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✿ ♥♦r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♥♦r t❤❡
❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳

❲❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ✐s ❛ ✇❛② t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞
t♦ t❤✐s ❡♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠
r❡q✉✐s✐t❡s t❤❛t ✇❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✳

❘❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s

▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ DP ✐ts ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✺ ✭❘❡str✐❝t✐♦♥ ❉❡s✐❣♥s✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛♥ MCCS ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡
s❡t ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ SP , LocP ❛♥❞ XP ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞
♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✮✱ ✐s t❤❡ s❡t

R(P ) =R(SP ) ∪R(LocP ) ∪R(XP )

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ DP ✱ r❡❣❛r❞✐♥❣
s♣❡❝✐✜❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ P ✭✇❡ ♦♠✐t t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t P ✇❤❡♥ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❛❞❞r❡ss❡s✮✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ DP ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s♣❡❝✐✜❝ ❜r❛♥❝❤❡s ❝❤❛♥❣❡❞
✇✐t❤ ♣r✉♥✐♥❣s ♦r ❞❛✐♠♦♥s 6✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ✕ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ⋯ ✕ ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥t♦✉❝❤❡❞✳

❘❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳

▲❡t i ∈ SP ✳ ■❢ F (i) = {l}✱ t❤❡♥ R(i) ✐s ❛ ❝♦♣② ♦❢ DP ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

R(i) =

. . .

⊢ [l].1
6

[l] ⊢ . . . [i] ⊢
p

. . .

⊢ ξ



✾✶

■❢ F (i) = {m,n}✱ t❤❡♥ R(i) ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐r ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✿

⋯

6

⊢ [m].1

[m] ⊢ ⋯
♣

[i] ⊢

⊢ ξ

⋯

6

⊢ [n].1

[n] ⊢ ⋯
♣

[i] ⊢

⊢ ξ

■❢ F (i) = ∅✱ ❢♦r i ∈ SP ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ R(i)✳ R(SP ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t
♦❢ ❛❧❧ R(i)✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i ∈ SP ✳

❘❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

▲❡t l ∈ LocP ✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ R(l) ❜② ❝❛s❡s✳

✶✳ ■❢ l ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ <P ✮✱ ❛♥❞ F (l) = {i1, . . . , in}✱
t❤❡♥ R(l) ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s✐❣♥✿

. . .

⊢ [i1].1
6

[i1] ⊢ . . .

⊢ [in].1
6

[in] ⊢ . . . [l] ⊢
p

. . .

⊢ ξ

✷✳ ■❢ l ✐s ♥♦t ♠✐♥✐♠❛❧✱ ❧❡t m ❜❡ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ l✱ t❤❡♥✱ ✇❡
❤❛✈❡ t✇♦ ❝❛s❡s✿

✭❛✮ ■❢ F (l) = {i1, . . . , in}✱ ✱ t❤❡♥ R(l) ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐r ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✿

⋯

6

⊢ [m].1

[m] ⊢ ⋯
♣

[l] ⊢

⊢ ξ

❛♥❞

. . .

⊢ [i1].1
6

[i1] ⊢ . . .

⊢ [in].1
6

[in] ⊢ . . . [l] ⊢
p

. . .

⊢ ξ

✇✐t❤ ❛ 6 ♦✈❡r ❡❛❝❤ G[i1], . . . ,G[in]✳

✭❜✮ ■❢ F (l) = {∅}✱ t❤❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡s✐❣♥ ❜❡❝♦♠❡s✿

. . . [l] ⊢
p

. . .

⊢ ξ



✾✷

❲✐t❤ R(LocP ) ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ R(l) ❢♦r ❡❛❝❤ l ∈ LocP ✳

❘❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ XP ✳

▲❡t (u, v) ∈ XP ✱ t❤❡♥ R(u, v) ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛✐r ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✿

. . .
⊢ xoru

6
xorv.1 ⊢
⊢ xorv

xoru & xorv ⊢ . . . [u] ⊢
p

. . .

⊢ ξ

❛♥❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❢♦r v✿

. . .

xoru.1 ⊢
⊢ xoru ⊢ xorv

6

xoru & xorv ⊢ . . . [v] ⊢
p

. . .

⊢ ξ

❲✐t❤ R(XP ) ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ R(u, v) ❢♦r ❡❛❝❤ (u, v) ∈ XP ✳

❲✐t❤ R(P ) ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t

R(XP ) ∪R(SP ) ∪R(LocP ).

❘❡♠❛r❦ ✹✳✶✳✶✻✳ ❚❤❡ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❧♦❝❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t s❡❡♠
s✉♣❡r✢✉♦✉s ❛t ✜rst✿ ✐♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❛r❡ ♠❛❦✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r❡✜① ♦r❞❡r
r❡❣❛r❞✐♥❣ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✈❡r② ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥ <P ♠✉st ❤❛✈❡
♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t s❡❡♠ ✉s❡❧❡ss t♦ ❛❞❞✱ ✐❢ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡
t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss✿ t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❡s♣❡❝t❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜② ❥✉st
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
♦r❞❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s t♦ r❡♣r❡s❡♥t
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♣❛t❤s✱ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ t❤❡♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡
❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s ❢♦r t❤❡s❡ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✼✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡♥ ❧❡t

BP = {DP} ∪R(P )

❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

BP = B
��
P = ({DP} ∪R(P ))��

❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ DP ✱ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥✱ BP ✐s ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐rr❡❣✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳



✾✸

❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ P ✐s

JP K = (BP , [ ]P )

t❤❡ ♣❛✐r ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s✱
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧
❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ⊗ ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱
✇✐t❤ s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧ st❡♣s✱ ❜✉t st✐❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣
♦❢ ❞❡s✐❣♥s ⊙✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s r❛t❤❡r ✢❛t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss ✐s ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❝♦❞❡❞ ✐♥ ✐t✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❣❡♥✲
❡r❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❍❛✈✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❧❡t ✉s ❡❛s✐❧② ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ♠♦❞✐❢② ❡❛❝❤ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✱
❜② ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ✐♥ s♠❛❧❧❡r ❧♦❝❛❧ ♣✐❡❝❡s✳ ❲❤❡♥
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡ss ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❝t✐♦♥ ♣r❡✜①✱ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❛❝t ♦♥ s✐♥❣❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❡❛❝❤
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦r ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ❛❝❤✐❡✈✐♥❣
❛ ♠♦❞✉❧❛r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❡r t❤❛♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦❞❡❞ ✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❈♦❞✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❤✉❣❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❞✲❜❛❝❦
♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ▼♦r❡♦✈❡r ♠❛♥② ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ r❡❧❛t❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❛❞❞r❡ss❡s ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s
❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞r❡ss❡s
❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ✐s ✈✐❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳

✹✳✶✳✹ ❲❤② ❇❡❤❛✈✐♦✉rs❄

❲❤❡♥ ✇❡ ❝❧♦s❡ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❛♥❞ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❜② ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✱
✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ t♦
❛❝❤✐❡✈❡ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s
❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❧✉❞✐❝s t❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛✲
t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ♥❡✈❡r ✉s❡ ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✐♥ ❛♥② ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢✳
❙t✐❧❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ r❡❛s♦♥s t♦ ❛❝t✉❛❧❧② t❛❦❡ t❤✐s s✉♣❡r✢✉♦✉s st❡♣ ❛♥❞ ❝♦♥✲
s✐❞❡r t❤❡ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ s❡t✳

❇❡❤❛✈✐♦✉rs ❛♥❞ t②♣❡s✳ ❚❤❡ ✜rst r❡❛s♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s t❤❛t ❜❡❤❛✈✐♦✉rs
❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡st t❤✐♥❣ t♦ ❛ t②♣❡ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✿ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡✲
s✐❣♥s✱ ❛♥❞ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ st❡♣ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞②
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♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐♥t♦ ❧✉❞✐❝s✱ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ✐♥✲
t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s ❝❛♥
❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✭✐♥ s✉❜s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮✳ ❯s✐♥❣
❜❡❤❛✈✐♦✉rs t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ♣r♦❝❡ss❡s ❧❡t ✉s ❢♦r♠ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t②♣❡
♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥✱ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛②
✐t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❇❡❤❛✈✐♦✉rs ❛r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜② ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱
✇❡ ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦✉♥❞ ❛❜♦✉t t❤❡♠
t♦ ❞❡❡♣❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ♦♥ ♦♥❡
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇❤❡♥ s♦♠❡t❤✐♥❣ ✏✐♥t❡r❡st✐♥❣✑ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡
♦t❤❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s P ❛♥❞ Q ❛s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s JP K ❛♥❞ JQK✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ✐♥ ❛ tr✐✈✐❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ P ❛♥❞
Q ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ❛t ❛❧❧✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ⊗
✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✵✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✲❧✐❦❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
JP K t❤❛t ♠❛t❝❤❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ P ✭✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✶✮❀ ❜② ✉s✐♥❣ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥
❛ ❢❡✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❛t❝❤❡s ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ❧✉❞✐❝s ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✽❪✮✱ t❤❛t ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡✳

❉♦❡s ❜❡❤❛✈✐♦✉rs r❡❛❧❧② ❛❞❞ s♦♠❡t❤✐♥❣❄ ❲❤✐❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧❧② ❣✐✈❡ ✉s ❛ ❧♦t ♦❢ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ t♦♦❧s t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧②
♥❡❡❞❡❞ ✿ ✐♥❞❡❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❞♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✭❛ t❡♥s♦r✲❧✐❦❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♥♦t tr✉❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❢♦✉♥❞
♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs t❤❛t ✐❢ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss JP K r❡s✉❧t ✐♥ s♦♠❡t❤✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss P ✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✐s ❡❛s✐❧② ❧♦st ❜② ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t
♠♦❞✐❢② ✐ts ❞❡s✐❣♥s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣❛r✲
❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱
✇✐t❤♦✉t ❜♦t❤❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ❞❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❡❧♣ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t❡❝❤♥✐✲
❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s
❜❡t✇❡❡♥ CCS ❛♥❞ ❧✉❞✐❝s✳

❈♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❡
❛r❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s t❤❛t ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤♦s❡ ♦❢
t❤❡ s❡t✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡ ✉s ❛ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳
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■♥❞❡❡❞✱ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s
❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs BP ✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❞❡s✐❣♥
✐s ✐ts ♦✇♥ s❡♠❛♥t✐❝s✱ s✐♥❝❡ ✐ts str✉❝t✉r❡ ♠❛❦❡s ❡①♣❧✐❝✐t ✐ts ♠❡❛♥✐♥❣✱ t❤❛t ✐s
t❤❡ ✇❛② ✐t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡ ♦❢
♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛r❡ ❛❜♦✉t ❛r❡
❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✱ ♦♥❝❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧✐❝✐t❡❞
❜② t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s❡t B�P ✱ s✐♥❝❡ t❤❡② t❡❧❧ ✉s ❡①❛❝t❧② ❤♦✇ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❣♦✿ ✇❤✐❝❤ ❜r❛♥❝❤❡s ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ✈✐s✐t❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤
♦r❞❡r✳ ❚❤✉s✱ ❝❧♦s✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱
✐✳❡✳ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡✱ ❣✐✈❡ ✉s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss r❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s t❤❛t ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ t❤❡
❞❡s✐❣♥s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ B

�
P ✭✐✳❡✳ r❡❛❝❤ 6 ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✱

t❤❛t t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s t❤❡ s❡t ❣✐✈✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❝❧♦s✉r❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡✲

♦r❡t✐❝❛❧ ♥❡❡❞ ♦❢ ❧♦❣✐❝✱ t❤❛t ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠s✳ ❙✐♥❝❡
✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s❡ts ♥♦t ♦♥❧② ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♦♠❡t❤✐♥❣
❡❧s❡✱ ❛s ♣r♦✈❛❜✐❧✐t② ♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮✱ ❜✉t r❛t❤❡r ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❛❜❧❡✱ ✐t
❤❛s s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ✇♦♥❞❡r ✐❢ t❤❡ s❡t ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❛❜❧❡
♦r ♥♦t✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ s❡ts ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ✐s r❡❧❡✈❛♥t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ♠✐❣❤t ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡ ♦♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛r❡
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❢✉❧❧ CCS ✇✐t❤ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞ r❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡ ❛t ❧❡❛st ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧s♦ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱ ❛♥❞ t❤✉s
♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥②♠♦r❡✳

✹✳✷ ❈♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ❛♥❞ ✐ts
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦♠❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞ ❛s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤
✇❤✐❝❤ st❡♣s ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t JP K ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡
❛❝t✉❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss P ✱ ✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠✉st ❤❛✈❡ ❛♥ ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ P ✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✭❛t ❧❡❛st✮
♦♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ✈✐s✐t❡❞ ❛❝t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✳
❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❛❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ s❛✐❞ ✈✐s✐t❡❞



✾✻

✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✺✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ♦♥ ❛ ❞❡s✐❣♥ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ✈✐s✐t❡❞ ❛❝t✐♦♥s✳ ■❢ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥
❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❡ss✐♦♥ ✭✐♥s✐❞❡ ❛ ❝✉t✲♥❡t ♦r ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r s✐♥❣❧❡ ❞❡s✐❣♥✮✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ DP ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ BP ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ✈✐s✐t❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡s✐❣♥ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✶✳ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✈✐s✲
✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✵❪✱ ✇❤❡r❡ ✇✐t❤ ⟨D ←R⟩ ✐s ❞❡♥♦t❡❞
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ D ✈✐s✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ R✱ ✇❤❡r❡ (D,R)
✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝✉t✲♥❡t✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ st❡♣s✳

❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡
❛♥② ❞❡s✐❣♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ BP ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡♠♣t② ♦♥❡❀ ❛t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✺✮ ✇✐❧❧ ❛ss✉r❡
✉s t❤❛t ✐❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ BP ✱ t❤❡♥ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭♦♥
t❤❡ ♣r♦❝❡ss P ✮ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ i⃗ = i1, . . . , in ❜❡ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦❢ P ✳ ❲❡ s❛② t❤❛t →i⃗ ✐s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦♥ P ✐❢ {i1, . . . , in} ✐s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣❛✐r✐♥❣ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✮✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✸✳ ■❢ i⃗ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭♦♥ P ✮✱ t❤❡♥ ✐t r❡✲
s♣❡❝ts t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r <P ✭t❤✉s ❛❧s♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ≼SP ♦♥ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s XP ✭✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❛ xor r❡❧❛t✐♦♥✮✱ t❤✉s ❜❡✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤
♦♥ P ✳ ❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥t ♣❛✐r✐♥❣✳

❯s✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐s✐t❡❞ ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤
✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✮✳
❇♦rr♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✸✵❪✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐s✐t❡❞ ❛❝t✐♦♥s ♦❢
❛ ❞❡s✐❣♥ D ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥ C ✇✐t❤ ⟨D ← C⟩✳ ■t ✐s t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ k1, . . . , kn ⇂D✱ ✇✐t❤ k1, . . . , kn t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✈✐s✐t❡❞ ❜② t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ C ❛♥❞ D❀ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ki, . . . , kj✱ 1 < i ≤ j < n✱ s✉❝❤
t❤❛t ki, . . . , kj ∈ D✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✹ ✭❆ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞
❧❡t C ∈ B�

P ✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ P ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ C ✐s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ →i⃗✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ i⃗ = i1, . . . , in ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t

∀i ∈ i⃗, (−, [i],{{1}})(+, [i].1,{1}) = G[i] ∈ ⟨DP ← C⟩
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♦r❞❡r❡❞ ❛s t❤❡② ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❲❡ ♦❢t❡♥ s❛② ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ⟨DP ← C⟩ t♦ ♠❛❦❡ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚♦ ♥♦t❡ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ♥♦t t✐❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥✱ ✇❡ s❛② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✳

▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳

❊①❛♠♣❧❡ ✹✳✷✳✺✳ ▲❡t DP ❂

⋯

ξ.1.1.1 ⊢
⊢ ξ.1.1

(+, ξ.1.1,{1})4

ξ.1 ⊢
(−, ξ.1,{{1}})3

ξ.2.1.1 ⊢
⊢ ξ.2.1

(+, ξ.2.1,{1})8

ξ.2 ⊢
(−, ξ.2,{{1}})7

⋯
⊢ ξ

(+, ξ, I)0

C❂

⊢ ξ.2.1.1, ξ.1.1.1,∆ 6
10

ξ.2.1 ⊢ ξ.1.1.1,∆
(−, ξ.2.1,{{1}})9

⊢ ξ.1.1.1, ξ.2,∆
(+, ξ.2,{1})6

ξ.1.1 ⊢ ξ.2,∆
(−, ξ.1.1,{{1}})5

⊢ ξ.1, ξ.2,∆
(+, ξ.1,{1})2

ξ ⊢
(−, ξ,{I})1

❆ss✉♠❡ ξ.1 = [i] ❛♥❞ ξ.2 = [j]✳ ❚❤❡♥ ⟨DP ← C⟩ =

(+, ξ, I)0(−, [i],{{1}})3(+, [i].1,{1})4(−, [j],{{1}})7(+, [j].1,{1})8.

❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ⟨DP ← C⟩ ✐s P →i →j✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡
i, j ❛r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♦t❤❡r
❜r❛♥❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥ DP ✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✻✳ ■t ♦❜✈✐♦✉s❧② ❤♦❧❞s t❤❛t ❛♥ ❛❝t✐♦♥ i ✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✕ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②
P →i ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ i ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✮
✕ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ C ∈ B�

P s✉❝❤ t❤❛t ✈✐s✐ts G[i] ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♦t❤❡r
r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ DP ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
♦♥❧② ✐❢ F (i) = ∅✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r i ❡①❝❡♣t
✐ts xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢
♣r✐♥❝✐♣❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ P ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❆❧s♦ ✐t ♠✉st ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❡ ❛r❡
❛✐♠✐♥❣ ❛t ✕ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② st❛t✐♥❣ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛
❞❡s✐❣♥ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✕ ❞♦❡s ♥♦t✱ ❛♥❞ ♠✉st
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♥♦t ❤♦❧❞✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
t❤❛t ✇❡ s❡❡❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦st✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ 6 ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s R

✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ ❛♥ ♦r❞❡r ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦t t♦ ❢♦r❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ l✱ ✇❡ ❞♦♥✬t ❤❛✈❡
t♦ ✈✐s✐t t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ F (l) ✭s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ♦r
[m]P s✉❝❤ t❤❛t m <P l✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ R(l) ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤
❛ 6✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦✉♥t❡r ❞❡s✐❣♥ r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ❜✉t
♥♦t ✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ [m]P ❛t ❛❧❧✱ t❤✉s ♥♦t ❜❡✐♥❣ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ R(l)✱
✉♥❧❡ss ✐t ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ 6 ✐ts❡❧❢✳ ❉✉❡ t♦ ❤♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜✉✐❧❞ JP K✱ s✐♥❝❡ ✐♥ DP t❤❡r❡
❛r❡ ♥♦ ❞❛✐♠♦♥s✱ ❛ 6 ♠✉st ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥s✿ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❧② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡✈❡♥ t♦ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♥♦t
❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ 6✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ t❤✉s ♥♦t ❜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡
❛❧❧ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞
t♦ ❢♦r❝❡ ❞❛✐♠♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛♥② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
st♦♣ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱ s✐♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❡♥❝♦✉♥t❡r ❛ 6 ♦♥ ❛♥② ❜r❛♥❝❤✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐ts❡❧❢ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛❦❡ s❡♥s❡✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✼✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥s ♦❢ BP ❡♥❞ ✇✐t❤ 6

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ❛ 6 ✐s ♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❞❡s✐❣♥s
C ∈ B�

P ✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❛t BP ✐s ❛ ♣✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛ ❝♦♥❝❡♣t
t✐❡❞ ✇✐t❤ t②♣❡ s❛❢❡t② ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦rs ✇❤❡♥ t②♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛♥❞ ❞❛t❛ t②♣❡s✱ ❜✉t ♥♦t ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳

■♥ t❤✐s ✇❛② ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ❛♥❞ s♦ ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥s✿ t❤✐s ✐s ♠♦st❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ♥❡✉tr❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤♦s❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s xoru & xorv ⊢✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦r ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦
❡①❡❝✉t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
st❡♣s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣ ✐s ♥♦t ✜①❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✽✳ ❚❤❡ r❡q✉✐s✐t❡ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s
r❛t❤❡r ✇❡❛❦✱ ❜✉t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♠♣♦s✐♥❣ ✐s t❤❛t
t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ G[i] ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥②
❝♦♥str❛✐♥ ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ G[i]✱ ✇✐t❤ t❤❡
♦r❞❡r ❜② ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞ ❛s t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s
s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇♦r❦s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✿ ❜② ❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧
♣r❡✜① ♦r❞❡r ✕ ❛♥❞ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✕ t❤❡② ❢♦r❝❡ ❛♥② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ BP t♦
r❡s♣❡❝t <P ✱ ❛ss✉r✐♥❣ ✉s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱
r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳



✾✾

✹✳✷✳✶ ❆ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✿

P ∈MCCS ∶ GP ✿ BP ✿

LocP ,SP ,XP ⇒ ✈❡rt❡①❡s ∈ GP ⇒ s✉❜ ❞❡s✐❣♥s G[x], w[u, v] ⊂ DP

<P ❡❞❣❡s (u, v) ∈ A ∅

F (⋯) ❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡s
❛♥❞ ❧❛❜❡❧s ♦♥
♥♦❞❡s

❞❡s✐❣♥s R(⋯)

P →i r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ GP ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ BP ❛♥❞ B�
P

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡❛❝❤ st❡♣✱ t♦ ❥✉st✐❢② ✐ts ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✐t ❢✉❧✜❧❧s ✐ts
t❛s❦s✳

LocP ,SP ,XP ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✳ ❆t ✜rst ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡ t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ❛❧❧ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss r❡❧✲
❡✈❛♥t ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✿ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ♣❛✐rs ♦❢ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞
♣❛✐rs ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥✳
■♥ GP t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✈✐❛ <P ❛s ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡r✲
t❡①❡s ✭t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✮✱ ✇❤❡r❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❝♦r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳
t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❜❡❧♦♥❣✳ ■t ✐s t❤❡♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
t❤❡ ❢✉❧❧ r❡❧❛t✐♦♥ XP ✳

❖♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ ❧✉❞✐❝s ✇❡ ❛r❡ ♥❛✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥
DP ✱ ❢♦r❣❡tt✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛
s✉❜ ❞❡s✐❣♥✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛
❞❡s✐❣♥✱ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ s❤♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❡♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡✳
■♥❞❡❡❞ ✇❤❡♥ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❞✐r❡❝t❧② ❛❜♦✈❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❞❞r❡ss✱ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛♥②✳

❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ DP ♥❡❡❞❡❞ t♦ s❤❛♣❡ t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✳ ■❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ F (i) = l✱ ❛♥❞ G[l]
✇❡r❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❛✐♠♦♥
✐♥ R(i)✱ ❛❜♦✈❡ G[l]✱ s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥
❛♥❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ R(i) ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥



✶✵✵

♣❡r❢♦r♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ i ♦♥❧② ✐❢ l ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❡r❛s❡❞❀ t❤✉s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ l

❤❡r❡ ♠❡❛♥s r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ 6✳ ❇✉t✱ ✐❢ G[l] ✇❡r❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱
t❤❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❞✐✈❡r❣❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦♥ ✐t✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✾✳ LocP , <P ✱ SP ❛♥❞ XP ❣✐✈❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦♥ P ✳

Pr♦♦❢✳ SP ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡✴✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡ t❡❧❧s ✉s t❤❛t ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s r❡❛❞② ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐❢
t❤❡ ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❡①t❡r♥❛❧✱ ✐✳❡✳ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ <P ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ ♣r❡✜①✳ <P ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r✱
t❤✉s LocP ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤✐s ♦r❞❡r ✈✐❛ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥ ♦♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞
♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ✐s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐q✉❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥✲
s✉♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ s♦♠❡✲
t✐♠❡s ♣r❡✈❡♥t ♦t❤❡rs t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❢♦r❦ ✐♥ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣
❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s r❡s♦✉r❝❡ s❡♥s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞
❝❤❛♥♥❡❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥❝❡✳ P❡r♠❛♥❡♥t ❢♦r❦s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ②✐❡❧❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✱ ❛r✐s❡ ♦♥❧②
✕ ❛♥❞ ♥♦t ❛❧✇❛②s ✕ ✇❤❡♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ♣❛rt ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s
✭♦r ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ +✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢♦r
♥♦✇✮ ✇❤✐❝❤ t❤✉s ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✿ t❤❡ XP r❡❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤✐s ❝♦♥✢✐❝t✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r❦ ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✶✵✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ + ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ XP ✱ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ ✐ts ♥❛t✉r❡ ❛s ❛ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ✕ ✇❤✐❝❤ ✐s
✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t + ❛❧s♦ ✐♥ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❬✷✼❪✳

<P ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ P ✿ t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s✉❜✲♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❧❛❝❦ ♦❢
♦r❞❡r✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✱ ❜✉t ♦♥❧②
❛ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥✿ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❞✉❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s r❡❛❞② ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐❢
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r❡✜① ❜❧♦❝❦✐♥❣ ✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t s✉✣❝❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐t ♦♥❧② ❧♦❝❛❧❧②✱
❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥
q✉❡st✐♦♥✳

F (⋯) ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✶✮ ❞❡✜♥❡s ❛ t✇♦ ❧❡✈❡❧ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ r❡❧❛✲
t✐♦♥✱ st✐❧❧ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ <P ❧♦❝❛❧❧②✿ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢r❡❡❞ ❜② ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞
❧♦❝❛t✐♦♥s ❜② s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡



✶✵✶

♠❛✐♥ ❢❛❝t ✐s t❤❛t t❤✐s ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✿ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ✐s t❤❡♥ tr❛♥s✐t✐✈❡❧② r❡❝♦✈❡r❡❞
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶✶✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s ❢♦r SP
❛♥❞ LocP ❝♦rr❡❝t❧② r❡s♣❡❝t <P ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ≼SP ✱
t❤❡r❡❢♦r❡ R(P ) ❢♦r❝❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ BP t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ❛s ❞♦♥❡
❜② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ i = (al, am) ∈ SP ✳

❼ ■❢ F (i) = {h, k}✱ ✇✐t❤ h, k ∈ LocP ✱ t❤❡♥ h <P l ❛♥❞ k <P m✳

❼ ■❢ h ∈ j ❛♥❞ k ∈ u✱ ✇✐t❤ j, u ∈ SP ✱ ✇❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❤❛✈❡ j, u ≼SP i✳ ❚❤✐s
❤♦❧❞s ❜❡❝❛✉s❡ j ∈F (h) ❛♥❞ u ∈F (k)✳

❼ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t❡❞ ❞❡s✐❣♥s R(i)✱ R(l) ❛♥❞ R(m) ❢♦r❝❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ✭❧♦❝❛❧✮ ♦r❞❡r ❣✐✈❡♥ ❜② ❢r❡❡❞♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ [j]P
♠✉st ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡ [h]P ❛♥❞ [u]P ❜❡❢♦r❡ [k]P ✱ t❤❛t ♦♥ t❤❡✐r ❤❛♥❞
♠✉st ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡ [i]P ✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦♥ [l]P ❛♥❞ [m]P ✳

❼ ❇② tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡✱ [u]P ❛♥❞ [j]P ♠✉st ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡ [i]P ❀ [k]P
❛♥❞ [h]P ♠✉st ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡ [l]P ❛♥❞ [m]P ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦♥ BP r❡s♣❡❝ts <P ❛♥❞ ≼SP ✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✈✐❛ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ BP ❛♥❞ B�

P ✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✷✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✳ ■❢ ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ P →i ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ♦♥ JP K✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
❡❛❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ♦♥ JP K ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✱
✇❡ s❛② t❤❛t JP K ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ P ✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✶✸✳ ❲❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✿ ❛s ✇❡
❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞✱ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣❛t❤s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❡♣s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱
✐✳❡✳ st❡♣s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✈✐s✐t ❛❝t✐♦♥s ♦❢ G[i] ❢♦r s♦♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ i✳ ❲❡
❝♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❣ st❡♣ ❛♥❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥
❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦t✐♦♥
❛♥❞ ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇❡ s❡❡❦✳

❲❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ ✐s✿



✶✵✷

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✳ JP K = (BP , [ ]P )✱ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡s ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦♥ P ✳

❲❡ s♣❧✐t t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ✜rst ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r♦♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥❀ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✶✻ ✭♦r ✐ts ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶✾✮✱ ❛♥❞
▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✷✵✳

❋r♦♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶✺✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t
✶✮ C�BP ⇔ ✷✮ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ⟨DP ← C⟩✱ ✇✐t❤ DP�C✱ ✐s

❛❞♠✐ss✐❜❧❡❀ ✐✳❡✳ ❛♥② G[x]✱ ✇✐t❤ x ∈ SP ✱ ❛♥❞ ❛♥② G[l]✱ ✇✐t❤ l ∈ LocP ✱ ✐♥
⟨DP ← C⟩ ✐s ✈✐s✐t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ≼SP ❛♥❞ <P ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡✈❡r
✈✐s✐ts ❜♦t❤ G[u] ❛♥❞ G[v] ✇✐t❤ (u, v) ∈ XP ✳

Pr♦♦❢✳ 1) ⇒ 2) ❤♦❧❞s ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶✶✱ R(P ) ❢♦r❝❡s ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ r❡s♣❡❝t <P ❛♥❞ ≼SP ✱ t❤✉s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ C ✭✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ BP ✮✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝ts t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✳ R(XP ) ❛❧s♦ ♣r❡✈❡♥ts
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ✈✐s✐t✐♥❣ ❜♦t❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ xor ❝❧❛✉s❡✱ s✐♥❝❡ ❛ &

❢♦r❝❡s ❛♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

2)⇒ 1)✿ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t C�DP ✭♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t C ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛
6✮❀ ✐❢ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ⟨DP ← C⟩ r❡s♣❡❝ts <P ,<LocP ❛♥❞ XP ✱ t❤❡♥ C�R(P )✱ ❛♥❞
t❤✉s C ∈ B�P = B

���
P = (B��P )

� =B�
P ❀ t❤❡r❡❢♦r❡ C�BP ✳

❆s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦r♦❧❧❛r②✱ ❛♥❞ ❛s ✜rst ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹✱ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❛t ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✶✻✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✳ ∀C ∈ B�
P ✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ⟨DP ← C⟩ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥ P ✳

❛♥❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✶✼✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ i ∈ SP ✳ ❚❤❡♥ i ✐s ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧ ✭❞❡❢ ✸✳✷✳✼✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∃C ∈B�

P s✉❝❤ t❤❛t ⟨DP ← C⟩ ✈✐s✐ts G[i] ❜❡❢♦r❡
❛♥② ♦t❤❡r G[j] ✇✐t❤ j ∈ SP ✳

Pr♦♦❢✳ ❚r✐✈✐❛❧❧②✱ ✐❢ i ✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t❤❡♥ F (i) = ∅✱ ❛♥❞ R(i) = ∅✱ t❤❡r❡❢♦r❡
G[i] ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♦t❤❡r r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳ ❖♥❧② t❤❡ xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ i ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ✈✐s✐t❡❞
❜❡❢♦r❡ G[i]✳
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❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐❢ ⟨DP ← C⟩ ✈✐s✐ts G[i] ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♦t❤❡r G[x]✱
t❤❡♥ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❛rts ✇✐t❤ i✱ ❛♥❞ t❤✉s P →i ✐s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ i ✐s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ ❝♦r♦❧❧❛r✐❡s ❛ss✉r❡ ✉s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❜❛❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥
JP K✿ ❛♥② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❛❧✇❛②s ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♣❛t❤ ♦♥ P ✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✷✳✶✽✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✐♥❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡❧② t❛❧❦ ❛❜♦✉t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥❀ t❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ s②♥t❛① ❛♥❞
s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥ ❧✉❞✐❝s✳ ❆ ❞❡s✐❣♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❡❧❧s ✉s ❤♦✇ ✐t ✐♥t❡r❛❝ts✿ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛
❞❡s✐❣♥ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧s✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✶✻ ❝❛♥ ❜❡ r❡✲♣❤r❛s❡❞ ❛s ❛ ♦♥❡✲st❡♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶✾✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡♥ P →i ✐s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∃C ∈ B�

P s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ⟨DP ←
C⟩ st❛rts ✇✐t❤ i✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ⇐ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✶✼✳

❋♦r ⇒ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ P →i✱ t❤❡♥ i ✐s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱
t❤❡r❡❢♦r❡ F (i) = ∅✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜✉✐❧❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✜rst ✭❛♥❞ ♦♥❧② ✇✐t❤✮ G[i]✳ ▲❡t [i]� =

⊢ [i].1.1,∆
6

[i].1 ⊢∆
(−, i.1,{{1}})

⊢ [i], xori1 .1, . . . , xorin .1,∆
(+, i,{1})

xorin ⊢ [i], xori1 .1, . . . , xorin−1∆
(−, xorin ,{{1}})

⋮
xori1 ⊢ xori2 & xorj2 . . . , xorin & xorjn , [i],∆

(−, xori1 ,{{1}})

⊢ xori1 & xorj1 , . . . , xorin & xorjn , [i],∆
(+, xori1 & xorj1 ,{xori1})

ξ ⊢
(−, ξ,{I})

❚❤❡♥ [i]��BP ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ⟨DP ← [i]�⟩ ✐s →i✳

■♥ ∆ ♠✉st ❛♣♣❡❛r t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ DP ✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛✲
t✐♦♥s ♦❢ DP ❛♥❞ [i]� ♠✉st ♠❛t❝❤✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ xori1&xorj1 , . . . , xorin&xorjn

✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛✉s❡s (i, x) ∈ XP ✱ ✇✐t❤ x ✈❛r②✐♥❣
♦♥ SP ✳



✶✵✹

❋r♦♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s t✐❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹✳
❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛

▲❡♠♠❛ ✹✳✷✳✷✵✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ i⃗ ∈ SP ✱ ✇✐t❤ i⃗ = (i1, . . . , in)✳
❚❤❡♥ P →i⃗ ✐s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ∃C ∈B�

P s✉❝❤ t❤❛t →i⃗ ✐s
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ⟨DP ← C⟩✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ⇐ ❤♦❧❞s ❜② ❝♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✶✻✳

❋♦r ⇒ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❡♠♣❡❞ t♦ s♣❧✐t P →i⃗ Pn ✐♥ P →i1 P1 →i2 . . . →in Pn✱
❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ ♦♥❡✲st❡♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❧❡♠♠❛ ✭✹✳✷✳✶✾✮ t♦ ❡❛❝❤ st❡♣✳ ❍♦✇❡✈❡r
t❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✷ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳
◆♦t❤✐♥❣ t❡❧❧s ✉s t❤❛t ✐❢ P →i P ′ t❤❡♥ JP K = JP ′K✱ ❛♥❞ ✐♥❞❡❡❞ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡
❝❛s❡✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❚❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛
❝♦✉♥t❡r ❞❡s✐❣♥ C ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞♦ t❤✐s
❜② r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦✉♥t❡r ❞❡s✐❣♥ ✇❤♦s❡ ✜rst st❡♣s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡
♦♥❡✲st❡♣ ❧❡♠♠❛✳

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳ ▲❡t
i = (al, am)✱ t❤❡♥✿

[i]� ∶= (+, xori1 & xorj1 ,{xori1})(−, xori1 ,{{1}}) . . .

. . . (−, xorin ,{{1}})(+, [i],{1})(−, [i.1],{{1}})

(+, [l],{1})(−, [l.1],{{1}})(+, [m],{1})(−, [m.1],{{1}})

✇❤❡r❡ xori1 &xorj1 . . . xorin &xorjn ❛r❡ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ①♦r
❝❧❛✉s❡s ❢♦r i✱ ❛♥❞ l,m t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ i✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ s②♥t❤❡t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿
∀x ∈ SP s✉❝❤ t❤❛t (i, x) ∈ XP ✱ ❛♥❞ ❢♦r l,m ∈ i✱ ✇❡ ❤❛✈❡

[i]� = w[i, x]� ∗G[i]� ∗G[l]� ∗G[m]�

✇❤❡r❡ ∗ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s ✐♥ ❧✉❞✐❝s✳
❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ E (⃗i) ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ✭✇✐t❤ (+, ξ, I) t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥

♦❢ DP ✮✿

❼ E(∅) = (−, ξ,{I})

❼ E(i1, . . . , in) = E(i1, . . . , in−1) ∗ [in]�

✷■♥ t②♣✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ✐✳❡✳ ✐❢ P → P ′✱ t❤❡♥ type(P ) = type(P ′)✳ ❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛
s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✳
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●✐✈❡♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ i⃗✱ ❧❡t C ❜❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ E (⃗i)∗6✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
C ∈ B�

P ❛♥❞ →i⃗ ✐s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ⟨DP ← C⟩✳

▼❛①✐♠❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❞✲❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss

❲✐t❤ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦♦❧ t♦ s❡❡ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✇✐t❤
♠❛①✐♠❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✸✳✷✳✸✮✳ ❆ ♠❛①✐♠❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ♦♥
❛ ♣r♦❝❡ss P ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ❜r✐♥❣s P t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♥♦r♠❛❧
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢♦r♠s✱ t❤❛t ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❢✉rt❤❡r
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♠♠❡✲
❞✐❛t❡❧② ❤❛✈❡✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✷✶✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ C ∈ B�
P ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ →i⃗ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ⟨DP ← C⟩ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ¬∃C ′ ∈ B�
P

s✉❝❤ t❤❛t →i⃗ ✐s ♣r♦♣❡r❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ⟨DP ← C′⟩❀
✐✳❡✳ s✉❝❤ t❤❛t ⟨DP ← C′⟩ ❡①t❡♥❞s ⟨DP ← C⟩ ❜② G[j] ∉ ⟨DP ← C⟩ ❢♦r s♦♠❡
j ∈ SP ✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t C ∈ B�
P s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ →i⃗ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✳ ❙✉♣♣♦s❡

∃C′B�
P t❤❛t ❡①t❡♥❞s ⟨DP ← C⟩ ❜② s♦♠❡ G[j]✳ ❚❤❡♥ ❜② t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹✱ t❤❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ⟨DP ← C′⟩ ✐s →i⃗ →j❀ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡
→i⃗ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❜② t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹ ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ⟨DP ← C⟩✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞❡s✐❣♥ C✳ ■❢
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ C′ ∈ B�

P s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s →i⃗✱ t❤❡♥ {⃗i}
✐s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛✐r✐♥❣✳

❆♥♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t②
t♦ ❞❡❞✉❝❡✱ ♦r r❡❛❞ ❜❛❝❦✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✱ ♦r
❥✉st t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ⟨DP ← C⟩✱ ❢♦r ❛ C ∈ B�

P ✱ ✇✐t❤♦✉t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛❢t❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛❢t❡r ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥✳

❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡✜♥❡ ❛ r❡❛❞ ❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤✐s
♣r♦♣❡rt②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✷ ✭r❡❛❞ ❜❛❝❦✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ C ∈ B�
P ✱ ❛♥❞

→i⃗ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ⟨DP ← C⟩✳ ❚❤❡ r❡❛❞ ❜❛❝❦ ♦❢ ⟨DP ← C⟩✱ ♥♦t❡❞
[⟨DP ← C⟩]✱ ✐s

GP ∖ {l ∈ LocP ∣ l ∈ i⃗}

✇❤❡r❡ l ∈ i⃗ ♠❡❛♥s l ∈ j ❢♦r s♦♠❡ j ∈ i⃗✳



✶✵✻

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐s s✐♠♣❧② ❛ ❜❧✐♥❞ ❡r❛s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ GP ♦❢
t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛♥ ❡r❛s✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s t♦ ❛♥❞
❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ q✉❡st✐♦♥✮✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣r❛♣❤
✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ GP ✮ ♦♥ i⃗✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✷✳✷✸✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ C ∈ B�
P ✱ ❛♥❞ →i⃗ t❤❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ⟨DP ← C⟩✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t GP →i⃗
G [⟨DP ← C⟩]✳

Pr♦♦❢✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ GP ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✮ ✐s t❤❡ ❡r❛s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ❝❤♦s❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤♦ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✭r❡♠❡♠❜❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✮✱ ❛♥❞
t❤❡ ❡❞❣❡s t♦ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ i⃗ = i1, . . . , in ✇❡ ❦♥♦✇
t❤❛t i1 ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ⟨DP ← C⟩ r❡s♣❡❝ts ≼SP ❀ t❤❡r❡❢♦r❡
✇❡ ❝❛♥ ❥✉st ❡r❛s❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s l,m ∈ i1 ❢r♦♠ GP ✱
❛♥❞ t❤❡✐r ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡♣❡❛t t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ i2, . . . , in ✉♥t✐❧ ✇❡ ❤❛✈❡
❡r❛s❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦❞❡s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥ i⃗ ♦❜t❛✐♥✐♥❣✱
❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱ ❛ ✈❛❧✐❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✇❡ ❛r❡ ❡r❛s✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢
♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
t❤❡ r❡❛❞ ❜❛❝❦ [⟨DP ← C⟩]✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹ ✐s t❤✉s ♣r♦✈❡♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤✐s
st✐❧❧ ♦♣❡♥s ❛ ❢❡✇ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡s ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✿
❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss ✶✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❝❧♦s❡❧②
t✐❡❞ t♦ ✇❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss ✶ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r♠ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✱ t❤❛t ✐s
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ One ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✷✷✮✳ ❉❡❛❞❧♦❝❦s ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✭❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✸✮✱ t❤❛t ❧❡t ✉s ✐s♦❧❛t❡ ✐♥ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦♥❧② t❤❡✐r ❡ss❡♥t✐❛❧
♣❛rt ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛❝t✉❛❧❧② ✈✐s✐t❡❞ ❜② s♦♠❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳



✺✳ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ♣❛rts✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣❛rt ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞
t♦ ♣r♦✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❧✉✲
❞✐❝s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧② ♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
JP K ♦❢ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss P ✱ t♦ t❤❡♥ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜❛❝❦ ❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t♦rs ♦❢ t❤❡
s②♥t❛① ♦❢ MCSS✱ ♦r s✐♠♣❧② ❝❤❡❝❦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ P ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ ✐ts
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥
JP K t❤❛t ✐♥t❡r♣r❡ts t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♠❛❦✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛r✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢
❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ⊙ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✾✮✱ t❛❤t
✐s t❤❡ ❝♦r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ⊗ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✵✮ ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✈✐❛ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡✐r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛s ♠✉❝❤ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ✈✐❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤✐s ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❙✐♥❝❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s
t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
✐♥ ❧✉❞✐❝s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t♦
❞❡❡♣❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ ❛r❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ � ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s JP K✱ JQK ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✻✮✱ ❝❛❧❧❡❞ ♠❡r❣✐♥❣✱
t❤❛t ✐♥t❡r♣r❡ts t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ P ∣ Q✱ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ t❤❛t ✐t ❝♦♠♠✉t❡s
✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭t❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✶✽✮✱ ✐✳❡✳ t❤❛t

JP ∣ QK = JP K � JQK.

■♥ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✱
t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ⊗ ♦♥ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉rs✿

JP ∣ QK = JP K⊗JQK

✶✵✼
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❤♦✇❡✈❡r ♠❛♥② ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❤❛✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡
♣❛✐rs ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r✿ ❛ t❡♥s♦r✲❧✐❦❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡ t❤❡
✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧
st❡♣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ✇♦r❦ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✕
t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ⊙ ✕ ✐♥t❛❝t✳

❲❡ st❛rt t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ✇❤❛t ❝❛♥♥♦t ✇♦r❦ ❛s ❛ ❧✉❞✐❝s
❝♦✉♥t❡r✲♣❛rt ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❢❡✇ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t✇♦ ❞❡s✐❣♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❢❛❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳

❚❤❡s❡ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡✇ ❡❧✲
❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s P,Q✱
❛♥❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s JP K, JQK✱ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ �✳ ❊✈❡♥✲
t✉❛❧❧②✱ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ♦♥ � ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ♣r♦✈❡❞✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❢❡✇
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡♠♠❛s✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ ✇❡ tr② t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
❛♥ MCCS ♣r♦❝❡ss ❝❤❛♥❣❡ ✇❤❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ MCCS

♣r♦❝❡ss P ✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠s P ′ ❛❢t❡r ♦♥❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣✱ ❛♥❞ ✐❢
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❛ss ❢r♦♠ JP K t♦ JP ′K ✈✐❛ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣❡t ❜❛❝❦ ❛t t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss P ✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✶✮ JP K ♦❢ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss P t❤❛t ♠❛t❝❤❡s
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛ s❧✐❣❤t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❡①✲
✐st✐♥❣ ❧✉❞✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭❢♦✉♥❞ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ●✐r❛r❞✬s s❡♠✐♥❛❧
❛rt✐❝❧❡ ❬✸✽❪✮✱ t❤❛t ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦r t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❲❡
❝❛❧❧ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ❛❝t✉❛❧❧② ❡r❛s❡s s♣❡❝✐✜❝ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ s❡t ♦r ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✇❤✐❝❤ t❤✉s ❤❛✈❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠✳ ❚❤❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ♦♥❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ r❡q✉✐r❡s ❛s ❛ s❧✐❣❤t
❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❡r❛s✐♥❣ ✐t ♣❡r❢♦r♠s ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♠✉st ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ JP K✳

❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ✉s ❛ ♥✐❝❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt② ✭t❤❡♦r❡♠
✺✳✷✳✶✷✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ JP K✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥
❢r♦♠ P t♦ JP K✿ ❣✐✈❡♥ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss P ❛♥❞ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ u

✭✇❤♦s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥
♣❛ss t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ JP K ❜❛s❡❞ ♦♥ u✱ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛s r❡s✉❧t t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP ′K✱ ✇❤❡r❡ P →u P ′ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ MCCS ♣r♦❝❡ss P ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ✐ts
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K ❛❧❧ ♦❢ ✐ts r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ✈✐❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ JP K✱



✶✵✾

✇✐t❤♦✉t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ P ✱ ❛❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r
<P t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦❞❡❞ ✐♥ JP K ❛♥②✇❛②✳

❇② ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ JP K ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s t❤❛t ❧❡❛❞ P t♦
t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss 1 ✭✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ s✉❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡♠❛r❦✲
❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ t❤❛t ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❡♠♣t②
♣r♦❝❡ss 1 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ 0✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶ ✇❡ s❤♦✇
t❤❛t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ♦♥ JP K✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤
→u1

⋯ →un
s✉❝❤ t❤❛t P →u1

⋯ →un
1✱ ❤❛s ❛s r❡s✉❧t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❣❡♥❡r❛t❡❞

❜② t❤❡ ❞❡s✐❣♥ One ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✷✷ ✮✱ t❤❛t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ 1✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♥✐t 1✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ✇❡ st✉❞② t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ tr② t♦
✜♥❞ ❛ ❢❡✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K t❤❛t ❝❛♥ t❡❧❧ ✉s s♦♠❡t❤✐♥❣
r❡❧❡✈❛♥t ♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ ❛ ✭MCCS✮ ♣r♦❝❡ss P ✳

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✮ ♦❢ ❛ ♣r♦✲
❝❡ss P ✱ t❤❡♥ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ♣r♦❝❡ss ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✮✳

■♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ✐s s❤♦✇♥ ✇❤❛t ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss P ❡♥t❛✐❧s r❡✲
❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s R(P )✿ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
♦r❞❡r <P ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ≼SP ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
✜♥❞ ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❛t✐s❢②✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡✲
✜♥❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇s ≼SP t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❞✐s♠✐ss❡❞ ❛s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛♥ ❡①tr❛✲❧✉❞✐❝❛❧
❛♥❞ ❡①tr❛✲❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❛t ✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❛t t❤❡
♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷ ✇❡ st❛rt ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K
✐♥ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❝❛♥ t❡❧❧ ✉s ✇❤❡♥ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡✳
❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✸✮ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡
❞❡s✐❣♥ DP ✱ t❤❛t ❝❛♥ ❣✐✈❡ ✉s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡
✐❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ MCCS ♣r♦❝❡ss P ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ✭❧❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✵✮❀ ❤♦✇❡✈❡r✱
✐t ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t P ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡✱ ❜✉t t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t
s❛t✐s✜❡❞✳

■♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❛t ✐s
✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧❡
❛r❡ ♥♦t ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛ ♣r❡✜①✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛s
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛t✲
t❡♠♣t t♦ ✜♥❞ ❛ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✿ t❤❛t ♠❡❛♥s ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡♠ ❛♥❞ ❛❞❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ ✈✐❛ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱
t❤❛t ✇✐❧❧ ❧❡t t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✉♥❧♦❝❦ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✺✳✸✳✶✾✱ ❞❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✉♥✲✈✐❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ✐ts
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳
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■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥
♣r❡✜① ❝♦♥str✉❝t♦r ♦❢ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ CCS ✭t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥str✉❝t♦r✱ t❤❛t
❧❡t ✉s ❡①t❡♥❞ P t♦ a.P ✮ ❛s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧✉❞✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✱ t❤❛t ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛s ♦❢ t❤❡
♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❣♦❛❧✳

❆t ❧❛st✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥s ✕ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛ ♣❛✐r ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ≼SP ✱ s♦ t❤❡② ❝❛♥
❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛♥② ♦r❞❡r ✕ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✭❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦r s✐♥❣❧❡ st❡♣s
t❤❛t ❝♦♠♠✉t❡✮✿ ✇❤❛t ❝❛✉s❡s ❢♦r❦s ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦❢ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s
❛♥❞ CCS ♣r♦❝❡ss❡s ✭❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ +✮✱ ❛♥❞
✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❢♦r❦s ❛r❡ ♥♦t ♣❡r♠❛♥❡♥t✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥ st❡♣s t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❜r✐♥❣ ❜❛❝❦ t✇♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ❛t t❤❡
s❛♠❡ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ✭t❤✉s ♣♦ss✐❜❧② ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✮✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲♣❡r♠❛♥❡♥t ❢♦r❦s ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss P ✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❞✐❛♠♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✺✳✺✳✷✱
♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K✿
t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s♥✬t ♠❛tt❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦r❞❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢♦r♠ ♦❢ P ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ❛s ✐ts ✐♥t❡r♣r❡t❛✲
t✐♦♥ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✳

✺✳✶ ❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

▲❡t P,Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ JP K✱ JQK t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s
✐♥ ❧✉❞✐❝s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ P ∣ Q✱ JP ∣ QK✱ ❢r♦♠
BP ✱ BQ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts [ ]P ✱ [ ]Q✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② ♣♦ss✐❜❧❡❀
t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❞❡✜♥❡ s♦♠❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ JP K� JQK ♦♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s t❤❛t r❡✢❡❝ts
P ∣ Q✱ s✉❝❤ t❤❛t JP K � JQK = JP ∣ QK✳

❚❤❡ ✐❞❡❛❧ r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞♦ t❤✐s ✇✐t❤♦✉t t♦✉❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❛t ❛❧❧ ❀ s♦✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r P ❛♥❞ Q✱ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ P ∣ Q ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ P ❛♥❞
Q ✭♦♥❧② ✇❤❛t t❤❡✐r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s t❡❧❧s ✉s✮✳ ❚♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ Q✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝❤❛♥♥❡❧
♥❛♠❡s ♦❢ P ❛♥❞ Q✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② t✐♠❡s t❤❡② ♦❝❝✉r ✿ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❞❡✲
❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
❢✉♥❝t✐♦♥s [ ]P ❛♥❞ [ ]Q✱ ✇❤♦s❡ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥❝❧✉❞❡ SP ∣Q ❛♥❞ LocP ∣Q✳

❙✐♥❝❡ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ♠❛② ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✐♥❞❡❡❞ ✐t ✐s ✇❤❛t ♠❛❦❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst
♣❧❛❝❡✱ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r✮ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❛❞✲❜❛❝❦ ❢r♦♠ t❤❡
❛ss✐❣♥♠❡♥ts t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❝❡ss✿ ❤♦✇ ♠❛♥② ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢
❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✳ ❇② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡
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❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞✱ s✐♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s
❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

❲❤❡♥ ✇❡ ♣✉t t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s P ❛♥❞ Q ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥✱
s✐♥❝❡ t❤❡② ♠✉st ❜❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t❤❡② ❧❛❜❡❧✱
❛♥❞ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❜② t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❆
r❡♥❛♠✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s DP ✭♦r
DQ✮✱ t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥ ♦❢ [ ]P ✭♦r [ ]Q✮
✕ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s ✕ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ [ ]P ❛♥❞ [ ]Q✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ✐♥❞✉❝❡ ❛♥ ❤❡r❡❞✐t❛r② s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ ❛❧s♦ ♦♥ ✐ts s✉❜✲❛❞❞r❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡r❡✳

❲❡ ♠❛② st❛rt ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❜❛s❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s
✐♥ t❤❡ ❜❛s❡s ♦❢ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s✱ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ⊙
✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✾✮✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤
❞✐s❥♦✐♥t r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❜✉t s❛♠❡ ❜❛s❡✿ ❛♥ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ t❤❡
❜❛s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♦❢ t❤❡ ✜rst r✉❧❡✮ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶ ✭❯♥✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t C ❜❡ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❜❛s❡ ξ0 ⊢ ξ1, . . . , ξn ❛♥❞
D ❛ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❜❛s❡ ζ0 ⊢ ζ1, . . . , ζn ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛r✐t②✳ ❚❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♦❢
t❤❡ ❜❛s❡s✮ ♦❢ C ❛♥❞ D ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ΘC ♦r ΘD✱ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ r❡♥❛♠✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛❞❞r❡ss❡s ✭❝❛❧❧❡❞ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ Θ s✉❝❤ t❤❛t✿

Θ(ξi) = ζi (or Θ(ζi) = ξi), 0 ≤ i ≤ n ∶

❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜✲❛❞❞r❡ss ξi∗ ♦❢ ξ ✭ζi∗ ♦❢ ζ✮✿

Θ(ξi∗) = Θ(ξi) ∗ (Θ(ζi∗) = Θ(ζi)∗).

❚❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡
❛❞❞r❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ♣♦❧❛r✐t② ❛♥❞ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s
♦❢ ✐ts ❛❝t✐♦♥s✳ ■t ♦❜✈✐♦✉s❧② s✉✣❝❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐t ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s✱
r❡♥❛♠✐♥❣ ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❜❛s❡s✳

✺✳✶✳✶ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

❲❤❡♥ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✇❡ ❛ss✐❣♥ t♦ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥
l ∈ LocP ❛♥ ❛❞❞r❡ss [l]P ✳ ❚❤❡s❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♥❛♠❡❞ ❛t ❛♥② t✐♠❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ DP ✱ ❜✉t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞❞r❡ss✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ ❜❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ [al]P = ξ.1✳
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❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦❢ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s P ❛♥❞ Q ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡
❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ XP ∣ Q✱ ❛♥❞✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s SP ∣ Q✿
✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r
♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡ts
♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ s❡ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✲
✐❧② ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❋r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✶✮✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ✭❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✺✮✱ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡s❡ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❢r♦♠
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡rs <P ❛♥❞ <Q✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❀ ✐♥✲
❞❡❡❞ <P ∣ Q=<P ∪ <Q✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♥❡✇ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠
r❡q✉✐s✐t❡s ♦❢ ❛ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭♣♦ss✐❜❧② ♦♥❧② ♦♥❡✮
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛ r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❧❛❜❡❧✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ♦♥❡ ♦❢
P ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ Q✱ t❤❛t ❢♦r♠ t❤❛t ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ✈❡r② ♣r❡❝❡❡❞✐♥❣
❧♦❝❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ r❡q✉✐s✐t❡s ❢♦r ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡❞ ✐♥ R(P ) ❛♥❞ R(Q)
✭t❤❡ s❡t ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ♦❢✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ JP K ❛♥❞ JQK✮✱ t❤✉s ♦♥ t❤❡✐r
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ❧❡tt✐♥❣ ✉s r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ tr✐❝❦② st❡♣ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡✿ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡
♣r❡✜① ♦r❞❡r <P ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s ♦❢ t❤❡
♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ P ❛♥❞ Q✳ ❚❤✐s
♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s
R(P ) ❛♥❞R(Q)✱ ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ❜❡t✇❡❡♥
BP ,BQ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧s✿ ✐❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❜r❛♥❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t❧②
✈✐s✐t❡❞ ❛❢t❡r ❛♥♦t❤❡r✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✈✐s✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ♦t❤❡r✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❜r❛♥❝❤ ❤❛s ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ ✜♥❞ ❛♥ ♦r❞❡r ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss P ✭♦r
◗✮✱ t❤❛t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❛t ❜r❛♥❝❤✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣❛t❤s ✐s ❛ ✈❡r② ❧♦♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❤♦✇❡✈❡r ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s P ❛♥❞ Q

t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡✐r str✉❝t✉r❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❝♦❞❡❞ ✐♥s✐❞❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✈✐❛
t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✳

❲❤✐❧❡ ✐t ♠✐❣❤t s❡❡♠ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥✬t
❣❡t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ P ∣ Q ✇✐t❤✲
♦✉t ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t P ❛♥❞ Q ❞✐r❡❝t❧②✱ ♦♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s JP K ❛♥❞ JQK ❛r❡
❜✉✐❧t ✇❡ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❢♦r❣❡t ❛❜♦✉t P ❛♥❞ Q✱ ❛♥❞ ❥✉st ❧♦♦❦ ❛t t❤❡✐r ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞♦✇♥s✐❞❡ ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❡①tr❛✲❧✉❞✐❝❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s [ ]P ❛♥❞ [ ]Q ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉rs BP ❛♥❞ BQ✳

✺✳✶✳✷ ❘❡♥❛♠✐♥❣ ❛♥❞ r❡✇r✐t✐♥❣

❇❛s❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♠❡❛♥t t♦ ❜❡ ❥✉st ❛ t♦♦❧ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❞❡✲

s✐❣♥s ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✾✮❀ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❡r❣❡ t✇♦ ❜❛s❡ ❞❡✲



✶✶✸

s✐❣♥s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣♦s❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ✈✐❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐t ✐s ❛ r❛t❤❡r ♥❛t✉r❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❞♦❡s r❡q✉✐r❡ ❛ r❡✇r✐t✐♥❣
♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞❀ st✐❧❧✱ t❤✐s r❡✇r✐t✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❞❡s✐❣♥s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts str✉❝t✉r❡✳

❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r♦♦❢s ✭s✉❜✲
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✱ ✇❤❡r❡ ❛❞❞r❡ss❡s ♥❛♠❡ ♣❧❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❚❤✉s ξ1 ♠❡❛♥s ✏t❤❡
♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣r❡♠✐s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ξ✑❀ t❤❡ s✉✣① 1 ❤♦✇❡✈❡r ♦♥❧② ❛✛❡❝ts
♦✉r ❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✭s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✜rst s✉❜
❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✮✱ ♥♦t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✳ ■❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡ ✜rst ✭♥❡❣❛t✐✈❡✮ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡ ♦♥ ⊢ ξ ✐s ξ3 ⊢✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡
t❤❛t ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ⊕ r✉❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ⊕ ❞♦♥❡ ♦♥ ξ3✱ t❤✉s ❤✐❞✐♥❣ ❜♦t❤ ξ1 ❛♥❞
ξ2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❛t ♠❛tt❡rs ✐s ✐ts ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r
❛❞❞r❡ss❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ str✉❝t✉r❡✿ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❞❛✐♠♦♥s✳

■♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❛❞❞r❡ss ♠❛tt❡rs ❡✈❡♥ ❧❡ss✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❜❛s❡ ♦✉r ✐♥✲
t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❲❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t❤✉s ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♣r❡♠✐s❡✴s✉❜✲
❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✇❡ ❛r❡ ❝♦❞✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❛t ❡❛❝❤ s✉❜✲❞❡s✐❣♥ ❤❛s t❤❡
str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢
ξ3 = [(u, v)]P ✇✐t❤ (u, v) ∈ XP ✱ ✇❤❛t ♠❛tt❡rs t♦ ✉s ✐s t❤❛t ξ3 ✐s t❤❡ ❛❞❞r❡ss
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ (u, v)✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤r♦♥✐❝❧❡ ✐s ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ (−, xoru & xorv,{{1},{2}})(+, xoru = ξ31,{1})⋯✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡
✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ r❡♥❛♠✐♥❣✱ ♦♥❧② t❤❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛❞❞r❡ss❡s ❝❤❛♥❣❡❀ ❢♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡ ✐❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ D ✐s ♦❢ ❜❛s❡ ⊢ ξ✱ t❤❡♥ D[σ/ξ] ✐❢ ♦❢ ❜❛s❡ ⊢ σ✳ ❚❤✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❝❤❛♥❣❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✜①❡s ♦♥ t❤❡ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ✭t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ ❛ r✉❧❡✱ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✷✳✷✳✻✮ ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ⊢ ξ✱ ❜✉t t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r❡s❡r✈❡s ✐ts str✉❝t✉r❡ ❛♥❞
♠❡❛♥✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡✱
❜✉t ♦♥ t❤❡ s✉✣① ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✐ts s✉❜ ❛❞❞r❡ss❡s✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥♦t❤❡r ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ t✇♦
❞❡s✐❣♥s ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣✿ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡
❞✐s❥♦✐♥t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ♠✉st ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ I

♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❥✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡ s✉❜✲❛❞❞r❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♥♦t ✐ts
❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✳ ❚❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ♠✉st st✐❧❧ ❜❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥
✭✐t ♠✉st st✐❧❧ ❜❡ ❛ s✉❜ ❛❞❞r❡ss✮✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐t ❛s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ I✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ D =

⋮

ξ1 ⊢

⋮

ξ2 ⊢

⋮

ξ3 ⊢
(+, ξ, I = {1,2,3}✮

⊢ ξ



✶✶✹

❚❤❡♥ D[σ/ξ] ✐s
⋮

σ.1 ⊢
⋮

σ.2 ⊢
⋮

σ.3 ⊢
(+, σ, I = {1,2,3}✮⊢ σ

❛♥❞ D[J={4,5,6}/I] ✐s

⋮

ξ4 ⊢
⋮

ξ5 ⊢
⋮

ξ6 ⊢
(+, ξ, J = {4,5,6}✮

⊢ ξ

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞r❡ss ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡✱
♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst r✉❧❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡ r❛♠✐✜✲
❝❛t✐♦♥❀ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❤❛s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞✳

❲✐t❤ t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥
❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✳
❆ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t [ ]P ✭t❤❡ s✉✣①❡s ♦❢ t❤❡
r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst r✉❧❡ ♦❢ DP ✮ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ❛s
❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥❀ t❤❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡r❣✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s
❡①tr❡♠❡❧② ♥❛t✉r❛❧✿ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❜❛s❡s ♦❢ t✇♦ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ❞❡s✐❣♥s ❜②
✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s❛② ⊢ ξ✮✱ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✱ t♦ ♠❛❦❡
t❤❡ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t✱ t❤❡♥ ♣✉t ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s
t♦❣❡t❤❡r ❛s ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ ξ✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✭✜♥✐t❡ ✐♥
♦✉r ❝❛s❡✮ s❡ts ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊙ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡
✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs
BP ❛♥❞ BQ✱ ❢♦r t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s P ❛♥❞ Q✳ ❇❡❢♦r❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
❜② ♣✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ✇❤❛t ✐t ❧♦♦❦s ❧✐❦❡✿

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✶✳✷✳ ▲❡t C =

⋮

ξ1 ⊢
⋮

ξ3 ⊢

⊢ ξ

✱ D =

⋮

ζ1 ⊢
⋮

ζ2 ⊢
⋮

ζ3 ⊢

⊢ ζ

▲❡t Θ ❜❡ ❛♥ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡s ♦❢ C ❛♥❞ D ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ D✳ ❲❡ ❤❛✈❡

ΘD =

⋮

ξ1 ⊢
⋮

ξ2 ⊢
⋮

ξ3 ⊢

⊢ ξ
❚❤❡♥✱ t♦ ♠❛❦❡ C ❛♥❞ Θ(D) ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡✇r✐t❡

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❞✐s❥♦✐♥t✳ ▲❡t I = {1,2,3} t❤❡ r❛♠✲
✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ D✱ t❤❡♥ ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ✭♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✮ ♦❢ D ✐s

D[J={4,5,6}/I] =

⋮

ξ4 ⊢
⋮

ξ5 ⊢
⋮

ξ6 ⊢

⊢ ξ



✶✶✺

❚❤✐s ❧❡t ✉s ❡❛s✐❧② ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ C ❛♥❞ ΘD✿

C⊙(ΘD) =

⋮
ξ1 ⊢

⋮
ξ3 ⊢

⋮
ξ4 ⊢

⋮
ξ5 ⊢

⋮
ξ6 ⊢

(+, ξ,{1, . . . ,6})
⊢ ξ

❘❡♠❛r❦ ✺✳✶✳✸✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ⊙ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ t✇♦
❞✐s❥♦✐♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ s❛♠❡ ❜❛s❡ ✭✇✐t❤ ♥♦ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t♦✲

r✐❡s✱ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✹✮❀ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡
t❤❡ r✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ❛❧✇❛②s s✉❝❝❡❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣r♦♠✐s✲
✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

❆ss✐❣♥♠❡♥t r❡♥❛♠✐♥❣

❯♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s❡s ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❛♥ ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t✇♦ ❣❡♥❡r✐❝ ❞❡s✐❣♥ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡♠ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣✳
❆♥♦t❤❡r r♦✉t❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✱ ❜✉t s♣❡❝✐✜❝ t♦ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱
✐s t♦ ✇♦r❦ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s [ ]P ❛♥❞ [ ]Q✳ ❆ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡
t❛r❣❡t ❛❞❞r❡ss❡s ✭t❤❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥✮ ♦❢ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
r❡♥❛♠✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥❀ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t s✉✣❝❡s ❛ s✐♠♣❧❡
❢♦r✇❛r❞ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t [ ]Q ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t[ ]P
✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✹ ✭❆ss✐❣♥♠❡♥t r❡♥❛♠✐♥❣✮✳ ▲❡t P ✱ Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✱
DP ❛♥❞ DQ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡✱ ❛♥❞ ❧❡t (+, ξ, I)✱ (+, ξ, J) ❜❡ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
✜rst ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ (DQ, [ ]Q) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (DP , [ ]P ) ❝♦♥s✐sts
♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

✶✳ ❆ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ [ ]Q s✉❝❤ t❤❛t LocP ∩LocQ =
∅✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s P ❛♥❞ Q ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ✉♥✐q✉❡✳

✷✳ ❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉✣①❡s ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ [ ]Q✱ ❞❡♥♦t❡❞
Output([ ]Q)✱ s✉❝❤ t❤❛t [ ]P ∩[ ]Q = ∅✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Q ♠❛② ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥✢✐❝ts ✕ ♥♦ ❛❞❞r❡ss
♠✉st ❜❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ [ ]P ❛♥❞ [ ]Q ✕ ✇❤✐❧❡
❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡✜① ξ✳

✸✳ ❚❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥✮ ♦❢ DQ ♠✉st ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❜❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t [ ]Q✳ ❙♦ t❤❡ ♥❡✇ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ J∗

♠✉st ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t Output([ ]Q) = J∗✱ ❛♥❞ I ∩ J∗ = ∅✳

❆ r❡♥❛♠❡❞ ♣❛✐r ✭DQ, [ ]Q✮ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ (D∗Q, [ ]
∗
Q).



✶✶✻

❘❡♠❛r❦ ✺✳✶✳✺✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② r❡♥❛♠✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♣❛✐r✱
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❛❝t ♦♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡❀ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦♥ ♦♥❡ ♣❛✐r ♦r t❤❡ ♦t❤❡r✳

❚❤❡ r❡q✉✐s✐t❡s t❤❛t t✇♦ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ❞❡s✐❣♥s D ❛♥❞ C ♥❡❡❞ t♦ s❛t✐s❢② ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣ ❛r❡✿

❼ D ❛♥❞ C ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡✳

❼ ▲❡t (+, ξ, I) ❜❡ t❤❡ ✜rst r✉❧❡ ♦❢ D ❛♥❞ (+, ξ, J) ❜❡ t❤❡ ✜rst r✉❧❡ ♦❢ C✱
t❤❡♥ I ∩ J = ∅✳

◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛❧✐❡♥✲
❛t✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t✇♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡ ❛r❡ ❛❧✐❡♥❛t❡❞ ✭❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✻✮ ✐❢ t❤❡ r❡✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡✐r ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❀ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✶✮✱ t❤✐s ✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐s❥♦✐♥t
❞✐r❡❝t♦r✐❡s✳

❲❤❡♥ ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s P ❛♥❞ Q ✇❡ ❝❛♥ ❞✐s✲
t✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❝❛s❡s✿

✶✮ AP ∩AQ = ∅ ✭t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✮❀ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s
❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ♥♦ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s
❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ P ∣ Q✳

✷✮ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡♠♣t②✱ ❛♥❞ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❤❡r❡ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝❛s❡ 2)✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r❝❡s ✉s t♦ ❛❞❞ ♥❡✇ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ♥♦t ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ DP ❛♥❞ DQ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✈✐❛♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✱
✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇♦r❦✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ❛s t❤❡ ⊗ ♦♥ ❜❡✲
❤❛✈✐♦✉rs✱ ❛♥❞ ❛❞❞ s♦♠❡ ♠♦r❡ ❡①tr❛✲❧✉❞✐❝❛❧ st❡♣s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ⊙ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s ✐♥t❛❝t✳

▲❡t ✉s ✜rst ❧♦♦❦ ❛t P ∣ Q✱ ❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✿

❼ <P ❛♥❞ <Q✱ t❤❡ t✇♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡rs ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✱
s✐♥❝❡ ♥♦ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❞❞❡❞ ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢
P ♦r Q t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡✐r ✉♥✐q✉❡♥❡ss✮✱ s♦ <P ∣ Q=<P ∪ <Q ❛♥❞ LocP ∣ Q =
LocP ∪LocQ✳

❼ ❚❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ P ❛♥❞ ❝❤❛♥✲
♥❡❧s ♦❢ Q✱ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡✐r ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✳ ❙♦ SP ∪SQ ⊆ SP ∣ Q ❛s ✇❡❧❧
❛s XP ∪XQ ⊆ XP ∣ Q✳



✶✶✼

❼ ❚❤❡ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s ♦❢ t❤❡✐r ❧♦❝❛✲
t✐♦♥s ✕ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ✇❛②s t♦ ❞❡❧❡t❡ t❤❡♠ t❤r♦✉❣❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❛r❡ ❛❧✲
✇❛②s ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✕ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❜②
❧♦♦❦✐♥❣ ❛t <P ❛♥❞ <Q ❧♦❝❛❧❧②✱ t❤✉s ❛t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s R(P ) ❛♥❞
R(Q) ♦r✱ ❛s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞✱ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ✐♥ BP ❛♥❞ BQ✳

❚❤❡ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ❜②
t❤❡ s❡ts✿

newSP ∣ Q = SP ∣ Q ∖ SP ∪ SQ

newXP ∣ Q = XP ∣ Q ∖XP ∪XQ✳

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t newSP ∣ Q ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s i, j, . . . t❤❛t ❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❀ s♦ t❤❡ ♣❛✐rs (al, am) s✉❝❤ t❤❛t✱ ✇✳❧✳♦✳❣✳✱
a ∈ P ❛♥❞ a ∈ Q✳ newXP ∣ Q ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♥❡✇
①♦r ❝❧❛✉s❡s✿ ♣❛✐rs ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s (u, v) ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ s✉❝❤
t❤❛t u ♦r v ❜❡❧♦♥❣s t♦ newSP ∣ Q ✭t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❧❛✉s❡ ✇❛s ♥♦t ✐♥ XP ♦r XQ✮✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❤♦❧❞s✱ ✇❡ ✇❛♥t ❛ ✇❛② t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡s❡ s❡ts ✇✐t❤♦✉t
❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ✭t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢✮ P ∣ Q✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱
t❤❛t ✐s t♦ ❥✉st ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts [ ]P ❛♥❞ [ ]Q ✭✇❤✐❝❤
✐♥❝❧✉❞❡s ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ✈✐❛ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ♦❢ P ❛♥❞ Q✮✿ t♦
r❡❝♦✈❡r newSP ∣ Q✱ ✐t s✉✣❝❡ t♦ t❛❦❡ ❡❛❝❤ ♣❛✐r (al, am) s✉❝❤ t❤❛t✳ ✇✳❧✳♦✳❣✳✱
al ∈ Domain([ ]P ) ❛♥❞ am ∈ Domain([ ]Q)✱ ❛s s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t✇♦
❧❡♠♠❛s ✭❢♦r ❜r❡✈✐t② ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ Dom([ ]P ) t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛♥
❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✻✳ ▲❡t P,Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t

newSP ∣ Q = SP ∣ Q ∖SP ∪SQ = {(al, am) ∣ al ∈Dom([ ]P ), a
l ∈Dom([ ]Q)}.

✇❤❡r❡ Dom([ ]P ) ✐s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ [ ]P ❛♥❞
Dom([ ]Q) ✐s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ [ ]Q✳

❲❡ s❦✐♣ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ♣r♦♦❢✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ newSP ∣ Q✱ [ ]P ❛♥❞ [ ]Q✳
❚❤❡ s❡t newXP ∣ Q ✐♥st❡❛❞ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s (u, v)

✇❤❡r❡ u ❛♥❞ v s❤❛r❡ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ❡✐t❤❡r u ♦r v
❛r❡ ✐♥ newSP ∣ Q✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✼✳ ▲❡t P,Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t

newXP ∣ Q = XP ∣ Q ∖XP ∪XQ =

= {(u, v) ∣ u ∈ newSP ∣ Q ∨ v ∈ newSP ∣ Q ∧ u, v ∈ SP ∪ SQ ∪ newSP ∣ Q}.
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❆❣❛✐♥✱ ❛ tr✐✈✐❛❧ ♣r♦♦❢ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ newXP ∣ Q ❛♥❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❧❡♠♠❛ ✺✳✶✳✻✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ [ ]P ❛♥❞ [ ]Q ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❛ss✉♠❡ t♦ ❤❛✈❡
newSP ∣ Q ❛♥❞ newXP ∣ Q✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧❞ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝❤❡❝❦
✭t❤❡ ❢✉❧❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s r❡♠❛✐♥s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❞❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ r❡✲
❝♦✈❡r❛❜❧❡✮✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛✐r (DP , [ ]P ) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❛♥♦t❤❡r ♣❛✐r (DQ, [ ]Q)❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ✐t
❢♦r t✇♦ ❞❡s✐❣♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐s✐t❡s ♦❢ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦r t❤❡✐r
♣♦ss✐❜❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳

❆s ❛ ❧❛st ✐♥❣r❡❞✐❡♥t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞❡s✐❣♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ newSP ∣ Q ❛♥❞ newXP ∣ Q✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ t❤✐r❞ ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❛ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢
❞❡s✐❣♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s P ❛♥❞Q✱ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡s❡ s❡ts ❛r❡ ♥♦t ❡♠♣t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✽✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ MCCS ♣r♦❝❡ss P ❛♥❞ Q✱ ❧❡t (+, ξ, I) ❛♥❞
(+, ξ, J) ❜❡ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② DP ❛♥❞ DQ✱ t❤❡♥ NP ∣ Q ✐s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s✐❣♥✿

G[k1] ⋯ G[kn] w[x1, y1] ⋯ w[xn, yn]
(+, ξ,N)

⊢ ξ

✇❤❡r❡ {k1, . . . , kn} = newSP ∣ Q✱ {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} = newXP ∣ Q ❛♥❞ N ∩
I = N ∩ J = ∅✳

❲❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ NP ∣ Q✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✉✣①❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ✐ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
❲✐t❤ [ ]N ✇❡ ♥♦t❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ newSP ∣ Q ❛♥❞ newXP ∣ Q t♦ t❤❡✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ N ✳

◆♦t❡ t❤❛t NP ∣ Q ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ DP ❛♥❞ DQ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

✺✳✶✳✸ ▼❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s

❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♠❛② st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s✱
✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✜rst st❡♣ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❤❛✈❡✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✾✳ ▲❡t P,Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ DP ,DQ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ DP ❛♥❞ DQ ✐s

DP ⊙D∗Q ⊙NP ∣ Q
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✇❤❡r❡ D∗Q ✐s t❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ (DQ, [ ]Q) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ (DP , [ ]P ) ✭❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✹✮✳

❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ✐s

[ ]P⊙Q = [ ]P ∪[ ]Q∗ ∪[ ]N ✭t❤❡ ✉♥✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❥♦✐♥t ❜② ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥✮✳

❲❡ ♥♦t❡ DP ⊙D∗Q ⊙NP ∣ Q ✇✐t❤ DP ⊙DQ✳

❆s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❧❡♠♠❛ ✇❡ ❤❛✈❡

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✵✳ ▲❡t P,Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡♥ DP ⊙DQ = DP ∣ Q✳

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ♣✉t t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ DD ❛♥❞ DQ✱ t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥
DP ∣ Q✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ s❤♦✇ t❤❛t NP ∣ Q ❤❛s t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ P ∣ Q ♠✐ss✐♥❣ ❢r♦♠ ❡✐t❤❡r P ♦r Q✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚r✐✈✐❛❧❧②✱ ✐t ❤♦❧❞s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ NP ∣ Q✱
❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ newSP ∣ Q ❛♥❞ newXP ∣ Q✳

■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ NP ∣ Q = ∅✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♥❡✇
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ♦r s✐♠♣❧② ♥♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ Q✱ t❤❡ ♠❡r❣✲
✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❥✉st t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊗✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛❧✐❡♥❛t❡❞
❜❡❤❛✈✐♦✉rs ♦❢ s❛♠❡ ❜❛s❡✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤✉s✿

B⊗C = {D ⊙ C ∣ D ∈B,C ∈ C }��

❘❡♠❛r❦ ✺✳✶✳✶✶✳ ■❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝❛s❡ R(P ) ⊙ R(Q) ✇❡ ♠❛② t❤✐♥❦ t❤❛t
t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ t✇♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ♥✉❧❧✐✜❡s t❤❡ r♦❧❡ ❛♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ 6 ❛♥❞ ♣r✉♥✐♥❣s p ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s✉♣♣♦s❡❞
t♦ ❜❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡s❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t ✐❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ✜♥❛❧
r❡s✉❧t✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❞❡s✐❣♥s R(P ) ⊙ DQ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛♥❞
DP ⊙R(Q) ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❛❝t✉❛❧❧② t❛❦❡ ♦✈❡r R(P )⊙R(Q)✿ t❤❡ r❡q✉✐s✐t❡ t❤❡②
❢♦r❝❡ ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡q✉✐s✐t❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❜② R(Q) ❛♥❞ R(P ) ❛r❡ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡
❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss ✭DP ❛♥❞ DQ✮✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ R(P )⊙R(Q) ❞♦ ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❝♦♥✢✐❝t✱ t❤❡② ❛r❡ ❥✉st ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss
r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛♣♣❡❛r ❛♥②✇❛② ✐♥ t❤❡ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡
♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs BP ∣ Q✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ Q✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦♥❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡ ♣❛✐rs✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ ✐s t❤✉s t♦ ❡①✲
t❡♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡r❣✐♥❣ t♦ JP K ❛♥❞ JQK✱ ❛♥❞ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣
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♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ JP K � JQK✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ JP ∣ QK✳

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊙ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s DP ❛♥❞ DQ✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ NP ∣ Q✱ r❡✲❜✉✐❧❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ♦♥ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❜❛s❡
❞❡s✐❣♥ DP ⊙DQ✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞
♦♥❧② t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ❜② ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t②✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ t❤❡ ❢✉❧❧
♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ✭✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✮ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊗
♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ s✐♥❝❡ ✐t ❦❡❡♣s t❤❡ ❝♦r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊙✱ ❜✉t ❣♦❡s ♦✉ts✐❞❡ ✐ts ❧♦❣✐❝❛❧
♠❡❛♥✐♥❣ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ t❤✐r❞ ♠❡♠❜❡r ♦♥ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛♥❞ ❜②
r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢❡✇ st❡♣s t❤❛t r❡♣❡❛t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ P ∣ Q
❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✱ ❜✉t ♦✉r r❡q✉✐r❡♠❡♥t t♦ ❛✈♦✐❞ ❞✐r❡❝t❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t P ❛♥❞ Q ❤❛s
❜❡❡♥ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ JP K ❛♥❞ JQK
✕ t❤❛t ❛❝t✉❛❧❧② ❧❡t ✉s r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r❡✜① ♦r❞❡r ♦❢ P ❛♥❞ Q✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ✭♠♦❞✉❧♦ r❡♥❛♠✐♥❣✱ t❤✉s r❛t❤❡r ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮
♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs BP ❛♥❞ BQ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s P ❛♥❞ Q✱ ✇❡ ❝❛♥
♣r♦✈❡ ❡✐t❤❡r t❤❛t t❤❡✐r s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ ♦r t❤❛t t❤❡ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❝❧♦s✉r❡ ②✐❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡ s❡t❀ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤
s❡ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥
t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡
✉♥✐✈♦❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✜rst ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

◆♦t❡ t❤❛t ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ BP ∣ Q ♣r❡s❡r✈❡s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ BP ❛♥❞
BQ ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ P ♦rQ✿ ✐t ❤♦❧❞s
t❤❛t B�

P∪B�
Q ⊆ (BP ∣ Q)�✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ❡✈❡♥

✐❢ ❜✉✐❧t ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡r ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ❜❡❝❛✉s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s t❤❛t ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡rs <P ❛♥❞
<Q✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❙❡ts ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♠❡r❣✐♥❣

▲❡t P,Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ DP ⊙DQ ❜❡ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ❜❛s❡
❞❡s✐❣♥s ❛♥❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❝❛s❡s ❛s s❛✐❞ ❛❜♦✈❡✳

▲❡t AP ❜❡ t❤❡ ♠✉❧t✐ ✲s❡t ♦❢ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
♦❢ [ ]P ✭t❤✉s ❡❛❝❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ✐s ❝♦✉♥t❡❞ ❛s ❛
s❡♣❛r❛t❡ ❡❧❡♠❡♥t✮✱ ❛♥❞ AP ⇂ǫ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t t♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♣♦❧❛r✐t②
ǫ ∈ {+,−}✳ ❚❤❡♥✱ ❡✐t❤❡r

✶✳ AP ⇂+ ∩AQ ⇂−= ∅ ❛♥❞ AP ⇂− ∩AQ ⇂+= ∅✱ ✐✳❡✳ [ ]P ❛♥❞ [ ]Q ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡
❛♥② ❝♦♠♠♦♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡✱ ❛♥❞ ♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡
♣♦❧❛r✐t②✱ ♦r

✷✳ AP ⇂+ ∩AQ ⇂−= {al, . . . , am, a
n, . . . , ao} ♦r



✶✷✶

AP ⇂− ∩AQ ⇂+= {al, . . . , am, . . . , an, . . . , ao}✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ s❤❛r❡❞ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ♥❛♠❡s ✭♦❢ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦❧❛r✐t②✮ ❛r❡ ✐♥ [ ]P ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ [ ]Q ❜②
t❤❡✐r ♣♦❧❛r✐t②✳

❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✷✳ ▲❡t P,Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❝❛s❡ 1 ❛❜♦✈❡ ❤♦❧❞✳
❆ss✉♠❡ BP ❛♥❞ BQ ❛r❡ ❜✉✐❧t ❛s ❛❧✐❡♥❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s❡✱
t❤❡♥

JP K � JQK = (BP ⊗BQ, [ ]P ∪ [ ]Q).

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✸✳ ▲❡t P,Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❝❛s❡ 1 ❛❜♦✈❡ ❤♦❧❞✳ ❚❤❡♥✱

JP ∣ QK = JP K � JQK

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ P ∣ Q✱ ✐t
❤♦❧❞s t❤❛t✿

❼ newSP ∣ Q = ∅ = newXP ∣ Q✱ LocP ∣ Q = LocP ∪LocQ❀ t❤❡r❡❢♦r❡

[ ]P ∣ Q = [ ]P ∪ [ ]Q,

♠♦❞✉❧♦ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s t♦ ❛✈♦✐❞ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❼ R(P ∣ Q) = (R(P )⊙DQ)∪ (R(Q)⊙DP )✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣
♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ R(P ) ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ DQ✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢
❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ R(Q) ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ DP ✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✿

R(P ∣ Q) ⊂ {D ⊙ C ∣ D ∈BP ,C ∈BQ}
�� =BP ⊗BQ

❲❡ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

JP ∣ QK = JP K � JQK = (BP ⊗BQ, [ ]P ∪ [ ]Q).

❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✷ ♦❢ JP K � JQK ✐♥ ❝❛s❡ 1✳

■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r �✱ t❤❛t ✐♥t❡r♣r❡ts t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❝❛s❡ 2 t❤✐♥❣s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② ❡①✐st✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛❞❞ ♥❡✇ ♦♥❡s✳
❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ JP K � JQK ❛♥❞ JP ∣ QK✱ ✇❤❡r❡



✶✷✷

� ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❢❡✇ ♠♦r❡ st❡♣s ❢♦r ❝❛s❡ 2✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧❧② r❡♣❡❛t t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ � ❢♦r ❝❛s❡ 2 ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❤♦❧❞
❢♦r ❝❛s❡ 1✱ ❜✉t ❛s ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦ ❡♥t❛✐❧s s♦♠❡ ❞✐r❡❝t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡ts
♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡❝♦✈❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠♦st ❞✐r❡❝t ✇❛② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✈✐❛ t❤❡ s❡ts
♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s ❡q✉❛❧✐t② ✐♥
❧❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✵❀ ✇❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣ ✐s t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s
♦❢ JP ∣ QK ❛♥❞ JP K � JQK✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s✳ ❲❤❛t
✇❡ ♥❡❡❞ ❛r❡ t❤❡ ♥❡✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❛t ✐s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r
t❤❡ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥ts newSP ∣ Q✱ newXP ∣ Q✱ ❛♥❞ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♦❧❞ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r
❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s u, v ∈ newSP ∣ Q✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✹ ✭◆❡✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✮✳ ▲❡t P,Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✳
❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t <P ∣ Q=<P ∪ <Q✱ t❤❡r❡❢♦r❡ F (i)✱ F ((u, v)) ✭t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s✮ ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s i ∈ SP ∪SQ✱ ❛♥❞ (u, v) ∈ XP ∪XQ✳

■♥st❡❛❞ F (l) ❢♦r l ∈ LocP ∪LocQ ♠❛② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② i ∈ newSP ∣ Q
s✉❝❤ t❤❛t l ∈ i✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜✉✐❧❞ R(P ) ❛♥❞ R(Q) ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s
❜❡❢♦r❡ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✺✮ ✕ ❜② ♣✉tt✐♥❣ 6 ❛♥❞ ♣r✉♥✐♥❣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ❢r❡❡❞♦♠
r❡q✉✐s✐t❡s ❛♥❞ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✕ ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ DP ⊙DQ✳

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡ts ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ R(P )DP ⊙DQ
❛♥❞

R(Q)DP ⊙DQ
✳

❚❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r newXP ∣ Q ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡❝♦✈❡r❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡t
newSP ∣ Q✿ ❛❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ❛r❡ ✇❤✐❝❤ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❝♦♥✲
✢✐❝t✳ ■♥st❡❛❞ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s R(j) ❢♦r j ∈ newSP ∣ Q r❡q✉✐r❡ ✉s t♦ ❝❤❡❝❦
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡rs ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ JP K ❛♥❞ JQK✳ ■❢ j = (al, am)✱
✇❡ ♠✉st r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ l ❛♥❞ m✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❣r❡❛t❡st
❧♦❝❛t✐♦♥s h, k s✉❝❤ t❤❛t h < l ❛♥❞ k <m✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦❞❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡✲
s✐❣♥s✱ ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❤❡❝❦ R(l) ❛♥❞ R(m)✿ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ ❛ 6 ❛s
❧❛st r✉❧❡ ♦❢ G[h]✱ ❢♦r s♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ h✱ ❛♥❞ ❛ ♣r✉♥✐♥❣ ♦✈❡r [l] ⊢ ✭❛♥❞ ❡q✉✐✈❛✲
❧❡♥t❧② ❢♦r m✱ ❢♦r s♦♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ k✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t h, k ∈F (j) ✕ r❡♠❡♠❜❡r
t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s ♦❢ ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ✐ts ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳
❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦❢ JP K ❛♥❞ JQK
t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ R(j) ❜❛s❡❞ ♦♥ F (j)
✭✇❡ s❦✐♣ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t F (j) ✐s t❤❡ s❛♠❡ s❡t ✐❢ ❜✉✐❧❞ ♦♥
(P ∣ Q,<P ∣ Q)✮✳

❚❤❡s❡ ♥❡✇ s❡ts ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② R(newSP ∣ Q)
❛♥❞ R(newXP ∣ Q)✳
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▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✺✳ ▲❡t P,Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t R(P ∣ Q) =
R(P )DP ⊙DQ

∪R(Q)DP ⊙DQ
∪R(newSP ∣ Q) ∪R(newXP ∣ Q)✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s DP ∣ Q ❛♥❞ DP ⊙DQ

✭❧❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✵ ✮✱ t❤✉s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ P ∣ Q
❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ DP ⊙DQ ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ ❞❡s✐❣♥✳

◆♦✇✱ t❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♦♥❡s ❢♦r P ❛♥❞ Q r❡♠❛✐♥ ✉♥✲
❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❡①❛❝t❧②
R(P )DP ⊙DQ

❛♥❞ R(Q)DP ⊙DQ
✳

❚❤❡ ♦t❤❡r r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ R(P ∣ Q) ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ❛❜♦✉t newSP ∣ Q ❛♥❞
newXP ∣ Q✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦♥❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ✐✳❡✳
R(newSP ∣ Q) ❛♥❞ R(newXP ∣ Q)✱ t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s st❛♥✲
❞❛r❞ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ xor ❝❧❛✉s❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✺✮✱ ❜✉t t❛❦❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s JP K ❛♥❞ JQK ✐♥st❡❛❞ t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s P ❛♥❞
Q✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✻✳ ▲❡t P,Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ❝❛s❡ 2 ❛❜♦✈❡ ❤♦❧❞
✭t❤❡r❡ ✐s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ Q✮✳ ❚❤❡♥ JP K � JQK =

(DP⊙DQ ∪R(P )DP ⊙DQ
∪R(Q)DP ⊙DQ

∪R(newXP ∣ Q) ∪R(newSP ∣ Q))��

▲❡t ✉s ♥♦t❡ ✐ts s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✇✐t❤ BP �BQ✱ t❤❡♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✼✳ ▲❡t P,Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ❝❛s❡ 2 ❛❜♦✈❡ ❤♦❧❞
✺✳✶✳✷ ✭t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ P ❛♥❞ Q✮✳ ❚❤❡ ♠❡r❣✐♥❣

♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ P ❛♥❞ Q✱ ✐♥ s②♠❜♦❧s JP K � JQK✱ ✐s t❤❡ ♣❛✐r

((BP �BQ)��, [ ]P ⊙Q).

❲❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✶✳✶✽✳ ▲❡t P,Q ❜❡ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡♥ JP K�JQK = JP ∣ QK✳

Pr♦♦❢✳ ■t s✉✣❝❡s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t BP �BQ ≡ BP ∣ Q✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t✿

❼ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ P ∣ Q ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ✐♥ ❧❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✵❀

❼ ❛❧s♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❜② ❧❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✺✳



✶✷✹

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛♥ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✐s
♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳ t❤❛t✱ ✈✐❛ ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✱ [ ]P ⊙Q = [ ]P ∣ Q✳ ❲❡
✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ❢♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ❤♦❧❞s ♠♦❞✉❧♦ ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐s ❛❧♠♦st str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ BP � BQ ❛♥❞
BP ∣ Q✳ ❲❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ✐s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts
❡q✉❛❧ ❜② ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ✭✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛s❡
❞❡s✐❣♥✮✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s✿

✶✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✐s t❤❡ s❛♠❡✳

✷✳ ❚❤❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✭♥✉♠❜❡r ♦❢
r✉❧❡s✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ DP ⊙DQ ❛♥❞ DP ∣ Q✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts ❤♦❧❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ s✐♥❝❡

✶✳ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ [ ]P ∣ Q ✐s✿

❼ LocP ∣ Q = LocP ∪LocQ✳

❼ SP ∣ Q = SP ∪ SQ ∪ newSP ∣ Q✳

❼ XP ∣ Q = XP ∪XQ ∪ newXP ∣ Q✳

❲❤✐❝❤✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ [ ]P ⊙Q✳

✷✳ ❇② ❧❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✵✱ DP ⊙DQ = DP ∣ Q

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ [ ]P ∣ Q = [ ]P ⊙Q ✈✐❛ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡♥❛♠✐♥❣✱ ✐✳❡✳ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡❀ ❤❡♥❝❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❞r❡ss ✐♥ t❤❡
❝♦✲❞♦♠❛✐♥ ✭t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇
❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t

BP �BQ ≡ BP ∣ Q

❘❡♠❛r❦ ✺✳✶✳✶✾✳ ❚❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✕ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s
✕ ✐s ❡①♣❧✐❝❛t✐✈❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡
✜rst ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P ❛❞ Q✱ ✐t ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡
t❤❛♥ ❛ ⊗ ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ ✇❤❡♥ s♦♠❡t❤✐♥❣ ♥❡✇ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐t r❡q✉✐r❡s s♦♠❡
♠❛❝❤✐♥❡r② ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ✐t ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ❛ ♣✉r❡❧② ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤♦✉❣❤✱ ❛s ❛ ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❡♥t❛✐❧s✱ ❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞
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t♦ ♠❛❦❡ ✐t ✇♦r❦✳ ❚❤❛t ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦r❞❡r <P ✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢
s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡ ♣❛✐rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛❞❞
❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❣r❛s♣ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ⊗✳

❲❤✐❧❡ ♥♦ s②♥t❛❝t✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ P ∣ Q✱ ✐♥
JP ∣ QK ✇❡ ❤❛✈❡ s♦♠❡t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ t❡r♠❀ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s tr✐❡s t♦ t❡❧❧ ✉s ✇❤❛t t❤❛t
✐s✳
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✺✳✷ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ st✉❞② ✐♥ t❤✐s s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦
t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r♦❝❡ss ❛❢t❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣✳ ❙♦✱ ✐❢
P →u P ′✱ ✇❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ JP K ❛♥❞ JP ′K❄ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s
t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP ′K ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ JP K❄

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t②♣✐♥❣ s②st❡♠s✱ t②♣❡s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② r❡✲
❞✉❝t✐♦♥✴♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐❢ P → P ′✱ t❤❡♥ type(P ) = type(P ′)❀ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②
✐s ❝❛❧❧❡❞ s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞✱ ❛s ✇❡ ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛❜♦✉t
t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳ ❆s ❇❡✛❛r❛ ✇r✐t❡s
✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❬✾❪✱ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐ts ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✱
❜✉t ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❣❡t t❤❡r❡✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss s❤♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣s ❛♥❞ ❢♦r♠s ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❖✉r ❛✐♠ ✇❛s t♦
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐ts ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✲
✐st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦♥✢✉❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❤❡♥❝❡ ❛❧s♦ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t
✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ❛♥❞ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤
t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝❤❛♥❣❡ ❛❢t❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱
✐❢ ✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ r❡s✉❧t ✇✐t❤ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛❢t❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ st❛♥❞❛r❞
s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❤♦❧❞✳

❚❤❡r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐s ❛ s♦rt ♦❢ str♦♥❣ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ JP ′K ✐♥ JP K✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥
♠♦♠❡♥t❛r✐❧② ♥♦t❡ ✇✐t❤ JP ′K ⊏ JP K✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ st❛♥❞❛r❞ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ⊂✱ ❛s
❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s✉❜✲❞❡s✐❣♥ ♣r♦♣❡rt②✿ s✉❜ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ t❤❡ s✉❜✲s❡ts ♦❢ ❜r❛♥❝❤❡s
✭♦r ❝❤r♦♥✐❝❧❡s✮ ✇❤♦s❡ ❜❛s❡ ✐s ❛ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡s✐❣♥ ✕
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛❧❧ t❤❡ G[u],G[l], etc. ❛r❡ s✉❜ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ DP ✕ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡
t❛❦❡ DP ∖G[u] ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✉❜✲❞❡s✐❣♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥❀ ✐♥❞❡❡❞ t❤✐s ❦✐♥❞
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❞❡❡♣❡r ♣r✉♥✐♥❣✱ ✉♣ t♦ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡
♦❢ DP ✳ ❚❤❡ ♣r✉♥✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡r❛s✐♥❣ ❛❧❧ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐ts❡❧❢ ❢r♦♠ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✿
t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❞❡s✐❣♥ ✕ ❛ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ DP ✕ ✐s st✐❧❧ t❤❡r❡❀
t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✳ ■♥st❡❛❞✱
❜② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜r❛♥❝❤ G[u]✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ r❡✇r✐t❡
t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ (+, ξ, I) ♦❢ DP ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r② ♦❢ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭❢❛❝t ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✹✮✳
❖♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❛t
✐s t❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦♥ [ ]P ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ I ♦❢
t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❞✐s❥♦✐♥t ❞✐r❡❝t♦r✐❡s ❢♦r

✶❋♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ❛rt✐❝❧❡ ❬✸✽❪✳
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t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡r❛s✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥✉♠❜❡r
❢r♦♠ I✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ I ′ = I ∖ {n} ✇❤❡r❡ [u] = ξn✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✐s t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥ t❤❛t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡❞
✕ ✇❤✐❝❤✱ ❛❣❛✐♥✱ ✇❛s ♦✉r ✐♥t❡♥❞❡❞ r❡s✉❧t✳ JP K ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦♥
P ✱ t❤✉s ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ P ′ →u✱ ❢♦r ❛♥② P ′ s✉❝❤ t❤❛t P →u P ′

❢♦r s♦♠❡ u ∈ SP ✱ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ JP K✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐s ❝❧❡❛r ❡♥♦✉❣❤ t❤❛t JP ′K ❝❛♥♥♦t ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s →u,v⃗

❢r♦♠ P ❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♥♦t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ P →u P ′✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ u✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ u ✕ ✐ts xor

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✕ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛t ❛❧❧ ✐♥ JP ′K✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ JP ′K ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡q✉❛❧
t♦ JP K✱ ❤♦✇❡✈❡r JP K ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ JP ′K✱ ♦r ❛t
❧❡❛st ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡♠ ❛s s✉❜✲❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❧✐❡s✳ ❚❤❡
♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❧❡ts ✉s ♦❜t❛✐♥ JP ′K✱ ❢♦r ❛♥②
r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ P ′ ♦❢ P ✱ ♦♥❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ JP K ❛♥❞ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ u ∈ SP ✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡♠♦✈❡s ❛ ♣❛rt ♦❢ JP K✱ ✐s ❛♥ ❛❝t✉❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✷✳✶✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ P →u P ′✱ t❤❡♥ SP ′ =
SP ∖({u}∪xor(u)) ✭✇✐t❤ xor(u) ❛s ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✽✮✷✱ ❛♥❞ LocP ′ = LocP ∖
{l,m}✱ ✇✐t❤ u = (al, am)✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜r❛♥❝❤❡s G[u],G[l],G[m]
❛♥❞ G[x]✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ xor(u)✱ ❛r❡ ♥♦t ✐♥ DP ′✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s w[u, x] ❛♥❞ w[x, y]
✭t❤❡ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r u✮✳ ❙t✐❧❧✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ u✱ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s❀
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❛ str✐❝t ❡r❛s✐♥❣✱ ❛s ✐♥ GP ✱ ❛❧✇❛②s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s♠❛❧❧❡r str✉❝✲
t✉r❡ ✭♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s ✐s tr✉❡ ♦♥❧② ❢♦r ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤♦✉t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡❡♣ ♣r✉♥❡ ✕ ♦r tr✐♠ t♦ ❛✈♦✐❞ ♠✐s✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✕ DP ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥
❛ str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❧❡ss ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✳

❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ DP ✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ✇✐❧❧ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛♣♣❧② t♦
R(P )✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ✭❚r✐♠♠✐♥❣✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ (al, am) = u ∈ SP
❛♥❞ (+, ξ, I) t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ DP ✳ ❚❤❡ tr✐♠♠✐♥❣ ♦❢ u ♦♥ DP ✱ ♥♦t❡❞ (DP )u✱
✐s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ DP ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡♠♦✈✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ u✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡✿

❼ G[u]❀

❼ G[l] ❛♥❞ G[m]❀

✷xor(u) = {x ∣ (u,x) ∈ XP }



✶✷✽

❼ xoru & xorx1 , . . . , xoru & xorxj ❛♥❞ G[x1], . . . ,G[xj] ❢♦r ❛❧❧ ❝❧❛✉s❡
(u, x1), . . . , (u, xj) ∈ XP ❀

❼ xorx & xory ❢♦r ❡❛❝❤ x ∈ xor(u) ❛♥❞ y ∈ xor(x)❀

❛♥❞ t❤❡♥ ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ (+, ξ, I) ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤✐s r❡♠♦✈❛❧✱ ✐✳❡✳ ❛ r❡str✐❝✲
t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ (+, ξ, J) ✇✐t❤ J = I ∖ {i1, . . . , in}✱ ✇❤❡r❡ [u] = ξi1✱ [l] = ξi2✱
[m] = ξi3✱ G[x1] = ξi4✱ . . .✱ [xoru & xorxj] = ξim, . . .✱ [xorx & xory] = ξin✳

❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦♥ ❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s ♦❢
R(P )✱ ❛♥❞ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t [ ]P ✱ s✐♥❝❡ ✐ts ❝♦✲❞♦♠❛✐♥ ✐ts❡❧❢
❣❡t r❡str✐❝t❡❞✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r② ♦❢ BP ✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ✐t ✐s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❛
s✐♠♣❧❡ s❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ s✐♥❝❡ [ ]P ′ = [ ]P ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts [u], [l], [m]✱
[x]✱ [xoru & xorx] ❛♥❞ [xorx & xory]✱ ❢♦r ❡❛❝❤ x ∈ xor(u) ❛♥❞ y ∈ xor(x)
✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ [ ]P ✭s✐♥❝❡ ❛❧❧ x ∈ xor(u) ❞✐s❛♣♣❡❛r
♦♥❝❡ u ❤❛s ❜❡❡♥ ❡r❛s❡❞✱ ❡✈❡♥ ❛❧❧ t❤❡✐rs ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❛s ✇❡❧❧✮✳

❚♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ tr✐♠♠✐♥❣✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛❣❡✳



✶✷✾
❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✷✳✸✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ t❤❡ tr✐♠♠✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ uk = (al, am) ✇✐t❤ ♥♦ xor

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ❧❡t DP =

⋮

G[u1] ⊢

⋮

G[u2] ⊢ ⋯

⋮

G[ui] ⊢

⋮

G[uk] ⊢

⋮

G[l] ⊢

⋮

G[m] ⊢ ⋯

⋮

G[p] ⊢

⋮

G[o] ⊢

⋮

w[u1, ui] ⊢

⋮

w[ui, uh] ⊢ ⋯

⋮

w[uj, un] ⊢
(+, ξ, I)

⊢ ξ
❛♥❞ G[uk] = ξ.x✱ G[l] = ξ.y✱ G[m] = ξ.z✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ tr✐♠♠✐♥❣ ♦❢ uk ♦♥ DP ✱ D

uk

P ✐s

⋮

G[u1] ⊢

⋮

G[u2] ⊢ ⋯

⋮

G[ui] ⊢ ⋯

⋮

G[p] ⊢

⋮

G[o] ⊢

⋮

w[u1, ui] ⊢

⋮

w[ui, uh] ⊢ ⋯

⋮

w[uj, un] ⊢
(+, ξ, J = I ∖ {x, y, z})

⊢ ξ

■❢ ✇❡ tr✐♠ u1 = (bp, b
o
) ✭✇✐t❤ G[u1] = ξ.1✮ ✐♥st❡❛❞✱ ✇✐t❤ ❛s s✐♥❣❧❡ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ u1✱ w[u1, ui]✱ ✇✐t❤ G[ui] = ξ.i✱ ♦❢

❜❛s❡ xoru1 & xorui = ξ.n✱ ❛♥❞ ❛s s❡❝♦♥❞ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ui✱ w[ui, uh]✱ ♦❢ ❜❛s❡ xorui & xoruh = ξ.n + 1✱ t❤❡♥ Dui

P =

⋮

G[u2] ⊢ ⋯

⋮

G[ui] ⊢

⋮

G[uk] ⊢

⋮

G[l] ⊢

⋮

G[m] ⊢ ⋯

⋮

w[uj, un] ⊢
(+, ξ, J = I ∖ {1, i, n, n + 1})

⊢ ξ

✇❤❡r❡ ✇❡ ❡r❛s❡❞ ♥♦t ♦♥❧② G[u1] ❛♥❞ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥s G[p] ❛♥❞ G[o]✱ ❜✉t ❛❧s♦ G[ui]✱ ❛♥❞
t❤❡ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s w[u1, ui] ❛♥❞ w[ui, uh]✳



✶✸✵

❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ❛ s✉❜✲r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❡✲
s✐❣♥s ♦❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ ❧✉❞✐❝s t❡r♠s ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞
♦♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ tr✐♠♠✐♥❣ ❛s ❛♥ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ ♦♥ BP ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r BP ✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❝❧♦s✉r❡ ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸✽❪✮✳ ❚❤✉s✱
✐❢ (BP )u ❞❡♥♦t❡s t❤❡ tr✐♠♠❡❞ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡
r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ I ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ (+, ξ, I) ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ J = I ∖ {i1, . . . , in}✱
t❤❡♥ (BP )��u = ((BP )��)u.

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❧❡t x, y ❜❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ t❤❡ s❡t SP ✭✐✳❡✳ ❛♥② s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ x ♦r y✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✹✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ (al, am) = u ∈ SP ✳ ❚❤❡♥
([ ]P )u ✐s [ ]P ⇂(DP )u✱ ✐✳❡✳ ✐s [ ]P ♦♥ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❞♦♠❛✐♥ (LocP ∖{l,m})∪
(SP ∖ ({u}∪{x ∣ ∈ xor(u)})∪(XP ∖{(u, x)∪(x, y)}) ❢♦r ❡❛❝❤ x ∈ xor(u) ❛♥❞
y ∈ xor(x)✳

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❜② t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ([ ]P )u ♠❛t❝❤❡s t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢
(DP )u✱ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ [ ]P ′ ✱ ✇✐t❤ P →u P ′ ✕ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r✲
❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ r❡♠❛r❦ ✺✳✷✳✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✈✐❛ ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts
❛s ❢♦r t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ t②♣❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✺✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✳ ■❢ P →u P ′✱ t❤❡♥✱ ❧❡t ([ ]P )u
❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦♥ t❤❡ tr✐♠♠❡❞ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ (DP )u❀ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t
([ ]P )u = [ ]P ′✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡✱ s✐♥❝❡ SP ′ ,XP ′ ❛♥❞ LocP ′ ♠❛t❝❤❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡ts ♦❢ P ❢♦r ([ ]P )u✳ ❚❤❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ DP ′ ❢♦r [ ]P ′ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ (DP )u ❢♦r ([ ]P )u✱ ❤❛✈❡
t❤❡ s❛♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t②✱ ❜❡✐♥❣ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ✉♥✐❢② t❤❡ t✇♦ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s✱ s❛② I ❢♦r DP ′ ❛♥❞ J

❢♦r (DP )u✱ ❜② ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ✭✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛s ✇❡❧❧ r❡♥❛♠❡ I✱ ❜✉t ✐♥
t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❝♦♥✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ tr✐♠♠❡❞ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✮✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❡q✉❛❧✐t②

([ ]P )u = [ ]P ′ .

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r✐❡s ♦❢ DP ′ ❛♥❞ (DP )u ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r
str✉❝t✉r❡ ✕ ❛❧❧ t❤❡ G[l]✱ G[u] ❛♥❞ w[x, v] ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐♥❝❡ ❛r❡ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡
s❛♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✕ ❛♥❞ t❤❡✐r ❜❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭✐t ✐s ❛ s✐♥❣❧❡
❛❞❞r❡ss✮✱ ❛s ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦r♦❧❧❛r② ✇❡ ❤❛✈❡
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❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✷✳✻✳ ■❢ P →u P ′✱ t❤❡♥ DP ′ = (DP )u✳

❆❜♦✉t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t t❤❡ tr✐♠♠✐♥❣ ♦❢ ❛ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥ u ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ✇✐❧❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ u✳ ❚❤❛t
✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥②♠♦r❡ t❤❡✐r ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧
❜r❛♥❝❤❡s ✭t❤❡ ♦♥❡s ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ 6 ♦r ♣r✉♥❡❞✮✱ t❤✉s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡✲
s✐❣♥❀ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡② ✇✐❧❧ s✐♠♣❧② ❞✐s❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ✇✐t❤ {DP} s✐♥❝❡ t❤❡②
❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥t✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡ r❡❧❡✈❛♥t r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✼✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ (al, am) = u ∈ SP ✳
▲❡t R([u]) ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡s✐❣♥s ♦❢ JP K ✇❤❡r❡ G[u] ♦r G[x]✱

❢♦r x ∈ xor(u)✱ ❛r❡ ♣r✉♥❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ G[u],G[l]✱ G[m] ❡♥❞
✇✐t❤ 6✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ [xoru & xorx]✱ ♦r [xorx & xory]✱ ❢♦r ❛❧❧ x ∈ xor(u)✱
y ∈ xor(x) ❤❛✈❡ ❛ ❜r❛♥❝❤ ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ 6✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ s❡❧❡❝ts ❛❧❧ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ✇❤❡r❡ u ♦r ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡
❛ r❡q✉✐s✐t❡ ✭❡♥❞s ✇✐t❤ 6✮ ❢♦r s♦♠❡ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ P ✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s
♦♥ ❛❧❧ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ u ❛♥❞ x ∈ xor(u) ✕ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ✇❛②
R(l) ❛♥❞ R(m) ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ s✐♥❝❡ G[u] ✐s ❛ r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ✐ts ♦✇♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱
❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ 6✳ ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐s t❤❛t ❛❧❧ s✉❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s x ❞✐s❛♣♣❡❛r
❛❧♦♥❣ u✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ ✇✐t❤ u✱ ❤❛s ❜❡❡♥
❡r❛s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s st✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤✉s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥
❞❡s✐❣♥ ✇❤❡r❡ G[x] ❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ 6 ✭t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❛❜❡❧❡❞
❜② ❛ ❧♦❝❛t✐♦♥✮✱ ✐s st✐❧❧ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ x ✇✐❧❧ ❥✉st ❜❡ ♠✐ss✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ G[x]✱ ❜✉t ❤❛✈❡ 6 ♦♥
G[j] ❢♦r ❛♥② ♦t❤❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ j t♦ ✇❤✐❝❤ ✐t ❜❡❧♦♥❣s✱ ♦r ❥✉st ❡♥❞ ✇✐t❤ ❛
♣r✉♥✐♥❣ ✐❢ ♥♦ s✉❝❤ j ❡①✐sts✱ ♥♦t✐♥❣ ❛♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥❀ t❤✉s ♦♥❧② t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✇❤❡r❡ G[x] ✐s ♣r✉♥❡❞ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✷✳✽✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ u, x ∈ SP ❛♥❞ (u, x) ∈ XP ✳
❚❤❡♥✱ ❧❡t u = (bl, b

m
) x = (bl, b

o
)✱ ❛♥❞ y = (bn, b

o
)❀ b

o
✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧

❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ y✱ t❤❡r❡❢♦r❡ (x, y) ∈ XP ✳ ■❢ ✇❡ ❡r❛s❡ ❢r♦♠ DP t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ u✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝❤r♦♥✐❝❧❡ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ xorx&xory ✐s ❡r❛s❡❞ ❢r♦♠
❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ BP ✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r b

o
✱ R(bo)✱ ❢r♦♠

. . .

⊢ [x].1
6

[x] ⊢ . . .

⊢ [y].1
6

[y] ⊢ . . . [bo] ⊢
p

. . .

⊢ ξ

❜❡❝♦♠❡s
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. . .

⊢ [y].1
6

[y] ⊢ . . . [bo] ⊢
p

. . .

⊢ ξ

◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ u t♦ ❜❡ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡
✇❡ ✇❛♥t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛s ❣❡♥❡r❛❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❧❡tt✐♥❣ ✉s ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
tr✐♠♠✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ❢♦r ♥♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳ ❙t✐❧❧✱
✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ G[u] ✐s ♣r✉♥❡❞ ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✱ s✐♥❝❡
♦✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ♠❛t❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t♦ ❜❡
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ u ✐s r❡❛❞② ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✐ts ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❜❧♦❝❦❡❞
❜② ❛♥② ♣r❡✜①✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ✇❤❡r❡ G[u] ✐s ♣r✉♥❡❞✳

❚❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ♦❢ R(P ) ✭t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✮ ♦♥ t❤❡ tr✐♠♠❡❞
❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✱ t❤❛t ✐s R(P ) ⇂(DP )u= (R(P ))u✱ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ 6 ❛♥❞ t❤❡ ♣r✉♥✐♥❣✱ ❡①❝❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡r❛s❡❞ ❜r❛♥❝❤❡s✱
✇❤❡r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛t ❛❧❧✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❜✉✐❧t
♦♥ t❤❡ tr✐♠♠❡❞ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤✿

(BP )u = ({(DP )u} ∪ (R(P ))u)��

❆s ❛ ❧❛st st❡♣✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❧❡♠♠❛s✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✾✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ u ∈ SP ✳ ❆❧❧ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ R([u])
❞✐s❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ {(DP )u} ∪ (R(P ))u✳

Pr♦♦❢✳ ❇② r❡✇r✐t✐♥❣ R(P ) ♦♥ (DP )u ❛❧❧ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ u ❛r❡
❡r❛s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ✕ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✕ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ 6 ♦r
❛ ♣r✉♥✐♥❣ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ R([u]) ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡s❡ r❡❧❡✈❛♥t
❜r❛♥❝❤❡s ❛♥②♠♦r❡✱ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ❡q✉❛❧ t♦ (DP )u✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞❡s✐❣♥ r❡♠❛✐♥✲
✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶✵✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ u ∈ SP ✱ ❛♥❞ P →u P ′✳ ❚❤❡♥
R(P ′) = (R(P ))u ∖R([u])✳

Pr♦♦❢✳ ❆❧❧ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ R([u]) ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♦♥❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ♠✐ss✐♥❣
❢r♦♠ DP ′ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ DP ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ u ✐♥ P ✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ (R(P ))u ❛r❡ t❤❡♥ ❡①❛❝t❧② t❤❡
s❛♠❡ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ R(P ′)✱ s✐♥❝❡ <P ′ ❛♥❞ XP ′ ✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡
❜❛s❡❞✱ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② <P ❛♥❞ XP ♦♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❞♦♠❛✐♥✱ ✐✳❡✳ <P ′ ∩ <P=<P ′ ❛♥❞
XP ′ ∩XP = XP ′ ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ R(P ′) = (R(P ))u ∖R([u])✳
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❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦✇ ❛❧❧ t❤❡ t♦♦❧s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ JP K✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✶✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ JP K ✐ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
u ∈ SP ✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ u ♦♥ JP K ✐s (JP K)u = ((BP )u, ([ ]P )u)✳ ❲❡ ♥♦t❡
t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ JP K ↝u (JP K)u✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ u ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ♠❛② ❜❡ ♥♦t ♦❜t❛✐♥❛❜❧❡ ❜② ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦♥ P ✳ ❲❡ ❧❡t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣❧② t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ✉s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐t ♦♥ ♥♦♥✲❡①❡❝✉t❛❜❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣✱ ♦t❤❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❡r❛s✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✱ ✐s ❝❧❡❛r ✐❢ ✇❡ ❧♦♦❦
❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❝❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t (JP K)u = JP ′K✱ ❢♦r P →u P ′✱
✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s✉❜s❡t ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦❢ JP K✱ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❖♥ P ′ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ →vi ✇✐t❤ vi = vj ♦r v0✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

✶✳ vj ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ u✱ ❛♥❞ ✐s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥✳

✷✳ v0 ❤❛s ❛s ♦♥❧② r❡q✉✐s✐t❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ u ✭♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥s✮✱
✐✳❡✳ P →u,v0 ✐s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹✱ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ JP ′K ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✱
♠♦❞✉❧♦ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ JP K s✉❝❤
t❤❛t ❡✐t❤❡r t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥
JP K ❡①t❡♥❞s ✕ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s❡❣♠❡♥t ✕ t❤❡ ♦♥❡ ♦♥ JP ′K✳

❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ❝❛♥♥♦t t❛❧❦ ❛❜♦✉t ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡ts ♦❢ ✈✐s✐t❡❞ ❛❝t✐♦♥s✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧s B�

P ❛♥❞ B�
P ′ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡q✉❛❧✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡

♠✐s♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r✐❡s ♦❢ DP ❛♥❞ DP ′ ✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ DP

❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ DP ′ ✱ s✐♥❝❡ P ′ ❧❛❝❦s ❛❧❧ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ u✱ ❛♥❞ s♦ [ ]P ′ ❤❛✈❡ ❛ str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r ❞♦♠❛✐♥ t❤❛♥ [ ]P ❀ ❤♦✇❡✈❡r
✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t (BP )u ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛❢t❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ u✳

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳✶✷✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ u = (al, am) ∈ SP ❛♥❞ P →u P ′✳
■t ❤♦❧❞s t❤❛t JP ′K = (JP K)u✱ t❤❡r❡❢♦r❡

P →u P ′

JP K ↝u (JP K)u

J−K J−K
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Pr♦♦❢✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✺✳✷✳✺✱ ❝♦r♦❧❧❛r② ✺✳✷✳✻✱ ❛♥❞ ❧❡♠♠❛ ✺✳✷✳✾ t♦ ❡♥❛❜❧❡
❧❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶✵✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t DP ′ = (DP )u✱ [ ]P ′ = ([ ]P )u✱ ❛♥❞ t❤❛t R(P ′) =
(R(P ))u✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡✿

JP ′K = (JP K)u.

❋♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ✇❡ ❝❛♥
❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶✸✳ ▲❡t P →u P ′✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t ∀C′ ∈ BP ′ ,∃C ∈ BP s✉❝❤ t❤❛t
❡✐t❤❡r✿

❼ ⟨ ← C′⟩ ≊ ⟨ ← C⟩ ✇❤❡r❡ ≊ ♠❡❛♥s t❤❛t (⟨ ← C′⟩ ∖ (+, ξ, J)) = (⟨ ←
C⟩∖(+, ξ, I)) ❛♥❞ J ⊂ I✱ ✇✐t❤ (+, ξ, J) t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ DP ′ ❛♥❞ (+, ξ, I)
t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ DP ✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ [vi], [v⃗] ✇✐t❤ vi ❛s ✐♥
❝❛s❡ 1 ❛❜♦✈❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ u❀ ♦r

❼ ⟨ ← C′⟩ ⊏ ⟨ ← C⟩ ✇❤❡r❡ ⊏ ♠❡❛♥s t❤❛t (⟨ ← C′⟩ ∖ (+, ξ, J)) = (⟨ ←
C⟩ ∖ ((+, ξ, I), [u]��) ❛♥❞ J ⊂ I❀ ✇✐t❤ (+, ξ, J) t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ DP ′✱
(+, ξ, I) t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ DP ❛♥❞ [u]� t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✹✳✷✳✶✾✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥
t❤❛t ✈✐s✐ts t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ xor(u)✱ G[u]✱ ❛♥❞ G[l]✱ G[m]✱ ❢♦r ✐ts ❧♦✲
❝❛t✐♦♥s l,m✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✜♥❛❧ s❡❣♠❡♥t ✕
✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ✜♥❛❧ s❡❣♠❡♥t s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❡♣s ♥♦t
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ [v0], [v⃗]✱ ✇✐t❤ v0 ❛s ✐♥
❝❛s❡ 2 ❛❜♦✈❡✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ u✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦♥ BP ′ ❛r❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s
≊ ♦r ⊏ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ BP ✱ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ s❛♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥s ♦r t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ BP ′ ❛r❡ ✭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✮ ✜♥❛❧ s❡❣♠❡♥ts ♦❢ t❤♦s❡ ♦❢ BP ✳

❋r♦♠ ❧❡♠♠❛ ✺✳✷✳✶✸✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t JP K ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ JP ′K✱
✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ r❡❧❛t✐♦♥s ≊ ❛♥❞ ⊏ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳
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✺✳✷✳✶ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✶

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s u⃗ = u1, . . . , un ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ (DP )u1,u2

= ((DP )u1
)u2

❛♥❞ s♦ ♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ([ ]P )u⃗
❛♥❞ (BP )u⃗✱ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s →u⃗✳

❲❤❛t ✐s ❧❡❢t t♦ ✐♥q✉✐r❡ ✐s ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛
♣r♦❝❡ss P ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ 1✳ ■❢ P →u⃗ 1✱ t❤❡♥ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
(BP )u⃗❄ ❲❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ❜② st❡♣✱ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ✇❤❛t
✐s ❧❡❢t ✐♥ (JP K)u⃗✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐❢ P →u⃗ 1✱ t❤❡♥ t❤❡
✇❤♦❧❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❡r❛s❡❞ ❢r♦♠ DP ✿ ❡✈❡r② ❧♦❝❛t✐♦♥✱ t❤✉s ❡✈❡r②
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❤❛t ✐s ❧❡❢t ✐s ❥✉st t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ DP ✇✐t❤
❛♥ ❡♠♣t② r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✿

(+, ξ,∅)
⊢ ξ

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝❛❧❧❡❞ One ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✷✷✮✱ ✇❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♥✐t 1✱ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r✲
♣r❡t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✐♥t♦ ❧✉❞✐❝s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❥✉st✐❢② t❤❡
❝❤♦✐❝❡ t♦ ♥❛♠❡ t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss 1✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♥✐t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 0✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ One ✐s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ⊙✱ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✳

✺✳✸ ❉❡❛❞❧♦❝❦s

❇❡❢♦r❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t❡❧❧
✇❤❡♥ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡
♣❛✐rs ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ P ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✳ ❆ CCS ♣r♦❝❡ss P ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s r❡❛❞② ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ P ❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡r❡
✐s ♥♦t ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇✳r✳t✳ ≼SP ✳

❆ CCS ♣r♦❝❡ss P ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤ P →u⃗ P ′

s✉❝❤ t❤❛t P ′ ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✸✳✷✳ ■♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢r❛❣✲
♠❡♥t✱ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛♥② ♣r♦❝❡ss ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ P ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ t❤❡ ♦♥❧② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ JP K ✐s t❤❡ ❡♠♣t② ♦♥❡ ✭t❤✐s ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
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s✐♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥t✱ ❛ ♣r♦❝❡ss P ❤❛s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✸✳✸✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss

P = a1.b
2
∣ b3.a4 ∣ a6.c7 ∣ b

8
.c9

✇✐t❤ u1 = (a1, a4)✱ u2 = (a1, a6)✱ u3 = (b
2
, b3)✱ u4 = (b3, b

8
) ❛♥❞ u5 = (c7, c9)✳

❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ →u4,u1
❧❡❛❞s t♦

P ′ = b
2
∣ a6.c7 ∣ c9

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

■❢ ✇❡ ✐♥st❡❛❞ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ → u2, u4, u5 ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡

P ′′ = b
2
∣ a4,

✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠❀ ❛s ✐s P ′′′ = a4 ∣ c7 ∣ b
8
.c9 ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥

→u2,u3
✳ ❆♥t✐❝✐♣❛t✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ +✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s ❛

♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t❡r♠s ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

a.P ′ + b.Q′ ∣ a.P ′′ + .b.Q′′

❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❡✐t❤❡r P ′ ∣ P ′′ ♦r Q′ ∣ Q′′✱ t❤❡ ✜rst ❢♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ →(a,a)✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ →(b,b)✳ ■❢ P ′ ≠ Q′ ♦r P ′′ ≠ Q′′✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡
♥♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡♠✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠s✳

◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡
♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ t❛❦❡

P = a1.b
2
∣ b3.a4 ∣ a6.c7 ∣ b

8
.c9 ∣ a10 ∣ b11

t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❞❞❡❞ a10 ∣ b11❀ ✇✐t❤ u6 =

(a10.a4)✱ u7 = (a10, a6)✱ u8 = (b
2
, b11) ❛♥❞ u9 = (b

8
, b11)✱ t❤❡♥ ❜♦t❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥

♣❛t❤s →u2,u3,u6,u9,u5
❛♥❞ →u2,u8,u4,u5,u6

❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss 1✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❢❛❝ts ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❝❧❛ss❡s✱ ✐✳❡✳ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✳ ❆ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❧❛ss ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✱ ♥♦t❡❞ Pi✱ ✇✐t❤
i ∈ I ❛♥❞ I ❛ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡s✱ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ P ✭❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠ u⃗ = (u1, . . . , un)✮✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ✐✳❡✳ ✐❢
u⃗, v⃗ ∈ Pi✱ t❤❡♥

P →u⃗ P
′ = P ′′ v⃗ ← P.

✇✐t❤ P ′/P ′′ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❲✐t❤ Pi ✇❡ ♥♦t❡ t❤❡ i−t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❧❛ss ♦❢
P ✳

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ♣r♦❝❡ss ✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✳ ❆ ♣r♦❝❡ss P ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

❼ P ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞

❼ ∃σ1, . . . , σn s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ σi ✐s ❛ ♥♦♥ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥
❛ ❝②❝❧❡ u1 ≼SP u2 ≼SP . . . ≼SP un ≼SP u1✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝②❝❧❡s ♦❢
❛ ♣r♦❝❡ss P ✇✐t❤ CP ✳

✺✳✸✳✶ ❈②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss

❚❤❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❛❜♦✉t ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐s t❤❛t✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♥♦t❤✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ✐s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣✳ ❆ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞
✇❤❡♥ ❛t ❧❡❛st t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❜❧♦❝❦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② ♣r❡✜① ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r

❝❤❛♥♥❡❧s❀ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐❢ P = a1.b
2
∣ b3.a4 ∣ c5.R ∣ d6.S✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦

❜❡t✇❡❡♥ i = (a1, a4) ❛♥❞ j = (b
2
, b3)✿ a1 ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣ b

2
❛♥❞ b3 ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣ a4✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✱ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐s ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛t ❛♥② ♦t❤❡r
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡ ♥♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛s c5.R ∣ d6.S❀ ✐♥
❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ♥♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✿ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ JP K t❤❡r❡ ❛r❡ s✐♠♣❧② ♥♦ C ∈B�

P

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r G[i] ♦r G[j]✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ✉s ❛ ❤✐♥t ♦♥ ❤♦✇ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ ♦r t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡♠✳

■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱R(i) ❛♥❞R(j) ❛r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❛t✐s❢② t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡ ❢r❡❡✲
❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✶✮ ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ F (i) = {3} ❛♥❞ F (j) =
{1}✱ ❜✉t F (1) = {i} ❛♥❞ F (3) = {j}✿ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝②❝❧❡ 1 < j < 3 < i < 1✳ ■♥ t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s t❤✐s ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❞❡s✐❣♥s r❡q✉✐r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ✈✐s✐t
G[1] ❜❡❢♦r❡ G[j] ❛♥❞ G[2]❀ G[j] ❜❡❢♦r❡ G[3] ❛♥❞ G[2]❀ G[3] ❜❡❢♦r❡ G[i] ❛♥❞
G[4]❀ ❛♥❞ G[i] ❜❡❢♦r❡ G[1] ❛♥❞ G[4]✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❛t✲
✐s❢②✳ ❆♥② ❞❡s✐❣♥ tr②✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ [i], [j] ♦r t❤❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐s ❜♦✉♥❞ t♦ ♥♦t ❜❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✱
❛♥❞ t❤✉s ∉B�

P ✳



✶✸✽

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❛r❡ ♥♦t ❜♦✉♥❞ t♦ ❜❡ st✉❝❦
✐♥ t❤✐s ❝②❝❧✐❝ ♦r❞❡r ✿ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss Q ❝♦✉❧❞
♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ t❤✉s s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜r❡❛❦ t❤❡ ❝②❝❧❡✳
❚❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ st✐❧❧ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✿ ✐❢ ❡✐t❤❡r a1 ♦r b3

❛r❡ ❡r❛s❡❞ ✈✐❛ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❡♥ t❤❡ ♦t❤❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② j ♦r i✮
✐s r❡❛❞② ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥❀ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤✐s t♦ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ P ∣ Q✱ ✇✐t❤
a ♦r b ❛s ❡①t❡r♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ Q✳

❚❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐s t❤✉s ❛ ❝②❝❧❡ ✇❤❡r❡ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❜❧♦❝❦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ ✏✉♥❧♦❝❦❡❞✑✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥
t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛s t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭♣♦ss✐❜❧② ❜②
tr❛♥s✐t✐✈✐t②✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ⊳P ✭✇❡ ♦♠✐t t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t
✇❤❡♥ ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✮ ♦♥ s✉❜ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ DP ✱ s✉❝❤ t❤❛t G[i] ⊳ G[l]
✭✈✐❝❡✲✈❡rs❛ G[l] ⊳ G[i]✮ ✐❢

. . .

⊢ [i].1
6

[i] ⊢ . . . [l] ⊢
p

. . .

⊢ ξ ✐s ✐♥ R(l) ✭✈✐❝❡ ✈❡rs❛✱ G[l] ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ 6

✐♥ R(i)✮✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✸✳✻✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❛❧❧
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦❢ JP K✿ ✐❢ [l] ✐s ❛❧✇❛②s ✈✐s✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡ [i] ✐♥ ❛♥②
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✱ t❤❡♥ ♦❜✈✐♦✉s❧② [l] ♠✉st ❤❛✈❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ♦♥ [i]❀ ❤♦✇❡✈❡r ✐❢
[l] ❛♥❞ [i] ❛r❡ ✐♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡♠✳

❲❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝②❝❧❡G[l] ⊳ G[j] ⊳ . . . ⊳ G[i] ⊳ G[l] ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡
❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳ ❲❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❛s✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✼✳ ❆ MCCS ♣r♦❝❡ss P ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡ ✐❢ ⊳P ✐s ❛❝②❝❧✐❝✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ ⊳P ✐s ❛❝②❝❧✐❝✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡tr❛❝❡ ♦✉r st❡♣s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❜② ❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ♦❢ ⊳P ✱ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✇❤♦s❡ ♣r✉♥❡❞ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s✱
❜② tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ ⊳P ✱ ❛ r❡q✉✐s✐t❡ ♦❢ ✐ts ♦✇♥ r❡q✉✐s✐t❡✱ ✐✳❡✳ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛ 6

✐♥ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❤✐s r❡q✉✐s✐t❡✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ R(i) ❛♥❞ R(l)✱ ✇✐t❤
i ∈ SP , l ∈ LocP ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s i1, . . . , in ✐♥ ❛
❝②❝❧❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ≼SP ✐s ❛❝②❝❧✐❝✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t P ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡✳

❚❤✐s ❛ tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ⊳ ❛♥❞ ❛♥ ♦❜✈✐♦✉s r❡s✉❧t
♦♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ♦r❞❡r ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❞✉❛❧
♣r♦♣❡rt②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝②❝❧❡s ✐♥ ⊳P ✱ ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❧✉❞✐❝s ❛♥❞
✐t ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤✐s ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s
❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ✐✳❡✳ ✐❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧❡
✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❝②❝❧❡ ✐♥ ⊳✱ ❜✉t ♣♦ss✐❜❧❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝②❝❧❡✳
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❲❡ ❝♦✉❧❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛❧✇❛②s ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦r ♥♦t
♦♥ t❤❡s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r ♦✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡
♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤♦✉t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❜② ♦♥❧② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥❀
t❤❡r❡❢♦r❡ ❜② ✉s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞❡s✐❣♥s ♦r ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ t❤✉s ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱
t♦ ✜♥❞ ❢r♦♠ JP K ✐❢ P ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡✳

✺✳✸✳✷ ❉❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡s✐❣♥s

❚♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✈✐s✲
✐t❛❜❧❡ ♣❛t❤s ♦❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K ❝❛♥ ❣✐✈❡
✉s s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss P ✳ ■t ✐s ❛♥♦t❤❡r ✇❛②
t♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✭❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✸✮✳ ❲❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ✐s t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✈✐s✐t❡❞ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ ✭✐♥ ❛
❜❡❤❛✈✐♦✉r✮ ❛♥❞✱ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ❝❛♥ ❥✉st ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s t❤❡
✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ✐t✳ ❆s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ D ∈ B ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞❡s✐❣♥ D′ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ D t❤❛t
st✐❧❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ B❀ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ♦❢ D ✈✐s✐t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❛t
❧❡❛st ♦♥❡✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ❲❡ ❝❛♥ st❛rt ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
s❡t ♦❢ ✈✐s✐t❛❜❧❡ ♣❛t❤s ♦❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❜② ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❛s
✐♥ ❬✷✽❪✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈✐s✐t❛❜❧❡ ♣❛t❤s ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ D ✐♥ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r B ✐s

VB(D) = ⋃
C∈B�

⟨D ← C⟩

❚❤❡ s❡t VB(D) ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ♦❢ D ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r B✱
❞❡♥♦t❡❞ ∣D∣BP

✭✇❡ ❡①❝❧✉❞❡ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ✐❢ ♦❜✈✐♦✉s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✮✱ ♦♥❝❡
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈✐s✐t❛❜❧❡ ♣❛t❤s✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ DP ✱ ✐ts ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❜♦✉t ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✳

❆♥♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✐s ✐ts
♣✉r✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✽ ✭P✉r✐t②✮✳ ❆ ❜❡❤❛✈✐♦✉r B ✐s ♣✉r❡ ✐❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ✇✐t❤ B� ❞♦ ♥♦t ❡♥❞ ✇✐t❤ 6 ✐♥ B❀ ✐✳❡✳ ♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣❛t❤s t❤❡ 6 ✐s ❛❧✇❛②s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ B�✳

❚r✐✈✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✾✳ ❋♦r ❛♥② MCCS ♣r♦❝❡ss P ✱ BP ✐s ♣✉r❡✳

❚❤✐s ❤♦❧❞s ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✿ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ DP ✭s✐♥❝❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r✮✱
✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ 6✳
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P✉r✐t② ✐s ❛ ♣r♦♣❡rt② str♦♥❣❧② t✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ s❛❢❡t②✱ ❛♥❞
s♦ ✐♥❞✐r❡❝t❧② t♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱ ❛s t❤❡② ♠♦❞❡❧ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝
❢♦r♠✉❧❛s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡♠ ✈✐❛ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥✲
♥❡❝t✐✈❡s ⊗,`,&,⊕✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❛✐♠♦♥ 6 ❛s ❛ s②♠❜♦❧ st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r
❛♥ ❡rr♦r ✭♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♠❛♥② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t✱ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✱ ❡✈❡♥ ❢❛❧s❡ ✭♦r ✇r♦♥❣✮ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❛❞♠✐tt❡❞ ✭s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♣r♦♦❢
❤❛s ❛ ❞✉❛❧✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ st❛t❡♠❡♥t✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r✐t② t❡❧❧s
✉s t❤❛t ❡rr♦rs ❞♦ ♥♦t ♦❝❝✉r ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
B ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ t②♣❡ ✭❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✻❪✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t
✐ts t②♣❡ ✐s s❛❢❡✱ ✐✳❡✳ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s t②♣❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❡♥❝♦✉♥t❡r ❡rr♦rs ✭t❤❡
s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t②♣❡s✮✳

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♣✉r✐t② ❞♦❡s ♥♦t t❡❧❧ ✉s ♠✉❝❤✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s st✐❧❧ ❛ ♥✐❝❡
♣r♦♣❡rt②✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♠♦❞✉❧♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ 6 ♦♥❧② ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ st♦♣♣✐♥❣
❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t❀ t❤❡♥✱ t❤❡ ♣✉r✐t② ♦❢ BP ♦♥❧② ❢✉rt❤❡r ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡
❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✏❜❛❞✑ ❡①❡❝✉t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ ✈✐s✐t❛❜❧❡ ♣❛t❤s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ♦❢ DP
✸✳

❖♥❝❡ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈✐s✐t❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t❤❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛ ❢❡✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♥❛t✉r❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇✳

▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ (+, ξ, I) ❜❡ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ DP ✱ ❛♥❞ ∣DP ∣
✐ts ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥❀ t❤❡♥✱ ❧❡t J = {im, . . . , in} ⊂ I ❜❡ t❤❡ s✉❜✲r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s
♠✐ss✐♥❣ ✐♥ ∣DP ∣✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s✉✣①❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡✈❡r✲✈✐s✐t❡❞ ❜r❛♥❝❤❡s
✐♥ DP ✿ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ P ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❜r❛♥❝❤❡s ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥❝❛r♥❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ∣BP ∣✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤✐s
r❡str✐❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ∣DP ∣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐s
❥✉st t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ❛❧s♦ ♠❛❦❡ JP K ✐rr❡❣✉❧❛r✳ ❲❡
♦♥❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛s ❛ ♣r♦♣❡rt② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✿ ✐♥
r❡❣✉❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉rs t❤❡s❡ ♣❛t❤s ❝❛♥ ❜❡ ♠✐①❡❞ ❛♥❞ st✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s
♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❀ ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r s❤✉✤❡✱ ❛ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ✇❡
❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ✕ ❤❡♥❝❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ✕ ✇❤♦s❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬✸✵❪✳ ■rr❡❣✉❧❛r✐t② t❡❧❧s ✉s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✿ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♦♥❧② ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞❡r❡❞
♣❛t❤s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡② ♠✉st r❡s♣❡❝t t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡rs <P ❛♥❞ ≼SP ✱ t❤✉s ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❜❧✐♥❞❧② ♠✐①❡❞ ✭t❤❛t ✐s t❤❡ ✈❡r② ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✮✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡ ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ✐❢ ✇❡ ✇❛t❝❤ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✱

✸❚❤❡ ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ❬✸✵❪✳
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✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧✇❛②s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦♥❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞
t♦ r❡str❛✐♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r♦✉t❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ t❛❦❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✱ s♦
t❤❛t ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥✱ t❤❡♥✱ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ∣DP ∣ t❡❧❧s ✉s ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss✱
❛♥❞ ❤♦✇ ✐ts ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ✇✐❧❧ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡✳ ∣DP ∣ ✐s t❤✉s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡❞✉❝❡ ❛ ❢❡✇
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❜♦✉t P ✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ✉s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡♥ ❛
♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✵✳ ▲❡t P ❜❡ ❛♥ MCCS ♣r♦❝❡ss✳

✶✳ ■❢ ∣DP ∣ = DP ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡♥ ∣BP ∣ = BP ✱ ❛♥❞ P

✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡✳

✷✳ ■❢ ∣DP ∣ ≠ DP ✱ t❤❡♥ ❧❡t J = {im, . . . , in} ⊂ I ❜❡ t❤❡ s✉❜✲r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t
✐s ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ ∣DP ∣✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥♦♥ ✈✐s✐t❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ DP ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t
J ✐s ♥♦t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s t❤❛t ✐ts ♣r♦❝❡ss ❝♦✉♥✲
t❡r♣❛rt r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛rt ♦❢ ❛❧❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ P ❀
❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ P ✐s ♥♦t r❡❞✉❝✐❜❧❡ t♦ 1✳

Pr♦♦❢✳ ✶✳ ■❢ DP = ∣DP ∣✱ t❤❡♥ t❤✐s ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s ♦❢ BP ✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡
t♦ ❤♦✇ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❜✉✐❧t✿ ❜❡✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ DP ✱ ❛♥❞
str✐❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐t ✭t❤❡② ❤❛✈❡ s❤♦rt❡r ❝❤r♦♥✐❝❧❡s✱ ❡✐t❤❡r ❞✉❡ t♦ ❛ 6

♦r ❛ ♣r✉♥✐♥❣✮✱ t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡✐r ❝❤r♦♥✐❝❧❡s t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✈✐s✐t✐♥❣ ✐t✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤r♦♥✐❝❧❡ ♦♥
DP ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹✱ P ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡ s✐♥❝❡ ❛♥② ♣❛rt
♦❢ P ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ✈✐s✐t❛❜❧❡ ✐♥ JP K✳ ❲❡ ❞♦♥✬t
❦♥♦✇ ✐❢ P →∗ 1✱ ✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤ s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣
❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ P ✱ ❜✉t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✉❛❧✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ♣❛rt
♦❢ P t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡
♥♦ ❝②❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ≼SP ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥② ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ P ✳

✷✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐❢ ❛ ♣❛rt ♦❢ DP ✐s ♥❡✈❡r
✈✐s✐t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✭❡✐t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✉❛❧✱ ♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ❢♦r
s♦♠❡ ♦t❤❡r r❡❛s♦♥✮✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ✐s
✐♥t❡r♣r❡t❡❞✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ✭t❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ t❡❧❧
✉s ✐❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❬✺✵❪✮✳

❚❤❡ ♥♦♥ ✈✐s✐t❛❜❧❡ ♣❛rt ✐s ❛❧✇❛②s r❡❧❡✈❛♥t✱ s✐♥❝❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧
♣❛rt ♦❢ DP ✭t❤❡ w[u, v] ❢♦r xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
❝❤❛♥♥❡❧s ♥♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✮ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡❀ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐❢ ❛ ♣❛rt
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✐s ♥❡✈❡r ✈✐s✐t❡❞✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡✐t❤❡r t♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s
❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❡♥t❛✐❧s t❤❛t P ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❡♠♣t②
♣r♦❝❡ss 1✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❤❡❝❦ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K✱
t❤❛t ❝❛♥ t❡❧❧ ✉s ✐❢ P ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡✳ ❇❡✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❞❡s✐❣♥s
✐♥ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ t❤✉s ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ❧✉❞✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✇❤❛t ✇❡ ✇❛♥t❡❞ t♦ ✜♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ s✐♥❝❡
✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t P ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡✱ ❜✉t DP ✐s ♥♦t ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ BP ✳
❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s♦♠❡ ♦t❤❡r r❡❛s♦♥ t❤❛t ♣r❡✈❡♥ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥
s♦♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ P ✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡♠ ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳

✺✳✸✳✸ ❙✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ t❤❛t ✐s ✇❤❡♥ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛❝t ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ❝②❝❧❡✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r❡✜①❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡✐r
❧♦❝❛t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳ ❚❤❡ ❛✐♠
♦❢ t❤✐s st✉❞② ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢
❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐♥ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss P ✱ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡♠ ♦♥ JP K ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛
♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❜② ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s t♦ ✏✉♥❧♦❝❦✑ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞
♠❛❦❡ ❢✉rt❤❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❆ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ♣r♦❝❡ss ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤✐s✿

P = a1.b
2
∣ b3.c4 ∣ c5.a6 ∣ R

✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦♥ R✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ✸
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n✱
✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡s ❜② tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡❀ t❤❡ ❝❛s❡ n = 2 ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳

❖✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t
✭❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡✮ ❛❜❧❡ t♦ ❜r❡❛❦ t❤❡ ❝②❝❧❡ ✕ ❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦
❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ r❡q✉✐s✐t❡ ✐s✱ ❛t ✜rst✱ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ ✐t✱ ❛♥❞ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t❡❞ ♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥
✇❡ ❛r❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
✐t ✐s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❛❝t ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❡❛❝❤
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ♠✉st ❜❡ ♦♥ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧
✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ <P ✮✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛
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❣♦♦❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠✳

❆t ✜rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐❢ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ i ✇❤♦ ❤❛s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s
♥♦t ♣❛rt ♦❢ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿

✶✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ i ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ j✱ ✐✳❡✳ t❤❡
♥♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ i ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ j✱ ❜✉t i ✐s ♥♦t ✐♥ ❛
❞❡❛❞❧♦❝❦✳

✷✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❧♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧s z1. . . . .zn.a ∣ a.R✱
♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭z1 ∨ . . . ∨ zn ∉ P ✱ ♦r ❛r❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦t r❡❛❞② ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✮✳

✸✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥
P = a.R ∣ b.a ∣ c.b.S ∣ d.e.Q ∣ e.f.d

t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ i = (a, a) ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② j = (b, b)✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❛
❞❡❛❞❧♦❝❦✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ j ✐s ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛ ❧♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ c✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s
♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞✉❛❧✳ ❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s u = (d, d) ❛♥❞ v = (e, e)
❛r❡ ✐♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❛♥❞ u ✐s ❛❧s♦ ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ❧♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳

■♥ ❝❛s❡ 1 ✇❡ ♠❛② r❡♣❡❛t t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤✐s s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ j✱ ✉♥t✐❧ ✇❡
❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r t❤✐r❞ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛s ✇❡ s❛✇ ♠❛② ❝♦✲❡①✐sts✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞
❧✐❦❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ♣r♦❝❡ss ❜② ✉♥r❡str✐❝t❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧② ♦♥ ✐♥t❡r♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞
❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠ ✈✐❛ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♠❡r❣✐♥❣✳

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✇❡ ✇❛♥t ❢♦r ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ t♦ ❜❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ✐s t❤❛t✱ ✐❢ t❤❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s i1, . . . , in ❛r❡ ✐♥ ❛♥ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ t❤❡♥ ✐t s✉✣❝❡ t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ❛♥②
♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ✈✐s✐t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ▲❡t ✉s ❧♦♦❦
❛❣❛✐♥ ❛t t❤❡ ♣r♦❝❡ss

P = a1.b
2
∣ b3.c4 ∣ c5.a6 ∣ R

❍❡r❡ ✐❢ ✇❡ ❡r❛s❡ u1 = (a1, a6) t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ →u2,u3
✇✐t❤

u2 = (b
2
, b3) ❛♥❞ u3 = (c4, c5)✳ ■❢ ✇❡ ❡r❛s❡ u2 ✇❡ ❝❛♥ ❞♦ →u3,u1

✱ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❡r❛s❡
u3 t❤❡♥ →u1,u2

❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐t ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡r❛s❡ ❛
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ t♦ ❜r❡❛❦ t❤❡ ❝②❝❧❡✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♣❛t❤ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s
❛ s❡t ♦❢ ♥♦t✲❡①❡❝✉t❛❜❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✱
s✉❝❤ t❤❛t ❡r❛s✐♥❣ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧
t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✕ t❤✐s ♠✉st ❤♦❧❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
s❡t ✕ t❤❡♥ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❛ s✉♣❡r✜❝✐❛❧
❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s t❡st ❛s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❝❛♥ s❡♥s✐❜❧② r❡str✐❝t
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t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❝❛s❡s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t❡st ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss

P ∶= a1.b
2
∣ b3.c4.a5 ∣ c6.R

■♥ P ✱ ❡r❛s✐♥❣ u1 = (a1, a5) ❧❡t ✉s ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ u2 = (b
2
, b3) ❛♥❞

t❤❡♥ u3 = (c4, c6)✱ ❛♥❞ ❡r❛s✐♥❣ u2 ❧❡t ✉s ♣❡r❢♦r♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ u3 ❛♥❞ t❤❡♥
u1❀ ❜✉t ❡r❛s✐♥❣ u3 ❞♦ ♥♦t ❢r❡❡ ♥❡✐t❤❡r u1 ♥♦r u2✳ ❚❤✉s P ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱
{u1, u2} ✐s ❛ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❜✉t u3 ✐s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳

■♥st❡❛❞✱ ✐♥

Q ∶= a1.b
2
∣ b3.c4.a5 ∣ R

✇✐t❤ ♥♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ♦r ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ ♦♥ R✱ P ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱
❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛♥② s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ s✐♥❝❡ ❡r❛s✐♥❣ u2 ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❢r❡❡ u1✱
❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ c4✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ ❧♦♥❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦r ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❝②❝❧❡ ✐♥ ≼SP ✱ t❤♦✉❣❤✮✳

❲❡ ❛r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡
r❡❛❞② ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛❝t ♦♥ t❤❡♠✱
❛♥❞ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐s s♦❧✈❛❜❧❡ ❜② t❤❡
❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② s✐♥❣❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧❡ ✕ ✐✳❡✳ ❛❧✇❛②s ❜② ❛❞❞✐♥❣
❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t ✭❛♥② s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❛♥②
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✮✳ ■❢ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❛♥
✐♥t❡r♥❛❧ ❝②❝❧❡✱ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧s ❛t ✜rst✱
t❤✉s t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐ts❡❧❢ ✐s ♥♦t ✇❤❛t ✐s ❜❧♦❝❦✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡
♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳

❲❡ ❤❛✈❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❤❡❝❦ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s❀ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ❢❛❝t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✶ ✭❙✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss ✐♥
♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ❛♥❞ u⃗ = u1, . . . , un ∈ SP ✳ ❚❤❡♥ u1, . . . , un ❛r❡ ✐♥ ❛ s✉♣❡r✜❝✐❛❧
❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✱ ❢♦r ❡❛❝❤ i✱ ✐♥ P ∖{ui} ✭✐✳❡✳ P ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡♠♦✈❡❞
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ui✮ →u⃗∖{ui} ✐s ❛♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚❤❡ s❡t ♦❢ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✐s ❞❡♥♦t❡❞ C
sup
P ✳

❆t ❧❛st✱ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦♥ JP K t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✐s ✭s✉♣❡r✜❝✐❛❧❧②✮ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡
✈✐s✐t❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ DP ✭✐ts ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥✱ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✸✮ ❝❛♥♥♦t ❣✐✈❡ ✉s✳ ■t
s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ u✱ (JP K)u✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❤❡❝❦ ✐ts
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ JP K✳
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▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✷✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✳ ■❢ JP K ②✐❡❧❞s ♥♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭t❤❡ ♦♥❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡♠♣t② ♦♥❡✮ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛
s❡t {G[u1], . . . ,G[un]} ✇✐t❤ 2 ≤ n✱ u1, . . . , un ∈ SP ✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ui ✐♥
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐♥ (JP K)ui

❡①✐sts ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ⟨D ← C⟩ ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠❛❧✱ ❛♥❞ ✐t ✈✐s✐ts ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs G[uj]✱ ✇✐t❤ 1 ≤ j ≤ n✱ t❤❡♥
u1, . . . , un ❛r❡ ✐♥ ❛ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❧❡♠♠❛ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❛♥❞
t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

■t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r u ∈ SP s✉❝❤ t❤❛t u ❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❜② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✸✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ u ∈ SP ✳ u ✐s s❡♠✐✲
♠✐♥✐♠❛❧ ✐❢ ✐t ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✐❢ ✐♥ R(u)
t❤❡r❡ ✐s ❛ 6 ♦✈❡r ♦♥❧② ♦♥❡ G[l]✱ ❢♦r s♦♠❡ l ∈ LocP ✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✸✳✶✹✳ ❇❡✇❛r❡ t❤❛t ❧❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✷ ❡♥t❛✐❧s ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❡①♣❧♦✲
s✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t✇♦ ❡①✐st❡♥t✐❛❧s q✉❛♥t✐✜❡rs ❛r❡ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉✲
♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✿ P ❤❛s ❛ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐❢ ∃ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥s u1, . . . , un s✉❝❤ t❤❛t ∃ ❛ C�BP ❢♦r ❡❛❝❤ ui s✉❝❤ t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
✐t ✈✐s✐ts ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs uj✳

■t ♠❡❛♥s t❛❦✐♥❣ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ❡❛❝❤ s❡♠✐✲♠✐♥✐♠❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❡r❛s✐♥❣
✐t ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❜② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦✐♥❣
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛t❤ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❧❡♥❣t❤✱ t❛❦❡ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡
❡❛❝❤ s❡♠✐✲♠✐♥✐♠❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✈✐s✐t❡❞✱ ❛♥❞ r❡♣❡❛t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t♦ s❡❡
✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥② ❝♦♠♠♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✈✐s✐t❡❞✳

❊✈❡♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ✭t❤❛t
✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❧❡♥❣❤t r❡q✉✐r❡♠❡♥t✮✱ ❛♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✈✐s✐t❡❞
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s t♦ ♣✐❝❦✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ st✐❧❧ r❡q✉✐r❡✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ ❛♥
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♠✐✲♠✐♥✐♠❛❧
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✳

❯s✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✷ ❛s ❛ t❡st✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦
✐♥ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss P ✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ✐t✳

❲❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥ JP K ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❧❡t ✉s ✉♥❧♦❝❦ t❤❡
♣r♦❝❡ss P ✱ ✐✳❡✳ ❛❢t❡r t❡st✐♥❣ ✐❢ ✐ts ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉♣❡r✜❝✐❛❧
❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧✮ t❤❛t
✇✐❧❧ ❜r❡❛❦ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t❡st ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t❡❧❧s ✉s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦
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❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱
t❤❡♥ ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧ t♦ ✜♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜r❡❛❦ t❤❡ ❝②❝❧❡✿ ✇❡ ♥❡❡❞
t♦ ❢r❡❡ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ <P ✮ ✐♥ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱
❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ G[v]✱ ✇❤❡r❡ v ✐s ❛ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ xor r❡❧❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛♥② ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ G[m]✱ ❢♦r ❛
❧♦❝❛t✐♦♥ m ❧❛❜❡❧✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ v✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡✇ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② m✱ t❤❛t ✐s ❞✉❛❧ t♦ s♦♠❡
♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✭✐t ❞♦❡s♥✬t ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤✮✱
✇❤✐❝❤ t❤❡r❡❢♦r❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ v t❤❛t ❝❛♥ ❜r❡❛❦ t❤❡ ❝②❝❧❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❝♦✉❧❞ s✉✣❝❡ t♦ ❢r❡❡ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ st✐❧❧ ❣❡t r✐❞
♦❢ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ t❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ tr② t♦ ❜❧✐♥❞❧② ❢r❡❡ ❛♥②
❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥
q✉❡st✐♦♥✿ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❛♥②
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳

❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡①t
❛❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✳ ■♥❞❡❡❞✱
P ♠❛② ❤❛✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ ✐t✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡
t❤❡♠ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❥✉st ✇❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞✳ ❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❞✐r❡❝t❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ ❛ ❜r✉t❡✲❢♦r❝❡ ❜✉t ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❛❞❞✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❝❡ss✱ ❛ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❡❛❝❤ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤✉s t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ 1✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤✐s
tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❛♥❞ ♥❡❡❞s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❛t
✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ♠❛❦❡s ✉s tr② ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ♣❛t❤s✳

❖✉r ❛✐♠ ✐s✱ ✐♥st❡❛❞✱ t♦ ❛❝t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥✳ ❲❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ✐s t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ♣r♦❝❡ss P ✱ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥t❡①t
Q s✉❝❤ t❤❛t P ∣ Q →∗ 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❝♦♥t❡①t ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✳ ❲❤❛t ✇❡
❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✐s ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥t❡①t M ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥ s✐③❡ s✉❝❤ t❤❛t

❼ M ∣ P →v,u⃗ P ′ ❢♦r s♦♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s v, u⃗❀

❼ CP ′ ⊂ CP ✭t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❧❡ss ❝②❝❧❡ ✐♥ ≼SP ✮✱ ❛♥❞ ∃σ ∈ C
sup

P s✉❝❤
t❤❛t u⃗ ∈ σ✳

❇② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ M∗ s✉❝❤ t❤❛t

M∗ ∣ P →∗ 1

❯s✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ ❛♥② r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❛❝t ♦♥❧② ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❆s ❛❧✇❛②s ✇❡ ❝❛♥ ✇♦r❦ ♦♥ DP ✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❥✉st t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥
❞❡s✐❣♥s t♦ ♠❡❡t ♦✉r ♥❡❡❞s✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✺✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❧❡t
(+, ξ, I = {1, . . . , n−1}) ❜❡ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ DP ✳ ❋♦r ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥ l ∈ LocP

s✉❝❤ t❤❛t G[l] ❤❛s ♥♦ G[n]✱ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥ n✱ ❛s r❡q✉✐s✐t❡ ✐♥ JP K ✭✐✳❡✳
s✉❝❤ t❤❛t G[n] ❡♥❞s ✇✐t❤ 6 ✐♥ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ R(l)✮✹✱ ❧❡t ✭JlK, [ ]JlK✮
❜❡ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s✐❣♥✱ ♥♦t❡❞ JlK✱

ξ.n.1.1 ⊢

⊢ ξ.n.1

ξ.n ⊢

ξ.n + 1.1.1 ⊢

⊢ ξ.n + 1.1

ξ.n + 1 ⊢

ξ.n + 2.1.1 ⊢

⊢ ξ.n + 2.1

ξ.n + 2.2.1 ⊢

⊢ ξ.n + 2.2

ξ.n + 2 ⊢ ⋯

ξ.n + i.1.1 ⊢

⊢ ξ.n + i.1

ξ.n + i.2.1 ⊢

⊢ ξ.n + i.2

ξ.n + i ⊢

⊢ ξ

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ξ.n + j = xoruj & xorv✱ ✇✐t❤ 2 ≤ j ≤ i✱ ❛♥❞ i − 2 ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ uj s✉❝❤ t❤❛t G[uj] ✐s ❛ r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r G[l] ✐♥ JP K ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ uj ∈ SP t♦
✇❤✐❝❤ l ❜❡❧♦♥❣s✮❀

❛♥❞ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ [ ]JlK✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥ m✱ ❛♥❞
❛ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ v✱ [v]JlK = ξ.n✱ [m]JlK = ξ.n + 1 ❛♥❞
[(uj, v)]JlK = xoruj & xorv = ξ.n + i ❢♦r ❡❛❝❤ uj ✭✇❡ ❛r❡ tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐rs

(uj, v) ❛s ♥❡✇ xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳

■t ❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✻✳ ▲❡t JlK = (JlK, [ ]JlK)✳ ❚❤❡ ❜❧✐♥❞ ♠❡r❣✐♥❣ ♦♥ l ✐♥ JP K ✐s

JP K � JlK

✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣✿

❼ ❛ ♥❡✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ G[ξ.n] ❛s r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r G[ξ.n + 1]✱ ♠❡❛♥✲
✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❧♦❝❛t✐♦♥ m ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ v❀

❼ t✇♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡s✐❣♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛✉s❡ (uj, ξ.n)✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥②
❝❧❛✉s❡ ♦❢ XP ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ 6 ✐♥ R(l)JP K�JlK ❛s ❧❛st r✉❧❡ ♦❢
G[ξ.n] ✕ s✐♥❝❡ l ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✱ ❛♥❞ t❤❡
♦♥❧② r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❣✐✈✐♥❣ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ t♦ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s
t♦ ✇❤✐❝❤ l ❜❡❧♦♥❣s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t v ✐s ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤ ❛♥② uj t♦
✇❤✐❝❤ l ❜❡❧♦♥❣s✱ ✐✳❡✳ l ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣s t♦ v✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ v ❛r❡
❧❛❜❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s l ❛♥❞ m✳

✹❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t l ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳
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❚❤❡ ❜❧✐♥❞ ♠❡r❣✐♥❣ ✐s t❛❦✐♥❣✱ ♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡✱ t❤❡ G[l] ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ t♦ DP ❛♥ ❛❞❞r❡ss ❛❜❧❡ t♦ ❢r❡❡ t❤✐s ❧♦❝❛t✐♦♥s✱
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✭t❤❡ xor r❡❧❛t✐♦♥✮ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ t♦ ✇❤✐❝❤ l ❜❡❧♦♥❣s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❞❞✐♥❣ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛❜❧❡ t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ✇✐t❤ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡❞ ❜② t❤✐s ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❡❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ ❛♥② s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧
❞❡❛❞❧♦❝❦s ♦❢ P ✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② ❜② ❧❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✷✳ ■❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈✐s✐ts
❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✱ t❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❧❡♥❣❤t ✈✐s✐t✐♥❣ ❛❧❧
♦❢ t❤❡♠✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ♦♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
❡r❛s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜r❡❛❦ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ♠❛② ✏r❡s❡t✑ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ❜❛❝❦ t♦ JP K✱ ❛♥❞ tr② ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦
✐s s♦❧✈❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✸✳✶✼✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ s❛✐❞ ❜② ❧❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✷✱ ❜✉t ❤❡r❡ ✇❡ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞
❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❛♥❞ ♥♦t
❜♦t❤✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ❜❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛r❡
t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♦♥❡s❀ ❤♦✇❡✈❡r ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ t❡st ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st
❜❡ ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s t♦ ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ✭ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦♥ P ✮✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

❈♦r♦❧❧❛r② ✺✳✸✳✶✽✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss s✉❝❤ t❤❛t JP K ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡t ♦❢ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ♦❢ P ✱ ♥♦t❡❞ C

sup
P ✱ ✐s ♥♦♥ ❡♠♣t②

✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ σ = {u1, . . . , u2} ♦❢ s❡♠✐✲♠✐♥✐♠❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ t❡st ✭❧❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✷✮ ♦♥ σ ❡♥❞s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ P ✐s ❛❧s♦ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ♣r♦❝❡ss ✭❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✺✮✱ ♦❢ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✶✶✮✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧
❞❡❛❞❧♦❝❦ t❡st ✭❧❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✷✮✳

❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✾✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ C
sup
P ≠ ∅✱

❢♦r ❛♥② ❧♦❝❛t✐♦♥ l ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ u ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ σ ∈ C
sup
P ✱ JlK ✐s s✉❝❤

t❤❛t✿

✶✳ JP K ∣ JlK = JQK✱ ✇❤❡r❡ Q ✐s ❛♥ MCCS ♣r♦❝❡ss ♥♦t ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ s✉❝❤
t❤❛t Q = P ∣ am✱ ✇✐t❤ al ∈ P ✳
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✷✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ v ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧✐♥❞
♠❡r❣✐♥❣ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss Q′ s✉❝❤ t❤❛t JQK ↝v JQ′K =
(JQK)v ❛♥❞ CQ′ ⊂ CP ✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ♣♦✐♥t✱ ❜② t❤❡ ❜❧✐♥❞ ♠❡r❣✐♥❣ ♦♥ l ✇❡ ❛r❡ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇
❧♦❝❛t✐♦♥ m ❛♥❞ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ l ❛♥❞ m ✭✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t m ✐s ❧❛❜❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞✉❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ l✮ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ xor
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s t♦ ✇❤✐❝❤ l ❜❡❧♦♥❣s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣
♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣✲
✐♥❣ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ Q = P ∣ am✳ Q ✐s ♥♦t ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ s✐♥❝❡ t❤❡r❡
✐s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ G[v]✱ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
v✱ ❛♥❞ t❤✉s ❜② t❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✹ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ →v=(am,al) ♦♥ Q✳

❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✱ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ v ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ❛♥ ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥ st❡♣ ♦♥ v✱ ✇❤✐❝❤ ❡r❛s❡s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ al✱ ❛♥❞ t❤✉s ❜r❡❛❦s t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧
❞❡❛❞❧♦❝❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ al ✇❛s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ am ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✐s ♥♦t ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥② ♥❡✇ ❝②❝❧❡s✱ t❤❡♥ CQ′ ⊂ CP ✳

❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞✲
❧♦❝❦s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✉♥❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜② r❡❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝②❝❧❡s✱ ✇❡ ♠❛② ♥❡❡❞ t♦ ❞♦ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❜❧✐♥❞ ♠❡r❣✲
✐♥❣ ✉♥t✐❧ ✇❡ ✜♥❞ ♦♥❡ t❤❛t ♠❛❦❡s ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ s✉♣❡r✜❝✐❛❧✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞
♥♦t ❜❡ ♠✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢❀ ❛s
✐s t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ t❡st✱ s✐♥❝❡ ✐t ❡♥t❛✐❧s t♦ ❝❤❡❝❦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣
❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡①t t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❜❡❝♦♠❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❡❛s②✳ ▲❡t σ ❜❡
❛ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❛♥❞ {l1, . . . , ln} t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥ σ❀ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ JliK ❢♦r ❛♥②
li ∈ {l1, . . . , ln}✳ ❆❧❧ t❤❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠❡r❣✐♥❣s ✇✐t❤ JmiK✱ . . .✱ JhiK✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡
❢♦r ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦
σi✱ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜r❡❛❦ ❛❧❧ t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞✲
❧♦❝❦s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✕ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤♦s❡ t❤❛t ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱
t❤❛t ✐s t❤♦s❡ ✇❤♦ ❜❡❝♦♠❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❛❢t❡r ✉♥❧♦❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✳ ❆
♠✐♥✐♠❛❧ s✉❝❤ ❝♦♥t❡①t ✇✐❧❧ t❤✉s ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ t❤✐s✿

JliK ∣ JmiK ∣ . . . ∣ JhiK

❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❛t ❝❛♥ s♦❧✈❡ ❛❧❧ t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧
❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❧ s✉❝❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts✳
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▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ♣r♦❝❡ss❡s ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❛❝ts✿ ✐❢ a1 ∣ b2 ∣ . . . ∣ cn

✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✇❤✐❝❤ r❡♠♦✈❡s ❛❧❧ t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss
P ✱ t❤❡♥ ❛❧s♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡✿

❼ a1.b2.⋯.dn−1.cn

❼ a1.cn ∣ b2.dn−1 ∣ ⋯

❼ a1.b2 ∣ ⋯ ∣ dn−1.cn

❼ ⋮

■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐s ❢♦✉♥❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✭❜②
s✉❝❝❡ss✐✈❡ t❡sts ✈✐❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✮✱ t❤❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥t❡①t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♦r❞❡r ✐s r❡s♣❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ n✲t❤ ❢♦✉♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉st ♥❡✈❡r ❜❡ ♣r❡✜① ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡❞
❜② t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ n − 1✱ ✐✳❡✳ ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡ n − 1✲t❤ st❡♣❀ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ <P ✱ ✐✳❡✳ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ✇❡ ❛r❡ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ s♦❧✈✐♥❣ ♦♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❞❡❛❞❧♦❝❦✱ t❤✉s ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ n✲t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ n✲t❤
st❡♣ t♦ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤ t❤❛t ❝❛♥ s♦❧✈❡ ❛❧❧
t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ♦❢ P ✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ s✉❝❤ ❝♦♥t❡①ts ❛r❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ s✐③❡
✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✮✳

❙✇✐t❝❤✐♥❣ ♦✉r ❢♦❝✉s t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥✲
♥♦t q✉✐t❡ ❝❛t❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts✳ ■❢ ✇❡ ❜✉✐❧❞ t❤❡♠ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ ♦✉r JliK✱ JmiK✱ ❡t❝✳✱ t❤❡♥
✇❡ ❝❛♥ ♣✉t t❤❡♠ t♦❣❡t❤❡r ♦♥❧② ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣
♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✮✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣r❡✜① ♦r❞❡r✳ ❨❡t✱ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣
❝❛♥ st✐❧❧ s❡r✈❡ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✇✐t❤ s♦♠❡ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ❞♦ ♥♦t t♦✉❝❤
t❤❡ ❝♦r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊙ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❝t✐♦♥
♣r❡✜① ♦♣❡r❛t✐♦♥ al.P ♦♥ P ✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t✿

❼ l ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦♥ P ✭t❤❡ ♦r❞❡r ❣❡t ❡①t❡♥❞❡❞✮✳

❼ ◆♦ ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ s✐♥❝❡ a ✐s ♥♦t ❛❞❞❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❚❤✐s ❜r✐♥❣ ✉s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❲❤✐❧❡ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ t②♣✐♥❣ s②st❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ tr② t♦ ❞❡✜♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ s②♥t❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t♦rs ♦❢
MCCS ♣r♦❝❡ss❡s ✭❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✇✐t❤♦✉t s✉♠s ♦r r❡❝✉rs✐♦♥✮✱ ❜❡✐♥❣ ❤❡♥❝❡
❛❜❧❡ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥
❡❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❛r❡ st✐❧❧ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤❡ ♥❡①t
st❡♣ ✐s s♦ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r❡✜①✳
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✺✳✹ ■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r❡✜①

❚❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ al.P ♦♥ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss P ❡♥t❛✐❧s ❥✉st t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝❤❛♥♥❡❧ ✭❛♥❞ ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r <P ✳ ■♥ JP K✱
❛❞❞✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ♣r❡✜① ✕ s❛② al ✕ ❡♥t❛✐❧s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤ ✐♥ DP

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t [ ]P ✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ m1, . . . ,mk ♦❢ P ✱ ❜② ❛ ♥❡✇ R(mi)
❣✐✈✐♥❣ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ t♦ l ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ m1, . . . ,mk✱ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤
1 ≤ i ≤ k ✭r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❝❧♦s✉r❡✮✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ ✐s ❛❞❞✐♥❣ al ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ [ ]P ✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣
♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳ ▲❡t Dal ❜❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❜r❛♥❝❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥

ξ.n + 1.1.1 ⊢
(+, ξ.n + 1.1,{1})

⊢ ξ.n + 1.1
(−, ξ.n + 1,{{1}})

ξ.n + 1 ⊢
(+, ξ,{n + 1})

⊢ ξ

✇✐t❤ n t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t♦r② ♦❢ BP ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ ♦❢ DP ✮✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥❀

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ al ∉ AP ❛♥❞

Bal.P = (DP ⊙Dal ∪R(P )DP⊙Dal
∪R(m1) ∪ . . . ∪R(mk))

��

✇❤❡r❡✱ ❢♦r 1 ≤ i ≤ k✱ ❡❛❝❤ mi ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ P ✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ R(mi) ✐s
❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❜✉✐❧t ♦♥ DP ⊙Dal✱ ✇✐t❤ 6 ♦✈❡r G[l]✱ ❛♥❞ G[mi] ♣r✉♥❡❞✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r❡✜① ♦❢ al ♦♥ JP K ✐s

Jal.P K = (Bal.P , [ ]P ∪ [a
l = ξ.n + 1])

❯s✐♥❣ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ JliK✱ ❛s Jl1.l2 . . . lnK = Jl1K.Jl2K . . . JlnK ❢♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡①ts✱ ❣✐✈❡♥
❛♥ ♦r❞❡r❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ✉♥❧♦❝❦ t❤❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦s
♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s
Jl1K⊙Jl2K⊙⋯⊙JlnK✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r ✈✐❛ ❛ R(li) ❢♦r ❡❛❝❤
li ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ✐ts❡❧❢✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ♣r♦❝❡ss P ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ (JliK, JmiK, . . . , JhiK)
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ C

sup
P t♦ ∅ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♠❡r❣✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❡✲

q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ JP K✱ t❤❡♥ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤



✶✺✷

❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡r❣✐♥❣ ✐s ❛♥② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜② ❛❝t✐♦♥
♣r❡✜① ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♠❡r❣✐♥❣s r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ✐❢ JliK ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❡❢♦r❡ JmiK✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ JmiK.JliK✳

■❢ ✐♥st❡❛❞ C
sup
P = ∅ t❤❡♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜r✐♥❣ ✉s ❜❛❝❦ t♦ ❛ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s

❛t ❧❡❛st ❛ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✭s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛❝t ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ ❛♥② ❞❡❛❞❧♦❝❦✮✱
t❤✉s ❜❧✐♥❞ ♠❡r❣❡ JP K ✇✐t❤ JlK ❢♦r ❛♥② ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ l✱ t❤❡♥ ❝❤❡❝❦ ✐❢
t❤❡r❡ ❛r❡ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ✭✈✐❛ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st✮✳ ■❢ t❤❡r❡
❛r❡♥✬t ❛♥②✱ t❤❡♥ r❡♣❡❛t t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦
♦♥✱ ♣♦ss✐❜❧② ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s
♥♦t s✐♠♣❧❡r ♦r ❢❛st❡r✱ ❛s s❛✐❞✱ t❤❛♥ ❛❝t✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss tr②✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❜✉t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✉❞✐❝s ♦❢
t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣r❡✜① ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❤♦✇ t♦ ❛❞❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡s♦✉r❝❡ t♦
❜r❡❛❦ ❛ s✉♣❡r✜❝✐❛❧ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳

✺✳✺ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥s

❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✐s tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ MCCS ✭❛♥❞ CCS

✇✐t❤♦✉t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐♥✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ♠❛❦✐♥❣
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧✇❛②s str♦♥❣✳ ❚❤✉s✱ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ ✐✳❡✳
t❤❛t ❡✈❡r② t②♣❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐s str♦♥❣❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✭❡✈❡r② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ❧❡❛❞s
t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✮ ✐s ❛ tr✐✈✐❛❧ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ❢❛❝t ✐s t❤❛t ❡✈❡r② ♣r♦❝❡ss
✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✱ ❡✈❡♥ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦s❡s
♥♦ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❛❧❧✳

❆s ✇❡ s❛✇✱ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞
♣r♦♣❡rt②✱ ✐✳❡✳ ❛ s♦rt ♦❢ str♦♥❣ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐s✲
t❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇❡ ❣❛✈❡ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧②
❤❛✈❡ ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①✲
❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✱ ✇❤✐❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❞✐❛♠♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r
t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ♦r❞❡r❡❞ ✭t❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜❡✐♥❣ ≼SP
❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✮ ♥♦r ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✿ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡s❡ t✇♦ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥② ♦r❞❡r ②✐❡❧❞s t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡✈❡♥ts ✐♥ ❡✈❡♥t
str✉❝t✉r❡s✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡✈❡♥ts ♥❡✐t❤❡r ✐♥ ❛ ❝❛✉s❛❧ ✭♦r ❡♥✲
❛❜❧✐♥❣✮ ♥♦r ✐♥ ❛ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✇❡ ❝❛♥ t❛❧❦ ❛❜♦✉t ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s✿ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛ xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭♦r ❛ s✉♠✱ t❤♦✉❣❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✱ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❡t ❛t t❤❡ ❡♥❞ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✺✳✶✳ ❲❡ s❛② t❤❛t

✶✳ t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s u, v ∈ SP ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐❢ ♥❡✐t❤❡r u <SP v ♥♦r
v <SP u✱ ❛♥❞ (u, v) ∉ XP ❀

✷✳ t✇♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s P →u⃗ P ′ ❛♥❞ P →v⃗ P ′′✱ s✉❝❤ t❤❛t u⃗ ≠ v⃗✱ ❛r❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐❢ P ′ = P ′′✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡② ❝♦♠♠✉t❡ ✐❢ ❜♦t❤ P →u⃗,v⃗ ❛♥❞
P →v⃗,u⃗ ❛r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧t

▲❡♠♠❛ ✺✳✺✳✷✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ i, j ∈ SP s✉❝❤ t❤❛t i ❛♥❞ j

❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ✐t ❤♦❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿

P

Pi

Pj

Pij

Pji

i

j

j

i

✭JP K)ij

✭JP K)ji

⇒

⇒
∥

✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ Pij ✕ t❤❡ t❡r♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ →ij✱
❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ Pji ✕ t❤❡ t❡r♠ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ →ji✱ ❛r❡
t❤❡ s❛♠❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❤♦❧❞s ❜② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❤♦❧❞s ❢♦r ♦♥❡ st❡♣ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✿ ❢♦r ❛♥
❡♠♣t② ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✇♦✉❧❞ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝♦❧❧❛♣s❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ❝♦✉❧❞
❜❡ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢

P = a1.Q ∣ a2.R ∣ a3.S ∣ a4.T

❧❡t i = (a1, a2)✱ j = (a2, a3)✱ u = (a3, a4) ❛♥❞ v = (a4, a1)❀
✇❡ ❤❛✈❡ (i, j); (j, u); (u, v); (v, i) ∈ XP ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t✿

P

Pi

Pj

Piu

Pjv

)xor
i

j

u

v

(JP K)iu

(JP K)jv

⇒

⇒
∥



✶✺✹

❛♥❞ ❢♦r Pui ❛♥❞ Pvj ❛s ✇❡❧❧ ✭❛❧✇❛②s ❢♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✮✳
❙t✐❧❧✱ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❛s

❛ xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧❡❛❞s✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡
✐♥

P = a1.Q ∣ a2.R ∣ a3.S

✇✐t❤ a ∉ Q,R,S✱ ❧❡t u = (a1, a2) ❛♥❞ v = (a3, a2✳ ❚❤❡♥ Pui⃗ ≠ Pvj⃗✱ ❢♦r ❛❧❧

❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s i⃗, j⃗✱ ❛♥❞✱ ❢♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ (JP K)u,⃗i ≠
(JP K)v,j⃗❀ ✐✳❡✳ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✺✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛ s❡tt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡
+✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡①t✱ ❡❛❝❤ s✉♠ P + Q✱ ✐❢ P ≠ Q✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛
♣❡r♠❛♥❡♥t ❢♦r❦ ✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡
♠❡♠❜❡r ✐s ❦❡♣t ♦♥❝❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❛t ♠❡♠❜❡r ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞✳

❋♦r MCCS ♣r♦❝❡ss❡s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦r✲
♠❛❧ ❢♦r♠✱ ❛♥❞ t✇♦ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡♥ ❛ xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r❦s
♣❡r♠❛♥❡♥t❧② ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡✮✳ ■♥ t❤❡s❡
❝❛s❡s ✇❡ t❛❧❦ ❛❜♦✉t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✱ ❡❛❝❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❧❛ss ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳✹✮ ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
s❡q✉❡♥❝❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳



✻✳ ❖♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲

♣r❡t❛t✐♦♥ t♦ CCS

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t♦ CCS✱ ✐♥❝❧✉❞✲
✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡✱ ♦r s✉♠✱ ❞❡♥♦t❡❞ +✱ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♥❛♠❡

♦♣❡r❛t♦r✱ ❝❛❧❧❡❞ ♥❡✇ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ν✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❤✐♥t ❛t s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ r❡♣r❡s❡♥t r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ ✐♥s✐❞❡
st❛♥❞❛r❞ ❧✉❞✐❝s✳

■t ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rts✿ t❤❡ ✜rst✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ❛♥❞
s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS ✭✇✐t❤♦✉t r❡❝✉rs✐♦♥ ♦♣❡r❛✲
t♦r✮✱ ❛♥❞ s❤♦✇s ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ + ❛♥❞
ν ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t♦♦❧s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❜✉✐❧t ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ MCCS✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❞✐r❡❝t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ + ❛♥❞ ν ✇✐t❤♦✉t
♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt ❛❜♦✉t MCCS✱ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡r②✳
❆❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞♦ ✐s ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ t♦♦❧s ❛t ♦✉r ❞✐s♣♦s❛❧✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦rs✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✱ ✐♥st❡❛❞ ✐s r❛t❤❡r ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t♦ r❡❝✉r✲
s✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡ ♠♦st ❞❡❧✐❝❛t❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡✱
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✉♥✲r❡str✐❝t❡❞ r❡❝✉rs✐♦♥✱ ✐t r❡q✉✐r❡s t♦ ❡①t❡♥❞ ❧✉❞✐❝s t♦ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❇❡✐♥❣ ✉♥❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❞❡✜♥✐t✐✈❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ st♦♣ ✇✐t❤ s♦♠❡
s✉❣❣❡st✐♦♥s ♦♥ ❤♦✇ r❡❝✉rs✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❢❡✇
❛tt❡♠♣t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ♣♦✐♥t ❛t s♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ ❡①♣❧♦r❡✱ ❜✉t
t❤❛t r❡q✉✐r❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞②✳

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ +✱
❛♥❞ ✐ts r♦❧❡ ✐♥ CCS ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
♥♦♥ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t ♠❛❦❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ CCS ♣r♦❝❡ss❡s ♥♦♥ ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ❛
❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ♦♥❡ ♠❡♠❜❡r ♦❢ +✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤✉s

✶✺✺



✶✺✻

❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❢♦r❦ ✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❛t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡❛❝❤❡s
❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✳

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥
XP ✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ XP ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ r❡❧❛t✐♦♥ +P ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✸✮✱ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s
♣❛✐rs ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s (u, v)✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦❝❡ss ♠❡♠❜❡r ♦❢ ❛ +✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ al.P + bm.Q✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞ ✐♥ +P ♣❛✐rs
♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ((al, ax), (bm, b

y
))✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♥✢✐❝t✲♣❛✐rs ♦♥

♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛s (l,m)❀ t❤❡♥ ❛❞❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r t❤❡s❡ ♣❛✐rs✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ♣❛✐rs (w,x) ∈ XP ✳

❙✐♥❝❡ ♥♦ ♥❡✇ ❝♦♥str✉❝t ✐s ✉s❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠s ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❤♦❧❞ ❢♦r
r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS✱ ✇✐t❤ s♦♠❡ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❡①❝❡♣t t❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳✶✷
❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ tr✐♠♠✐♥❣✮ ✺✳✷✳✷ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡
♦❢ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡s✳

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♥❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r ν✱ ✇❤♦s❡ r♦❧❡ ✐s t♦
✐s♦❧❛t❡ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ♦✉ts✐❞❡ ✐ts s❝♦♣❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ν ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣r✐✈❛t❡✱ ✐✳❡✳ ❝❤❛♥♥❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✲
s❡❧✈❡s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✿ t❤❡② ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛❧✇❛②s
❢r❡s❤ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤✉s ❡✈❡♥ ✐❢ ❛ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ ♣r♦❝❡ss❡s
❛❞❞❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ✐ts ❞✉❛❧s ✐♥s✐❞❡
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ν✳

❚❤❡ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ν ✐s t♦ ❛❞❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❛❜❡❧ t♦ ❝❤❛♥♥❡❧
♥❛♠❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛ ν✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ P = νa(a1.b2.a3) ∣ Q✱
t❤❡♥ ✇❡ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛s a1ν .b

2.a3ν ∣ Q ✕ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
s②♥t❛❝t✐❝ r✉❧❡s ♦❢ ν✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❤❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss P ✱ ✇❡ ❝❛♥
✐❞❡♥t✐❢② t❤❡s❡ t❛❣❣❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛♥❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♣❛✐rs ❛s
(aν , a)✱ ✐✳❡✳ ♣❛✐rs ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ t❛❣❣❡❞ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲t❛❣❣❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❞✉✲
❛❧s✿ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡ ♣❛✐rs✱ t❤✉s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ SP ✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♠♣❧② ♥♦t ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ DP ✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt st❛rts ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ π■✲❝❛❧❝✉❧✉s
♦❢ ❱❛r❛❝❝❛✲❨♦s❤✐❞❛ ✭❬✻✼❪✮✱ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
❛♥❞ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s②♥t❛① t♦ ❡♥s✉r❡ ❧✐♥❡❛r✐t②✱ ♠❛❦❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s♦❢t
r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧② ❡❛s✐❡r t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✱ s❡❡♠✐♥❣❧② ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞
t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ❧✉❞✐❝s ✐ts❡❧❢✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐ts ♥♦t ❝❧❡❛r ✐❢ ✐ts ❛❝t✉❛❧❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
✐♥t❡r♣r❡t ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦❝❡ss ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ π■✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥
t❤❡ ♥♦♥✲❡①t❡♥❞❡❞ ❧✉❞✐❝s s②♥t❛①✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡s✳

■♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✷ ❛ ♠♦r❡ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❜② r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❚❡r✉✐✬s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✉❞✐❝s ✭❬✻✻❪✮✳ ■♥ t❤❡ s②♥t❛① ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❑✳ ❚❡r✉✐✱ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r π✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❧✉❞✐❝s ✐s



✶✺✼

♥❛t✉r❛❧❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛❞♠✐ts r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ t❤❛t s❡❡♠ t♦ ❜❡
♣❡r❢❡❝t❧② s✉✐t❡❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t st❛♥❞❛r❞ r❡❝✉rs✐♦♥ ♦❢ CCS✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❚❡r✉✐✬s
s②♥t❛① ❞♦❡s ❤❛✈❡ ❛ ❢❡✇ ❞r❛✇❜❛❝❦s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✿ ❛❜✲
s♦❧✉t❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❞✐s❛♣♣❡❛r ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
❝❧❡❛r 1 − to − 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡s ❛♥❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss
❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡s❡r✈❡✳

❊✈❡♥t✉❛❧❧② ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✱ ♣✉s❤❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡♠❛✐♥ ❛s ❝❧♦s❡ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s②♥t❛① ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♥❣ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❚❡r✉✐✬s s②♥t❛①✱ ♦✉r ❛tt❡♠♣t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
t♦ ❣♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ❚❡r✉✐✬s ✜♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs
✐♥s✐❞❡ ❛ s❧✐❣❤t❧②✲❡①t❡♥❞❡❞ s②♥t❛① ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱ ✉s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❞❞r❡ss
ξ∗✱ ✇❤♦s❡ r♦❧❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ !A✳

❲❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ ❬✻❪✱ ❛s
❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❛t ❤♦✇❡✈❡r
❞♦❡s ♥♦t ✜t ♦✉r ♥❡❡❞s✳

✻✳✶ ❙✉♠ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s

❚❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡✱ ♦r s✉♠✱ ♦❢ P ❛♥❞ Q✱ ❞❡♥♦t❡❞ P +Q ✭❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✸✳✷✳✶✮ ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ⊕✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ A ⊕ B ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇
♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ⊕ ✇❡ ♠✉st t❛❦❡ ❛ ❢✉rt❤❡r st❡♣ ✐♥ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
♦r ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✱ ❛s ❢♦r ❢♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ✐s ♥♦t ✉♣ t♦ ✉s✱ ❜✉t ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ t❤❡ ♣r♦♦❢✶✳

■♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ CCS✱ t❤❡ s✉♠ + ✐s ❛ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts
t✇♦ ♠❡♠❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✷✱ ✐✳❡✳ ❛ ❝♦♥t❡①t ✐♥
♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ t♦ s❡❧❡❝t ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s✉♠ t♦ ✉s❡✱ ❜②
s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r t❤❛t ❡①❡❝✉t✐♦♥
s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ + ♠❛② ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ♣r❡❝❡❞❡♥t t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ ❬✹✻❪✱ ✇❤♦s❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❊①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

P = a.P ′ +Q′ ∣ a.P ′′ +Q′′ →a,a P
′ ∣ P ′′

❛s ❛♥♦t❤❡r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

a.P ′ + b.P ′′ ∣ a.Q ∣ b.R →a,a P
′ ∣ Q ∣ b.R

✶❆❜♦✉t t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ❛♥❞ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱
s❡❡ ❬✹✵❪✳

✷❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✹❪✳
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♦r
a.P ′ + b.P ′′ ∣ a.Q ∣ b.R →b,b P

′′ ∣ R ∣ a.Q

❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ s✉♠✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ✭❙tr✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✮✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧✲
❡st ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ♥♦t❡❞ ≡✱ s✉❝❤ t❤❛t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ + ❛r❡
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ + ❛❧s♦ ✐❞❡♠♣♦t❡♥t✱ ❛♥❞ 1 ✐s t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ❡❧❡✲
♠❡♥t ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♠❀ ✐✳❡✳ P + P ∣ R + Q ≡ Q + R ∣ P ❀
P ∣ (Q ∣ R) ≡ (P ∣ Q) ∣ R❀ P ∣ 1 ≡ P ❛♥❞ P + 1 = P ✳

❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✲
✈♦❧✈❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛❜♦✈❡

P = a.P ′ + b.P ′′ ∣ a.Q ∣ b.R,

✇❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ s✉♠ ✇✐t❤ ❛ ①♦r ❝❧❛✉s❡ ♦♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s u =
(a, a) ❛♥❞ v = (b, b)✱ t❤✉s ❛❞❞ (u, v) ∈ XP ✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥❣r✉❡♥t ✇✐t❤ ❡✈❡♥t
str✉❝t✉r❡s ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✾✮✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✢✐❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥
♦♥ ♦♥❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ s✉♠✱ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
s❡q✉❡♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜♦t❤ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥t✐❧ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♠❛❞❡✱
❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s u ❛♥❞ v✱ ❜② tr❛♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ <P
❛♥❞ ≼SP ✱ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡①❝❧✉❞❡s ❢r♦♠ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦❢ P ′ ✭✐❢ v ✐s ❝❤♦s❡♥✮ ♦r P ′′ ✭✐❢ u ✐s ❝❤♦s❡♥✮ ✕ ❛s ✐♥ ❡✈❡♥t
str✉❝t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❤❡r❡❞✐t❛r② ✇✳r✳t✳ ❝❛✉s❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❛t ❝❛♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠✐♠✐❝
t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s✉♠✳ ❙♦✱ ✐❢ P = al.P ′ + bm.P ′′ ∣ Q✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥
✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡①t❡♥❞ XP ✇✐t❤ ❛♥② ♣❛✐r (u, v) ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t
u = (al, xn) ❛♥❞ v = (bm, yh)✱ ✇✐t❤ x ✈❛r②✐♥❣ ♦♥ a ∈ SQ✱ ❛♥❞ y ♦♥ b ∈ SQ✱
t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳

❍♦✇❡✈❡r ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ ❞✉r✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱
❜② s✐♠♣❧② ♣✉tt✐♥❣ ❛ xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
♠♦st ❡①t❡r♥❛❧ ♣r❡✜① ♦❢ P ❛♥❞ Q✱ t❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡
❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ❜♦t❤ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s✉♠✱ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ xor ❝❧❛✉s❡✳ ❨❡t✱ ❜②
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♠❡♠❜❡r ✐s ❦❡♣t ❛❢t❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡
♦t❤❡r ✐s ❡r❛s❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳✶✷ ✇♦✉❧❞ ❢❛✐❧✱ s✐♥❝❡
✐❢

R = al.P ′ +Q′ ∣ am.P ′′ +Q′′ →u=(al,am) P
′ ∣ P ′′ = R′

t❤❡♥ (JRK)u✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ JRK ♦♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ u✱ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡

❡q✉❛❧ t♦ JR′K✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ tr❛❝❡ ❛t ❛❧❧ ♦❢ Q′ ❛♥❞ Q′′✱ t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ❛r❡
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st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ (JRK)u✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ s✉♠ ❤❛s ❛ str♦♥❣❡r ❝♦♠♠✐t✲
♠❡♥t t❤❛♥ ❛ xor✱ ❛♥❞ ♥❡❡❞s s♦♠❡t❤✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ s✐♥❣❧❡ st❛♥❞❛r❞ xor ❝❧❛✉s❡✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

❲❡ s❛✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✺✱ ❢♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ t❤❛t ❛ ❢♦r❦ ✐♥ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❞✉❡ t♦ ❛ xor ✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❝♦✈❡r❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✜♥❞
t✇♦ ❢♦r❦❡❞ ♣❛t❤s ✇❤✐❝❤ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞ ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s
♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ s✉♠✱ s✐♥❝❡ ♦♥❝❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t❤❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞
♣r♦❝❡ss ✐s ❧♦st ❢♦r t❤❛t ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳

❙t✐❧❧✱ ❛ xor ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥✐t❡❧② s✉✐t❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s✉♠✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❞✉❡ ♣r❡❝❛✉t✐♦♥s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ GP ✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t
①♦r ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❡ ❡r❛s✐♥❣ ♦❢ ♥♦t ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❞❞❡❞ xor ❝❧❛✉s❡✱ ❜✉t ❛ ✇❤♦❧❡ s✉❜✲❣r❛♣❤ ♦❢ ♥♦♥✲
❡①❡❝✉t❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✶✳✷✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❝❛r❡✲
❢✉❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ + ♠❛② r❡q✉✐r❡ ✉s t♦ ❡r❛s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ♣r♦❝❡ss ✭♦r ♣r♦❝❡ss❡s✮✳ ▲❡t

R = al.P ′ + bn.Q′ ∣ am.P ′′ + b
o
.Q′′

❆❢t❡r ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣ ♦♥ (al, am) ✇❡ ❤❛✈❡

R = al.P ′ + bn.Q′ ∣ am.P ′′ + b
o
.Q′′ →u=(al,am) P

′ ∣ P ′′ = R′

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛❧❧ ❜r❛♥❝❤❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ Q′ ❛♥❞ Q′′ s❤♦✉❧❞ ❜❡
❡r❛s❡❞ ✐♥ (DR)u✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ✇❛② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡♠ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✱ ❜② ❝♦❞✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❛② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❣♦❛❧
✐s t♦ ♣✉t ✐♥ ❛ ♥❡✇ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡
♣r❡✜① ❝❤❛♥♥❡❧s ✭❛❧❧ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✮ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ s✉♠
t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s✐t✐✈❡❧② r❡❝♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡✐r
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r <P ✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞
❛❞❞ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ xor ❝❧❛✉s❡s (al, bn) ❛♥❞ (am, b

o
)✱ ♦r s✐♠♣❧② (l, n) ❛♥❞ (m,o)✳

❆❞❞✐♥❣ ❝❧❛✉s❡s t♦ XP ✐s st✐❧❧ ❜❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡r② ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞
❢♦r MCCS✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♠ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❛t❤❡r
♥❛t✉r❛❧✳ ❲❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡ t❡❧❧s ✉s ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s P ′ ❛♥❞ Q′ ✭t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r P ′′ ❛♥❞ Q′′✮✱ st❛rt✐♥❣
❢r♦♠ t❤❡✐r ♣r❡✜① ❝❤❛♥♥❡❧✭s✮✳ ❚❤❡ ❤❛r❞ ♣❛rt ✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤✐❝❤
❝❤❛♥♥❡❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ s✉♠ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛✲
t✐♦♥❀ ❤♦✇❡✈❡r ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♦♥❧② ♥❡❡❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦♥❡s t♦ tr❛♥s✐t✐✈❡❧② ❡①❝❧✉❞❡
❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡rs✳
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❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❛❞❞ xor✲❧✐❦❡ ❝❧❛✉s❡s ♦♥ ❜♦t❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦✲
❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❧❡t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❡r❛s❡ t❤❡ ♦♥❡ ❧♦❝❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✇❛s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉♠✱ ❛❧❧ ✐ts ❣r❡❛t❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭t❤✉s
❝❤❛♥♥❡❧s✮✱ ❛❧❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡s❡ ❣r❡❛t❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭s✐♠♣❧② ❜② ✇❛t❝❤✲
✐♥❣ ❛t r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✮✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱
♠❛❦✐♥❣ ❛♥ ❤❡r❡❞✐t❛r② ❡r❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ <P ✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✿

❼ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣✉t ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♦♥
❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✴♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s✉♠✳
■♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✻✳✶✳✷✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥② ♣❛✐r (u, v) ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t
u = (al, xn) ❛♥❞ v = (bm, yh)✱ ✇✐t❤ x ✈❛r②✐♥❣ ♦♥ a ∈ SP ′ ✱ ❛♥❞ y ♦♥ b ∈ SQ′ ✳

❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❢r❡❡❞♦♠ r❡q✉✐s✐t❡s ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✶✮ r❡q✉✐r❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ t♦ ✈✐s✐t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
❢♦r❦✐♥❣ ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ❛♥❞ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ♠✉st
st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ❛r❡ ✈✐s✐t❡❞
❥✉st ❛❢t❡r t❤❡✐r xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✿ s✉❜s✉❜✲
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮

❼ ❲❡ ♥❡❡❞ ❛ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ♣❛✐r ♦❢✱ ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦t ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♥❧②
✇❛② t♦ tr❛♥s✐t✐✈❡❧② r❡❝♦✈❡r ❛ s✉❜✲♣r♦❝❡ss ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦❞❡❞ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✻✳✶✳✷✱ ✇❡ ♥❡❡❞
t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t✲♣❛✐rs (al, bn) ❛♥❞ (am, b

o
)❀ t❤❡♥✱ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥

❞❡s✐❣♥s ✇❤❡r❡ al✱ bn✱ am ❛♥❞ b
o
❛r❡ ❛ r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ❛♥ ❛❞❞r❡ss ❛ss✐❣♥❡❞

t♦ ❛♥♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ tr❛♥s✐t✐✈❡❧② r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s P ′✱
Q′✱ P ′′ ❛♥❞ Q′′✳

■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳✶✷ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥ ✇♦r❦ ❛s ✐♥t❡♥❞❡❞✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ tr✐♠♠✐♥❣ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥
✺✳✷✳✷✮ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛r❡
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ tr✐♠♠✐♥❣ ✐s t❤❡ ♣r❡✜① ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛ s✉♠ ♦r ♥♦t✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✸ ✭+P ✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ s✉♠

❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ P ✐s t❤❡ s❡t +P ✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝❛s❡s✿

❼ ■❢ P ❤❛s ♥♦ s✉♠s✱ t❤❡♥ +P = ∅✳

❼ ■❢ P ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✉♠✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐s✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ♦❢ t❤❡
❢♦r♠

P = (ai.P ′ ∣ bj.P ′′ ∣ ⋯) + (ck.Q′ ∣ dh.Q′′ ∣ ⋯) ∣ T
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t❤❡♥ ❧❡t (ai.P ′ ∣ bj.P ′′ ∣ ⋯) = R ❛♥❞ (ck.Q′ ∣ dh.Q′′ ∣ ⋯) = R′❀

+P = {(xn, ym) ∣ x ∈ AR, y ∈ A′R;n ∈ LocR,m ∈ LocR′ , and

n ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ LocR,m ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ LocR′}

∪

{(u, v) ∣ u = (xn, w), v = (ym, z)∧

w, z ∈ AT ;u, v ∈ SP ;x
n ∈ R,ym ∈ R′, and

n ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ LocR,m ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ LocR′}.

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r
❝❧❛r✐t②✱ ❜✉t t❤❡ ♣❛✐rs ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ +P ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❛✐rs ♦❢ ♦♥❧②
❧♦❝❛t✐♦♥s ✭t❤❛t st❛♥❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✮❀ t❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✐rr❡❧❡✈❛♥t ♦r ❝❧❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ❢♦r
❜r❡✈✐t② ✇❡ ♥♦t❡ ♣❛✐rs (al, bm) ∈ +P ✇✐t❤ ❥✉st t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥s (l,m)✳

◆♦✇✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ +P ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡
❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡♠✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥s✇❡r ✐s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♥❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❛r❡ xor ❜r❛♥❝❤❡s ❢♦r ❡❛❝❤
♣❛✐r ♦❢ +P ✱ ❛♥❞ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ ❞❡✜♥❡❞ ❡①❛❝t❧② ❛s t❤❡ ♦♥❡s ✐♥ R(XP )
✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✺✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹ ✭❇❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ +✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r❡❡ CCS

♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡♥✱ DP ✐s ❜✉✐❧t ❛s ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✹ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜r❛♥❝❤❡s✿

❼ ❋♦r ❡❛❝❤ (u, v) ∈ +P ✱ ✇✐t❤ u, v ∈ SP ✱ ✐s ❛❞❞❡❞ ❛ ❜r❛♥❝❤ w[u, v]

❼ ❋♦r ❡❛❝❤ (l,m) ∈ +P ✱ l,m ∈ LocP ✱ ✐s ❛❞❞❡❞ ❛ ❜r❛♥❝❤ w[l,m]✳

❚❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s w[u, v] ❛♥❞ w[l,m] ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✹✳✶✳✶✹✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ DP

❢♦r ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r❡❡ CCS ♣r♦❝❡ss P ❜❡❝♦♠❡s✿

DP = ( ⊗
x∈SP∪LocP , (u,v)∈XP∪+P , (l,m)∈+P

{G[x], w[u, v], w[l,m]}).

❆♥❞✱ ❢♦r r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✺ ✭❘❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❢♦r +✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r❡❡
CCS ♣r♦❝❡ss✱ ❧❡t (u, v) ∈ +P ✱ ✇✐t❤ u, v ∈ SP ❛♥❞ (l,m) ∈ +P ✇✐t❤ l,m ∈ LocP ❀
t❤❡♥ ❜♦t❤ R(u, v) ❛♥❞ R(l,m) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s R(i, j) ❢♦r (i, j) ∈ XP ✭❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✺✮✳

❲✐t❤ R(+P ) ✇❡ ♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ R(u, v) ❛♥❞ R(l,m)✱ ❢♦r ❡❛❝❤ (u, v), (l,m) ∈
+P ❀ t❤❡r❡❢♦r❡

R(P ) =R(SP ) ∪R(LocP ) ∪R(XP ) ∪R(+P ).
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❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇✐t❤ ❛❞❞r❡ss❡s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛✐rs (u, v), (l,m) ∈ +P ✱ s✉❝❤ t❤❛t [(u, v)/(l,m)]P = ξ.n ❢♦r
s♦♠❡ n✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS ♣r♦❝❡ss P ✱ st✐❧❧ ❞❡♥♦t❡❞
JP K✱ ❜❡❝♦♠❡s t❤✉s

(({DP} ∪R(P ))��, [ ]P )

✇✐t❤ DP ❛s ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✹✱ ❛♥❞ R(P ) ❛s ✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✺✳
❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞

❜② t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ +✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s t❤❡② ♦❜✈✐♦✉s❧② st✐❧❧ ❤♦❧❞✱ s✐♥❝❡ ♦✉r
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ❢♦r MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❡✇ xor ❝❧❛✉s❡s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦r❡ t❤❡♦r❡♠s✱ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✹✳✷✳✶✹✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✽✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✷✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✐♥♦r r❡✈✐s✐♦♥s t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✳

❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❛t ❛❧❧ ❜② t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t
r❡q✉✐r❡ t♦ ♠♦❞✐❢② ❡✐t❤❡r t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ♦r t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✶✳✻✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡♥ t❤❡♦r❡♠
✹✳✷✳✶✹ st✐❧❧ ❤♦❧❞s ❢♦r JP K✱ ✐✳❡✳ JP K ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦♥ P ✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♠✉st ♣r♦✈❡ t❤❛t +P ♣r♦♣❡r❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❝❤♦✐❝❡ +✳ ❙✐♥❝❡ + ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s t♦ P ❜✉t ❛❝t✉❛❧❧② ♣r❡✈❡♥ts
s♦♠❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ✕
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✹ ✕ ❛r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ JP K✳

❚❤✐s ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ +P ❛♥❞ R(+P )✿ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡✲
s✐❣♥s ✐♥ R(+P ) ♣r❡✈❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ✈✐s✐t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛t❤ ❜r❛♥❝❤❡s ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ t♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t✇♦ ♠❡♠❜❡rs ✐♥ ❛ +✳

▼❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ s❧✐❣❤t ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ +✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s ✭❞❡❢✳ ✺✳✶✳✾✮ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞
❜② t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ +P ✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ DP ❢♦r ❛
♣r♦❝❡ss P ✇✐t❤ s✉♠s ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ xor ❜r❛♥❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ♥♦
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛t ❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣✳

■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ NP ∣ Q ✭❞❡❢✳ ✺✳✶✳✽✮ ♠✉st t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❛❧s♦ new+P ∣ Q✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s✉♠ ❝♦♥✢✐❝t✲♣❛✐rs (u, v) ❢♦r
u, v ∈ newSP ∣ Q✱ ✇❤❡♥ u ❛♥❞ v ❤❛✈❡ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡♠❜❡r
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♦❢ ❛ s✉♠✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♦❜✈✐♦✉s✱ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❧✐tt❧❡ ✇♦r❦✳ ❲❡ ❤❛✈❡

new+P ∣ Q = {(u, v) ∣ u, v ∈ newSP ∣ Q✱ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ u ❛♥❞
♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ v ❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ❡❛❝❤ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡♠❜❡r
♦❢ ❛ s✉♠ + ✐♥ ❡✐t❤❡r P ♦r Q}

❚❤✐s s❡t ✐s r❡❝♦✈❡r❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s [ ]P ❛♥❞ [ ]Q✱ ❛♥❞
❢r♦♠ R(LocP )∪R(LocQ) ✭t♦ ✜♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s✮✳ ❲❡ ❞♦♥✬t
♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ ✐♥ new+P ∣ Q ♣❛✐rs ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♥❡✇ ❝❤❛♥♥❡❧s
❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥❧② ♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ t♦ NP ∣ Q t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥✢✐❝t✲
♣❛✐rs ♦❢ new+P ∣ Q✱ ❛s ✇❡ ❞✐❞ ❢♦r newXP ∣ Q✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛tR(new+P ∣ Q)
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❡①❛❝t❧② ❛s R(newXP ∣ Q)✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ s❡t new+P ∣ Q ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ DP ⊙DQ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ NP ∣ Q✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧❡♠♠❛
✺✳✶✳✶✵✱ ♦♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❛t ♦❜✈✐♦✉s❧② st✐❧❧ ❤♦❧❞s✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳✶✺ t❤✉s ❜❡❝♦♠❡s✿

▲❡♠♠❛ ✻✳✶✳✼✳ ▲❡t P,Q ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t
R(P ∣ Q) = R(P )DP ⊙DQ

∪R(Q)DP ⊙DQ
∪R(newSP ∣ Q) ∪R(newXP ∣ Q) ∪

R(new+P ∣ Q)✳

❛♥❞ st✐❧❧ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❡t
new+P ∣ Q ♦❜✈✐♦✉s❧② ❝❛t❝❤❡s ❛❧❧ t❤❡ ♥❡✇ +✲❝♦♥✢✐❝t ♣❛✐rs ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ P ∣ Q✳

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✻ ✇✐t❤ R(new+P ∣ Q) ❛s ✇❡❧❧✱
❛♥❞ t♦

▲❡♠♠❛ ✻✳✶✳✽✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡♦r❡♠
✺✳✶✳✶✽ st✐❧❧ ❤♦❧❞s✱ ✐✳❡✳ JP K � JQK = JP ∣ QK✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❡①❛❝t❧② ❛s ❢♦r t❤❡ MCCS ❝❛s❡✳

❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

❋♦r ♦✉r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳
❆❢t❡r ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ♦♥ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣❛rt ♦❢ ❛ s✉♠✱
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉❜✲♣r♦❝❡ss ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡♠❜❡r
♦❢ t❤❡ s✉♠✱ ❛♥❞ ❡r❛s❡ ✐t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ P = a.Q +Q′ ∣ a.R✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇❛♥t
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ u = (a, a)✱ ✇❤❡♥ tr✐♠♠✐♥❣ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ DP ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ u ❛❧s♦ ❛❧❧ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Q′✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✾ ✭❊①t❡♥❞❡❞ ❚r✐♠♠✐♥❣✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS

♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
P = al.Q +Q′ ∣ am.R
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❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ s✉❜✲♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ ❡r❛s❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ u = (al, am)✱
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✱ t❤❡ tr✐♠♠✐♥❣ ♦❢ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥
DP ✱ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ u ✿

❼ xoru & xorv ❛♥❞ G[v] ❢♦r ❛❧❧ (u, v) ∈ +P ❀

❼ xorv & xorw ❢♦r ❛❧❧ s✉❝❤ v❀

❼ xorl & xorx ❛♥❞ xorm & xory ❢♦r ❛❧❧ (l, x), (m,y) ∈ +P ❀

❼ G[x] ❛♥❞ G[y] ❢♦r ❛❧❧ s✉❝❤ x, y❀

❼ ❆❧❧ ❜r❛♥❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ st❡♣s ✭❜♦t❤ t❤❡
xor ❛♥❞ G[ ] ❜r❛♥❝❤❡s✮ ❢♦r ❛❧❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s n ❛♥❞ o s✉❝❤ t❤❛t x <P n ❛♥❞
y <P o✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s✐t✐✈❡❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜②✿

✶✳ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❣r❡❛t❡r ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s✉❝❤ x ❛♥❞ y ❜②
❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥ G[x] ✭♦r G[y]✮ ❡♥❞s ✇✐t❤ ❛
6 ✭✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✐t ✐s ❛ r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❧♦❝❛t✐♦♥✮✳

✷✳ ❘❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ st❡♣ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ Q′✳

❼ ❆❧❧ G[z] ✇✐t❤ z ∈ SP ✱ s✉❝❤ t❤❛t G[z] ❡♥❞s ✇✐t❤ 6 ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥
❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s ✭x, y, n, o ❛♥❞
❣r❡❛t❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s✮ ✕ t❤✐s ✐s t♦ ✜♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♦♥ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧
❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡r❛s❡❞ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳

❼ xorz &xori ❢♦r ❛❧❧ (z, i) ∈ XP ∪+P ✱ ❢♦r ❛❧❧ z ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✶✮✱
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡♠♠❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr✐♠♠✐♥❣✱ ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS ♣r♦❝❡ss❡s✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✶✳✶✵✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳✶✷ st✐❧❧ ❤♦❧❞s ❢♦r r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS ♣r♦✲
❝❡ss❡s✳

Pr♦♦❢✳ ❇② t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ tr✐♠♠✐♥❣ ✭❞❡❢✳ ✻✳✶✳✾✮✱ ❛❧❧ ❧❡♠♠❛s ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ MCCS ❝❛s❡ ✭❧❡♠♠❛ ✺✳✷✳✺✱ ❝♦r♦❧❧❛r② ✺✳✷✳✻✱ ❛♥❞ ❧❡♠♠❛s
✺✳✷✳✾ ❛♥❞ ✺✳✷✳✶✵✮ st✐❧❧ ❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❡r❛s✐♥❣
❡①❛❝t❧② t❤❡ s✉❜✲♣r♦❝❡ss ✐♥ ❛ + ❡①❝❧✉❞❡❞ ❜② ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ❜❡✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s✉♠✳
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❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✶✳✶✶✳ ▲❡t✿

R = al.P ′ +Q′ ∣ an.P ′′ +Q′′ →u=(al,an) P
′ ∣ P ′′ = R′

❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ u = (al, an) ∈ SR✱ ✐✳❡✳ (JRK)u✱ ✐♠♣❧✐❡s ❡r❛s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ DR✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ tr✐♠♠✐♥❣ ❢♦r MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛❧s♦
t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s xoru&xorv, xorl&xorn ∈ +R✱ ❛❧❧ ❜r❛♥❝❤❡s G[x] ✇✐t❤ x ∈ LocQ′ ∪
LocQ′′ ∪SQ′ ∪SQ′′✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ❜r❛♥❝❤❡s xorx & xory ❢♦r s✉❝❤ x ✭❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤
XR ❛♥❞ +R✮✳

✻✳✷ ◆❛♠❡ ❍✐❞✐♥❣

❚❤❡ ν ♦♣❡r❛t♦r ✭❝❛❧❧❡❞ ♥❡✇✮✱ ❞❡❝❧❛r❡s t❤❛t ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ✐s ❤✐❞❞❡♥✱ ♦r
♣r✐✈❛t❡✱ ✐♥s✐❞❡ ✐ts s❝♦♣❡✱ ✐✳❡✳ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦✉ts✐❞❡
✐t❀ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐t ✇✐t❤ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ r✉❧❡s ❜♦rr♦✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ■ts
r♦❧❡ ✐s t♦ ❢♦r❜✐❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ s♦♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ♣r✐✈❛t❡✱ ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡♠✳
■t ✐s ❛ ❦❡② t♦♦❧ t♦ ❡♥s✉r❡ s❛❢❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❜②
r❡s♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r
✐s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ✐t r❡❢❡rs t♦ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❢r❡s❤✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥
❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ s❡♥❞✴r❡❝❡✐✈❡ ❞❛t❛✮ ♦♥❧② ❜② ❛ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛❧s♦
✐♥s✐❞❡ ✐ts s❝♦♣❡✳ ■❢ P = νa (al.R) ∣ am.Q✱ al ❛♥❞ am ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ ♥♦t ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡✳ ❋♦r ❝❧❛r✐t② ✇❡ ❝❧♦s❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ν

✉♥❞❡r ♣❛r❡♥t❤❡s✐s ❛s ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✳
❆ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ✉♥❞❡r ν ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜♦✉♥❞✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❢r❡❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡

✇✐t❤ bn(P ) t❤❡ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞ ♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ fn(P ) t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡❡ ♥❛♠❡s✳
❚❤❡ r✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ❧❡t ✉s ♣✉s❤ ν ✐♥s✐❞❡ ❛ ♣r♦❝❡ss✱ ✉♥t✐❧ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡①❛❝t❧②
✐ts s❝♦♣❡✱ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

νa(P ∣ Q) ≡ νa (P ) ∣ Q

✐❢ a ∉ fn(Q)❀

νa(P ) ∣ νb(Q) ≡ νa(νb(P ∣ Q)) ≡ νb(νa(P ∣ Q))

✐❢ a ∉ fn(Q) ❛♥❞ b ∉ fn(P )✳ ≡ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
❡①t❡♥❞s str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ✭❞❡❢✳ ✻✳✶✳✶✮✳ ❲❡ ♥♦t❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
νa1(νa2 . . . (νan) . . .) ✇✐t❤ νa⃗✳ ❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♠♦❞✐✜❡❞✱ ❡✐t❤❡r
r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♠❛② ❤❛♣♣❡♥ ♦♥❧② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s
✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ν✱ ♦r t❤❛t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s s✐♠♣❧② ♠❛② ♥♦t
❤❛♣♣❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ν✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶ ✭❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ν✮✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡
CCS ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ♥❛♠❡ ❤✐❞✐♥❣✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ r❡✲
str✐❝t✐♦♥s ❢♦r SP ✿

❼ SP ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♣❛✐rs ♦❢ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s (a, a) s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤
✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ νa✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ (a, a) ∈ SP ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ P
✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

νa(a.P ′ ∣ a.P ′′) ∣ Q.

❼ SP ❝♦♥t❛✐♥s ♣❛✐rs ♦❢ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s (a, a) s✉❝❤ t❤❛t ❡✐t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❜♦t❤
✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ νa ♦r t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❜♦✉♥❞ ❜② ❛♥② νa✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ (a, a) ∈ SP ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ P ✐s ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

νa(a.P ′ ∣ a.P ′′) ∣ Q,

♦r t❤❡ ❢♦r♠

a.P ′ ∣ a.P ′′ ∣ Q

❜✉t ♥♦t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

νa(a.P ′) ∣ a.P ′′ ∣ Q.

t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ν ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♦t❤❡r
t❤❛♥ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ✐t✳ ❚❤✐s ❡♥t❛✐❧s t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡
CCS ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ν ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠s✿

❼ ❡✐t❤❡r ♦♥❧②✿

νa(a.P ′ ∣ a.P ′′) ∣ Q→(a,a) P ′ ∣ P ′′ ∣ Q

❼ ♦r ❜♦t❤✿

νa(a.P ′ ∣ a.P ′′) ∣ Q→(a,a) P ′ ∣ P ′′ ∣ Q

❛♥❞

a.P ′ ∣ a.P ′′ ∣ Q→(a,a) P ′ ∣ P ′′ ∣ Q

✭♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ + ❝❛s❡ ♦♥❧② ❢♦r ❜r❡✈✐t②✮✳
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■♥t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡

❚❤❡ ν ❤❛s ✈❛r✐♦✉s ♣✉r♣♦s❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡✜♥❡ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜② t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✴❝♦♥t❡①t✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ s✉❜ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ s✉♠ ✐s ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡ s✐♥❝❡ ✐❢ R[ ] ∶= a.P +
b.Q ∣ [ ]✱ ✇❤❡r❡ [ ] ✐s ❛ ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss✸✱
t❤❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝❛♥ ②✐❡❧❞ ❡✐t❤❡r P ♦r Q ❛s r❡s✉❧t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❡r♠
✇✐❧❧ ✜❧❧ t❤❡ ❡♠♣t② s♣❛❝❡✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ♦♥ ❡✐t❤❡r a ♦r b❀ t❤✉s ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥t❡①ts ♠❛② ②✐❡❧❞ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ s✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❛t ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ⊞✱ ❜✉t ✐s
✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ⊕ ✭✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥✲
t✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✮✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✷ ✭■♥t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✮✳ ▲❡t P,Q ❜❡ CCS ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡♥✱

P ⊞Q = νa(al.P ∣ am.Q ∣ ao) = τ.P + τ.Q

❍❡r❡ a ∉ P,Q✱ ❛♥❞ τ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦r ♥♦t
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮✱ ❛ s♦rt ♦❢ ✉♥✲♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦r s✐❧❡♥t ❛❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✹✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✐❢ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ✐t✱ ♥♦r ✐ts ❝♦♥t❡♥t ✭✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✮✱ ❛♥❞
t❤✉s ❝❛♥♥♦t ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ❜② ♦✉r ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ a ✐s
❤✐❞❞❡♥ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ❝❛♥♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥❧②
❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❛② ❧❡t ✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ P ♦r Q❀ ❤♦✇❡✈❡r
♥♦t ✇✐t❤ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡①❛❝t❧② ❛ xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥s✱ u = (al, ao) ❛♥❞ v = (am, ao)✿ s✐♥❝❡ ao ✐s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✱ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ a

❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❤✐❞❞❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡♥ t❤❡ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (u, v) ∈ XP⊞Q ❡✛❡❝✲
t✐✈❡❧② ❢♦r❦s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣❛t❤s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡✲❥♦✐♥t✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r♥❛❧ s✉♠ ❤❛s t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t ❛s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s✉♠✱
t❤♦✉❣❤ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✿ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s✉♠ ✐s ❞✐s❝❛r❞❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ♦♥ ❛♥②♠♦r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡①✲
❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛ ♥❡✇ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ❜✉t ✐t s✉✣❝❡s t♦ ✉s❡ t❤❡ ν ❛♥❞ xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r♦♣❡r❧②✱ ❢✉r✲
t❤❡r ❥✉st✐❢②✐♥❣ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♥✢✐❝t✲❧✐❦❡ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥♦♥
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡✳

✸❋♦r♠❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✿ ❛ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡r ✐♥ ✐t✱ ❛♥ ❡♠♣t②
s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ❜② ❛♥② t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛①✿ ❬✹❪✳

✹■♥ ❬✹✻❪ ✐t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛❝t✐♦♥✳
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✻✳✷✳✶ ❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ν ✐♥s✐❞❡ JP K

❆❜♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ν✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ✇❡ ❝❛♥ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t ✐t ❛✛❡❝ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥❧② ♥❡❣❛t✐✈❡❧②✱ ✐✳❡✳ ✐t ❣✐✈❡s
r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇
♦♥❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❥✉st ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡ ✐♥ JP K t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ SP ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♣❛✐rs✳ ❊①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ♦♥ ν✱ ❛♥❞
t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧❛① r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ SP t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡♥♦t❡
✇✐t❤ alν ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛ ν ♦♥ ✐ts ♥❛♠❡❀ t❤❡♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①❝❧✉❞❡ ❢r♦♠
SP ❛♥② ♣❛✐r (al, am) s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s t❛❣❣❡❞ ✇✐t❤ ν✱ ✐✳❡✳ ❡✐t❤❡r
alν ♦r amν ✳ ■❢ ❜♦t❤ ❛r❡ t❛❣❣❡❞ ✇✐t❤ ν t❤❡♥ t❤❡ ♣❛✐r ✐s st✐❧❧ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✳

❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s t❛❣❣❡❞ ✇✐t❤ ν ♠✉st ❜❡ ✉♥✐q✉❡✱
♠♦❞✉❧♦ r❡♥❛♠✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦ss ✐♥ ❞♦✐♥❣ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
♣✉r♣♦s❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ ❤✐❞❞❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ aν ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡
t❤❛t ❛♥♦t❤❡r a✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦❧✉t✐♦♥
✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ r❡♥❛♠❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t❛❣❣❡❞ ❜② t❤❡ ν ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ✉♥✉s❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧
♥❛♠❡✿ ❛ ❝♦♥st❛♥t❧② ❢r❡s❤ ❝❤❛♥♥❡❧✱ r❡❢r❡s❤❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
✇✐t❤ ❛ t❡r♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② t❤✐s ✐s ♥♦t ❛ ✈✐❛❜❧❡
❝❤♦✐❝❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡♥❛♠❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♥❡✇
❝♦♥t❡①t ✐s ❛❞❞❡❞ ❜② ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ❛♣♣❡❛r ❛❣❛✐♥❀ ♦r
✐♠♣♦s❡ ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦♥ ❛♥② ♥❡✇ ❝♦♥t❡①t✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥❛♠❡✭s✮ ✉♥❞❡r ν ✐♥
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✭❛r❡✮ r❡♥❛♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✐❢ ♣r❡s❡♥t✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t✐♦♥s ✭❢r❡s❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ r❡✲
♥❛♠✐♥❣s✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❥✉st ❛❞❞ t❤❡ ν ♦♣❡r❛t♦r✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s t❤❡ ✐♥❞❡♥t❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣✱
❛♥❞ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r✉❧❡s✱ ✐t ❤❛s ♥♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ νa P ❛♥❞ νa Q✱ ♦♥❝❡ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
✇❡ ❤❛✈❡ r❡♥❛♠❡❞ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ a t♦ ❛ ❢r❡s❤ ❝❤❛♥♥❡❧ b ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r ✐t t♦
❜❡ ✉♥✐q✉❡✱ ✇✐t❤ νa(P ) ∣ νb(Q) ❛s r❡s✉❧t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❛❣❣❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s✿ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ t❛❣❣❡❞ ❛♥❞ ❞✉❛❧ t❤❡② ❝❛♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❡✱
♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡② ❝❛♥✬t✳

❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❤✉s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦♥❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (al, am) ♦r (alν , a

m
ν )✱ ❜✉t ♥♦t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (al, amν )✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s

✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❞❞✐♥❣ ❜r❛♥❝❤❡s G[x] ✐♥ DP ❢♦r t❤❡s❡ ♣❛✐rs✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ ❛❞❞r❡ss ✐♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t [ ]P ✱ ♥♦r ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦r xor
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ t❤❡② ❛r❡ s✐♠♣❧② ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ SP ♦r t❤❡ ♣r♦✲

❝❡ss P ✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ✐s t❤❛t✱ ✇❤❡♥
✉♥✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡✐r
❧♦❝❛t✐♦♥s✮ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ✐s t❛❣❣❡❞ ❜② ν ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ♥♦t✱ ❛r❡ ♥♦t ❝♦✉♥t❡❞ ❛s
♥❡✇ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ❞❡s✐❣♥s✳



✶✻✾

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ νa✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥ ♦♥❧② ♦♥ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇✱ s❝♦♣❡ t❤❛t ✇❡
❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐♥s✐❞❡ DP ❛♥❞ R(P ) t❤❡r❡ ✐s ♥♦
tr❛❝❡ ❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ νs t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss P ✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❝❤❡❝❦ t❤❡✐r
♣r❡s❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t [ ]P ✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❡❧❧s ✉s s✐♥❣✉❧❛r❧② ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥✲
♥❡❧s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛ ν ✕ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t st✐❧❧ ❞♦❡s
♥♦t ♥❡❡❞ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ✐s t❤❛t ✇❡ ❢♦r❜✐❞ s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ❜② ♥♦t ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣✱ ✐♥st❡❛❞
♦❢ r❡s♦rt✐♥❣ t♦ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡s✐❣♥s✳

▲❡♠♠❛ ✻✳✷✳✸✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤ ❤✐❞❞❡♥ ♥❛♠❡s✳
❚❤❡♥✱ ✐ts ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K st✐❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦♥ P ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❡❧❡♠❡♥t❛r②✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✿ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ♣❛t❤s ✇❤♦s❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
(al, amν )✱ s✐♥❝❡ ✇❤✐❧❡ [al] ❛♥❞ [amν ] ∈ [ ]P ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜r❛♥❝❤❡s ♦♥
DP ✱ t❤❡ ♣❛✐r (al, anν) ❤❛s ♥♦♥❡✱ ❛♥❞ s✐♠♣❧② ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ DP ✳

❈❧❡❛r❧② ❛❧s♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r r❡s✉❧ts ❛r❡ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ SP ✱
❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❛❣❣❡❞ ♥❛♠❡s✳

❘❡❛❞❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss

❚❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❜r✐♥❣s ✉s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❛❞✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛ ♣r♦❝❡ss P ❢r♦♠ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K✱ s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✳
❘❡❛❞✐♥❣ ❜❛❝❦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s s✐♠♣❧❡
❡♥♦✉❣❤✱ ❜✉t r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡
♠♦r❡ st❡♣s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❣❡t ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t [ ]P ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r <P ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ R(l)✱ ❢♦r ❡❛❝❤
l ∈ LocP ✱ ❜② tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡✳ ❲❤❡♥❡✈❡r t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s al, bm ❛r❡ ♥♦t ♦r❞❡r❡❞✱
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ t❤✉s ♥❡✐t❤❡r l <P m ♥♦r m <P l✱ t❤❡♥ t❤❡②
❛r❡ ♣✉t ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ν✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡s ✉s
✇✐t❤ t✇♦ ❝❤♦✐❝❡s✿ ❡✐t❤❡r s✐♠♣❧② ♣✉t ❛ ν ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss✱ t❤✉s νa⃗(P )✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ a ∈ a⃗ s✉❝❤ t❤❛t aν ✐s ✐♥ [ ]P ✱ ♦r ✐❞❡♥t✐❢②
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s❝♦♣❡ ❜② ❛ st❡♣✲❜②✲st❡♣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ✇❛② ✐s ❤♦✇❡✈❡r
♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❛❞ ❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷✳✹✳ ❚❤❡ r❡❛❞ ❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K ♦❢ ❛ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲
❢r❡❡ CCS ♣r♦❝❡ss P ✐s t❤❡ t❡r♠ ❜✉✐❧❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿

❼ ❇❛s❡ st❡♣✿ al00 + al11 ∣ a
l2
2 + al33 ∣ . . . ∣ a

ln−1
n−1 + alnn ❢♦r ❡❛❝❤ ♠✐♥✐♠❛❧

❧♦❝❛t✐♦♥ li✱ ✇✐t❤ 0 ≤ i ≤ n✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ai ✇❤✐❝❤ ✐t ❧❛❜❡❧s✱ ❛♥❞ ①♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥
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♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s (li, lj) ∈ +P ✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s li ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t
G[li] ❤❛s ♥♦ ❧♦❝❛t✐♦♥ r❡q✉✐s✐t❡ ✐♥ R(li)✳

❼ ■♥❞✉❝t✐✈❡ st❡♣✿ alii .(b
mj

j +cohh ) ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ mj s✉❝❤ t❤❛t G[li] ✐s ❛

r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r G[mj] ✭❛♥❞ G[oh]✮✱ ❛♥❞ (mj, oh) ∈ +P ✳ ❖r alii .(b
mj

j ∣ cohh )
✐❢ bmj ❛♥❞ coh ❛r❡ ✐♥ ♥♦ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡✐r ❛r❡ ❜♦t❤ ♦♥❡✲st❡♣ ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ali✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s t❤❡♥ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ 1✲st❡♣ ❣r❡❛t❡r ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦♥❡s ✭✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s✮✳

❼ ❋✐♥❛❧ st❡♣✿ ❆❢t❡r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ st❡♣✭s✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ νa⃗(P ) ❢♦r ❡❛❝❤
aν ∈ [ ]P ✱ ✇✐t❤ P t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ st❡♣s ✭♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
♦♠✐tt❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ν s✉❜s❝r✐♣t ✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ st❡♣s ♦♥❧② t♦ ❧✐❣❤t❡♥ t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥✮✳
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✻✳✸ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❧✉❞✐❝s ❛♥❞ r❡❝✉r✲

s✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛tt❡♠♣t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t♦
✐♥t❡r♥❛❧✐③❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ t♦
❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❝✉rs✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ CCS✱ ♦r t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥
!a.P ♦❢ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✳

❚♦ ❤❛♥❞❧❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✐ts π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r♠ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥
♣♦ss✐❜❧② ❡①♣❧♦✐t ✐ts ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❬✻✼❪✱ ✉s❡❞ t♦ t②♣❡ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✿ ❛ ❧✐♥❡❛r t②♣❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
❙❛♥❣✐♦r❣✐✬s π■✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬✻✸❪✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r ❛s
t❤❡ ❧❡ss✲r❡str✐❝t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭✇✐t❤ ❢r❡❡ ♥❛♠❡ ♣❛ss✐♥❣✮✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦♥❧② ❜r❡❛❦s
❢♦r r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ♦✉t♣✉ts✱ ❜✉t ❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢
✐♥♣✉ts✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ st✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡rs ≼SP ❛♥❞ <P t♦ ♠❛♥❛❣❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛tt❡♠♣t ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♦r ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ r✉❧❡s ♦❢ ❧✉❞✐❝s✳

✻✳✸✳✶ ❘❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ π■✲❝❛❧❝✉❧✉s

■♥ ❬✻✼❪ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ π■✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ❝♦r❡ r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ ❡♥s✉r❡ ❧✐♥❡❛r✐t②✳ ❘❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ !x(y⃗).P ✱
❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✉s✉❛❧ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✿

!x(y⃗).P ∣ x(y⃗).Q→ !x(y⃗).P ∣ (νy⃗)(P ∣ Q)

❋✐rst❧②✱ ♦♥❧② ❜♦✉♥❞ ♥❛♠❡s ❛r❡ ♣❛ss❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤✉s ❛♥ ♦✉t♣✉t ❝❛♥
❜❡ ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ νy⃗(x(y⃗).P )✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s
r❡str✐❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✿

❼ ❋♦r ❡❛❝❤ ❧✐♥❡❛r ✭♥♦t ✉♥❞❡r !✮ ♥❛♠❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❛♥
✉♥✐q✉❡ ♦✉t♣✉t✳

❼ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ♥❛♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✉♥✐q✉❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥♣✉t✱ ✇✐t❤ ③❡r♦
♦r ♠♦r❡ ❞✉❛❧ ♦✉t♣✉ts✳

❲❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r❜✐❞s ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❛s

!b.a ∣ !b.c ∣ ⋯ ♦r !b.a ∣ !b.c ∣ ⋯

✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦✇s ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

P = !b.a ∣ b
1
∣ !c.b

2
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❡✈❡♥ ✐❢ ❛ b ♦✉t♣✉t ❛♣♣❡❛rs t✇✐❝❡✱ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✜rst r✉❧❡✱ s✐♥❝❡
t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥♣✉t ♣❡r✲♥❛♠❡✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞✳ ■♥❞❡❡❞✱
❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡✱ ❛♥❞ ♦♥❧②✱ ✐♥♣✉t✳ ❙♦✱ ♦♥❧②
✐♥♣✉ts ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠✉st ❜❡ ✉♥✐q✉❡✳ ❖♥❧②
❛ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ✐♥♣✉t ❛❧❧♦✇s ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦✉t♣✉ts✱ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛s
✇❡❧❧❀ t❤✐s ❡♥t❛✐❧s t❤❛t ❡❛❝❤ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❡❡❞s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❛❜❧❡
❞✉❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣✳

❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ tr❡❛t ❛
r❡♣❧✐❝❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❜r❛♥❝❤✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✐t❡❞ ❡❛❝❤
t✐♠❡ ❛❢t❡r ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❞✉❛❧s✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❛t ❛❧❧
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡

✐♥ ❛ xor r❡❧❛t✐♦♥✳
●♦✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s

i = (!b, b1) ❛♥❞ j = (!b, b2) ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥ XP ✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❛s s✉❜ ❞❡s✐❣♥s ✐♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ G[!b] =

⋮

⊢ [!b].1.1.1

[!b].1.1 ⊢

⊢ [!b].1

[!b] ⊢

❘❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ♣r❡✜①❡❞ ❜② !b ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

6

⊢ [!b].1

[!b] ⊢ ⋯
♣

[a] ⊢

⊢ ξ

■♥✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦♥ !b ❞❡♣❡♥❞s ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡①t✮✱ ❛♥❞ t♦ ♣♦ss✐❜❧② ❤❛✈❡ ❞②♥❛♠✐❝
r❡str✐❝t✐♦♥s✿ t❤❡ n✲t❤ r✉❧❡ ♦❢ G[!b] ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛❢t❡r t❤❡ n✲t❤ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥ !b✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐❢✱ ❛t ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣✱ ♦♥❧②
♦♥❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥ !b❀ ✐✳❡✳ ✐❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❞✉❛❧ b ✐s ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ❛t ❛ t✐♠❡ ✭❡✈❡♥ ✐❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✮✿ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡t ✉s
❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ b s②♥❝❤r♦♥✐③✐♥❣ ✇✐t❤ !b ❝❛♥ ❜❡
✈✐s✐t❡❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥✳

❇♦t❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s i = (!b, b1) ❛♥❞ j = (!b, b2) ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤✉s ✇❡ ✇❛♥t t❤❛t ❜♦t❤ G[i] ❛♥❞ G[j] ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✿ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ xori & xorj

❜r❛♥❝❤✱ ❛♥❞ r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r❜✐❞❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❜♦t❤ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳
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■❢ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✇❡r❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✱ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐ss✉❡s ✇♦✉❧❞ ❛r✐s❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡
s✉✣① ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ !b ♥♦t ✉♥❞❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✿ ✐❢ !b.a✱ ✇❡ ❝❛♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ a ♦♥❧② ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s ❛s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ !b✱
❛♥❞ t❤✉s ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦✉♥t ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤♦✇ ♠❛♥② t✐♠❡s ✇❡ ✈✐s✐t❡❞
t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢ G[!b] ✭✐✳❡✳ ♣❡r❢♦r♠❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ !b✮✱ t♦ ❧❡t
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s ✇✐t❤ a✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t②
❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥♣✉t a✱ ✉♥❧❡ss ✐t ✐s ✉♥❞❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✭!a✮✳
■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛t ♠♦st ♦♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥ a✱ ❛♥❞ t❤✉s
♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦✉♥t ♦r ❡①♣r❡ss ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
✐ss✉❡ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✜♥✐t❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡❀ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❝❡ss ❛s

P = !b.c ∣ b
1
∣ !c.b

2

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✜①❡❞✲♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ❝❛s❡s ✭t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ♦♥❧② r❡t✉r♥ t♦ ✐ts st❛rt✲
✐♥❣ ❢♦r♠ ❛❢t❡r ✷ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣s✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✈✐❛ ❝②❝❧❡s ✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✭❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❬✻❪ ❞❡✜♥❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡✮✳

❚❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥♣✉ts✴♦✉t♣✉ts s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ s❡tt✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦
❛tt❡♠♣t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♣❛ss✐♥❣ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❧✉❞✐❝s✱ ♦r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❞❞r❡ss❡s✳ ❚❤❡r❡ ✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❧❡t ✉s
r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❢✉❧❧ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧✐♥❡❛r r❡str✐❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛ str♦♥❣❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✳

✻✳✸✳✷ ❆ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❚❡r✉✐✬s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✉❞✐❝s

❑✳ ❚❡r✉✐✱ ✐♥ ❬✻✻❪✱ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s②♥t❛① ❢♦r ❧✉❞✐❝s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✉❞✐❝s ✭❝✲❧✉❞✐❝s✮✱ ❝❧♦s❡r t♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r π✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❍✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡
✐s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s t♦✇❛r❞s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣♦❛❧
♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥
❧✉❞✐❝s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❤❡ ❞r♦♣s t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛❞❞r❡ss❡s✱ t❤❡
♣❧❛❝❡s ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢✱ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡♠ ❜② ♥❛♠❡s ❜✐♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆ ✈❛r✐❛❜❧❡
❜♦✉♥❞ ❜② ❛ ♥❛♠❡ a ✭✐♥ ❛ s❡t A✮ ❧❡t ✉s ❧✐♥❦ ❛❝t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ r❡✲
❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❞✉❝❡ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ❛❞❞r❡ss❡s ✭♦♥❡ ❛ s✉❜✲❛❞❞r❡ss
♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✮✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s②♥t❛① ❡❛s✐❡r✱ ❧❡tt✐♥❣ ✉s ♥❛t✲
✉r❛❧❧② ❛❞❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝✉ts ✭✇❤✐❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❝✉t✲❢r❡❡✮✱ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ❛s
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣❛ss t♦ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♥t❡①t✳

❚❤❡ ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t s❡❡♠s ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✉s❡ ✐s t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥✜♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥s ❜② ❛ ✜♥✐t❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
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❛❧❧ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛②✺✮✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s❀
✉s✐♥❣ ❞❡s✐❣♥s ❣❡♥❡r❛t♦rs ❝♦✉❧❞ ❧❡t ✉s ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t♦ CCS

✇✐t❤ ❛♥ ✉♥✲r❡str✐❝t❡❞ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❈✲❧✉❞✐❝s

❚❡r✉✐✬s s②♥t❛① ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ A = (A,ar)✱ ✇❤❡r❡ A ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♥❛♠❡s✱
❛♥❞ ar ∶ A→ N ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ❛r✐t② t♦ ❡❛❝❤ ♥❛♠❡❀ ❛ ❞❡♥✉♠❡r❛❜❧❡ s❡t
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s V ✱ ❞❡♥♦t❡❞ x, y, z, . . .✱ ✐s ❛❧s♦ ♥❡❡❞❡❞✳ ❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r
6✱ Ω ✭❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮ ♦r a✱ ✇✐t❤ a ∈ A❀ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s x ∈ V ♦r
a(x1, . . . , xn)✱ ✇✐t❤ a ∈ A ❛♥❞ ar(a) = n✳ x1, . . . , xn ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞
x⃗a ♥♦t❡s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ a✳ ■♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❞❡s✐❣♥ D ✐s ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②
❞❡✜♥❡❞ ❜②

P ∶∶= 6 ∣ Ω ∣ (N0 ∣ a⟨N1, . . . ,Nn⟩)✱

N ∶∶= x ∣ ∑a(x⃗a).Pa✳

✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥s✱ N ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ x⃗a

✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ar(a)✳ ❍❡r❡ ❛ ♥❛♠❡ ❞❡♥♦t❡s ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦❧❛r✐t②
❛♥❞ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉❧❡✱ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡✱ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s st❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜✲❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✳

■❢ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ P = N0 ∣ a⟨N1, . . . ,Nn⟩✱ N0 ≠ x✱ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱
t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝✉t ✭❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ N0 ♠✉st ❜❡ ❞✉❛❧ t♦ a✮❀ ♦t❤❡r✇✐s❡
N0 = x✱ ❛♥❞✱ ✐❢ ✐t ✐s ❜♦✉♥❞ ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ a(x⃗a)✱ t❤✉s ✇✐t❤ x ∈ x⃗a✱
t❤❡♥ a(x⃗a) ❥✉st✐✜❡s P ✳ ■❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱
✐✳❡✳ a⟨N1, . . . , x, . . . ,Nn⟩✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐❞❡♥t✐t②✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡
✐♥st❡❛❞ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚❤❡ ∑
♥♦t❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♥❛♠❡s✱ ✇✐t❤ ❛♥ Ω ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ Pa ❢♦r ❛❧❧ ❜✉t ✜♥✐t❡❧②
♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ✕ ❡❛❝❤ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s✉♠ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡♠✐s❡✳

❆❜s♦❧✉t❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❛s ❢♦❝✉s ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❞✐s❛♣♣❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ s②♥t❛①✱ ❜❡❝♦♠✲
✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r ❝✉t r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡
❛♥❞ ❞❡♥s❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✱ ✐t ❤✐♥❞❡rs ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡ts SP , LocP ,XP ✭❛♥❞ +P ✮✳
■❢ ✇❡ ✉s❡ ♥❛♠❡s ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✇❛② t♦
✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ✐♥ ❛ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡♠✐s❡s✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤
♥❛♠❡ ❤❛s ❛♥ ✉♥✐q✉❡ ❛r✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❜②
t❤❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥❀ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ s✉♣❡r✲
✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r r❡♥❛♠✐♥❣s ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡
♠❡r❣✐♥❣ ♦r s✉❜❥❡❝t r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❙❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❛❞❞r❡ss❡s t♦

✺❆ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✿ ❬✻✻❪✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳
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✈❛r✐❛❜❧❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✇♦r❦ ♣r♦♣❡r❧② ❡✐t❤❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st❛♥❞ ❢♦r t❤❡
s✉❜✲❛❞❞r❡ss❡s ♦❢ ❛ r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ 6 ♦r ❛ ♣r✉♥✐♥❣✱ ♦r t❤❡✐r
❛❝t✐♦♥ ❡r❛s❡❞ ✐♥ ❛ tr✐♠♠✐♥❣✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ✉s ✇✐t❤ ♥♦ ✇❛② ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤
❡❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♣r❡♠✐s❡✳ ❊✈❡r②t❤✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛ r❡❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ❤♦❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❘❡♠❛r❦ ✻✳✸✳✶✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ✭ ≠ Ω✱ ❧✐♥❡❛r✱ ❝✉t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐t②✲❢r❡❡✮ ❝✲❞❡s✐❣♥s✻

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✸✳✷✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢r♦♠ LocP ,SP ,XP t♦ ♥❛♠❡s✱ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✹✿

❼ G[u] = [u](xu).(xu∣[u.1]⟨0⟩)✳

❼ w[u, v] = [xoru](xu).xu∣[xoru.1]⟨0⟩ + [xorv](xv).xv ∣[xorv.1]⟨0⟩✳

❼ DP = x0∣a✼⟨G[x], . . . , w[x, y], . . .⟩✱ ✇✐t❤ x ✈❛r②✐♥❣ ♦♥ SP ∪ LocP ✱ ❛♥❞
(x, y) ♦♥ XP ✳

✇❤❡r❡ [ ] ♥♦t❡s t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✳

■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s st②❧❡ ♦♥ ♣♦s✲
✐t✐✈❡ ❝✲❞❡s✐❣♥s ✇✐t❤ ❛ ❝✉t✱ ❜②✿

(∑a(x⃗a.Pa)∣a⟨N⃗⟩→ Pa[N⃗/x⃗a],

✇❤❡r❡ N⃗ ✐s ♦❢ ❧❡♥❣❤t ar(a)✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ s❡❧❡❝ts t❤❡ a(x⃗a) t❤❛t
♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ a⟨N⃗⟩✱ ♠❛❦✐♥❣ s✉r❡ t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛r✐t②✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Pa✱ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
s❝♦♣❡ ♦❢ a❀ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦♥ Pa[N⃗/x⃗a]✱ ✉♥t✐❧ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ✭❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♦r 6✮✱ ♦r ✐t ❞✐✈❡r❣❡s ✭Ω✮✳

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✸✳✸✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✳✷✳✸✶
✉s✐♥❣ ♣r✉♥✐♥❣s ❛♥❞ 6 ❡❛s✐❧②✿

❼ D = x0∣a0⟨a1(x1).x1∣a11⟨0⟩, a2(x2).x2∣a21⟨0⟩⟩

❼ C = a0(x1, x2).x1∣a1⟨a11(x11).x2∣a2⟨a21(x21).6⟩⟩✳

❼ E = a0(x1, x2).x2∣a2⟨a21(x21).x1∣a1⟨a11(x11).6⟩⟩

❼ D∗ = x0∣a0⟨0p, a2(x2).6⟩✳

✻❲❡ s❤♦✉❧❞ ❛❞❞✱ ♦✈❡r t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ RA M = (Pf(N), ∣ ∣)✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ♣❛rts ♦❢ N✱
❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ∣I ∣✱ ❢♦r I ∈ Pf(N)✳ ❬✻✻❪✱ r❡♠❛r❦ ✷✳✷✳

✼■t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ♥❛♠❡ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❤❡r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛s❡ ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❛❞❞r❡ss✳
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✇❤❡r❡ p ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣r✉♥✐♥❣✱ ❛♥❞ 0 t❤❡ ❡♠♣t② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✿ ✐t ❞❡♥♦t❡s t❤❛t
t❤❡ + ❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♣r❡♠✐s❡✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜r❛♥❝❤✳ ❇♦t❤
r❡❞✉❝t✐♦♥s C∣D ❛♥❞ E∣D r❡❛❝❤ 6 ❛❢t❡r ✜✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s✳ ■♥st❡❛❞✱ ♦♥❧② E ✐s
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ D∗✳ ❚♦ ♣❡r❢♦r♠ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♠✉st s✉❜st✐t✉t❡ x0 ✐♥ D∗ ✇✐t❤ E ✱
♦❜t❛✐♥✐♥❣

E∣D∗ = (a0(x1, x2).x2∣a2⟨a21(x21).x1∣a1⟨a11(x11).6⟩⟩)∣a0⟨0p, a2(x2).6⟩

❘❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❛❝❤ 6 ✐♥ ♦♥❧② ✷ st❡♣s✿

✶✳ (a2(x2).6)∣(a2⟨a21(x21).0p)∣a1⟨a11(x11).6⟩⟩.

✷✳ 6✳

■♥st❡❛❞✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

C∣D∗ = (a0(x1, x2).x1∣a1⟨a11(x11).x2∣a2⟨a21(x21).6⟩⟩)∣a0⟨0p, a2(x2).6⟩

❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❞✐✈❡r❣❡s✿

✶✳ (0p)∣(a1⟨a11(x11).6)∣a2(x2).6∣a2⟨a21(x21).⟩⟩.

✷✳ Ω❀ s✐♥❝❡ 0p ❤❛s ♥♦ P0 ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥✳

❚❤❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ c✲❧✉❞✐❝s t❤✉s ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ ♦r
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r BP ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
st✐❧❧ ❤♦❧❞s✳

❆❜♦✉t t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊙ ✐s s✐♠♣❧② ❛♥ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡ ✕ ♦r ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡
❛r✐t② ✇❡ ♥❡❡❞ ✕ ❜② ♣✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❛❝t✐♦♥ ❛❧❧ t❤❡
♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❢r♦♠

D = x0∣a1⟨N1, . . . ,Nk⟩

❛♥❞
C = x0∣a2⟨Nk+1, . . . ,Nk+n⟩

✇❡ ♦❜t❛✐♥
D ⊙ C = x0∣a3⟨N1, . . . ,Nk,Nk+1, . . . ,Nk+n⟩.

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞✱ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥✱ r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ ❡r❛s❡ t❤❡ s✉❜✲r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ DP ✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛❝t✐♦♥ a✱
❛♥❞ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥s ✭s♦♠❡✇❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧ ♦♣❡r❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ⊙✮✳ ❆ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ❛ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❛r✐t② ♠✐❣❤t ❜❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ❜✉t
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ♣♦s❡s ♥♦ ✐ss✉❡s✳ ❲❤❡♥ r❡❞✉❝✐♥❣ DP t♦ One✱ t❤❡ ❢♦r♠ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ✐s One = x0∣a⟨⟩ = x0∣a✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✵✲❛r② ♥❛♠❡✳
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❋✐♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs

❲❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❣❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ c✲❧✉❞✐❝s ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✈✐❛ ❞❡s✐❣♥s ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❚❡r✉✐✬s ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✉s❡❞ t✇♦ s❡ts✱ ♦♥❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥s t♦ t❤❡♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✹✳ ❆ ❣❡♥❡r❛t♦r G ✐s ❛ tr✐♣❧❡ (S+, S−, l)✱ ✇✐t❤ S+ ❛♥❞ S−

❞✐s❥♦✐♥t s❡t ♦❢ st❛t❡s✱ ❛♥❞ l ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ S = S+ ∪ S−✱ s✉❝❤
t❤❛t✿

❼ ❋♦r s+ ∈ S+✱ l(s+) ✐s 6✱ Ω ♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ s0∣a⟨s−1 , . . . , s
−
n⟩✱ s✉❝❤ t❤❛t

a ∈ A✱ ar(a) = n✱ ❛♥❞ s−0 , . . . , s
−
n ∈ S

−✳

❼ ❋♦r s− ∈ S−✱ l(s−) ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ ♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ∑a(x⃗a).s+a✱
s✉❝❤ t❤❛t s+a ∈ S

+ ❢♦r ❡✈❡r② a ∈ A✳

❆ ♣♦✐♥t❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r ✐s ❛ ♣❛✐r (G,sI)✱ ✇❤❡r❡ sI ∈ S ♥♦t❡s t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡
❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② G✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ ω ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥

❣❡♥❡r❛t♦r ✐✳❡✳ ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✭t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❡r✉✐✬s ♣❛♣❡r ❬✻✻❪✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ❆♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣♦✐♥t❡❞ ❣❡♥❡r❛t♦r
❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❡✈❡r② ❞❡s✐❣♥ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t
♦❢ t❤✐s ❣❡♥❡r❛t♦r✳

❚❡r✉✐✬s s②♥t❛① t❤✉s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✉♥✐t❛r② s❡tt✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛✐ts ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❧✉✲
❞✐❝s r❡❝♦✈❡r❛❜❧❡ ❜② ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛①✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s ❢♦r st❛♥❞❛r❞ ❝✲❞❡s✐❣♥s✽❀ ❜✉t✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ c−❞❡s✐❣♥s ❛r❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❛t❛✲s❡t✱ t❤❛♥❦s t♦
❝✉ts ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ✭✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐♥✲
st❡❛❞ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✮✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧✉❞✐❝s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥
❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❑r✐✈✐♥❡✬s✲❧✐❦❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡✳

❲❤② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❞♦❡s♥✬t ✇♦r❦

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇✐t❤ ❚❡r✉✐✬s s②♥t❛① ✐s✱ ❛s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞✱ t❤❛t
t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ [ ]P ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛s ✐♥ st❛♥❞❛r❞
❞❡s✐❣♥s✳ ■❢ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ ❛❞❞r❡ss❡s ✇✐t❤ ♥❛♠❡s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♥❛♠❡s t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡r② t✐♠❡ ✇❡
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛r✐t② ♦❢ ❛ r✉❧❡✱ ❡✐t❤❡r ❜② ♠❡r❣✐♥❣ ♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛✲
t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❛❧s♦ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t② ✐s t❤❛t

✽❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✾✱ ❬✻✻❪✳
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✇❡ ❝❛♥ tr❛❝❦ ❛ ❥✉st✐✜❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ♦♥❧② ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ❦♥♦✇✐♥❣
✇❤✐❝❤ ❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ♦❢
❛ G[u]✱ ✐s ♥♦t ♥❛t✉r❛❧ ❛t ❛❧❧✱ s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ ♠❛❦❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t✇♦
❞✐st✐♥❝t s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✕ ❜♦t❤ ♥❛♠❡s ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✕ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
[ ]P s❤♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♦♥❡ s❡t ♦♥❧②✳

■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s②♥t❛①✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛s ξ.1 = [u]P ✱ ✇❡
❦♥♦✇ t❤❛t [u]P .1 ✐s t❤❡ ❛❞❞r❡ss ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r✉❧❡ ♦♥ ξ.1✱ ✐✳❡✳ ξ.1.1✱ ❛♥❞
❜❡❧♦♥❣s t♦ G[u]✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐♥ ❝✲❧✉❞✐❝s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✿

❼ ✐❢ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱ ✐ts ♣r❡♠✐s❡s ❤❛✈❡ ❛ ♥❛♠❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡
❛❝t✉❛❧❧② ✐s ❛ r✉❧❡ ♦♥ ✐t❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐❢ ✐t ✐s t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ r✉❧❡ ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❛ 0✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ❜② ✇❤✐❝❤ ❛❝t✐♦♥ ✐t ✐s ❥✉st✐✜❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
❝❛♥♥♦t ❧✐♥❦ t❤✐s ♥❛♠❡ t♦ [u]P ✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❛♠❡✳

❼ ■❢ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ a(x⃗a) ✇❡ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❛❝t✐♦♥s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② ✐t ♦♥❧② ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ x⃗a✱ t❤✉s x ∣ b⟨⋯⟩ ✐s ❥✉st✐✜❡❞
❜② a(x⃗a) ✐❢ x ∈ x⃗a✳ ❖♥❧② t❤❡♥ ✇❡ ♠❛② ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ b t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥t
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ a✳

❯s✐♥❣ ♥❛♠❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s ❢♦r❝❡s ✉s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
❢✉♥❝t✐♦♥ [ ]P ✱ ❛♥❞ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝✲❞❡s✐❣♥ str✉❝t✉r❡✱
r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❥✉st✐✜❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ❜② tr❛❝❦✐♥❣ ❡❛❝❤
✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ a(x⃗a) = [u]p✱ ❢♦r u ∈ SP ✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛ss✐❣♥ u

❛❧s♦ t♦ ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❛♠❡ b s✉❝❤ t❤❛t xi∣b⟨⋯⟩✱ ✇✐t❤ xi ∈ x⃗a✱ ✐s ✐♥ DP ❀ t❤❡♥ t♦
❛♥② ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❛♠❡ ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ b✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ LocP ,SP ❛♥❞ XP ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞♠✉❧t✐♣❧❡
♥❛♠❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❜② ✇❤✐❝❤ ♦♥❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ DP ✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ s✉❜st✐t✉t❡
t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ❡✈❡r② t✐♠❡ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♠❡r❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
JP K ❛♥❞ JQK✱ ❛♥❞ r❡♥❛♠❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ♣♦✐♥t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦♥✢✐❝ts ❜❡t✇❡❡♥ [ ]P ❛♥❞ [ ]Q✱ s✐♥❝❡
✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s✱ ❜✉t ✐s
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❡❧❡♠❡♥ts✿ ♦♥❡ ♦❢ P ✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♦❢ Q✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐ss✉❡
❢r♦♠ t❤❡ ❝✲❞❡s✐❣♥s ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✐❢
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t✱ ❜✉t ✐t ❝♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳

❲❡ ♠✉st ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❚❡r✉✐✬s s②♥t❛① ❣♦ ❜❡✲
②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✿ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ♥♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✱ ♥♦r
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❞❛t❛ s❡ts✳ ❖✉r ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐✱ ❛♥❞ ✇❤❛t
✇❡ r❡❛❧❧② ❧❛❝❦ ✐s ❛ ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❞❡s✐❣♥s
❣❡♥❡r❛t♦rs ❝♦✉❧❞ ♠❡❡t ♦✉r ♥❡❡❞s✱ ❤♦✇❡✈❡r ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡♠
t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❚❡r✉✐✬s ✇♦r❦❀ ✐✳❡✳ t❤❡ ❑r✐✈✐♥❡ st②❧❡ ♥♦r♠❛❧✲
✐③❛t✐♦♥✳ ❚❡r✉✐ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
❞✐r❡❝t❧② ✇♦r❦ ♦♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♥❛♠✐♥❣✳



✶✼✾

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❧❡t ✜♥✐t❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs r❡q✉✐r❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✜♥✐t❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s t♦ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥❀ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ✇❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ r❡s♦✉r❝❡
s❡♥s✐t✐✈❡✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛ ♣r♦❝❡ss ❞❡✜♥❡❞ ❜② r❡❝✉rs✐♦♥ ❛❞♠✐ts ❛♥
✐♥✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡❀ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✜♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥s ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s ✐♥✜♥✐t❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ❜② ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✱ t❛❦✲
✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤♦✇ ♠❛♥② st❡♣s✱ t❤✉s s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛r❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡✲✉s❡ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ♦♥❧② ❛s
♠❛♥② t✐♠❡s ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ✐t✱ ❛♥❞ ♥♦t r❡✲✉s✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥♥♦t r❡✲✈✐s✐t ❛❝t✐♦♥s ❛❧r❡❛❞②
✈✐s✐t❡❞✱ ❛s ✐♥st❡❛❞ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❬✻❪✱ ✇❤❡r❡✱ ❛s ✐♥ ❝✲❧✉❞✐❝s✱
❛♥ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ ❬✻❪ ❧✉❞✐❝s
✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❣❛♠❡✲s❡♠❛♥t✐❝s t❡r♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❞✉♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❡s✐❣♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✱ ♦♥❝❡
❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❞r❡ss✱ t❤✉s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r s✉❜✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❜✐❣❣❡r ❝✉t✲♥❡t✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤✐s
❧❡❛❞s t♦ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❛t ❤♦✇❡✈❡r ❞♦ ♥♦t ✜t ♦✉r ♥❡❡❞ t♦
♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝✉t✲♥❡ts ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛❧r❡❛❞②
r❡s♦✉r❝❡ s❡♥s✐t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❛ s✉❜ ❝✉t✲♥❡t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜②
t❤❡ s✉❜✲❞❡s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ♦♥❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣s✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✐s r❡♣❡❛t❡❞✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦♥ ❛ ❞✉❛❧ ❛❧r❡❛❞② ✈✐s✐t❡❞✱ ✉♥❧❡ss ❛❧s♦ t❤✐s ❞✉❛❧ ✐s r❡♣❧✐❝❛t❡❞✿ t❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧②
t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✉s❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t r❡❝✉rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡①t
st❡♣ ✐s✱ t❤❡♥✱ t♦ ❜♦rr♦✇ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❢r♦♠ ❝✲❧✉❞✐❝s✱ ❛♥❞ tr② t♦ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②♥t❛① ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❜② ✉s✐♥❣
st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❣♦❛❧ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐❢ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
✇✐t❤ ♥♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞r❛✇❜❛❝❦s✳

✻✳✸✳✸ ❘❡❝✉rs✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡s✐❣♥s

▲❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✺✵❪✱ ❛♥❞
s❡❡ ❤♦✇ ✇❡ ❝♦✉❧❞ tr❛♥s❧❛t❡ ✐t ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❧✉❞✐❝s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞
✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡✲♣❛ss✐♥❣ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛s✐❞❡✳ ❍❡r❡ ? ♥♦t❡s ❛♥ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥❞ ! ❛♥ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧✱
t❤❡ ♣❛r❡♥t❤❡s✐s [ ] ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✮ t♦ ❜❡ s❡♥t✱
❢♦r t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧✱ ♦r t♦ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✭♦♥❝❡ ❞❛t❛ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡✐✈❡❞✮
❢♦r t❤❡ ✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧✳
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❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✸✳✺✳ ▲❡t P = ∗f?[x, r].r![x]✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ∗ ✐s
❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ f?[x, r] ✭t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛❢t❡r ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s

id(f, r) = f[x, r].(r[x] ∣ id(f, r))

s✐♥❝❡ ✐t ✐s r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛❢t❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥ f ✕ ✐❢ ✐t ✇❡r❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛❢t❡r r✱
✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ id(f, r) = f[x, r].r[x].id(x, r)✳ ❲✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ✈❛❧✉❡s t♦ ❜❡ s❡♥t ♦r r❡❝❡✐✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❧✉❞✐❝s s②♥t❛① ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡✿

id(f, r) = id(f, r)

[r].1.1 ⊢ ∗ξ

⊢ [r].1,∗ξ

[r] ⊢ ∗ξ
(+,∗ξ,{1,2})

⊢ [f].1,∗ξ

[f] ⊢ ∗ξ

✇❤❡r❡ [f] = ξ.1✱ [r] = ξ.2✱ ❛♥❞ ∗ξ ♥♦t❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛❞❞r❡ss✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ t❤❛t ✐s r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛❢t❡r ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ❛ r✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ s♦rt ♦❢
✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ❛s !A ✐♥ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝✳

❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♦✉r ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ s✉❝❤ ❛ str✉❝t✉r❡ ❛s ❛
♣r❡♠✐s❡ ❢♦r ❛ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥✿ ✇❡ st❛rt ❜② ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❛rr②
♦✈❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡r② ♣r❡♠✐s❡ ✐s ❛ s✉❜✲❛❞❞r❡ss ♦❢
t❤✐s ❧❛tt❡r❀ t❤✐s ❧❡ts ✉s r❡♣❡❛t t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ r✉❧❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡
❛❞❞r❡ss ξ✱ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s✉❜✲r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥✳

❲❡ ♠✉st ❛❧s♦ str❡ss t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ❛s id(f, r)✱ r❡❢❡rs t♦ ❛ s♣❡✲
❝✐✜❝ r❡❝✉rs✐✈❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ■♥❞❡❡❞✱
✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❝✉rs✐♦♥ st❡♣✱ ✇❤❡r❡ id(f, r) ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ♣r❡♠✐s❡✱ t❤❡ ❜❛s❡
✐s ♥♦t [f] ⊢ ∗ξ✱ ❜✉t [f] ⊢ [f].1,∗ξ✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛t st❡♣ 0✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ st✐❧❧ ❛❧❧♦✇ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s✱ ❜✉t ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛②✿
t❤❡② ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥❧② ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❞✲
❞r❡ss✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ r❡❝✉rs✐♦♥ st❡♣s✱ ❜② t❤❡
♥✉♠❜❡rs ♦❢ r❡♣❡❛t❡❞ ♥♦♥✲❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥
t✐♠❡✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ s②♥t❛① ✇✐t❤ ❛ s♦rt ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ∗ξ✱
♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❛s ♣r♦♦❢✲
tr❡❡s✿ ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❛♠❡✲s❡♠❛♥t✐❝❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s t❤❡
❝♦♥t❡①t ✐s ❤✐❞❞❡♥✱ ❛♥❞ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✱
t❤✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
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✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❞r❡ss✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛s ∗✱
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦r r❡q✉✐r❡s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ✐t ✐♥
t❤❡ ❜❛s❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❡ts ✉s ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ♦♥❧② ✇❤❡♥
♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ ❛s ♠❛♥② t✐♠❡s ❛s ✇❡ ✇❛♥t✱ ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡
❤♦✇ ♠❛♥② ❝♦♣✐❡s ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡✳ ❚❤✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱
s✐♥❝❡ ❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞
♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❞❞❡♥ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ r✉❧❡s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❢♦❝✉s✱
❝♦✉❧❞ s❡❡♠✐♥❣❧② ❧❡t ✉s ✐♥t❡r♣r❡t r❡❝✉rs✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
❥✉st✐✜❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s s✐♠♣❧❡r✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ❝✲❧✉❞✐❝s✳ ■♥❞❡❡❞✱
♦♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❧✉❞✐❝s ✐s t❤❛t ❥✉st✐✜❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s
♦❢ ❛❝t✐♦♥s ✕ ✈✐❡✇s ♦r ❝❤r♦♥✐❝❧❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ✕ ❛r❡ ♥♦t ❡❛s② t♦
❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ❛ ❞❡s✐❣♥✳

❆s ✇❡ ♥♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❛❞❞r❡ss❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡
❛❞♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ t❤♦✉❣❤ ✐♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇❛②✳ ❘✉❧❡s ♦♥ t❤❡s❡ r❡♣❡❛t❡❞
❛❞❞r❡ss❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❜✉t ❝♦♥tr❛r② t♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t r❡♣❧✐❝❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s✿ t♦ ✉s❡ t❤❡♠ ❛❣❛✐♥ ✇❡ ♥❡❡❞✱ ✜rst✱ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥♦t❤❡r ❛❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤✐s✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦✉r❝❡✲s❡♥s✐t✐✈❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ CCS

♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s✬ s②♥t❛①✳
❲❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡✱ s♦✱ t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡s ✭ξ, ζ, . . .✮ ❛♥❞

t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦♥❡s ✭∗ξ,∗ζ, . . .✮✳ ❆t ✜rst✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✭♦r
r❡♣❧✐❝❛❜❧❡✮ ❛❞❞r❡ss ∗ξ ✭✇❡ ♣r❡❢❡r ∗ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ !✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❧❛tt❡r ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s t♦ ♥♦t❡ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s
✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✉♥✐q✉❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ♣r✐♦r✐t②
✐♥ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❞❞r❡ss❡s ❛t t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ⊢ ✇♦✉❧❞ ❜r✐♥❣
✉s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❢ ❢♦❝✉s❡❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
❛❞❞r❡ss ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❝♦♣② ♦❢ ✐t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛
r✉❧❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✐t✿ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♣② ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❞❞r❡ss
✐s ♣r❡s❡♥t ❛t ❛ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t❀ ✇❤✐❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❛❞❞r❡ss❡s✱ ❛s ♥♦t❡❞✱ ❤❛✈❡
♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧❡
t✐♠❡s ✭❛s ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✮✱ t❤❡♥ ✐t ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❞❞r❡ss ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✐t t❤❛t
♠✉st ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞✱ t♦ ❧❡t ✉s ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡ ❛❣❛✐♥✳ ❲✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ s✐♥❝❡ ✐♥ id(f, r) ❛ r✉❧❡ ♦♥ ξ ✐s r❡♣❡❛t❡❞✱ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❞❡s✐❣♥ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❞❞r❡ss ∗ζ✱ s✉❝❤ t❤❛t ξ = ζ.1✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ C = (−, ζ.1 = ξ,N)⋯(+,∗ζ,{1})(−, ζ.1,N)✱ ✇✐t❤ ζ.1 ⊢ ∗ζ ❛s t❤❡
❜❛s❡ ♦❢ C✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♣♦s✐t✐✈❡ r✉❧❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

ξ.1 ⊢ ∗ξ ⋯ ξ.n ⊢ ∗ξ
(+,∗ξ, I)

⊢ ∗ξ

❯s✐♥❣ ❛ r❡♣❧✐❝❛❜❧❡ ❛❞❞r❡ss ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ✐t ❞♦❡s ❝❤❛♥❣❡ ❤♦✇
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇♦r❦s✱ ❜✉t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ t♦ tr❡❛t ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳



✶✽✷

❲❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✐♥st❡❛❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤
r❡♣❡t✐t✐♦♥s✱ s❤♦✇ ✇❤❛t ❛r❡ ✐ts ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❤②
✇❡ ❝❛♥✬t ❛❞♦♣t ✐t ❛s ✇❡❧❧ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥t❡r♥❛❧✐③❡ ✜♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs
✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ✈❛❧✐❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳

▲✉❞✐❝s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❝t✐♦♥s

■♥ ❬✻❪✱ ❜② ❋❛❣❣✐❛♥ ❛♥❞ ❇❛s❛❧❞❡❧❧❛✱ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❍②❧❛♥❞✲❖♥❣ ✐♥♥♦❝❡♥t
❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ♦♥ ❛♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛r❡♥❛✱ t♦ t❤❡♥ ❞r♦♣ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐t②
✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❝❤r♦♥✐❝❧❡s ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✮✱ t♦ ❛❧❧♦✇
r❡♣❡❛t❡❞ ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦❝✉s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t✱ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
❡✈❡r② t✐♠❡ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✐s r❡♣❡❛t❡❞✱ ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥ ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ t❤❡♥
t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤✐s ❛❝t✐♦♥ ✐s r❡♥❛♠❡❞ t♦ ❛ ❢r❡s❤ ♦♥❡ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞
❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥✱ t♦ ✐♥❞✉❝❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❥✉st✐✜❡❞ s❡q✉❡♥❝❡
st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥ q✉❡st✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥t✐♥✉❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❝❛s❡ ❜② ❜r❡❛❦✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ❧✐♥❡❛r ♣✐❡❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ❡❛❝❤ t✐♠❡
❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✐s r❡♣❡❛t❡❞✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ♣❛rt✐❛❧❧② r❡✈❡rt❡❞ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♥❡✱ ❛♥❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❜② ❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ ❛♥❞ r❡♥❛♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥✳ ❚♦
❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❜♦rr♦✇ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ✐♥ ✜❣✉r❡s
✻✳✸✳✸ ❛♥❞ ✻✳✸✳✸✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳✸✳✻✳ ❉r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ❞❡s✐❣♥s ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❛✐❧
str♦♥❣ ✐♥❝♦♥s✐st❡♥❝✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✐❞❡❛ ❛t t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱ ✐✳❡✳
❛❜str❛❝t✐♥❣ ♣r♦♦❢s t♦ ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣❛rt ❛♥❞ ❢♦r❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥t❡♥t✱ ❢♦r♠❛❧❧② ✐t ♦♥❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ ❛❧❧♦✇s ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s
t❤❡ s❛♠❡ ❛❞❞r❡ss✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲s❡t ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❞♦❡s ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❧✐tt❧❡ ❛✇❦✇❛r❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②♥t❛❝t✐❝ ✇❛② t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ξ ✇❡ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ r✉❧❡ ♦♥✱ ❛♥❞
t❤✉s ❥✉st✐✜❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ✭♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞✮ ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞✱ ❛♥❞
❜❡❝♦♠❡ ❤❛r❞❡r t♦ ✐s♦❧❛t❡✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s
♦✈❡r❝♦♠❡s t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ✐s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s✳

Pr♦❜❧❡♠s ♦❢ r❡♣❡t✐t✐♦♥s

❚❤❡ ✜rst ✐ss✉❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐s t❤❛t t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✭❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s✉❜✲
s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡ ✭❛ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✜❣✉r❡
✻✳✸✳✸✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✭t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✮ D1

❛♥❞ D2 ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ t❤✐r❞ ❞❡s✐❣♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡
♦❢ t❤❡ t✇♦✿ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥t❡r❛❝t
✐♥ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤✐s s♦♠❡✇❤❛t ♥✉❧❧✐✜❡s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛✐♠s ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱
t♦ ❝❧♦s❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ s②♥t❛① ❛♥❞ s❡♠❛♥t✐❝s✿ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❚❤✐s ✐s ❤♦✇ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❞❡♥♦t❡
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ n✲t❤ st❡♣✳ ❘❡♣❡❛t❡❞ ❛❞❞r❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇ t♦ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ❛❧r❡❛❞② ✈✐s✐t❡❞ ❛❝t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❋♦r♠❛❧❧② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ✇♦r❦s ❧✐❦❡ t❤✐s✳ σ(D) ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ D ✇❤❡r❡ t❤❡ ξ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ✜rst r✉❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② t❤❡
❛❞❞r❡ss σ ✭✐♥ t❤❡ ❜❛s❡✮✳ ❲❤✐❧❡ E[σ/ξ] ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ❞❡s✐❣♥ E ✱ ✇❤❡r❡
σ ✐s ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ξ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ξ+✱ ❛ ❝♦♣② ♦❢ E
✐s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ D✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞❞r❡ss
✐s ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ξ✱ ❛♥❞ t❤✉s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♣② ♦❢ E ✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ st❡♣ ✺ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥✱ s✐♥❝❡ ❛❢t❡r st❡♣ ✷ t❤❡
❛❝t✐♦♥s x− ❛♥❞ y+ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉t✲♥❡t ❛♥②♠♦r❡✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❡♥❞✐♥❣ ✐t
❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❞❛✐♠♦♥ ✭t❤❡r❡ ♥♦t❡❞ ❸ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 6✮✿ t❤✐s ✇♦✉❧❞ s❡♣❛r❛t❡
t❤❡ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s✳

❞❡s✐❣♥ s❤♦✉❧❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡①♣r❡ss ✐ts s❡♠❛♥t✐❝s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡
♦t❤❡r✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❡❛❝❤ ❞❡s✐❣♥
❥✉st ❜② ✇❛t❝❤✐♥❣ ❛t ✐ts str✉❝t✉r❡❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥②♠♦r❡ ♦♥❝❡
✇❡ ❛❧❧♦✇ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❜♦✉t ❤❛✈✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥s✱ ❛♥❞ ✐s ❝❧♦s❡❧②
t✐❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss t❤❡♦r❡♠s✾✳ ❲✐t❤♦✉t ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❢♦r♠✉✲
❧❛s ✐♥t♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ◆♦✇ t❤❛t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛r❡ ❛❞♠✐tt❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ ?A ♠✉st ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡✿ ✐❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ D ♦❢ ❜❛s❡ ξ ❜❡✲
❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ⊢ ?A✱ t❤❡♥ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠
✐t ✭✉s✐♥❣ ♦♥❧② s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ r❡♥❛♠✐♥❣s✮✱ t♦ ❛ ❞❡s✐❣♥ D′ ♦❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ⊢ ?A, ?A✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ t❡sts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❛
s♦rt ♦❢ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s✉♠ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥s✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s t♦ ❝❤♦♦s❡
❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ✇❤❡♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✕ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ ♠❛② ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡
t❤❡ s❛♠❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞❀ t❤❡r❡❢♦r❡ t✇♦ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦♥❧② ✐❢
t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❛❝❤ 6 ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡✳

✾❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦♦❢s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻✵❪ ♦r ❬✸✽❪✳
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✻✳✸✳✹ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s

❖♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ ✇❤② t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✱ ❢r♦♠ ❛ s❤❡❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡
✐t ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❝❛✉❣❤t ❜② ❛❧❧ t❤❡ ✇❛②s
✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ t♦t❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇❡ ❣❛✈❡ t♦ ♣r♦❝❡ss❡s✿
t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐ts❡❧❢✮ ❛♥❞ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❜② t❤❡ ❝♦♥t❡①t✮ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❍♦✇ ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥
✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ❛♥❞ t❤✉s ❤♦✇ ❛ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ✭✐✳❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s✮✱ ❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ st❛❣❡✱ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❛
♣r♦❝❡ss✳ ▲♦s✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✇♦✉❧❞ ♥✉❧❧✐❢② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥s ✇❡
✉s❡❞ ❧✉❞✐❝s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❧❛❝❡✱ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② str❡ss❡❞ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ r❡s♦✉r❝❡ s❡♥s✐✲
t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✐❧s ♦♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❞❡s✐❣♥s✳ ❖✉r ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✈✐s✐t❡❞ ❛❝t✐♦♥s❀ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ r❡♥❛♠❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✭r❡♣❡❛t❡❞✮ ❛❞❞r❡ss ❛t ❛ t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s
♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✿ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥
❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❞❞r❡ss ✐♥ q✉❡st✐♦♥✱ ❛♥❞ ❧❡t ❛ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞❞r❡ss❡s✳ ❚❤❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ s✐♥❝❡ ✐t ♠✉st ❛✛❡❝t
❛❧s♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛❞❞r❡ss❡s
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r ❡✈❡r②
r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉❧❡ ✭❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s✉❜s✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞r❡ss ❞✉r✐♥❣ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ s❤✐❢t t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s
✕ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✲s❡ss✐♦♥ ✕ t❤❛t ✈✐s✐t t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥
t❤♦✉❣❤ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❞❞r❡ss❡s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❡♥❛♠✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♣✐❡s
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣s✳

■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛❧❧②✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❛s r❡♣❡❛t❡❞ ✈✐s✐ts ♦❢ ❛ ♣❛rt ♦❢
❛ ❞❡s✐❣♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ r✉❧❡ ✐s ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞✱ ✇♦✉❧❞ st✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✉♣❡r✲
✐♠♣♦s✐t✐♦♥✿ ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❛t s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
s♦♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞② ❤❛♣♣❡♥❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❛❧r❡❛❞②
❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞✱ ✉♥❧❡ss ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ❜② ❛
r❡❝✉rs✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞
❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ✉s❡❞✱ ✐t ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❜② r❡✈✐s✐t✐♥❣
❛❝t✐♦♥s ✇❡ ❧♦s❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ♣❛st ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛t ✇❤✐❝❤ r❡❝✉rs✐♦♥✲
st❡♣ ✇❡ ❛r❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r str♦♥❣ ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦❢ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✿
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t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥s t♦ ❡①♣r❡ss ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❛t ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r str❛t❡❣②✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✿ ❛t ❛ r❡♣❡❛t❡❞ ❛❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ str❛t❡❣②✱ t❤❡②
r❡s♣♦♥❞ ❛❧✇❛②s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❛♥
❛❞❞r❡ss✱ ♦r ♣❡r❢♦r♠ ❛ r❡❝✉rs✐♦♥ st❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ✇❛② ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❛t ❛❞❞r❡ss✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛② t❤❛♥ ❜❡❢♦r❡✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ t❡sts✱ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ❧✉❞✐❝s ✐♥
s✉❝❤ ❛ ✇❛② t♦ ❜r✐♥❣ ✐t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s ✐ts❡❧❢✱ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐s t❤❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs
✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s②♥t❛①✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t ✇❡ s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡
✻✳✸✳✺✳ ❚❤✐s✱ ♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ✉s ❛ ✇❛② t♦ ❢✉❧❧②
r❡♣r❡s❡♥t r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠ ✈❛❧✐❞✱
❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ s②♥t❛① ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❞❞r❡ss❡s✱
❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❧♦st ❡①♣r❡ss✐✈❡
♣♦✇❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♥❛✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ r✐❣❤t ❛✇❛② t❤❛t ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❧✉rs t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞ ❝✉t✲♥❡ts✱ ✐❢ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✐s✱ ✐❢ ❛♥ ❛❞❞r❡ss
∗ξ ✐s r❡♣❧✐❝❛t❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ❝✉t ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❛♥②♠♦r❡✱
s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❛t ♠❛tt❡rs✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❛❝t✉❛❧❧②
✐s ❛ r❡♣❡❛t❡❞ r✉❧❡ ♦♥ t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛❞❞r❡ss✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ✇❡
❝❛♥♥♦t ❝♦✉♥t❡r ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ⊢ ∗ξ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❞✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✕
✐✳❡✳ ❝✉t ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦♥❧② ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✕ s✐♥❝❡ ∗ξ ⊢ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❛❞♠✐tt❡❞ ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡s✱ ❛s ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ■t ❞♦❡s ♥❡✐t❤❡r ✇♦r❦ t♦ r❡q✉✐r❡
t❤❛t ξ = ζ.1 ❛♥❞ t❤❛t ∗ζ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✐❢ ∗ζ ✇✐❧❧
❜❡ ❢♦❝✉s ♦❢ ❛ r✉❧❡ ♦r ♥♦t✳ ❆ ♣❛rt✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ r❡✲♣❤r❛s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✭♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡❞✮ ❛t ♦♥❝❡✱ ❛♥❞ ❧❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
♦♥❧② ✐❢✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r✉❧❡ ♦♥ ⊢ ∗ξ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✉❛❧ r✉❧❡ ♦♥ ξ ⊢✳ ▲❡t
✉s t❛❦❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✿

❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✸✳✼✳ ▲❡t P = νf(id(f, y) ∣ f
c
.yc.1)✱ ✇✐t❤ id(f, y) = f.(y ∣ id(f, y))✳

❚❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ (f, f
c
) = u ❛♥❞ (y, yc) = v✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ xor ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ✐s f <P y ❛♥❞ f
c
<P yc✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s✱

t❤✉s✿

id(f, y) =

id(f, y) G[y]
(+,∗ξ,{1,2})

⊢ [f].1,∗ξ
(−, ξ.1,{{1}})

[f] ⊢ ∗ξ G[y] G[f
c
] G[yc] G[u] G[v]

(+,∗ξ, I)
⊢ ∗ξ

✇✐t❤ I = {1,2,3,4,5,6}✳ ❲✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t✐♥❣ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱
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✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❛rts ♦♥ G[u]✱ t❤❡♥ ✈✐s✐ts (−, [f],{{1}}) ❛♥❞ (−, [f
c
],{{1}}) ✐♥

❛♥② ♦r❞❡r✱ t♦ t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦♥ G[v]✱ ❛♥❞ ✐ts ❝❤❛♥♥❡❧s y ❛♥❞ yc✳
❆♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦♥ (−, ξ.1 = [f],{{1}}) ❛♥❞ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

✈✐s✐t t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ (+,∗ξ,{1,2})✳
❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥ ♥❡❡❞s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

(−, ξ,{. . . ,{1,2}, . . .})✱ t♦ t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤ ✇✐t❤ t❤❡
♥❡①t ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t C ❤❛s ❛s ❜❛s❡ ξ ⊢ ∗ζ✱ ✇✐t❤
ξ = ζ.1✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ❛ s❡❝♦♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ♦♥ ξ✳

❲❤✐❧❡ ✐t ✐s ♥♦t ❡①❡♠♣t ❢r♦♠ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❞❞r❡ss❡s s❡❡♠ ❛❜❧❡
t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s②♥t❛①✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t c✲❧✉❞✐❝s ❡♥t❛✐❧s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦✉r❝❡✲s❡♥s✐t✐✈❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s st✐❧❧ ♥❡❡❞❡❞✱
s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❦♥♦✇ ❛♥②♠♦r❡ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥ ♦r ❝❧♦s❡❞ ❝❛s❡✿ ❛♥ ❡①✲
♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❞❞r❡ss ❝✉t ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ ❝♦✉❧❞ r❡❛♣♣❡❛r ❛s ❢♦❝✉s ♦❢ ❛ r✉❧❡✱ ❜✉t ♥♦t
❤❛✈❡ ❛ ♠❛t❝❤ ❛♥②♠♦r❡✳

❆♥♦t❤❡r ♠❛tt❡r ❧❡❢t t♦ ❡①❛♠✐♥❡✱ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ❛r❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss

t❤❡♦r❡♠s ✭s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✮✱ ✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ❤♦❧❞ ✐♥ ❝✲❧✉❞✐❝s ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧✉❞✐❝s
✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱ ✇❤✐❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❧r❡❛❞②
❡①✐st✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥❡❡❞s ❤♦✇❡✈❡r ❢✉rt❤❡r st✉❞② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡✜♥❡❞
s❤❛♣❡✳
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✼✳ ❘❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✇♦r❦s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❜r✐❡✢② ♣r❡s❡♥t ♦t❤❡r ✇♦r❦s ✇✐t❤ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❝♦♥t❛❝t
✇✐t❤ ♦✉rs✱ ❜♦t❤ t♦ s❡❡ ✇❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❣❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❛rt✱ ❛♥❞ ✐❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦r ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ♦t❤❡r ❝♦♥t❡①ts✳ ❚❤❡
❝❤❛♣t❡r ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❛rts✱ t❤❛t ✇✐❧❧ ❡♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳

❚❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❬✾❪ ❜② ❊✳ ❇❡✛❛r❛ ✭❝♦♥✲
t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❱✳ ▼♦❣❜✐❧ ❬✶✷❪✮✱ ✇❡r❡ CCS ✐s t②♣❡❞ ✐♥t♦ ❧✐♥❡❛r

❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢✲♥❡ts✱ t♦ s❡❡ ♠♦r❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐ts✳
■t ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r
❡❛r❧② ❣♦❛❧s ✇❛s t♦ tr② t♦ ❣❡t ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✐ts ❞r❛✇❜❛❝❦s✿ ✇❡
✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✉❞✐❝s ❞♦❡s ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts✱ ❡✈❡♥
✐❢ t❛❦✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r♦✉t❡ t❤❛♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ t②♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢
❇❡✛❛r❛ ✭❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ✇✐t❤ ▼♦❣❜✐❧✱ ❬✶✷❪✮ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜❡t✇❡❡♥ CCS ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ♣r♦♦❢✲♥❡ts✱ ❜❡t✇❡❡♥
♣r♦♦❢s ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥
❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ t✇♦
s②st❡♠s ❜❡❣✐♥ ✇❤❛t ❣✐✈❡s ♠❡❛♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r ✇❡
tr② t♦ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠✱ ❧✉❞✐❝s✱ ✐♥st❡❛❞ t❤❛t ♦♥ CCS✱ t♦ ❢♦r♠ ❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✿ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇❡✛❛r❛ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✢✉❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ tr②
✐♥st❡❛❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ✇❛② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❧✉❞✐❝s ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐♥ q✉❡st✐♦♥ st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ MCCS ❛s ✇❡
❞♦✱ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❣r❛♠♠❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢
♠♦❞❛❧✐t✐❡s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✳ ❆ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ s②♥t❛①❡s✱ ❛♥❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ ✜①❡❞
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ r✉❧❡s✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t♦ ❡❛❝❤ MCCS ♣r♦❝❡ss P ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛ ♣r♦♦❢✲♥❡t [P ]s❀ t❤❡♥✱ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡
❧✐♥❡❛r ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ⊸✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r s❤♦✇s t❤❛t✱ t❛❦❡♥ ❛ MCCS ♣r♦❝❡ss P ✱

✶✽✾
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t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ P →∗ P ′ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ [P ]s ⊸ [P ′]s ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝❀ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢
♥❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ P ′ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝✉t ❜❡t✇❡❡♥ [P ]s ❛♥❞
[P ]s ⊸ [P ′]s✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ❬✾❪ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ❜✉✐❧t ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞
❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡✱
❛♥❞ t❤✉s ✐s t✐❡❞ t♦ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✿ ✐♥ t❤✐s ✇❛②✱ ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥
st❡♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐ts ♦✇♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢✲♥❡t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❧❛❝❦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦❜❥❡❝t
❛s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss✳ ❖✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✉❞✐❝s ♠❛♥❛❣❡s t♦
❢♦r♠ ❛♥ ❡q✉❛❧❧② str♦♥❣❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❤✐❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡✱
t❤♦✉❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✱ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ❝❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❛t t❤❡ s❛♠❡
t✐♠❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ✐s ❛❜♦✉t s❡ss✐♦♥ t②♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤♦rt❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❑♦❜❛②❛s❤✐✱ ❙❛✐t♦ ❛♥❞
❙✉♠✐✐ ✭❬✺✵❪✮✱ ❛❜♦✉t ❛ t②♣✐♥❣ ❢♦r ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦
❝❤❡❝❦ ❢♦r ❞❡❛❞❧♦❝❦s✱ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦✿ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s
❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❛❣❣❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦♥
✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❇❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ t❡❧❧ ❜② t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐❢
t❤❡r❡ ❛r❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ s✐♥❝❡ s❡ss✐♦♥
t②♣❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ s❛❢❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛
t②♣✐♥❣ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❜✉✐❧t t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧②
✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥ ♦♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❖✉r
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❜② ✐❣♥♦r✐♥❣ ♥❛♠❡✲♣❛ss✐♥❣✱
❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ tr✐✈✐❛❧ ✇❛②❀ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡
❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t [ ]P ✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣
✐♥ JP K ✐❢ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛❝t✉❛❧❧② s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s✐♠♣❧❡✿ ✐t ❥✉st
s✉✣❝❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ JP K✱ ♦r✱ ✐♥ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✇❛②✱ ❛tt❡♠♣t t♦
❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦✉♥t❡r✲❞❡s✐❣♥ ♦❢ JP K t❤❛t ✈✐s✐ts t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜r❛♥❝❤❡s ♦♥ DP ✳ ■♥s✐❞❡
❬✺✵❪ ✐s ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡①❛♠♣❧❡ ✻✳✸✳✼✮ t❤❛t
✇❡ ✉s❡❞ t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛❞❞r❡ss❡s ❝♦✉❧❞ ✇♦r❦ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✳

❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt✱ s✉❜s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✱ s❤♦✇s ❛ ❢❡✇ ♦❜✈✐♦✉s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤
❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ❝❛✉s❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦✉r xor ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♣r❡✜①
♦r❞❡r✳ ❲❡ ❛❧s♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❋❛❣❣✐❛♥ ❛♥❞ P✐❝❝♦❧♦ ❬✷✼❪ t❤❛t ❢♦❝✉s
♦♥ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t②♣❡❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✲❢r❡❡ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s
❛♥❞ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ✭t❤❡ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✮✱ ❛♥❞ ❤♦✇
♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❢♦r♠ ❛ ❜r✐❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❧✉❞✐❝s
✇✐t❤♦✉t t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✲❢r❡❡❞♦♠✱ ❜✉t ❢✉rt❤❡r st✉❞② ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦
❝❧❛r✐❢② t❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳



✶✾✶

✼✳✶ MCCS t♦ ♣r♦♦❢✲♥❡ts✿ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐♥ ❝♦♥❝✉r✲

r❡♥❝②

■♥ ❬✾❪ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛t❝❤ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♣r♦♦❢s ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss
❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥
s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲❡ ♠❛❞❡ ♦✉rs t❤❛t s❛♠❡ s❤✐❢t ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❡r♠s ♦❢ ❛
♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ✭❢♦r♠✉❧❛s✮✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
❞②♥❛♠✐❝s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♥❡❝❡ss❛r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦r ❝♦♠♣r♦♠✐s❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛
t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇♦r❦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ♣r♦♦❢s ✐s t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧
❢♦r♠✱ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✢✉❡♥t❀ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
s②st❡♠✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡✐r
♠❡❛♥✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s r❛t❤❡r ❛❧❧ t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛♥❞ t❤✉s ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❬✾❪ ✐s
t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t s②st❡♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳
♠❛❦✐♥❣ ✐t ❝♦♥✢✉❡♥t ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡♥t❛✐❧s
t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ P →∗ P ′✱ ❢♦r ❛ ♣r♦❝❡ss P ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
♣r♦♦❢✲♥❡t✱ ❜✉t ♦♥❧② ❢♦r t❤❛t s♣❡❝✐✜❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
tr②✐♥❣ t♦ ❝❛t❝❤ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠✱
❧✉❞✐❝s✿ ✇❡ s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r ❛ ✇❛② t♦ ♠❛❦❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♥♦♥✲
❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ r❡str✐❝t✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ ✐t ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t st❛♥❞❛r❞ ❧✉❞✐❝s ❧❛❝❦s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣❛rt
♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❛♥❞ ❛s ✇❡ s❛✇ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ❛r❡ ♥♦t ✜t ❢♦r ♦✉r
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

❖✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦

❚❤❡ ♣❛♣❡r st❛rts ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✭❝❛❧❧❡❞ MLLa✮ ⟨a⟩A ❛♥❞ ⟨a⟩A✱ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛
❢♦r♠✉❧❛ A✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✿ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦♥❡ ✭✇❤❡r❡ ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ st❡♣✲❜②✲st❡♣✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦♥❡ ✭✇❤❡r❡ ♠❛①✐♠❛❧
❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱
❢r♦♠ t❡r♠s ♦❢ MCCS t♦ MLLa ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s t♦ ❞❡♥♦t❡ ❝❤❛♥♥❡❧
♥❛♠❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r♦♦❢ [P ]s ✭✇❤❡r❡ t❤❡ s st❛♥❞s ❢♦r s②♥❝❤r♦♥♦✉s✮ ❢♦r ❡✈❡r②
MCCS ♣r♦❝❡ss P ✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣❛rt ✐s ❛ t❤❡♦r❡♠ st❛t✐♥❣
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ P →∗ Q ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ [P ]s ⊸ [Q]s ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥
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▼▲▲ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞❛❧✐t② r✉❧❡s✶❀ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s tr❛♥s❧❛t✐♦♥
♣❛rt ✐♥st❡❛❞ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss 1✱ ❛♥❞ s❛②
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ P →∗ 1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ [P ]a ⊸ [1]a ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥
▼▲▲ ✭✇✐t❤♦✉t ♠♦❞❛❧✐t② r✉❧❡s✮✷✳ ❚❤❡s❡ t❤❡♦r❡♠s ❢♦r♠ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ MCCS ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢s✱ ❤♦✇❡✈❡r
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✱ t❤❛t ✐s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❋♦r
❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss P t❤❡r❡ ✐s ❛ MLL ♣r♦♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ✐t✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ s✐♥❣❧❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❛❧❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ t❤❛t ❝❛♥ ❝❛t❝❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢
❛ ♣r♦❝❡ss✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ t♦ ❡❛❝❤ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t♦ ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣
t♦ tr❛s♥❧❛t❡✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ str♦♥❣ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡❀ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢✲♥❡t ✭t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r❡✮✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

❖✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡① tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ MCCS ♣r♦❝❡ss P ✱
❜✉t ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧✲str✉❝t✉r❡❞ ♦❜❥❡❝t ✐ts ✇❤♦❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱
✇✐t❤ ❛ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s ✇✐t❤ ❧✉❞✐❝s✳ ■t ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✱
❜❡✐♥❣ ❛ s❡t t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐t ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t
♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢
P ❛t ♦♥❝❡✱ ✈✐❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤❡ str♦♥❣❡st ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✇❛s ❛❧s♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇❡✛❛r❛
❛♥❞ ▼♦❣❜✐❧✱ t❤❛t ✐s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ❜② ❝❛t❝❤✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♥♦♥✲
❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ CCS t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡t ♦❢
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t✳

◆♦t ♦♥❧② ✇❡ ❣✐✈❡ t♦ P ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K t❤❛t ❝❛♥ ❝❛t❝❤ t❤❡ ♠❡❛♥✲
✐♥❣ ♦❢ P ✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❛❧❧ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ❜✉t t❤❡ s❛♠❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛❧❧ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠s ♦❢ P ✱ ✈✐❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✶✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JP K ❤❛s t❤✉s ❛ ❝❧❡❛r r❡✲
❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥② P ′ s✉❝❤ t❤❛t ❡①✐sts ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ P →∗ P ′✱ ❛♥❞ t❤❡r❡
✐s ❛ ♥✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s P →∗ 1✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ JP K ✉♥t✐❧ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ One✱ ✐❢ t❤❛t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ tr✐✈✐❛❧❧② ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♥❛♠❡ ❤✐❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ν✱ t❤❛t ✐♥st❡❛❞
❣✐✈❡s s♦♠❡ tr♦✉❜❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢✲♥❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞
♣r♦❝❡ss✱ t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❛t ❛❧❧ ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢✲♥❡t tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳

✶❬✾❪✱ ♣✳✽ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳
✷❬✾❪✱ ♣✳✶✶ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ st❛t❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✳
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❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ + ✐s r❛t❤❡r
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐♥ ❜♦t❤ ✇♦r❦s ✕ ❇❡✛❛r❛ ♠❡♥t✐♦♥s t❤❛t ✐t s✉✣❝❡s t♦ ✉s❡ ❛❞❞✐✲
t✐✈❡ ♣r♦♦❢✲♥❡ts ❢♦r t❤❡ s✉♠ ✕ ❛s ✇❡ ❦♥♦✇ tr❡❛t✐♥❣ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ s✐♠♣❧❡
♠❛tt❡r ✐♥ ❧✉❞✐❝s✳ ❋♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s♦❧✐❞ ♣r♦♦❢✲♥❡t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ !A ✉s✐♥❣ ❜♦①❡s✸✱ ✐♥st❡❛❞ ❢♦r ❧✉❞✐❝s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡✜♥✐t✐✈❡
❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s ❞♦ ♥♦t ❧❡t
✉s ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❢❡r ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s❡tt✐♥❣ ❢♦r ❧✉❞✐❝s✳

✼✳✷ ❆❜♦✉t ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡ ❝❛❧❝✉❧✉s

❲❡ ❛tt❡♠♣t t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t♦ s❡ss✐♦♥ t②♣❡s ❜② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ t❤❡
π✲❝❛❧❝✉❧✉s t❤❡r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ ❛ ❢❡✇ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❬✺✵❪✱ t♦ s❡❡ ✇❤❛t
✇❡ ❝❛♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ ✇✐t❤ ♦✉r r❡s✉❧ts✳

❙❡ss✐♦♥ t②♣❡s ❛✐♠s t♦ ❡♥s✉r❡ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡rr♦rs ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠s ❤❡❛✈✐❧② r❡❧②
♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❛❣❡♥ts✱ ❛s ✐♥ ✇❡❜ s❡r✈✐❝❡s ❛♥❞ ❝❧✐❡♥t✲s❡r✈❡r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚②♣✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❡♥s✉r❡ s❛❢❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❜② ♠❛❦✲
✐♥❣ s✉r❡ ❜♦t❤ ♣❛rts ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✕ ✐❢ t❤❡✐r t②♣❡s
♠❛t❝❤✱ t❤❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❤❛♣♣❡♥ ❛s ✐♥t❡♥❞❡❞✳ ❚②♣❡ s②st❡♠s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡✈✐s❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢
❊✳ ❙✉♠✐✐ ❛♥❞ ◆✳ ❑♦❜❛②❛s❤✐ ✭❧❛t❡r r❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ ❙✳ ❙❛✐t♦✮ ❛❜♦✉t s❡ss✐♦♥ t②♣❡s

❢♦r ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡✐r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛♥♥❡❧s ✕ ✐✳❡✳ t❤❛t s❡♥❞✐♥❣ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥♣✉t ♦♥ ❛
❝❤♦s❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛♣♣❡♥❀ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ s✉❝❤
❝❤❛♥♥❡❧s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳

❚❤❡ ✜rst ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇❛s r❡str✐❝t❡❞ t♦ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❡✐t❤❡r ❧✐♥❡❛r
✭✉s❡❞ ♦♥❝❡✮✱ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦r ♠✉t❡① ❝❤❛♥♥❡❧s❀ t❤❡♥ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡
❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡ ♣❛rt ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭♦t❤❡r t❤❛♥ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✹✮✱
❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✐♥ ❬✺✵❪ ✐t ❣❡ts r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇✐t❤
t②♣❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❡❛s✐❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛❞❞r❡ss❡❞
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ ❛ ✈❡r② ❜r♦❛❞ s❡♥s❡✿ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞
✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❛t ❝❛♥♥♦t ✜♥❞ ❛ ❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ✐❢ ✐t ✐s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ 1

✭t❤❡r❡ ♥♦t❡❞ 0✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s s♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✭✐❢ ✐ts ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉t ♦r
♦✉t♣✉t✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✉❡s s❡♥❞s✴r❡❝❡✐✈❡✮✱ ❛ t✐♠❡ t❛❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛ ♣❛rt✐❛❧

✸❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s❡❡ ❬✹✵❪✳
✹❬✻✹❪✱ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
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♦r❞❡r ♦♥ t❤❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ r❡s♣❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❆ ♣r♦❝❡ss
✐s✱ t❤❡♥✱ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡ ✐❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t②♣❡✱ ❣✐✈❡♥ ❛ t✐♠❡ t❛❣ ♦r❞❡r✐♥❣
♠✐rr♦r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✜① ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✱ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡♠♣t② s❡t✳

■♥ CCS✱ ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❛t❛ ♣❛ss✐♥❣❀ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s✐♠✲
♣❧✐❢② t❤❡ s❡tt✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s✳
❯s✐♥❣ JP K✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❡①✲
tr❡♠❡❧② s✐♠♣❧❡✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞♦ ✐s ❧♦♦❦ ❛t ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧✿ ✐❢ s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈✐s✐ts t❤❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ q✉❡st✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✇✐❧❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✉❛❧ ✐♥ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥
s❡q✉❡♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦✲
❝❡ss✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛ t❛❣ ♦r❞❡r✐♥❣ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r
♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✮✱ ❛♥❞ ❛♥② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞♦❡s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✮❀ t❤❡r❡❢♦r❡
✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✉s❡ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ✐♥ t❤✐s
❜r♦❛❞ s❡♥s❡✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ♦✉r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①t

❲❡ s❤♦✇ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✐t❡❞ ✇♦r❦✱ t♦ s❡❡ ✇❤❛t ❝❛♥
✇❡ ❛❝❤✐❡✈❡ ✉s✐♥❣ JP K✳ ■♥ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ s②♥t❛①
✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ x! ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧ ✭st✐❧❧ ♥♦t❡❞ x ✐♥ ♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝❛❧❝✉❧✉s✮❀ x? ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t❀ [ ] ❞❡♥♦t❡s t❤❛t ♥♦ ❞❛t❛ ✐s s❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧❀ ❛♥❞
c ❞❡♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡✱ ♦r s✉❝❝❡❡❞✱ ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♦r s❡♥t t♦ ❛♥♦t❤❡r
❝❤❛♥♥❡❧✳

❊①❛♠♣❧❡ ✼✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s

P = (νx)(x?c[ ].0)

❛♥❞

P ′ = (νx)(νy)(x?c[ ].y![ ] ∣ y?[ ].x![ ])

❛r❡ ❜♦t❤ ✐♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥♣✉t x? ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❝ ❜✉t ❝❛♥♥♦t
s②♥❝❤r♦♥✐③❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✉❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥st❡❛❞✱ ♥❡✐t❤❡r Q = (νx)(x?[ ].0) ♥♦r
Q′ = (νx)(x![ ] ∣ x?c[ ].0) ❛r❡ ✐♥ ❛ ❞❡❛❞❧♦❝❦✳

■❢ ✇❡ tr❡❛t t❤❡♠ ❛s CCS ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t P ❤❛s ♥♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥s ✭❛ s✐♥❣❧❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝❤❛♥♥❡❧✮✱ s♦ ✐♥ JP K t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛s ✐♥ JP ′K✱ ✇❤✐❝❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛s t✇♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s t❤❛t ❢♦r♠
❛ ❝②❝❧❡ ✐♥ <SP ✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞ ❡✈❡♥ ❜② ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
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t❤❛t ✐♥ JP ′K ♥♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈✐s✐ts t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t✇♦
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ Q✱ JQK ❤❛s t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s JP K✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡
❧❛❜❡❧ c ✐s ♠✐ss✐♥❣ ✭❤❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡❛❞❧♦❝❦❡❞✮✳ Q′ ✐♥st❡❛❞ ❤❛s ❛ ♣♦s✲
s✐❜❧❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ x! ❛♥❞ x?c✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ 1✳ ❲❡ ❤❛✈❡
t❤❛t ✐♥ JQ′K t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ →u=(x!,x?c) ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
❛♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ (JQ′K)u ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ One✳

❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❛♥❞ t✐♠❡ t❛❣s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✼✳✷✳✷✳ ▲❡t P = ∗f?[x, r].r![x] ✭t❤❛t ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ ✇❤❡r❡
∗ ✐s ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ f?[x, r] ✭t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛❢t❡r
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ x, r ❛r❡ ❝❤❛♥♥❡❧s s❡♥t ❛s ❞❛t❛✳ ■t r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
♦♥ x ❛♥❞ ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦♥ r✱ t♦ t❤❡♥ s❡♥❞ ❜❛❝❦ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞
❝❤❛♥♥❡❧✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t✿

∅;{(tf , ty)} ⊢ (νf)(P ∣ (νy)f !c[true, y].y?c[z].0)

❚❤❡ ♣❛✐r (tf , ty) ♠❡❛♥s t❤❛t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ f ♠✉st s✉❝❝❡❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ y ✭✐t ✐s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r❡✜① ♦r❞❡r✮✱ ❛♥❞ ∅ t❤❛t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❞s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✳ ∅;{(tf , ty)}
✐s t❤❡ t②♣❡ ❥✉❞❣♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✐s t❤❛t f !c[true, y] s②♥❝❤r♦♥✐③❡s ✇✐t❤ ∗f?[x, r].r![x]✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s
∗f?[x, r].r![x] ∣ y![true]✱ ❛♥❞ s❡♥❞s ❜❛❝❦ t♦ y?c[z] t❤❡ ✈❛❧✉❡ [true] r❡❝❡✐✈❡❞✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ t♦♦❦ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐✲
t✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✐♥ ❧✉❞✐❝s✳ ❆s ✇❡ s❛✇ ✇❡ ❝❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤♦✉❣❤ ♥♦t t❤❡ ♥❛♠❡ ♣❛ss✐♥❣✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦♥ JP K ✇✐❧❧ r❡s♣❡❝t t❤❡ ♦r❞❡r (f !c,∗f?) ≼SP (y!, y?c) ✐♥ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡①✲
❡❝✉t✐♦♥s✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ✈✐s✐t G[x] ❢♦r ❡✈❡r② ❝❤❛♥♥❡❧ x ✭[f !], [f?], [y!] ❛♥❞
[y?]✮✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ✭t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡ ✻✳✸✳✼✮ ✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ JP K✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t P ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡ ❜② ❧❡♠♠❛ ✺✳✸✳✶✵✳

❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ❣✐✈❡♥ ❜② ♣r❡✜①❡s ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦ One t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡❞♦♠✿ ❛
♣r♦❝❡ss ✐s t❤✉s ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❬✺✵❪ s✐♠♣❧② ✐❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈✐s✐ts
❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ♥♦t❡❞ ✇✐t❤ c✳

✼✳✸ ❆ ❝❧♦s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s

❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛r❡ r❛t❤❡r
❞✐r❡❝t✱ s✐♥❝❡ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ✭t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✸✳✷✳✾✮ ❛r❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r



✶✾✻

CCS✲❧✐❦❡ ❝❛❧❝✉❧✐✺✳

❘❡❝❡♥t❧② ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ π■✲❝❛❧❝✉❧✉s ✭t❤❡
✐♥t❡r♥❛❧ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❬✻✸❪✮ ❜② ❉✳ ❱❛r❛❝❝❛ ❛♥❞ ◆✳ ❨♦s❤✐❞❛✳ ■♥ ❬✷✼❪ ❡✈❡♥t str✉❝✲
t✉r❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥s ✐♥ ❣❛♠❡✲s❡♠❛♥t✐❝ t❡r♠s ❛s ✇❡❧❧
❛s ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❍②❧❛♥❞✲❖♥❣ ✐♥♥♦❝❡♥t str❛t❡❣✐❡s✱ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤❡
❧❛tt❡r ❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst✱ ❛ s✉❜✲❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❢r❡❡ ❡✈❡♥t
str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❈✳ ❋❛❣❣✐❛♥ ❛♥❞ ▼✳ P✐❝❝♦❧♦ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛✐♠s t♦ s❡❡
t②♣❡❞ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❢r❡❡ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s✱
❛♥❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✉s ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧
❛ ❧✐♥❡❛r ✜♥✐t❛r② π✲❝❛❧❝✉❧✉s ✭✇✐t❤♦✉t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✳ ❊✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ ❜❡✐♥❣ ❛
♠♦❞❡❧ ♦❢ CCS ❛♥❞ t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s ✭t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✮ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❞✐r❡❝t s✉♣❡r♣♦✲
s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤ ♦✉t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❧✉❞✐❝s ❜② ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
❞✐r❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✳ ❇♦t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❝❛✉s❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❞
❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❜✉✐❧❞ JP K✱ t❤❡ ✜rst ❜❡✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ♣❛r✲
t✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s <P ✕ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ♦r❞❡r ≼SP ♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s
✕ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s XP ❛♥❞ +P ✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❡✈❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✭❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✺✳✶✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❤❡r❡
✐s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✿ ✇❡ ❛r❡ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ✐ts ❡①❡❝✉t❛❜❧❡ ♣❛rt✱ ✐✳❡✳ t❤❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛❜❧❡ ♣❛✐rs✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥❧② ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡ ♦❝✲
❝✉rr❡♥❝❡s✱ t❤❛t ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥t♦ ❡✈❡♥ts✳

❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t r❡❧❛t✐♦♥s ✇❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r
♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s <P ✱ ❛♥❞ t❤❡ xor r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣❛✐rs ♦❢ ❞✉❛❧
❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡s ✭❛♥❞ ❛❧s♦ ♣❛✐rs ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r +P ✮✳ ❨❡t✱ ✇❡
❝❛♥ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ≤ t♦ <P ❛♥❞ ❢r♦♠ ⌣ t♦ XP ✇✐t❤ ❡❛s❡✿ ✐t s✉✣❝❡s t♦ s❡❡ ❡✈❡♥ts ❛s
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱ ♦r t♦ ❧❛❜❡❧ t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✱
❛s ✐♥ t❤❡ t②♣✐♥❣ ♦❢ ❬✷✼❪✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✐t s❡❡♠s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ GP ✱ t❤❛t
✇❡ ❝❛♥ tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥ ❧✉❞✐❝s✲t❡r♠s✱ ❛s ❛♥ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ r❡q✉✐s✐t❡ t♦
❜❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❢r❡❡✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❧♦❝❛❧✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st s❡tt✐♥❣✳ ❲❤✐❧❡ ❧✐♥❡❛r
str❛t❡❣✐❡s ♠✐❣❤t ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❢r❡❡ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡✱
✇❡ ❝♦✉❧❞ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❛♥ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡ E ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ JE K✱ ✇✐t❤♦✉t
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ✐t✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r CCS✱ ✇❡
❝♦✉❧❞ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ♣r♦❝❡ss P ✱ t❤❡♥ ♣❛ss t♦ ❛♥ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡ E ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐t✱
❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥t❡r♣r❡t ✐t ✐♥ ❧✉❞✐❝s❀ ✇❡ ✇♦✉❧❞ s♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
E ❛♥❞ JP K✳

■♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥t♦ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ ❡✈❡♥ts ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞
✇✐t❤ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐t✐❡s✿ ❛ ♣♦❧❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ +✱ − ♦r ♥❡✉tr❛❧ ±✱ ❛ ❧❛❜❡❧ ✐s ♦❢

✺❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❲✐♥s❦❡❧ ❬✻✽❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ GP ✿ t1 ✐s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❛rr♦✇s ❛✐♠✐♥❣ ❞♦✇♥✇❛r❞s❀ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥
✭t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ s✉♠ +✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞
❛s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ xor r❡❧❛t✐♦♥✳ ❇❡✐♥❣ ♦r ♥♦t ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❢r❡❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ❢♦r t❤❡
❧✉❞✐❝s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

t❤❡ ❢♦r♠ ✭a,+✮ ♦r (a,−)✱ ♦r (a,±)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡✉tr❛❧ ♣♦❧❛r✐t② ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣❛✐r ♦❢
❞✉❛❧ ❛❝t✐♦♥s ✭s♦ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✮✳ ❇② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❛♥❞
t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❧❛❜❡❧✐♥❣ t❤❡♠✱ ❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ ♥❡✉tr❛❧ ♣♦❧❛r✐t② t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s✱
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ≤ ❛♥❞ ⌣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ r❛t❤❡r str❛✐❣❤t❢♦r✲
✇❛r❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❧❛① t❤❡
❝♦♥str❛✐♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✢✐❝t r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❢r❡❡ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ✐s
❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❝❡❧❧s ✭r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ✉♥✐ts ♦❢ ❡✈❡♥ts ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✮✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇✐t❤ ❬✷✼❪ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ❝❡❧❧ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ & r✉❧❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ r❡❧❡✲
✈❛♥t ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❡❧❧s✱ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❜② ♥❡❣❛t✐✈❡
❛❝t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ & r✉❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡✉✲
tr❛❧ ❝❡❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ ❛r❡ ✇✐t❤♦✉t ❝♦rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■♥st❡❛❞✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ xor r❡❧❛t✐♦♥
✇❡ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❜♦t❤ t❤❡ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡ + ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❤♦✐❝❡
⊞✱ t❤❛t ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✻✳✷✳✷✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ DP t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦rr❡s♣❡❝t✐✈❡
✐♥ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❜✐♥❛r② r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❡♣ t♦ s❡♣❛r❛t❡
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ✈✐s✐t✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✱ ✈✐❛ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡✲
s✐❣♥s✳ ❚❤❡ ❝❛✉s❛❧ ♦r❞❡r ♦r ❡♥❛❜❧✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❧♦❝❛❧❧②
✈✐❛ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r <P ✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢✉❧❧ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s
✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❡s♣❡❝t❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ JP K✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❣❛♠❡
s❡♠❛♥t✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❛❜❧✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❥✉s✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s✉❜✲❛❞❞r❡ss r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s✳ ❲❤❛t ✇❡
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❤❛✈❡ ❣❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ✐♥s✐❞❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳

❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❤♦♣❡ t❤❛t ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts
✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✐✱ t❤❡ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❧✉❞✐❝s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ ✈✐❛ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ≤ ❛♥❞ ⌣ ✐♥t♦ ❞✐r❡❝t❡❞
❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ t❤✉s ❣✐✈✐♥❣✱ t♦ ❛♥ ❡①t❡♥t✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❊✈❡♥t str✉❝t✉r❡s
❛♥❞ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s✳ ❉❡s♣✐t❡ ❜❡✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✱ ✐t ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡
❢✉rt❤❡r ✇♦r❦ t♦ ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ ❞❡♣t❤✳ ❲❤❛t t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ❛ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧
s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥✜♥❡ t❤❡ ✜rst t♦ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❢r❡❡ ❡✈❡♥t
str✉❝t✉r❡s✱ ♦r ❛❞❞ ♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ t♦ ❧✐♥❡❛r str❛t❡❣✐❡s✳
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✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s ✇♦r❦ st❛rt❡❞ ❢r♦♠ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦✉ts✐❞❡ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ s❡tt✐♥❣✱ t♦ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥t
❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ✜♥❞
❛ ✇❛② t♦ ❢♦r♠ ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❢♦r ❛ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛✱
✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ CCS✱ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛✲
t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✳ ▲✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥
t❤❡ ❢♦❝✉s ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s✱ ❛s ❛ ❧♦❣✐❝ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t✐❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤✉s ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❛♣t t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥✢✉❡♥t
♥❛t✉r❡ ♦❢ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤✐♥❞❡rs ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝
❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ♣r♦♦❢s ✭♦r ♣r♦♦❢✲♥❡ts✮✱ s✐♥❝❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s
✐s✱ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✱ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥ ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s
♠♦st❧② ♦✛❡r ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉t✲❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥❀
❛ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✐s t♦ r❡str✐❝t t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s t♦ ❡♥s✉r❡
❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥❛♠❡s✱ ✐✳❡✳ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡✱ ✐♥
s✉❝❤ ❛ ✇❛② t♦ ❛✈♦✐❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✢✐❝ts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥ st❡♣✱ t❤❛t ❛s ✇❡ s❛✇ ❣❡♥❡r❛❧❧② s♣❧✐t ❡①❡❝✉t✐♦♥
✐♥ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❡q✉❡♥❝❡s✱ t❤❛t ❜r✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✳

❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♣r♦♦❢s ❛s ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛t❝❤ ❛ ♣r♦♦❢ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡❀
❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥
s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢✲♥❡t ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❛t
♠✉st ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst
♣❧❛❝❡✳

❖♥ ♦✉r ❡♥❞✱ ✇❡ t♦♦❦ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❣♦❛❧ ✐♥
♠✐♥❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✲
❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s ❛♥❞ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t r❡str✐❝t✐♦♥s ♦r ❝♦♠♣r♦♠✐s❡s✳ ❲❡
❝❤♦♦s❡ CCS ❛s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛❧❣❡❜r❛s✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝ ♦♥❡ ❛♥❞ ♣❛r❛❞✐❣♠
❢♦r t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ❛♥❞ ❧✉❞✐❝s ❛s t❤❡ t❛r❣❡t s②st❡♠✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❧♦❣✐❝ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ❡✈❡r ♠♦r❡ t✐❡❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❛♥ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱ ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s✿ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ❛r♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ❧✉❞✐❝s ✐s
❜✉✐❧t✱ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ✐ts s②♥t❛❝t✐❝❛❧ s✉♣♣♦rt✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❜❡❝❛♠❡
t♦ ✐♥t❡r♣r❡t CCS ✐♥s✐❞❡ ❧✉❞✐❝s✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ♣r♦♦❢s ❞♦ t♦ ♣r♦❣r❛♠s ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳

❚❤✐s ❣♦❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢
r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ t❤❛t ❡❧✉❞❡ ❛ ❝❧❡❛r ❛♥❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❧✉❞✐❝s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ✇❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥
❛r❡✿



✷✵✵

❼ ❆ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ CCS ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥s✐❞❡ ❧✉❞✐❝s ❛s s❡ts ♦❢
❞❡s✐❣♥s✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧♦s❡❞ t♦ ❜✐✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s
❢♦r t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤✉s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❛♥❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✱ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❧✉❞✐❝s✳

❼ ❆ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ✭r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢r❡❡✮ ♣r♦❝❡ss❡s
❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ s❡t ♦❢ ❞❡s✐❣♥s✱ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡
♣r♦❝❡ss ✐♥t♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ r❡s♦rt✐♥❣ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s
❜② ♣❛rt✐❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐③✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✈✐❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ♦r s❛❝r✐✜❝✐♥❣ t❤❡
♥♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐s♠ ♦r ♥♦♥✲❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✐ts❡❧❢ ✭❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✐t② ❛♥❞
♦t❤❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ s②♥t❛①✮✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❡♥t❛✐❧s t❤❡ ♣♦s✲
s✐❜✐❧✐t② t♦ ❝❤❡❝❦ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♣r♦❝❡ss✱ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ r❡❛❞✲❜❛❝❦ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ❛r❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡✈✲
❡r② s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ❛♥❞ ♥♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t
♦r ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤r♦✉❣❤
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ✐ts ✜♥❛❧ r❡s✉❧t❀ t❤✐s
♣r♦♣❡rt② ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✿ ✇❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐s t❤❡ ♣❛t❤ ✐t
t❛❦❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✱ t❤❛t ✐♥ ❧✉❞✐❝s ❝❛s❡ ✐s ♦♥❧② ✏❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✑
✭6✮ ♦r ✏❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✑✳

❼ ❆ ♣❛rt✐❛❧ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡t ✉s ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ str✉❝t✉r❡s✱ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛s ✇❡ ❞♦ ✇✐t❤ ♣r♦❝❡ss❡s
✈✐❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐❛
❛ ❧✉❞✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ tr✐✈✐❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❡①❛❝t❧② ✐♥t❡r♣r❡ts t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝ t❡♥s♦r ⊗✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ s♦♠❡ ♠♦r❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✉❞✐❝❛❧ st❡♣s
❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ❜② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦r❡
♦♣❡r❛t✐♦♥ ⊙ ✐s ❦❡♣t ✐♥t❛❝t ♦♥ ❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥s✳

❼ ■♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛s✿ ❡①♣❧✐❝✐t✐♥❣ ✇❤❛t ♣❛r❛❧❧❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥t❛✐❧s ✇❤❡♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡✱ ✇❤❛t ❝❛✉s❡s ❢♦r❦s
✐♥ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♣❛t❤s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss
❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✳

❼ ❆♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❝❧♦s❡ t♦ ❛ t②♣✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t ❡♥❥♦②s
❛ t②♣❡✲❝♦♥str✉❝t✐♦♥✲❧✐❦❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss
❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✈✐❛ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs t❤❛t ♠❛t❝❤❡s✱ st❡♣✲❜②✲st❡♣✱
✐ts s②♥t❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t♦rs✿ ♦t❤❡r t❤❛♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❧s♦ t❤❡
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❛❝t✐♦♥ ♣r❡✜① ✭a.P ✮✱ ❛♥❞ ♥♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s✉♠ ✭P+Q✮ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡
✈✐❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❼ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ t❤❛t ♠❛t❝❤❡s ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡s
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♦♥❡
♦❢ ✐ts r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s✉❜❥❡❝t✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣✲
❡rt② ♦❢ t②♣✐♥❣ s②st❡♠s✱ t❤❛t ✇❛s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣
♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ❧❡t ✉s ❢✉rt❤❡r ❞❡❡♣❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❞②✲
♥❛♠✐❝✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❡ ❛❧❧ t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ✜♥❛❧ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ❝❧❡❛r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠♣t② ♣r♦❝❡ss
❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✉♥✐t 1✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ One✳

❼ ❆❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❞❡❛❞❧♦❝❦s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣
❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✕ ❛s ✐t ✐s ✇✐t❤ t②♣✐♥❣ s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡
✐❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s t②♣❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❢r❡❡ ✕ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥
❧✉❞✐❝s ✐s ♦❜❧✐✈✐♦✉s ♦❢ t❤❡✐r ♣r❡s❡♥❝❡✱ ❛s ✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳
❙t✐❧❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✇❛② t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡❛❞❧♦❝❦✲❢r❡❡✱ ♦r ✐❢ ✐t ❝❛♥✬t
❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ 1✱ ✈✐❛ t❤❡ ✈✐s✐t❛❜❧❡ ♣❛t❤s✱ ♦r ✐♥❝❛r♥❛t✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡
❞❡s✐❣♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r BP ✳

❋✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s

❲❤✐❧❡ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ✇❡r❡ ❤♦♣✐♥❣ ❢♦r✱ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②
❢♦r♠❡❞ ❛ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ CCS ❛♥❞ ❧✉❞✐❝s✱ ✐♥ ✐ts
❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐t ♦♥❧② ❤♦❧❞s ❢♦r r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❢r❡❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♦r
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✐♥ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❢♦r♠ ❢♦✉♥❞ ✐♥ CCS ♦r t❤❡ π✲❝❛❧❝✉❧✉s✱
✐s t❤❡ ❤❛r❞❡st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❛❜❧❡ t♦ ♣♦✐♥t ❛t
s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s t♦ ❢♦❧❧♦✇✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜r✐♥❣ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ❢✉rt❤❡r
r❡s❡❛r❝❤✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❧✉❞✐❝s t♦
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② s❡❡♠s ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❤♦✇❡✈❡r ❛ ✜rst ❛tt❡♠♣t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ π■✲❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❬✻✼❪✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❞✐s♣❡♥s❡ ✉s
♦❢ s✉❝❤ ❛ st❡♣✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❜② ❱❛r❛❝❝❛ ❛♥❞ ❨♦s❤✐❞❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t
❤❛♣♣❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ r❡♣❧✐❝❛❜❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❡❛❝❤ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉♥✐q✉❡✱ ❛♥❞
✐♥♣✉t ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✉♥✐q✉❡✿ t❤✐s ❧❡t ✉s ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛
r❡♣❧✐❝❛❜❧❡ s✉❜✲♣r♦❝❡ss ❛s !a.P ✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ✉s t♦ ❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✐ts r❡♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣r❡✜① !a t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ ♠❛♥② t✐♠❡s P
✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✈✐❛ ✐♥✜♥✐t❡ ❜r❛♥❝❤❡s✱ t❤❛t ❛r❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♦♥ ❞❡s✐❣♥s❀ ❤♦✇❡✈❡r
t❤❡ ❧✐♠✐t ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ s②♥t❛① st✐❧❧ s❡❡♠ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ t♦ ❝❛rr② ♦✉t ❛ ❝❧❡❛♥ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❞r❡ss❡s✳
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❆ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝✲❧✉❞✐❝s✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❞♦✉❜ts ♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞
r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❚❡r✉✐✬s ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❧✉❞✐❝s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♠✉❝❤ ❝❧❡❛♥❡r ♦♣t✐♦♥✳ ❋✐♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs s❡❡♠
t♦ ❡①❛❝t❧② ✜t ♦✉r ♥❡❡❞s✱ ❜❡✐♥❣ ❜✉✐❧t ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐♥ ♠✐♥❞ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ ❝✲❧✉❞✐❝s ✐s ❢♦✉♥❞ ❛t t❤❡
❝♦r❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✉❞✐❝s ✐ts❡❧❢✱ t❤❛t ✐s ✐ts π✲❝❛❧❝✉❧✉s ❧✐❦❡ s②♥t❛①✳ ❲❤✐❧❡ ✐t
✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s✉✐t❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❛t❛ t②♣❡s✱ ✐t ❤❡❛✈✐❧② ❤✐♥❞❡rs
♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✿ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛❞❞r❡ss❡s ♠❛❦❡s ♠✉❝❤ ❤❛r❞❡r t♦
✐❞❡♥t✐❢② ❥✉st✐✜❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡♠✱ ❤❡❛✈✐❧② ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❛t ❜❡❝♦♠❡s
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡✱ ❜❡✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s✴r❡♥❛♠✐♥❣ t❤❛t ❝♦✉❧❞
❤❛♣♣❡♥ t♦ t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ ❛ ❝✲❞❡s✐❣♥ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭✐ts ♥❛♠❡s
♥❡❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡✐r ❛r✐t② ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣♦s❡❞✴r❡❞✉❝❡❞ ❝✲
❞❡s✐❣♥✮✳

■♠♣♦rt✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✐♥t♦ st❛♥❞❛r❞ ❧✉❞✐❝s✳ ❆❢t❡r ❡①❛♠✲
✐♥✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t
✐t ✐s ♥♦t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ s❡❡❦✳ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♦✉r❝❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ✇❡ ❞❡✜♥❡❞❀ ✐♥st❡❛❞✱ ✐♥ ❧✉❞✐❝s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s✱
❞❡s✐❣♥s ♠✉st ❜❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞✱ ❛♥❞ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r✉❧❡s ✈✐s✐t❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s✿ ❛♥
❡①♣❡❝t❡❞ st❡♣ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s❡tt✐♥❣✱ t❤❛t ❤♦✇❡✈❡r ✐s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ ❤❛✈❡✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐s✱ t❤✉s✱ t♦ tr② t♦ r❡✲❢♦r♠✉❧❛t❡ ✜♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥
❣❡♥❡r❛t♦rs ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❧✉❞✐❝s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❛❞❞r❡ss❡s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❞r❡ss❡s t♦ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛t ✇✐❧❧✱ ✇✐t❤ ♥♦
r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❧② ❛❞❞r❡ss❡s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ∗✱ ❛s
∗ξ✱ t❤❛t ❛r❡ ❦❡♣t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛❢t❡r ❛ r✉❧❡ ♦♥ t❤❡♠✱ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♠✐♠✐❝❦✐♥❣
❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡✐r r♦❧❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ! ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❧♦❣✐❝✱
♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❛ ❧✐♥❡❛r r❡s♦✉r❝❡✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❛❞❞r❡ss❡s ✐s ♥♦t ❤❛r❞ t♦ tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ s②♥t❛① ✜♥✐t❡ ❞❡s✐❣♥ ❣❡♥✲
❡r❛t♦rs✿ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡s✐❣♥s s❡❡♠ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛s
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✻✳✸✳✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s r❡✲
q✉✐r❡s ❢✉rt❤❡r st✉❞② t♦ ♣r♦✈❡ ✐ts ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r❡ t❤❡♦r❡♠s ♦❢ ❧✉❞✐❝s✱
❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳

❊✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✳ ❆ ✜♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ②❡t t♦ ❜❡ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦r❡❞
✐s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✳ ❲✐♥s❦❡❧ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❡✈❡♥t str✉❝✲
t✉r❡s ❛r❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r CCS✲❧✐❦❡ ❝❛❧❝✉❧✐✱ t❤❡♥✱ ✐♥ ✇❤❛t ❛s♣❡❝ts ❞♦ t❤❡② ❞✐✛❡r
✇✐t❤ ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥❄ ❈❛♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❡✈❡♥t str✉❝✲
t✉r❡s❄ ❈❛♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❧✉❞✐❝s ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r CCS✲❧✐❦❡ ❝❛❧❝✉❧✐ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡



✷✵✸

✇❛② t❤❛t ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s ❛r❡❄ ❚❤❡ ❡✈✐❞❡♥t ❝❧♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ s❡❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢
❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ CCS✱ ✐♥s✐❞❡ ❧✉❞✐❝s✳ ❇② tr❛♥s✐t✐✈✐t②✱ ✐t ✇♦✉❧❞
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❤♦❧❞ t❤❛t ❧✉❞✐❝s ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r CCS✲❧✐❦❡ ❝❛❧❝✉❧✐✿ ✐❢ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡✱ t❤❡♥ ✐t ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ CCS ♣r♦❝❡ss✱
❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✱ ✐❢ ❛ CCS ♣r♦❝❡ss ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛♥ ❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡✱ t❤❡♥ ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✱ ♦♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦r❡ s♦❧✐❞
❣r♦✉♥❞s✱ ✇♦✉❧❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜r✐❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✉❞✐❝s✱ ❤❡♥❝❡ ❛❧s♦ ❣❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s✱
❛♥❞ tr✉❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❝❡ss ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
❡✈❡♥t str✉❝t✉r❡s✳
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❬✶❪ ❙❛♠s♦♥ ❆❜r❛♠s❦②✳ Pr♦♦❢s ❛s ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡♦r✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ✶✸✺✭✶✮✿✺✕
✾✱ ✶✾✾✹✳

❬✷❪ ❙❛♠s♦♥ ❆❜r❛♠s❦② ❛♥❞ P❛✉❧✲❆♥❞ré ▼❡❧❧✐ès✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❣❛♠❡s ❛♥❞ ❢✉❧❧
❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✳ ■♥ ✶✹t❤ ❆♥♥✉❛❧ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ❚r❡♥t♦✱ ■t❛❧②✱ ❏✉❧② ✷✲✺✱ ✶✾✾✾✱ ♣❛❣❡s ✹✸✶✕✹✹✷✱ ✶✾✾✾✳

❬✸❪ ❱✳ ▼✐❝❤❡❧❡ ❆❜r✉s❝✐ ❛♥❞ P❛✉❧ ❘✉❡t✳ ◆♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧♦❣✐❝ ■✿ t❤❡ ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢r❛❣♠❡♥t✳ ❆♥♥✳ P✉r❡ ❆♣♣❧✳ ▲♦❣✐❝✱ ✶✵✶✭✶✮✿✷✾✕✻✹✱ ✶✾✾✾✳

❬✹❪ ❘♦❜❡rt♦ ▼✳ ❆♠❛❞✐♦✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✳ ❧❡❝t✉r❡ ♥♦t❡s✱
✷✵✶✺✳

❬✺❪ ❏❡❛♥✲▼❛r❝ ❆♥❞r❡♦❧✐✳ ▲♦❣✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♣r♦♦❢s ✐♥ ❧✐♥❡❛r
❧♦❣✐❝✳ ❏✳ ▲♦❣✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✷✭✸✮✿✷✾✼✕✸✹✼✱ ✶✾✾✷✳

❬✻❪ ▼✐❝❤❡❧❡ ❇❛s❛❧❞❡❧❧❛ ❛♥❞ ❈❧❛✉❞✐❛ ❋❛❣❣✐❛♥✳ ▲✉❞✐❝s ✇✐t❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ✭❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧s✱ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ t②♣❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✮✳ ▲♦❣✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❈♦♠✲
♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✼✭✷✮✱ ✷✵✶✶✳

❬✼❪ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ❇❡✛❛r❛✳ ▲♦❣✐q✉❡✱ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡t ❈♦♥❝✉rr❡♥❝❡✳ ✭▲♦❣✐❝✱ ❘❡❛❧✐s✲
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