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Résumé

On considére le couplage de I’équation de Darcy avec I’équation de convection—diffusion—
réaction instationnaire. On présente deux formulations variationnelles continues.

On s’intéresse a la dérivation des estimations d’erreur a priori et a posteriori pour la
discrétisation des équations du probléme par deux méthodes d’élements finis en espace
“RTy” et “Mini-élément” et un schéma d’Euler implicite en temps.

Les estimations d’erreur a prior: démontrent une précision d’ordre 1 du schéma.

Les estimations d’erreurs a posteriori sont établies avec deux types d’indicateurs d’erreur :
de discrétisation en temps et de discrétisation en espace. Par la suite, on démontre que
I'estimation d’erreur a posteriori est efficace.

Enfin, on montre des résultats numériques de validation a ’aide du logiciel FreeFem-+-.

Mots clés : Equation de Darcy, équation de convection—diffusion—réaction instation-
naire, méthode des éléments finis, mini élément, Raviart-Thomas, estimation d’erreur a
priori, estimation d’erreur a posteriori, algorithme adaptatif.






Abstract

We consider the Darcy equation coupled with the time dependent convection—diffusion—
reaction equation. We present two continuous variational formulations. We derive a prior:
and a posteriori error estimates for the discretization of the equations of the problem
by two finite element methods in space “RTy” and “Mini-element” and the implicit Euler
method for the discretization in time.

The a priori error estimates demonstrate the first-order convergence of the schemes.
The a posteriori error estimates are obtained with two types of computable error indi-
cators, the first one linked to the time discretization and the second one to the space
discretization. We prove the optimality of the a posteriori error estimates.

Numerical investigations are performed and presented with the FreeFem-+-+ software.

Keywords : Darcy’s equation, convection—diffusion—réaction equation, finite element me-
thod, Mini-element, Raviart-Thomas, a priori error estimates, a posteriori error estimates,
adaptive algorithm.
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Introduction

Motivations

Les équations aux dérivées partielles sont omniprésentes dans les sciences puisqu’elles
apparaissent par exemple en dynamique des structures, en mécanique des fluides, en élec-
tromagnétisme, en thermique, etc. Quelques-unes de leurs solutions exactes sont connues
mais dans la trés grande majorité des cas les solutions de ces équations sont inconnues.
C’est dans ce but que de nombreuses recherches se sont penchées sur les méthodes nu-
mériques pour pouvoir approcher les solutions de ces équations. Le but de ces méthodes
numériques est d’approcher les solutions par des fonctions appartenant & un espace fonc-
tionnel de dimension finie.

Plusieurs problémes se présentent dans la résolution approchée de ces équations. Tout
d’abord, il est important de trouver une bonne estimation de la solution exacte; en
d’autres termes, il faut que la solution approchée soit de bonne qualité. Ainsi, si la solu-
tion approchée est de bonne qualité alors I'erreur entre la solution exacte et la solution
approchée est petite. Cette question est liée a la précision de la méthode numérique.

De plus, il est nécessaire de bien utiliser les ressources informatiques. Effectivement, la
solution d’un probléme physique peut présenter un comportement local dii par exemple
a des conditions de bord, a la présence de termes sources ou de singularités entre autres
causes. Pour cette raison, on raffine ou on déraffine le maillage dans les régions nécessaires
de maniére que 'erreur globale soit uniformément répartie sur tout le domaine.

Afin de traiter ces questions, I'analyse d’erreur a posteriori est un outil particuliérement
adapté. En effet, les estimations d’erreur a posteriori ont pour but de donner des bornes
sur l'erreur entre ’approximation numérique et la solution exacte, ce qui garantit la qualité
de I'approximaiton numérique. Ces bornes peuvent étre calculées en pratique puisqu’elles
ne dépendent que de la solution numérique calculée et du maillage. De plus, ces bornes
sont composées de quantités locales qui permettent de distinguer les zones ot I’on doit raf-
finer le maillage. Cette analyse peut aussi fournir des critéres d’arrét lorsque des méthodes
itératives sont utilisées pour résoudre les systémes linéaires et non-linéaires d’équations
algébriques qui résultent de la discrétisation.

En outre, pour réaliser des calculs efficaces, il est important de distinguer différentes
composantes de 'erreur. En d’autre termes, dans le cas d’'un probléme instationnaire, il
faut ajuster les paramétres de calcul de sorte que I'erreur provenant de la discrétisation



en espace et en temps soient de grandeur similaire et distribuées de fagon équilibrée, cf.
Verfiirth [51] et Ern et Vohralik [33].

Probléme de Darcy

L’étude des milieux poreux est un domaine de recherche trés actif du fait du large champ de
ses applications. Par exemple, en mécanique des fluides, I’étude de transport, de 1’écoule-
ment de la propagation d’agent polluant, dans I'industrie du pétrole, en génie chimique ....
La loi expérimentale de Darcy a été établie en 1856 par Henry Darcy, aprés qu’il eut réa-
lisé diverses expérimentations visant & déterminer les lois régissant “I’écoulement de ’eau
a travers le sable”.

La loi de Darcy ainsi établie est une loi physique qui reste jusqu’a présent un élément es-
sentiel de la description mathématique de I’écoulement des fluides dans un milieu poreux.
Cette loi peut enfin éclairer des phénomeénes biologiques et processus de type bioméca-
nique impliquant la circulation d’un fluide dans des tissus vivants et poreux.

Nous écrivons ci-dessous 1’équation de Darcy dont les inconnues sont la vitesse u et la
pression p et ou v, représentant la viscosité du fluide et f, représentant la densité vo-
lumique des forces extérieures peuvent dépendre d’une variable C' représentant selon les
circonstances soit une concentration soit la température :

v(C(x,t))u(x,t) + Vp(x,t) = f(x,t,C(x,1)). (1)

Le probléme de Darcy est le sujet de nombreuses publications. Par exemple, les équations
de Darcy non linéaires avec viscosité dépendant de la pression ont été étudiées par Ra-
jagopal [46] ou Ahusborde, Azaiez, Belgacem et Bernardi [5]. De plus, un couplage du
systéme de Darcy avec ’équation de la chaleur, ol la viscosité est constante mais la force
extérieure dépend de la température (modéle de type Boussinesq [17]), a été analysé par
Bernardi, Maarouf et Yacoubi [16] et discrétisé par la méthode spectrale.

Un couplage similaire mais dans lequel la viscosité et la force extérieure dépendaient de
la température (ou de la concentration) a été analysé récemment par Bernardi et al. [12].

Equation de convection—diffusion—réaction

L’équation de convection—diffusion—réaction exprime la conservation d’une certaine quan-
tité (concentration d’une certaine substance dans un milieu par exemple) au cours de
ses variations en espace et en temps. Cette équation se rencontre également dans la mo-
délisation du transfert de chaleur a travers un milieu conducteur, ou du transport d’un
polluant dans le sous-sol ou dans 'atmosphére. C’est I'un des modéles les plus fréquem-
ment rencontrés dans les sciences et l'ingénierie. Il décrit comment la température ou
la concentration d’une ou de plusieurs substances (par exemple des polluants) dans un
milieu change sous I'influence de trois processus, a savoir, la convection, la diffusion et la



réaction. La convection se référe au déplacement par advection d’une substance dans un
milieu avec un mouvement d’ensemble (par exemple le courant d’une riviére ou le vent
dans I'atmosphére). La diffusion est le mouvement de la substance & partir d’une zone de
forte concentration vers une zone de faible concentration, ce qui a pour effet de tendre vers
la distribution uniforme de la substance. Une réaction chimique est un processus local qui
aboutit a l'interconversion des substances chimiques. Dans les modeéles les plus simples,
on ne considére que la disparition de la substance considérée avec un taux proportionnel
a la concentration.

L’équation de convection—diffusion-réaction instationnaire dont 'inconnue est la concen-
tration C', est donnée par

oC

E(x, t) — aAC(x,t) +u(x,t) - VCO(x,t) + roC(x,t) = g(x, 1), (2)

ol « est la constante de diffusion, ry est un réel positif et g est une fonction donnée.
Dans cette équation, —aAC' représente le terme de diffusion, u - VC' représente le terme
de convection et roC' représente le terme de réaction.

Probléme de Darcy couplé avec I’équation de convection—
diffusion instationnaire

On s’intéresse dans ce mémoire & 1’étude théorique et numérique du probléme de couplage
de I'équation de Darcy avec 1’équation de convection—diffusion—réaction instationnaire.
Soit € un ouvert borné simplement connexe de R, d = 2,3, de frontiére lipschitzienne
qu’on notera I' = 0. On considére un intervalle [0,7] dans R ou 7" est une constante
positive.

Le systéme d’équations est le suivant :

( v(C(x,t)u(x,t) + Vp(x,t) = f(x,t,C(x,t)) dansQ x [0,T],
(divu)(x,t) = 0 dans Q2 x [0, T,
oC
E(X,t) —aAC(x,t) + (u(x,t) - V) C(x,1)
(P) +roC(x,t) = g(x,1) dans Qx]0, T7,
(u-n)(x,t) = 0 sur" x [0, 77,
C(x,t) = 0 sur " x [0, 77,
L C(x,0) = 0 dans 2,

ol n est le vecteur normal unitaire sortant sur I'. Les inconnues de ce systéme sont : le vec-
teur vitesse de I’écoulement u, la pression p, et la concentration C' du fluide. La fonction
f représente la densité volumique des forces extérieures qui dépend de la concentration C,



et g représente une source de concentration externe. On suppose que f € L?(0,T; L?(2)9),
g € L*(0,T; L*(Q)), et que les coefficients « et ry sont des constantes positives. La visco-
sité v est une fonction positive, bornée et minorée par une constante strictement positive,
qui dépend de la concentration C'.

Pour simplifier, une condition aux limites de Dirichlet homogéne est prescrite sur la
concentration C, mais I'analyse effectuée peut étre facilement étendue & une condition
aux limites non-homogéne.

Ce probléme posséde plusieurs applications pratiques comme la propagation au cours du
temps des déchets nucléaires dans un milieu souterrain (milieu poreux).

Méthode des éléments finis

En pratique, la solution exacte de ces équations est trés difficile a trouver, d’ot1 la nécessité
des méthodes permettant d’approcher cette solution, comme la méthode des éléments fi-
nis. Cette méthode est I'une des nombreuses techniques utilisées pour la discrétisation des
équations aux dérivées partielles modélisant des problémes de la physique, de la biologie,
etc.

Le nom de la méthode a été proposé par Clough (1960). On touve dans l'introduction des
articles de Oden [44, 45|, ’historique du développement de cette méthode du point de vue
des ingénieurs.

La discrétisation consiste a découper le domaine 2 en des sous-domaines polygonaux
ou polyédriques par morceaux (dans le cas ou 2 n’est lui-méme pas polygonal ou poly-
édrique il y a donc une approximation de la géomeétrie). Ce pavage du domaine se nomme
"maillage" et les pavés sont les éléments du maillage. Une fois le maillage défini, il faut
choisir un espace d’approximation de la solution du probléme. Dans la méthode des éle-
ments finis, cet espace est déterminé par des fonctions définies sur les éléments du maillage
du domaine.

Estimation d’erreur a priori et a posteriori

Une simulation réalisée par une méthode numérique peut prendre beaucoup de temps.
Une élément déterminant dans ce processus est la finesse du maillage. En effet, si le
maillage est grossier uniformément dans le domaine, la durée des calculs sera courte, mais
le résultat ne sera pas forcément satisfaisant en terme de précision de 'approximation
obtenue. En revanche, si le maillage est trés fin de fagon uniforme, le temps de calcul peut
se révéler prohibitif, alors que dans certaines régions du domaine ot la solution recherchée
ne présente pas de variations importantes, on aurait pu se contenter d’'un maillage grossier.
Il faut donc trouver un bon compromis de maniére a ce que le maillage soit fin uniquement
la ou cela est nécessaire.



Estimation d’erreur a prior:

Les estimations d’erreur a priori majorent I’erreur entre la solution exacte et la solution
approchée pour une norme appropriée. Elles sont en général de la forme suivante :

||(un’pn) - (UZJ)Z)H < Cl(u’pa C’ h’T)a (3>

et
||Cn - CiTzL” < 02(11,29, C, h> 7_)' (4)

Ces estimations sont utilisées afin de justifier théoriquement la convergence de la méthode
numérique. Elles sont établies en imposant certaines régularités supplémentaires sur la
solution exacte (ces régularités peuvent ne pas étre vérifiées en pratique, par exemple
a cause de la présence de discontinuités, de singularités géométriques, ...). De plus, les
constantes génériques C et Cy qui apparaissent dans les estimations (3) et (4) dépendent
en général de la solution exacte, et sont donc non calculables.

Pour pouvoir développer une méthode avec maillage adaptatif, on va avoir recours a des
estimations d’erreur a posteriori.

Estimation d’erreur a posteriori

L’intérét de ces estimations est de fournir des bornes sur I'erreur qui peuvent étre évaluées
dés que la solution approchée a été calculée. L’erreur entre les solutions exacte et approchée
est majorée par la somme de quantités locales en espace et en temps. Si on note 7T, le

maillage & Uinstant ¢, et N = — le nombre d’intervalles [t,_1,t,] de temps utilisés,
T
I’estimation d’erreur a posteriori sera exprimée de la maniére suivante :

Iw,p,C) = (w3, GV < (30 D7 () + (7)), (5)

n=1 kenh

ol 7727,C et 7y, sont respectivement les indicateurs en espace et en temps qui dépendent
uniquement de la solution approchée (u ,, ppr). La constante ¢ est en général indépen-
dante de la solution exacte dans les problémes linéaires mais dans le cas des systémes
d’équations non-linéaires (comme notre cas ici), elle dépend en général de (u, p, C'). Dans
ce cas on ne peut pas la calculer, mais ceci ne nous empéche pas d’appliquer la technique
d’adaptation du maillage, qui se base uniquement sur les indicateurs 7. En fait, la majora-
tion (5) nous permettra de réadapter (raffiner ou déraffiner) certaines régions du maillage
et aussi de réadapter a chaque itération le pas de temps utilisé. L’objectif est toujours de
faire diminuer les 7 les plus élevés par raffinement local, et de déraffiner 1a ot les n sont
faibles. Un autre objectif est d’équilibrer I’estimateur temporel et 1’estimateur en espace,
de telle sorte que le pas de temps ne soit ni trop faible ni trop important. L’objectif est
d’aboutir & une précision meilleure avec le méme nombre de degrés de liberté.



Un autre intérét de l'estimation d’erreur a posteriori est que les indicateurs fournissent
une borne inférieure de 'erreur locale, ce qu’on appelle efficacité locale. Ainsi, il faut
prouver que les indicateurs d’erreur obéissent a 1’estimation suivante :

Mok < 110w, 2, C) = (i, 3, C Akt ) (6)

ou l'indice Ak, [t,_1,t,] signifie que la norme est locale dans un voisinage de I’élément k
et sur 'intervalle temporel [t,_1,t,]. Cette estimation s’interpréte comme propriété d’ef-
ficacité ou d’optimalité (locale) puisqu’elle garantit que l'indicateur d’erreur ne surévalue
pas trop l'erreur.

Il y a dans la littérature plusieurs techniques connues d’adaptation de maillage que nous
pourrons utiliser dans notre cas. Nous nous référons aux travaux effectués dans [13, 15, 31]
pour les estimations d’erreur a posteriori appliquées au probléme de Stokes instationnaire.
Dans [14], C. Bernardi et T. Sayah ont étudié les estimations d’erreur a posteriori asso-
ciées au probléme de Navier-Stokes instationnaire avec des conditions aux bords mixtes.

Plan de la thése

Dans le chapitre 1, on fixe les notations et on rappelle quelques théorémes et propositions
utiles pour 'obtention des estimations a priori et a posteriori des chapitres suivants. On
note que le systéme (P) posséde au moins deux formulations variationnelles (V;) et (V43).
Par la suite, on introduit les problémes variationnels discrets correspondants a (V) et (V2)
que l'on note par (V,, 1) et (Vi n2). La discrétisation en espace dans le premier schéma
est faite par les éléments finis “RT(/Py” en vitesse-pression (“Raviart-Thomas”) et dans le
deuxieéme schéma par les éléments finis P, + bulle /Py en vitesse-pression (“Mini-élément”).
Les deux schémas utilisent une discrétisation P; conforme pour la concentration. Dans les
deux cas on discrétise en temps par le schéma d’Euler implicite. Puis, on montre I’exis-
tence et l'unicité des solutions (V,, 5.1) et (V,,n2) respectivement.

Dans le chapitre 2, on établit les estimations d’erreur a priori correspondant aux deux
schémas numériques. Tout d’abord, on commence par présenter les opérateurs d’inter-
polation qui seront utiles pour la démonstration des théorémes. Par la suite, on établit
les estimations d’erreur a priori correspondant a la vitesse et a la pression et on termine
par établir celle correspondant a la concentration pour les deux schémas (V, 1) et (Vi 5.2)-

Dans le chapitre 3, on établit les estimations d’erreur a posteriori pour les deux schémas
selon 'inégalité (5). Ensuite, on démontre que l'estimation d’erreur a posteriori établie est
optimale pour les deux schémas selon 'inégalité (6). Les principales difficultés rencontrées
sont liées au fait que les équations sont couplées (I’erreur en vitesse/pression dépend de
I'erreur en concentration, et réciproquement) et au caractére non-linéaire du probléme.
En particulier, nous sommes amenés a effectuer des hypothéses sur la régularité de la
solution exacte.



Dans le chapitre 4, on valide les résultats obtenus dans les chapitres 2 et 3 par des simu-
lations numériques en utilisant le logiciel FreeFem++. On considére un cas-test dont on
connait la solution analytique. Ceci nous permet de comparer ’erreur exacte avec l’erreur
estimée. On fait des tests sur un maillage uniforme et on raffine en temps d’une fagon
uniforme sur des versions de difficultés croissantes de ce cas-test, ce qui permet de valider
un par un les différents aspects du couplage entre Darcy et convection-diffusion-réaction ;
les ordres de convergence mesurés sont conformes aux ordres théoriques démontrés dans le
chapitre 2. On compare ensuite les erreurs et les estimateurs obtenus avec ceux issus d’une
méthode basée sur 'adaptation du maillage et du pas de temps. Ceci permet de constater
que la stratégie de raffinement adaptatif est plus efficace que le raffinement uniforme car
Ierreur mesurée est plus faible pour un méme nombre de degrés de liberté. On termine
en comparant les deux schémas numériquement.






Chapitre 1

Probléme continu et discret

Dans ce chapitre, on introduit tout d’abord quelques notations puis on présente deux
formulations variationnelles correspondant au probléme. Finalement, on introduit les pro-
bléemes variationnels discrets et on montre ’existence et 'unicité de leurs solutions.

1.1 Notations

Dans cette partie, on donne quelques notations et on introduit les espaces fonctionnels
ainsi que les normes correspondantes qu’on l'utilisera dans la suite.
Soit & = (aq,...,qq) un vecteur d’entiers positifs et |o| = a3 + -+ + g, on définit la
dérivée partielle 9% par :

olel

a1 o7
X1 - xTq

o =

1. En coordonnées cartésiennes, dans un espace euclidien de dimension d, on a u =

(Ui)lgigd
o 0 ~, oC
V= (G g ) (ulx0)-V)CED) = 2 iy, 050
d 82
AC(X, t) = Z _(Xv t)7
— oz?
et
div(u(x, t)) = ou (x,1)
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2.

e Pour un nombre p supérieur ou égal & 1, on introduit ’espace de Lebesgue

suivant :

LP(Q2) = {v mesurable dans Q;/ lv(z)Pdx < +oo},
Q

1/p
ollorey = ( / |v<x>|pdx) .

Le produit scalaire associé a L*({2) sera noté simplement (.,.).
L%(Q) désigne le sous-espace de L*(Q) des fonctions dont I'intégrale sur  est
nulle :

muni de la norme

L(Q) = {v € L*(Q); /Qv(x)dx = 0},

et on le munit de la norme de L?*(Q).
Pour un entier m positif et un nombre p supérieur ou égal a 1, on introduit
'espace de Sobolev suivant (cf. Adams [2], Necas [43]) :

WmP(Q) = {v e LP(Q);V]a| < m,0% € LP(Q)},

qu’on munit de la semi-norme

1/p
|’U|Wm,p(Q) :{ Z /|8O‘U<X)|de} ,
Q

laj<m

et de la norme

1/p
||U||Wm’p(m:{ ) |v|€V’“’p(Q)} |

0<k<m

Pour p = 2, 'espace de Sobolev W™?(2) sera noté H™(2) et sera muni de la

semi-norme
1/2
|v|m7Q:{ > /|8v(x)|2dx} ,
Q

|a|=m
et de la norme
1/2
oo ={ 3 o} -
0<k<m

Finalement, H} () désigne le sous-espace de H*(2) des fonctions dont la trace
est nulle sur 0N :

H(Q) = {v € H'(Q): vy = 0}.

Il est muni de la semi-norme de H'(Q) qui est une norme équivalente a la
norme compléte.
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e L’espace H(div,(2) désigne 'espace engendré par les fonctions & valeurs vecto-
rielles dont la divergence faible est de carré intégrable :

H(div, Q) = {v e LX) divv e LQ(Q)d}.
Cet espace est muni de la norme

||VH%{(div,Q) = “VH%Q(Q)d + || div V||2L2(Q)d-
Hy(div, Q) est le sous-espace de H(div,(2) suivant :
Hy(div, ) = {v € H(div,Q); v - n|pr = 0}.

On note
V ={v € Hy(div,); div v =0}, (1.1)

qu’on munit également de la norme de H(div, ).

e Pour un espace de Sobolev W de norme associée ||.||y, on introduit 'espace
suivant pour r € [1;+oo] :

b
L (a,b; W) = {f mesurable sur |a, b]; / I f ()|l dt < oo} :

muni de la norme
b .
L (a,p;W) — (/ Hf(t)H;V dt) )

L™ (a,b; W) = {f mesurable sur Ja,b; sup || f(t)]| < oo} :
tela,b]

I1f

Si r = oo, alors

muni de la norme
| £l o @pwy = inf {c; | f()lw < ¢, p.p sur]a, b]}

3. On introduit ’ensemble D(£2) des fonctions a support compact dans €2 et infiniment
dérivables sur ) et ’ensemble D'(Q2) des distributions dans .
Le crochet de dualité associé a D(€Q)? sera noté (-, -) pr(aya pya-

4. Soient a,a’, b trois nombres réels et € une constante strictement positive, on a
) ) )

€9, 1oy
<2 — .
ab_2a —i-sz, (1.2)
1 1 1
ala —b) = §a2 — §b2 + §(a —b)% (1.3)

et
1/2
Slatansva( S ra) (X)) (1.4

5. Pour toute fonction h : [0,7] x Q@ — R et tout ¢ € [0,T], h(t) désigne 'application
partielle
h(t) : @ —- R
x +— h(t,x)
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1.2 Rappel

Dans cette partie, on énonce quelques théorémes et propositions qui seront utiles pour la
suite.

Théoréme 1.1 (cf. Roberts et Thomas [47]). Soit Q un ouvert borné conneze de RY,
d = 2,3, de frontiére Lipschitzienne. La condition inf-sup entre L3(Q) et Hy(div, Q) est
veérifice. Ce qui s’écrit ainsi : il existe une constante 3 > 0 qui ne dépend que du domaine

Q,

/q(x)div v(x)dx
inf sup X > . (1.5)
q€L3() ve Ho(div,Q) HQH L2(Q) HVHH(div,Q)

La condition inf-sup entre H*(Q) N L(Q) et L*(Q)¢ est également vérifice et s’écrit :

/ v-Vqdx
0 > 1. (1.6)

inf sup
geHYQNLZ(Q) verzd | VIILz@)lalar @)

Proposition 1.2 (Inégalité de Holder, cf. Lambert [42]). Si f € LP(Q2) et g € LY(2) avec

1 1
p et g conjugués (— 4+ - = 1) , alors fg € LY(Q) et on a inégalité de Holder suivante :
p q

/Q F@)g(0ldx < [[fllolglle (L.7)

On rappelle les inégalités de Poincaré et Sobolev suivantes :

Lemme 1.3 (Injection de Sobolev, cf. Adams [2]). Pour tout réel p > 1 lorsque d = 1

ou 2, ou pour tout réel p vérifiant 1 < p < 73 lorsque d >3, il existe des constantes

positives S, et SS telles que
v ve Hy(Q)7 [Vlir@e < Splvla @y,

et
vV veH Q! [[Vlr@e < Spllvllmi @

On rappelle le théoréme de Lax-Milgram suivant :

Théoréme 1.4 ( cf. Chen [19]). Soient X un espace de Hilbert, a : X x X — R une
forme bilinéaire, continue et coercive pour la norme de X etl : X — R une forme
linéaire continue. Alors, il existe un unique u € X vérifiant

Vo € X, a(u,v) =1(v).
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La forme standard du lemme de Gronwall-Bellman est donnée dans le lemme suivant :

Lemme 1.5 (Gronwall-Bellman, cf. Vidyasagar [53](p. 292), cf. Desoer et al. [26](p. 252)).
Sotent f, g et k, des fonctions intégrables et définies de R dans R.
On suppose que

>0, k>0,

o o=
Q| NS

€ L*(R"),

3. G x k est intégrable sur R*.

Siy Rt — R satisfait la condition suivante

alors, pour tout t € RT,

y(t) < f(t) +9(1) /Otk‘(T)f(T) exp (/Ttk(S)g(S)dS)dT- (1.9)

Lemme 1.6 (Lemme de Gronwall discret). Soient (yn)n, (fn)n €t (gn)n trois suites posi-
tives qui vérifient :

n—1
k=0
Alors, on a
n—1 n—1
k=0 j=k+1
et

n—1 n—1
V> 0,y0 < fot Y frgrexp(d_ g).
k=0 j=k

1.3 Etude du probléme continu

1.3.1 Formulations variationnelles

Dans cette section, on établit deux formulations variationnelles associées au probléme (P).
Tout d’abord, on commence par donner quelques hypothéses, puis on introduit les deux
formulations variationnelles.
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Hypothéses 1.7. On suppose que les données f, g et v vérifient :

o f s’écrit sous la forme suivante :

Vx € Q,Vt € [0,T],VC e R, f(x,t,C) =fu(x,t) + fi(x,C), (1.10)
avec fy € C°(0,T; H(Q)?) et £y est dérivable par rapport & sa deuzieme variable et
que sa dérivée partielle par rapport a x : % € L2(Q)? uniformément en C, £1(C)
est de R & valeurs dans R?, cg, -lipschitzienne, par rapport a la deuzieme variable,
uniformément en x. De plus, on suppose qu’il existe une constante positive cg, tel

que

Vx € Q,VE ER, [Ifi(x,&)llre < gl (1.11)
e g C%(0,T,L*0)).

o v est de classe C' et est A\-Lipschitzienne dans R et il existe deux constantes stric-
tement positives v1 et vy telles que, pour tout 6 € R,

v <v(d) < . (1.12)

Pour obtenir une formulation faible de (P), on multiplie chacune des équations par
une fonction test adaptée et on intégre (formellement) par partie la seconde et la troi-
sieme égaltiés obtenues en tenant compte des conditions aux limites et de la condition
initiale. On obtient la formulation faible suivante : Trouver (u,p,C) € L>=(0,T; L*(Q)?) x
L>(0,T; HY(Q) N LA(Q2)) x L*(0,T; H} () tel que

( Vv € D(Qx]0,T|)¢, /T/V(O)u-vdxdt +/T/QVp-vdxdt :/OT/Qf(C

Vq € C=(0x]0,T) / /Vq udxdt =0,

VS eD(Qx[0,T]) // —dxdt—i—a/ /VC V Sdxdt

\

Un argument simple montre que tout triplet de fonctions (u, p, C') solution de (W) est so-
lution de (P) au sens des distributions. Inversement, toute solution (u, p,C) du probléme
(P) vérifiant (u,p, C) dans L*°(0,T; L*(Q)?) x L>°(0,T; HY(Q)NL3()) x L*(0,T; H (Q))
vérifie les équations de (W).

Les travaux de Feng [35]|, Girault et Riviére [38], Chen et Ewing [20] et Fabrie et Gal-
louet [34], Cheng et al [23], Droniou et al. [30] étudient I'existence d’une solution faible
associée a des problémes trés étroitement liés au probléme (W) ; de plus Feng [35] dé-
montre 'unicité des solutions suffisamment réguliéres. Par conséquent, on suppose dans

/ /u VC’Sdth—i—ro/ /CSdth / /ngxdt.

) - vdx dt,
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toute la suite de la thése I'existence et I'unicité de la solution réguliére au probléme (P),
en particulier, on considére que la concentration est continue en temps autrement dit :
C € CY0,T; L*(Q)). Dans ce cas, les Hypothéses (1.7) nous permetrons de déduire que
la vistesse u et la pression p sont aussi continues en temps.

En vue de la discrétisation de ce probléme, il y a deux choix d’espaces possibles pour
la vitesse u et la pression p de I’équation de Darcy, selon que l'on effectue ou non
une intégration par parties sur les termes / Vp-vet | Vg-u. Le premier choix est

Q 0
L>=(0,T; Hy(div,Q)) x L>=(0,T;L3(2)); cela correspond & une formulation mixte. Le

deuxiéme choix est L>(0,T; L*(Q)4) x L>=(0,T; H}(2) N LE(Q)); il conduit & une for-
mulation variationnelle alternative équivalente & la premiére pour des solutions réguliéres.
Dans les deux cas la concentration C' est dans L*(0, T; H} (2)).

1.3.2 Premiére formulation variationnelle

On présente la premiére formulation variationnelle suivante au sens de distributions en
temps sur 0,77 :

Trouver (u(t),p(t),C(t)) € Ho(div,Q) x L3(Q) x H}(Q) tel que, C(0) =0 et

Vv € Hy(div,Q), /V(C’(t))u(t) -vdx —/p(t)(div v)dx = / £(.,t,C(t)) - vdx,

Q Q Q

W Vg e L2(Q), /Q o(div u(t)) dx =0,

V.S e HYQ) N Le(Q), i/C(t)de+a/vc(t)-v5dx +/(u(t)-V)C(t)de
Q Q Q

dt
—H"O/QC'(t)de:/Qg(t)de.

\

Pour démontrer que le probléme (V]) est équivalent au probléme (P), on référe a Dib
et al. [29], ou ils ont démontré cette équivalence en détail. Bref, on montre que, si
(u(t),p(t),C(t)) € Ho(div,Q) x LE(Q) x Hy () résout les trois premiéres lignes du Pro-
bléme (P) au sens de distributions dans €2, et les quatriéme et cinquiéme lignes au sens des
traces dans H—'/2(T") et H'/?(T"), alors c’est une solution de (V}). Inversement, toute so-
lution (u(t),p(t), C(t)) du probléme de (V4) résout le probléme (P) dans le sens ci-dessus.

Remarque 1.8. Sous l’hypothése (1.7) et si la concentration est continue a t = 0, les
deuz premiéres équations de (V1) déterminent de maniére unique la vitesse u(0) et la
pression p(0) tel que C(0) =0, le systéme correspondant s’écrira comme suit :

( Trouver (u(0),p(0)) € Hy(div, Q) x LZ(Q) tel que

Vv € Ho(div, Q). /V(O)u(O)-de —/

i [ b(0)(aiv) dx _/f(.,o,O)-vdx,

Q

Vqe L3(Q), /Qq(div u(0))dx =0,

\
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Remarque 1.9. Le terme de convection u-VC n’appartient pas nécessairement a H' (),
il est uniquement dans L'(S)). C’est pour cette raison que, pour pouvoir donner un sens
au terme de convection, on choisit les fonctions tests dans Hy(Q) N L>(Q).

Remarque 1.10. Sous les hypothéses 1.7 et si C € C°(0,T; L*(Q)), alors la solution
(u,p) est continue en temps.

Théoréme 1.11. Toute solution de (Vi) telle que C' € L>(]0,T] x Q) vérifie :

(S9)?
IO o0 0,720 + QHCHi?(O,T;Hé(Q)) + 20/ Cll72 0,722 < 2 ; 907207220y (1.13)
et )
[u(®) |22 < V—I(HfO(t)HH(Q)d + ¢, [|Cll oo 0,7522(92))) - (1.14)

Démonstration. On prend S = C(t) dans la derniére équation du probléme (V7). En

remarquant que / (u-VC)C =0, on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir :
Q
1d

(07
2dt||0(t)|liz(m + §||V0(t)||%2(m + 70 COI220) < N9l 2@ 1C )] 22(0)-

o
On applique 'inégalité (1.2) avec £ = —— ainsi que le lemme 1.3, puis on intégre entre

(5%)
0 et t, et on obtient
(53)°

(07

HC<t>H%2(Q) + Oé||CHi2(o,t;H3(Q)) + 2T0||CH%2(0¢;L2(Q)) < HgH%Q(O,t;LQ(Q))'

Comme C vérifie
(5)?
IC(H) 720y < —

AS Tuguiz(o,t;m(m)a vt € (0,717,

donc la norme de C vérifie
(53)?

«

1O 0752 (02)) < 19112 (0.7.22(0))-

On obtient donc immédiatement la majoration (1.13).
Pour la majoration de u, on prend v = u(t) dans la premiére équation de (V7) et on

utilise la deuxiéme équation de (V7). En utilisant les hypothéses (1.10), (1.11) et (1.12),
on obtient la majoration suivante de la norme de u :

1
[u(®)llz2 (@) < V—I(Hfo(t)Hm(md + o 1Ol L o.miz2(2) ) - (1.15)

]
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1.3.3 Deuxiéme formulation variationnelle

Le probléme variationnel (V7) est bien adapté & un schéma discret localement conservative.
Cependant, la mise en oeuvre numérique de tels schémas n’est pas simple et peut-étre
simplifiée en éliminant le terme de divergence dans les deux premiéres équations de (1)
a l'aide de la formule de Green, réduisant ainsi la régularité de u. Cela conduit a une
deuxiéme formulation variationnelle donnée par : pour tout ¢ € [0, T

( Trouver (u(t),p(t),C(t)) € L*(Q)¢ x (HY(Q) N LE(Q)) x HY(Q) tel que C(0) =0et
Vv e L /QV -vdx +/Vp -vdx —/Qf(.,t,C’(t))~de,
Vqe HY(Q) N L3(Q), /Vq-u(t)dx =0,

VS e H ()N LX), %/C(t)de—i—a/VC(t)-Vde +/(u(t)~V) C(t)S dx

+7“0/QC’(L‘)de:/Qg(t)de.

Remarque 1.12. Sous l’hypothése (1.7) et si la concentration est continue ot = 0, les
deuz premieres équations de (V) déterminent de maniére unique la vitesse u(0) et la
pression p(0) tel que C(0) = 0, le systéme correspondant s’écrira comme suit :

\

( Trouver (u(0),p(0)) € L*(Q)¢ x (HY(Q) N L3(Q)) tel que

Vv e LA(Q), /QV(O)u(O)-vdX +/va(0)-vdx :/f(.,0,0)-vdx,

Q

Vg HI(Q) NI, /Vq-u(O)dx 0,
Q

\

1.4 Etude du probléme discret

Dans cette partie, on introduit les formulations variationnelles discrétes correspondant a
chacune des formulations variationnelles continues, et on démontre I’existence et 1'unicité
de leurs solutions.

1.4.1 Cadre discret

Tout d’abord, on précise la construction des pas de temps et des maillages en espace.
Ensuite, on précise quelques notations reliées aux inconnues et aux données du probléeme.
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1.4.1.1 Discrétisation en temps

Pour la discrétisation en temps, on introduit une partition de l'intervalle [0,7] en N
intervalles de la forme [t,_1,t,] o0 0 =ty < t; < --+ < ty = T. On désigne par 7, la
longueur de l'intervalle [t,_1,t,] pour tout n € {1,..., N} et par 7 le maximum des 7,.
Finalement, on note o, le paramétre de régularité en temps défini par :

Tn

0, = max :
2<n<N T, 1

Dans ce qui suit, on suppose que la partition en temps est réguliére, c’est-a-dire o, est

borné indépendamment de 7.

On introduit 'opérateur d’interpolation 7, défini comme suit :

Pour tout espace de Banach X et pour toute fonction g continue de |0,7] dans X, 7,¢
désigne la fonction constante par morceaux en temps qui vaut g(¢,) sur chaque intervalle
ltn-1,ts], 1 <n < N.Deméme, a toute fonction (¢, ..., d,) € X™, on associe la fonction
constante par morceaux en temps 7,¢, qui est constante égale a ¢,, sur chaque intervalle
]tn—latn}a 1 S n S N.

De plus, a toute famille (v")g<,<ny € X", on associe la fonction v, sur [0, T] qui est affine
sur chaque intervalle [t,_1,t,], 1 < n < N et égale & v™ au temps t,. Plus précisement,
cette fonction est donnée par

t—t,.
Vn € [1, N],Vt € [ta_y, tn], v:(t) = —L(0" — 0" 1) + 0",
Tn
1.4.1.2 Discrétisation en espace
Pour tout n € {1,..., N}, (Ton)n désigne une triangulation du domaine Q. Ces triangu-

lations doivent vérifier les conditions suivantes :

e l'intersection de deux éléments distincts est soit vide, soit un sommet, soit une aréte,
soit une face en 3d.

o )= U K,.
Kn€Thn

e le quotient du diameétre d’un élément K,, € T, noté hg, , sur le diamétre du cercle
(en dimension 2) ou de la boule (en dimension 3) inscrit(e) dans K, noté¢ pg, , est
majoré par une constante o qui ne dépend ni de n ni de h. Autrement dit,

h
max —=* < g. (1.16)
Kn€Tan IOKn
Pour tout n € {1,..., N}, h,, désigne le diamétre maximal des éléments de 7,;. On note

de plus

h = max h,,.
1<n<N
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On désigne par [u]., le saut sur une aréte e,, d'une fonction u qui est défini de la maniére
sulvante :
[u]en = ulKn - U,|K;l

ot K, et K] sont deux éléments qui ont e,, comme aréte (ou face) commune.

Notation 1.13. Dans la suite, on note u™, p™ et C™ les quantités respectives u(t,), p(t,)
et C(ty).

Définition 1.14. Pour tout n € [1, N], on considére la fonction affine par morceauz en
temps C, définie sur [t,—1,t,] par :

t—t,— _ _
V€ [ty1,t,], Cu(t) = —=L(Cp—Cp Y+ 0rt =

Tn Tn

t—1n

(Cr—CpH+Cp. (1.17)

De plus, on définit la fonction constante par morceauzr uy €égale a uj sur l’intervalle
ltn—1,tn), pour tout n € [1,N], et la fonction constante par morceaux p, égale a py sur
Uintervalle |t,,_1,t,], pour tout n € [1, N].

Remarque 1.15 (Discrétisation de la dérivée en temps). Pour la discrétisation de E(X, 1),

on utilise le schéma d’Fuler implicite d’ordre 1 donné par

n __ n—1
GO yneql,.. N

n

Pour tout n € {1,..., N}, la fonction g sera approchée sur tout intervalle [t,_1,t,] par

1 [t
g" = — / g(t)dt,
Tn tn—1

et la fonction f*(C} 1) est donnée sous la forme suivante :
f1(ChY) = f5 + fu(Cy ),

ol

£ = £, (t,).

Propriété 1.16. On a linégalité inverse suivante : pour tout nombre p > 2, pour toute
dimension d et pour tout entier naturel r, il existe des constantes c3(p) et ci(p) telles que,
pour toute fonction polynomiale vy, de degré r sur K,, on a

d_d

vl ocrny < Q)% 2 ol r2 (), (1.18)
d_d_q

vl < i)™ [onll o) (1.19)

et pour p = oo (cf. Ern et Guermond [32]),

c(1+ [log(h))||vnllio sid=2

() < . .
bl < { 15 sid=3 (1.20)
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On va discrétiser le probléme (P) en utilisant deux types d’éléments finis :

e Dans le premier schéma, on approche u par des éléments finis de Raviart-Thomas,

la concentration C par des éléments finis P; et la pression p par des éléments finis
Po.

e Dans le deuxiéme schéma, on approche u par des éléments “IP; 4+ bulle”, la concen-
tration C' par des éléments finis IP; et la pression p par des éléments finis P;.

1.4.2 Premiére formulation variationnelle discréte

Dans cette premiére formulation variationnelle, on discrétise la vitesse u avec les éléments
finis de Raviart-Thomas définis par l'espace discret suivant :

Xon = {Vh - H(le, Q),VKn c 7:7,h7 El(lKn € R,HOKn € Rd;Vh’Kn(X) =ag, X+ OKn}~

On pose
Xn,h,l = th N Ho(diV, Q)

On discrétise p avec les éléments finis Py. On note M, 5,1 I'espace discret correspondant :
M1 = M, N L3(SY),
ou

M, = {aqn € L*(Q); VK, € Tun, an|x, est constant}.

On discrétise C' avec les éléments finis de Lagrange de degré 1 et on note Y, , 'espace
discret correspondant :

Yn,h = {Uh (S Co(ﬁ),VK € Eh,vhh(n € Pl} M H&(Q)

Finalement, On désigne par V, ;1 'espace discret suivant :

Vn,h,l = {Vh S th’l; div vy, = 0}

Remarque 1.17. Les espaces X, 1 et M, 1 considérés vérifient la condition inf-sup
discrete (cf. Roberts et Thomas [47]) suivante :

/qh(x)dz’fu v (x)dx
Vgn € Mypy, sup =2

VREX k1 ”VhHH(div,Q)

> Billanll 2 (1.21)

ou 1 est une constante positive indépendante du maillage.
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La premiére formulation variationnelle discréte associée a la formulation variationnelle
continue (V) s’écrit : pour CP = 0, pour tout n € [1, N],

[ Sachant que C}' ™! € Y, 14, trouver (u},p}) € Xpp1 X Mupi,

Vv, € Xpni, /V(C’,?l)uﬁ~vh dx —/pﬁ(div vy)dx = / f1(CpY) - vy, dx,
Q Q Q
Van € My, / qn(div up)dx =0,
Q
(Vn,h,l) <
Sachant que C’,’Z’l € Y,_1, trouver C}' € Y, 5, tel que
n _ -1
VShEYn,h, /ﬁ&ldx —i—oz/VC,’ZVShdx—{—/(uZVC,?)Shdx
Q Tn Q Q

+r0/ Cy Spdx :/g"Shdx,
Q Q

\

Remarque 1.18. Le probléme (V, ;1) permet de calculer uy, py et C} pour chaque n €
{1,...,N} a partir CY = 0. Pour compléter cet algorithme, on doit calculer les valeurs
initiales de la vitesse u) et la pression py.

Ces valeurs peuvent étre déterminées comme suit :

( Trouver (u,p%) € Xon1 X Mop1 tel que

Vv, € Xona, /I/(O)ug-vh dx — /pg(divvh) dx = / £2(0) - vy, dx,
Q Q Q

VQ}L € MO,h,h / qh(leu2> dx = 0.
Q

\

1.4.3 Deuxiéme formulation variationnelle discréte

Dans cette formulation, on discrétise la vitesse u avec les éléments finis “IP; + bulle”. On
introduit I'espace discret suivant :

Xn,h,Z = {Vh € Co(ﬁ)daVKn € ﬁzhvvhh{n € P(Kn)d}7

ou pour tout K,, € T,
P(K,) =P & vect bg,,,

est 'espace associé a la discrétisation dans l'espace par le “mini-élément” introduit par
Arnold et al dans [6] ou by, désigne le produit des coordonnées barycentriques de 1'élé-
ment K.

On discrétise p avec les éléments finis de Lagrange de degré 1. On note M,, j, o I'espace
discret correspondant :

Mopo = {an € C°(Q) N LE(Q); VK, € Ton, anlx, € P1}.
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Finalement, on désigne par V), ;2 I'espace discret suivant :

Viho = {Vh € Xnn2;:Van € My, p2, / vy - Vapdx = 0}-
0

Remarque 1.19. Les espaces X, 52 et M, o considérés vérifient la condition inf-sup
discrete (cf.Roberts et Thomas [47]) suivante :

/ Vn(x) - vi(x)dx
Vg, € My o, sup 2

> Bolanli, (1.22)
ViE€Xn, b2 ||Vh||L2(Q)d

ou Py est une constante positive qui ne dépend pas du maillage.

Remarque 1.20. Pour effectuer l’analyse numérique du schéma précédent, on va ajouter
un terme de stabilisation au terme (uy - VO, Sy) pour assurer lezistence de la solution
discréte. On introduit alors la forme trilinéaire suivante :

1
d(uy,Cy, Sp) = (uy - VC}, Sp) + é(dw u,Cr, Sy).

Comme,
1
d(uy,, Cy, Sp) = 5(/(11’,; - vcg)shdx_/
Q

Q

(uj, - VS;JC’,’de) :

le terme non linéaire est donc antisymétrique.

En utilisant la formule de Green-Riemann, on peut vérifier le résultat suivant :

Proposition 1.21. Pour tous u € X,, 2 et C' € H}(Q), on a

d(u,C,C) = 0.

La deuxiéme formulation variationnelle discréte associée a la formulation variationnelle
continue (V) s’écrit : pour CP = 0, pour tout n € [1, N],

( Sachant que C’,’f*l € Y14, trouver (u},py) € Xpno X M, p2tel que

vVh € Xn,h,27 / I/(C}?_l)uz *Vp dx + / sz *Vh dx = / fn(cf?_l) TV dX:
Q Q Q

YV, € My po, /VQh -uy dx =0,
0
(Vin,2)

Sachant que C}Z‘l € Y, _1 4, trouver C}' € Y, 5, tel que

n _ cm—1
VSy € Yo, / %Shdx +04/VC,TZ-VSth +/(uZ-VC,TLL)Sth
Q 0 Q Q

1
+—/div (up) Cy Spdx +r0/ Cy - Spdx :/g"Shdx.
\ 2 Ja Q Q
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Remarque 1.22. Le probleme (V,, n2) permet calculer u}, py et C}' pour chaque n €
{1,...,N} a partir CY = 0. Pour compléter cet algorithme, on doit calculer les valeurs
initiales de la vitesse ul) et la pression pY.

Ces valeurs peuvent étre déterminées comme suit :

[ Trouver (u, p%) € Xona X Moo tel que

Vv, € Xopo, /V(O)ug-vhdx —i—/Vp?L-Vhdx Z/fo(O)-Vth,
Q 0 Q

Van € Moo, / V- ug dx = 0.
Q

\

1.4.4 Existence et unicité de la solution discréte

Théoréme 1.23. Pour tout n € {1,..., N}, le probléme (V,, 1) admet une unique so-
lution (u},py,Cl) € Xppa X Mpp1 X Y. De plus, u} € RTy et donc divu} € M, 1,
amnst la deuzieme équation de Vi, 1 tmplique que divuj = 0.

Démonstration. On introduit la forme bilinéaire a; définie sur V1 X Vypp1 par

ay(ap, vi) = (W(CF Ny, vi).

Puisque u} € Vypa, la premiére équation de (Vi n1) implique qu’on résout, pour tout
Vi € Vnhi,
ar(uyy, vi) = (F"(C571), va).

Or ay est une forme bilinéaire, coercive et continue sur V, 1. On déduit alors l’existence
et l'unicité de uj, € V, 1 par le théoréme de Lax-Milgram. De plus, la condition inf-sup
discrete entre X, 1 et My, 1 €tant vérifiée, le théoreme de Babuska—Brezzi permet de
conclure que le probleme (V,,n1) admet une solution p} € M, p 1.

Pour Uexistence et l'unicité de la concentration C}', on considére pour tous c¢,r € Y, 5, la
forme bilinéaire suivante :

as(c,r) = i(c, r)+a(Ve, Vr) +ro(e,r).

Tn
On vérifie que ay est une forme bilinéaire coercive et continue. Par le théoréeme de Lax-
Milgram, on a donc Uexistence et lunicité de C}' € Y, j.

Théoréme 1.24. Pour toutn € {1,..., N}, et pour C}~' € Y, toute solution (uff, p, C1') €

X X Myp1 X Yo p de (Vi h1) donnée, vérifie pour tout m = 1,..., N, les majorations
suivantes : ]

gl 2y < V—1(||f0||Loo(o,T;L2(Q)d) + e |7 l2e) (1.23)
et

(53)

(07

ICT 1720) + @Y Tl Crliniay + 20 > mallChll72i0) < 9720220 (1.24)
n=1 n=1
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Démonstration. On commence par la majoration de uj. On remplace v, par uj dans
’équation de Darcy discrétisée. Comme pour tout g, € My, 1, (divu},gy,) = 0, on obtient
alors la magjoration (1.23).

Pour la majoration de la concentration C7', on suit les mémes étapes que la preuve du
Théoréme 1.11. On remplace Sy, par C}' dans la derniére équation du probléme (Vi 1)
puis, on utilise les injections de Sobolev pour obtenir

o 2 _ Cnfl 2 g CnZ cn 2 < (53)2
(ICK 720y — 1CF I72() + QTn‘ w e ) + marol|Cpllz2 @) < %0

1 ni|2
3 Tallg HL?(Q)-

En sommant sur n allant de 1 jusqu’a m, on obtient la majoration (1.24).

On suit la méme démarche que dans le théoréme 1.24 pour obtenir le théoréme suivant :

Théoréme 1.25. Pour tout n € {1,...,N} et pour C;""' € Y,;, le probleme (V;, 1,.2)
admet une unique solution (uj,pp,Cy) € Xpno X Mypo X Y, donnée, vérifiant pour
tout m=1,..., N les majorations suivantes :

m ]' m—
||uh ||L2(Q)d < V_l(HfOHLOO(O,T;L?(Q)d) + CleCh 1HLQ(Q)) (1-25)

et

m - . e . (59)2
”Ch H%Q(Q) + aZTn’Chﬁ{l(Q) + 2710 ZTnHChH%Q(Q) S %

n=1 n=1

HQH%%O,T;LZ(Q))- (1.26)



25

Chapitre 2

Estimation d’erreur a prior:

Dans ce chapitre, on établit les estimations d’erreur a priori correspondant au schéma
numérique. Tout d’abord, on commence par présenter les opérateurs d’interpolation qui
seront utile pour la démonstration des théorémes. Par la suite, on établit les estimations
d’erreur a prior: correspondant a la vitesse et & la pression et on termine par établir
celle correspondante & la concentration pour les deux schémas (V,, 51) et (Vi n2). Dans
une derniére section, on effectue des simulations numériques de validation en utilisant le
logiciel FreeFem-++-.

2.1 Opérateurs d’interpolation

Dans le premier schéma, pour ’estimation de ’erreur de u, on introduit 'opérateur d’in-
terpolation &', : H'(Q)? N Hy(div, Q) — X, 41 (cf. Roberts and J. Thomas|47]) vérifiant

vu € H'(Q)% divu = 0= div (£,u) =0. (2.1)
Proposition 2.1. L’opérateur &, vérifie les majorations suivantes :
vve H(Q) v - fihV||L2(Kn)d < cthy |V (),
et
vv e H (Q)? tel que divv € H'(Q)?, [|div(v — &5 v) | 2rya < c2ha|div v g g, e,

ol ¢y, co sont deux constantes indépendantes de h,,.

Pour 'estimation d’erreur a prior:t de la pression p, on utilise le résultat suivant :
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Proposition 2.2. Soit l'opérateur p,;, donné par : o, : L*(Q) — My et o 2 LA(Q) —
M1, tel que :

1
Onnql K, = m q(x)dx, VK, € Tun,
n Ky
et vérifiant la magjoration suivante :
Vq € HI(Q)a Hq - ()OnthO,K'n < Chn|Q‘LKn7 (22)

ot ¢ est une constante indépendante de h,,.

Pour l'estimation d’erreur a prior: de la concentration C', on utilise le résultat suivant
(Pour d = 2, cf. Bernardi et Girault [10] ou cf. Clément [24] pour d = 2 ou d = 3, voir
aussi cf. Scott and Zhang, [48]) :

Proposition 2.3. Soit ['opérateur d’approximation linéaire et continu
Rup : WHP(Q) — Y, ot p est un nombre supérieur ou égal a 2 vérifiant la majoration
suvante :

VS S Wl+17p(Q), ’S - RnhS‘Wm,p(Kn) S Chl]—{i_:_m’S‘Wl‘Fl’p(AKn)? (23)

ou c est une constante indépendante de h, et m et | deux entiers dans {0, 1}.
De plus, cet opérateur Ry, est stable en norme H'(2). En d’autres termes, il existe une

constante c telle que
Yw € H&(Q), |Rnhw|17g < C|U)|LQ. (24)

Cet opérateur vérifie pour toute fonction v € H}(Q) les approzimations locales suivantes :
IV = RunVll12(,)0 < chic, [VILay, (2.5)

et
IV = Ran¥ | 2yt < che2|V]1 e, (2.6)

ot Ag, et Ae, désignent l'union des éléments T, dont l'intersection avec K, et e,
respectivement est non vide.

Dans le deuxiéme schéma (V}, ,2), pour dériver une estimation d’erreur a priori de la
vitesse u, on introduit I'opérateur d’interpolation F,;, : L*(Q)¢ — X, . défini par

FahV = TppV + E ag, b,

KeTan

ol T,y est une variante de 'opérateur de Scott-Zhang (cf. Badia [7] ou cf. Badia et al. [8]
ou cf. Girault et al. [39] ou cf. Scott et al [48]),

o, = W / (v ) ()i
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Proposition 2.4. L’opérateur F,; vérifie la majoration suivante :

W € HY Q) v = Fan(¥) 2 < challV]im s, o (2.7)

ol ¢ est une constante indépendante de h,,.

Pour l'estimation d’erreur a priori de la pression p, on utilise le résultat suivant, (cf.

Abboud, Girault, et Sayah|1]) :

Proposition 2.5. Soit l'opérateur r,;, : L3(Q) — M, 1.2 vérifiant la majoration suivante :

V(] S HS(Q) n L?}(Q)7 Hq - Tnthm,K < Chrsz_m|q 5,Kn> (2‘8)
ot ¢ est une constante indépendante de h,, m =0 ou 1.
Dans ce qui suit, ¢, ¢, ¢q, ... représentent des constantes génériques qui peuvent varier

d’une ligne a une autre mais qui sont toujours indépendantes de h et 7.

2.2 Estimation a priori de ’erreur de la premiére for-
mulation variationnelle

On commence, tout d’abord, par établir I'estimation d’erreur a priori correspondante &
la vitesse et a la pression et on termine par établir celle de la concentration.
Dans la suite, on note par 5 oc
!/ u !

ot “=
Théoréme 2.6. Soit (u,p,C) la solution du probleme (P) et (u},pr,Cy) la solution
de (Vona). Siu € L*0,T; HY(Q)Y) N L*(0,T; L>*(Q)Y), v € L*(0,T;LY(Q)%), p €
L>(0,T; H'(Q)), C € L0, T; W*4Q)) et C" € L*(0,T;W'(Q)) et sous I’hypothese
1.7, 1l existe des constantes positives ¢, ¢1, ¢, ¢’ dépendantes de u, p et a tel que,

u et

n n 1 >k n n—
0" = up 12 < V—l(Ch + (g, + Al o rize @) [1C™ = Ch ) (2.9)
n n V20..n n 1 * n n—
1" = Phll 2@ SC/hJFEHu _uhHLQ(Q)d"i_E(Cfl+AH“HLOO(O,T;LOO(Q)"Z))HC — O M 2@,
(2.10)

et

N N
JSup [ICh C™|Fa@ +a Y TlCi = CMia + Y NG = C) = (G~ = C" Dlliagq

n=1 n=1

N N
+70 Z Tl|Cy — Cn”%%m <0247+ Z Tolluh — unH%Q(Q)d'
n=1 n=1

(2.11)



28

Démonstration. Soient (u,p, C) et (uy, pj, C}') les solutions respectives de (V1) et (Vi p1).
Tout d’abord, on commence a démontrer (2.9), puis (2.10), et finalement (2.11).

On commence par établir la majoration de ’erreur sur u.

En prenant la différence entre les premiéres équations de (V) pour t = ¢, et de (V,,5.1) et
pour v = vy, € V, 1,1, on obtient

/Q p(Cp1 () (0" — uf) (%) - va(x)dx = / (£,(C"(x)) — Bi(CP(%)) - va(x)dx

Q
+ / (G (%)) = v(C"(x)))u" (x) - va(x)dx.
Q
(2.12)
On intercale / v(Cp 1 (x))€L,u™ - v (x)dx dans le membre de gauche de 'équation (2.12)

Q
et on obtient :

[ G = )0 valxiax+ [ (G ek = )0 - vi(x)dx

Q
- / (£,(C™(x)) — B (CP1(x))) - v (x)dx + / (W(Cp1(x)) — (O™ (%)) (x) - Vi (x)dx.
(2.13)

Comme u} € X, ;1 et d’aprés la deuxiéme équation du probléeme (V,,51), on a que
u! € V51 De plus, £ u" € X, et comme &}, vérifie (2.1), alors £}, u™ € V, 1. Par
suite, on prend v;, = ul — ¢!, u™, puis on applique 'inégalité triangulaire et les propriétés
de f; et de v, pour obtenir
villug — &’ || 2 o)e <vallEpu” — "2 + e [|IC™ = G 2@
+AICE = CM 2@ all o o, ()2

On applique I'inégalité triangulaire suivante :

[u" — w2 < [0 — éﬁhunﬂm(md + [|Eu" — || 220
Ainsi, on obtient
vif[u"—uy | 2 < challull oo, @) e |C"=CR 7 2@ +AC" =G 2@ l[ull L 0. 7:00e ()

D’ot, on déduit (2.9).

Pour la majoration de I'erreur sur p, on prend la différence entre les premiéres équations
de (V1) pour t = t,, et de (V,,51), on intercale ¢,;,p", en prenant v, dans X, 1, et on
obtient

/Q (" — p) (3)div va(x)dx = / (" — P (%) div va(x)dx
T / V(P (W — ) (x) - vi(x)dx

+/(V(C"(X)) — v(Ch T (x)u (x) - vi(x)dx
- j(fl(C"(X)) —£(C} (%)) - va(x)dx

N (2.14)
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D’aprés la condition inf-sup (1.21), il existe un vy, dans X, 1 tel que

. 1
div v, = @nnp” — oy et |[Valla@iv,o) < o lennd” — Pill2@)-

~ B
D’ou, 'égalité (2.14) devient
n n|l2 1 n n 7 n
lennp™ = Prllz2(0) SEHSOnhp — Ppllzz@ llonnp™ — P [ L2(0)
1 n n n n
o (u2||u e + MO — Oyl e o gz

+ g [CT — C}T;_IHLQ(Q)) lonnp™ — P ll220)-
(2.15)
Ensuite, en appliquant 'inégalité triangulaire :
Ip" = PrllZe i) < 19" = eanp"[72) + l0anp™ = Phll72()s
on obtient I'inégalité (2.10).

On passe maintenant & la démonstration de (2.11). On choisit S, = ) = C}' — R,,,C"
dans la troisiéme équation du probléme (V7), et on intégre entre ¢, 1 et ¢, pour obtenir

tn tn
(C” — C"Rrﬁ) + (/ aVC(t)dt,Vr,’;) + (/ u- Vc(t)dt,r,’;)
th—1 th—1
tn tn
+ro(/ C(t)dt, T’Z) = (/ g(t)dt,r,’f).
th—1 tn—1

(Ct = Cp ) 4+ 7ua(VCy, V) + (- VO, 1) + 7o (CR ) = Tulg" 77). (2.17)

(2.16)

La solution discréte O vérifie

tn
Sachant que 7,¢" — / g(t)dt = 0, on retranche (2.16) et (2.17) pour obtenir
tn—1

tn
((C’}Z -t — (O™ — C”_l),TZ) + a(TnVC'ZZ - / VC(t)dt, VTZ)
tn—1

tn tn
+ (Tnuz -VCy — / u- VC(t)dt, TZ) + 79 (TnC’,? - / C(t)dt, r,’f) = 0.
tn—1 tn—1
(2.18)

On commence par majorer le premier terme de gauche de 'égalité (2.18). Tout d’abord,
on intercale £(R,,,C", ) et £(R,,C" ', 77) et on obtient

((02—02—1>—<0“—0”—1>,r2) _ <rz—r;;—%rz>+((0”—1—RnhO“*)—(O“—an),r,’;).
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1 1 1
Or, (a —b,a) = §||CLH2 — §||b|]2 + §Ha — b|]?, pour tous a,b € Y,,, alors

((Ch —Cy 1) - (" =C 1)’7”h) = 5”7%“%2(9) - 5”7% 1”%2(9) + 5“7% Ty 1”%2(9)

+ ((C’"1 — R, O™ — (C™ — RnhC”),rﬁ).
(2.19)
On remarque que

tn
‘ ((c"—1 — Ry O™ H — (C™ — R, C™), r,’;) ‘ = ‘ — ( / (R, C" — C')(t)dt, r;j) :
tn—1

d’ou, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

tn
‘ ((Cm_l - RnhCm_1> - (Cm - Rnh(]”), TZ) ‘ S / ||(Rnh0/ - C/)(t)||L2(Q)||TZ||L2(Q)dt.
tn—1

Par la majoration (2.5) sur 'opérateur R, I'inégalité (1.2) et le Lemme 1.3, on obtient
tn " CQhQ tn Tnél
([ e =crmaenn) < G [ 10 OBt + B 1l
th—1 th—1

c*h? Tné
< %, O 32, s + (S9)2 22

A\

(2.20)

=il

D’ot, en choisissant & = on aura

o
25(53)*

‘ <(C”—1_Rnhcn—l)_(Cn_RnhC’”), TZ) ‘ < Clh2||0,||%2(tn_1,tn;Hl( N 7-n|7~h|1 o, (2.21)

20

ol ¢; est une constante positive indépendante de h et 7,.
Le second membre de 'égalité (2.18) se majore de la maniére suivante : tout d’abord, on

tn
ajoute et on retranche 7,(VR,,C™, Vr}) et / (VR,,C(t), Vry)dt ainsi, on obtient

tn—1

tn tn
a<rnvo;; - / VC(1)dt, w;;) ol g = a / (V(BonC™ — RonC(1)), Vr)dt
tn—1 tn—1

tn
+ a/ (V(R.,C(t) — C(t)), Vry)dt.
tn—1
(2.22)
Pour la majoration du premier terme du membre de droite de (2.22), on applique I'inégalité

tn
de Cauchy-Schwarz et sachant que C" — C(t) = / C'(s)ds, on obtient
t

tn tn tn
o / (V(BonC™ — RonC(1)), V)t = a / / (VRuC'(s), Vrm)dsdt
tn—1 tn—1

tn tn
<« / / |RunC'(8)]1.0|mh|1.0dsdt.
th—1 Jt
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Le Théoréme de Fubini et la majoration (2.4) sur 'opérateur R, permettent d’écrire

/ /|Rnh(] |1Q]rh\mdsdt<a/ / | RunC' ()|l adtds
tn 1

<aclrtha [ 10 hals ~tads
tn—1

(2.23)

On applique 'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité (1.2) et on obtient la majoration
suivante :

ac’t2é, ||aC|| LT e
—|r .
2\/— L2(tn—1,tn;H1(Q)) 2\/552 h11,Q
(2.24)
Pour la majoration du second terme de membre de droite de (2.22), on applique la ma-
joration (2.3) sur opérateur R,;, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité (1.2) pour
obtenir

tn
a/ (V(RuC" — R, C(1)), VrZ)dt‘
tn—1

tn n aks tn 9 T
a (V(R.,C(t) — C(t)), Vry)dt| < BN |(RunC — O)(t)|1,§2dt + o 2, =T h|1 0
th—1 tn—1
acth?&s Tn
S; 2 HC7HL2un_1Jnﬂ¥2 25 |rh’19

(2.25)

D’ou, en regroupant 'égalité (2.22) et les inégalités (2.24) et (2.25), et en choisissant
25
& = — et & = 25, on obtient

V3

< P22, a2

oC
2| S W, gty + gzl
n 8t L2(tp—1,tn; H(Q2)) 25 h11,2

(2.26)

tn
a(Tnvcg _ / VC(t)dt,VrZ) — a2

ol ¢; et ¢y sont deux constantes indépendantes de h et 7,.
On note le troisiéme terme de I'égalité (2.18) par b tel que

tn
b= (Tnu;;-vc;;— / u(t)-vc:(t)dt,r;;).

tn—1

tn

On intercale + </ uy - VC(t)dt, r,’j) et £7,(uf - VR,,C™, 7)) dans b et en remarquant
tn—1

que (uy - Vry,ry) =0, on obtient

b= by + by — < /tt w - V(RopC" — C(t))dt,rg) + ( /t::(u;; —u(t)) - VO(t)dt,(ojg%)
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On commence par majorer by, on intercale £7,(u} - VC”, r}') dans b et on obtient

by — ( / V(RO — cn)dt,rg) + ( / v - (J(t))dt,rg). (2.28)

th—1 tn—1

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la majoration (2.3) sur l'opérateur R, on a

tn
’( / u - V(R C" — cn)dt,r;;)
tn—1

< Tollwg || 2@y || RanC™ — C™ ||y Imh | 240

< emphl|uy | L2l |[C™ lw2a@ 71 | La )

< erahlJ gl 2 |C o v 7l oo

(2.29)
Par l'inégalité (1.2) et le Lemme 1.3, on a
n n n n n C€4h2Tn Tn(S(])
'(/ u, V(R C"—=C )dtﬂ“h> < ||uh||L2(Q)d||C||%°°(O,T;W274(Q))+2—54| h|1 Q
tn—1
(2.30)

En choisissant & = 25(59)%/a, on obtient

tn o
‘ </ uZ : V<Rnhcm - Cm)dt, 7’2) ’ S CghQTn||CH%00(07T;W2,4(Q)) + %Tnh‘;”igz? (231)
tn—1

oll c3 est une constante indépendante de h et 7,.
De méme, en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz et le théoréme de Fubini, on a

tn
(/ uy, - V(C" = C(t))dt Th) = (/ / uy, - VC'(s)dsdt rh)
tn—1 tn—1
tn
= (/ / uj - VC”(s)dtds,TZ)
tn—1 Jtn—1

tn
< |\UZHL2(Q)d\|TZHL4(Q)/ IVC'(s) || 240y (s — tn-1)ds.
th—1

(2.32)
On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir
tn 3/2
([ wrvier o) < T lullaelrtliol 5 T, oo 239
tn—1
D’ow, par l'inégalité (1.2)
t 0Y2
o n n 55 oC Tn(S4> n|2
(/tn 1uh'v(0 _C(t))dtarh) < 2>=|u hHLQ(Q)dH o HL2 tn 1t WIA(Q)) T 2%, |10
(2.34)

On déduit en regroupant les inégalités (2.30) et (2.34)(pour & = 25(57)%/a) que

oC a .
|b1] < C3Tnh2||0||L°° o.T;w24() T C47'2” ot ||L2 (tn1,tnWIA(Q) T %Tnh“hﬁ,ga (2.35)
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avec cg et ¢y sont des constantes indépendantes de h et 7,.
On intercale u™ dans by et on obtient

( /t::(uZ —u) VC(t)dt,r;;> + ( /tt /t " (s) VC(t)dsdt,r,t;)

|ba| =

< malluh = 0|2yl Cll e o rwrscan 7| ey (2.36)
+721C o @nll o2ty 7 s
En utilisant (1.2) et en prenant £ = 25(55)?/a, on obtient :
[ba| < es17ul|C 1700 (om0 — ™ ][72 0
(2.37)

ou a
+ C527—3||O‘|%°°(O,T;H1(Q))"E"%Q(tn_l,tn;ﬂ*(ﬁ)d) + %Tﬂ’rh‘iﬂ'

Finalement, on regroupe (2.35) et (2.37), et on obtient que

oC
b| = < C3h27'n||C||2L°°(O,T;W2’4(Q)) + 0473”EH%Q(tn—htn;W“(Q))

tn
(Tnuﬁ -VCy — / u(t) - VC(t)dt, 7“2)
tn—1

+ C517nHCH%OO(O,T;WIA(Q))||UZ - un||%2(ﬂ)d
ou
+ C5273||C'| |%°°(0,T;H1(Q)) ||E||%2(tn,1,tn;L4(Q)d)
200 "2
+ %Tn‘rhhﬂ?

(2.38)
ol c3, ¢4, C51 €t c59 sont des constantes positives indépendantes de h et 7,.

On traite le dernier terme de (2.18) de la fagon suivante : on intercale £(7,, R,,C",r}}) et
+7,(C™, r}) et on obtient

tn
<Tnc;;— / c(t)dt,rg)
tn—1

Tn(o}? — Rnhon, T}YLL) + Tn(RnhCm - ij T}TZ)

+ ( /t:”1<c" - C(t))dt,rz>

(2.39)

)

d’o,

< Tn|(RopC"=C™ 1)

tn
(rnc;;— | cwa, h) ol ey

tn—1

+( /t:nl(O”—C(t))dt,r,’f)

(2.40)
Pour le terme 7, (R,,C™—C™, r}), on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la majoration
(2.5), pour obtenir

Tn(RnhCn — OnJ’Z) < TnHRnhCn — Cn||L2(Q)||TZ||L2(Q)
< mahlry |l 2@ |C" e (2.41)

< mah||ril 2@ | Cll zos 0,117 (02)) -
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Par l'inégalité (1.2) et le Lemme 1.3, on obtient

Ah278s Ta(53)?
2

||O||L°°(O,T;H1(Q))+ 26 |TZ|1,Q' (2.42)

Tpn(RopnC™ — C™ 1) | <

tn
Pour le terme (/ (C"—=C(t))dt, rZ) , on utilise le théoréme de Fubini et 'inégalité (1.2)

th—1
tn tn
'(/ / C'(s)dsdt,r,’f)
tn—1 t

et on obtient

(e -come)

W? oC
< \/— ||rh||L || “L tn—1,tn;L2()) (243)
5 71 8(7 7h(5®)2 n
=76 “ o 22001 tust2 <m>+2—§:|rhlig-
25(53)*

En regroupant les inégalités (2.40), (2.42) et (2.43) pour & = & =

ln
(net - [ coart) = nlbilie
tn—1

, on obtient

< C6h‘27—nHCH%°°(O,T;H1(Q)) + C77—2HEH?F(%,LW;L?(Q))

o2
257—71, h11,82
(2.44)

ol cg et c; sont des constantes positives indépendantes de 7 et h.
On somme 'égalité (2.18) sur n de 1 jusqu’a m, pour tout m < N, et on utilise (2.19),
(2.21), (2.26), (2.38) et (2.44), on obtient

||7“h ||L2 +5 ZHT}Z ||L2 +QZTn|7"h|1Q+7"OZTn||7’h”L2

<c(h?+77%) +c ZTnHuh nHLQ(Q)d + 50 ZTn|7"h|1 Qs

n=1
ol ¢ est une constante positive indépendante de h et 7.
Donc, on applique I'inégalité triangulaire et on utilise les propriétés de R,;, on obient

IC = C™ [y + aZTn\Ch C'lia+) G =C") = (G = C" Nl

n=1

+7‘0227—7%”011 Cn||L2 <c(h®+7%) +¢ ZTnHuh u ||L2(Q)d7
n=1 n=1
(2.45)

Finalement, on obtient

N
sup |G} — C™"320 +aZTn|0h C"iq+ Y _I(Cr—Cm) = (Cpt = C" 720
SnNS n=1

N
+TOZTn||C;; — C"[ay < e(h® +7%) + C/ZTnHuZ —u"[[72 (e
n=1

n=1
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ol ¢ et ¢ sont des constantes positives indépendantes de h et .
m

Remarque 2.7. Si la viscosité v est constante, indépendante de C', on peut se passer de
Uhypotheése u dans L>=(0,T; L>®(Q)%) et ne garder que u dans L>°(0,T; H(Q)?) dans le
Théoreme 2.6.

En effet, I’égalité (2.12) devient

/Ql/(u" —u})(x) - vp(x)dx = / (f1(C™(x)) — £i1(C; 1 (x))) vi(x)dx.

Q

Corollaire 2.8. Sous les hypothéses du Théoréme 2.6, on a les estimations a priori cor-
respondantes & (Vpp1) -

sup |[u" —uy||p2qe < c(h+ 1),

0<n<N
su " —py < C/ h +T7 )
ogngN 1p" — phllL2@) < ) 2.46)
N
sup [|C} = C"[[Fagg) + 0 Y_mlCf = C"lig < (0 +7°),
0<n<N —

ot ¢, c et " sont indépendantes de h et T.

Démonstration. On considére la majoration (2.9). En insérant C™! dans (2.9) et en
utilisant I'inégalité triangulaire, on a

N N N tn
S rlht = sy < o ol =0 ey + 307 [ [ ).
n=1 n=1 n=1 tn—1

(2.47)
On déduit des inégalités (2.45) et (2.47) la majoration suivante

IC = C™ |72 + O‘ZTMCZ —C"ig < c(h®+7°) + CIZTnHCZ_1 —C" 220y
n=1

— n=1
(2.48)
On déduit d’apres le lemme de Gronwall discret que
N
sup |G}l = C" |2y + @ Y lCl = Ci g < c(h® +77). (2.49)
0<n<N n—1

On note, dans le terme de droite de I’équation (2.48), que 227:1 est majoré par T', qui est
une quantité indépendante de N, d’ou la constante ¢ qui apparait dans 1’équation (2.49)
ne dépend pas de 7.

L’inégalité (2.49) et les inégalités (2.9) et (2.10) aboutissent aux majorations de (2.46). [
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2.3 Estimation a prior: de 'erreur de la deuxiéme for-
mulation variationnelle

Théoréme 2.9. Soit (u,p,C) la solution du probleme (Va) et (u},pyt, C) la solution du
probleme (Vi po). Siu € L0, T; HY(Q)?) N L>(0,T; L>(Q)%), p € L>*(0,T; H*(2)),
C € L0, T;W24(Q)) et C" € L*(0,T; WH4(Q)), il existe des constantes positives c, ¢y,
c, " dépendantes de u, p et « tel que,

n n 1 * n n—
0" — up 120 < V—I(Ch + (e, + Al oo o,7:Loe @) [1C™ = G112 (2.50)

Vo

Ba

n 1 *k mn n—
lu" = whll 2 gye + 2= (et + Al oo o720 [|1C™ = Cp 7 |2,

Ip" — pplia < h+
B2
(2.51)

et

N N
sup [|C — C"[l72) + @D 7alCh = C™i o+ Y I(Cp = C™) = (Cp7' = C" l[720y
n=1

0<n<N _
n=1

N m
+7o ZTHHCI? - Cm”%?(fz) < (W47 + o ZTnHUZ - unH%%Q)d-
n=1 n=1

(2.52)

Démonstration. Soient (u,p, C) et (u, py, C}') les solutions respectives de (V3) et (Vi 5.2).
Tout d’abord, on commence a établir (2.50), puis (2.51), et finalement (2.52).

On commence par établir la majoration de I'erreur sur u. En prenant la différence entre
les premiéres équations de (V3) et (Vn7h,2> et en prenant v.= v, € V, 2 et comme

/ Vrnp" - vipdx = 0, alors on a
Q

/Q V(O () (0" — uf)(x) - va(x)dx = / (£,(C™(x)) — B(CP1 (%)) - va(x)dx

+/(V(C}$_1(X)) —v(C"(x)u" (x) - va(x)dx

— f(Vp” — Vrapp") - vipdx.
Q
(2.53)
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En intercalant F,,,u”, on obtient
[ A o0 Fa = ) vix)dx = [ H(C ) Far = w) ) - vi )
Q Q

n / (£,(C™(x)) — B(CP1(x))) - v (x)dx
n /a ((Cp (%)) — H(C™ ()" (x) - vi(x)dx

— f(Vp” — Vrapp") - vpdx.
Q

(2.54)
On prend vy, = Fpu” — up dans V, j, 2 et on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on
obtient :

I/1anhlln - u2||L2(Q)d S VQH]-"nhu" — unHL2(Q)d + CE ch — C,?ilHLQ(Q)
n—1 n n n n (255)
+)‘HCh -C HL2(Q)HU— ||L°°(Q)d + |P — TnhP |1,Q-

Ainsi, en utilisant 'inégalité triangulaire et les propriétés de F,, et 5, on obtient (2.50).
On démontre a présent la majoration de I'erreur sur p. On prend la différence des premiéres
équations des problémes (V3) et (V}, 4.2), puis on intercale Vr,,p™, en prenant v, in X, 5,2,
et on obtient

/Q V! — ranp™) (%) - va(x)dx = / V" — ranp™)(x) - va(x)dx
+/QV(C,’:1)(u" —up)(x) - vp(x)dx

+/(V(C"(X)) — V(G (x)u (x) - vi(x)dx

- f(fl(C”(X)) — £1(C) (%)) - va(x)dx
Q
(2.56)
D’aprés la condition inf-sup (1.22), il existe un vy, dans X, 2 tel que

]' 7 7
v, = V(runp" —p)) and HVhHL2(Q)d < E‘Tnhp — Phlio:

Pour ce choix de vy, et sous I'hypothése 1.7 on obtient une estimation de |p}! — rppp™|1q

n_

1 n n
[P — Tnp" |10 SE Ip" — rnd" 1,0 + v2f[u” — uh||L2(Q)d
* n n—1
+ (e, + Al oo 0,700 @) IC™ = CR |22y |-

Par une inégalité triangulaire, on obtient (2.51) en utilisant les propriétés de 7.
A présent, on démontre (2.52). On choisit la fonction test S, = rj = C}' — R,,;,C™ dans la
troisiéme équation de (V3). Puis, on l'intégre sur [¢,_1;t,], ensuite on la retranche avec la
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troisiéme équation de (V},52) multipliée par 7,,. Ainsi, on obtient
tn
((C}? — C”;‘*l) — (" - Cn1>7702) + Oé(TnVC;; — / VC(t)dt, VrZ)
tn—1

tn
+ (TnuZ -VCy — / u(t) - VC(t)dt, 7“}:) + 7%(div u,Crory) (2.57)

tn—1

tn
+ 71 (TnC’ZLZ —/ C’(t)dt,rﬁ) = 0.

tn—1

Tous les termes de 'égalité (2.57) sont traités dans la preuve du Théoréme 2.6 précédent
(voir (2.21), (2.26), (2.44)) sauf le terme non-linéaire que ’on note par b;,.

En intercalant +7,(u} - VR,,,C", 1}'), j:%n(div uy R, C™,r}}), by, devient :

tn
by, = mo(up - V(CF — R C"),ry) + mo(uyy - VR, C™ry) — </ u(t) - VC(t)dt, rﬁ)
tn—1

+ iV w(Cy = RanC™), ) + S(div w0} Run " 77).

tn

Puis, on intercale +7,(u} - VC™, 1)), j:(/ uy - VC(t)dt,rp) et j:%"(div uyC™, i) dans
tn—1

b, et en remarquant d’apres la proposition 1.21 que

ma(ul - V(O — RC™), 1T + %”(div W (O — RopC™), 1) = 0,

on obtient :

by = (0 - V(R C" — C™),17) + / " (= u(t)) - VO,

tn
+ ( / ul - v(C" —c@))dt,r;;) (2.58)
th—1
Tn, . Tn , 4.
+ E(dlv up (R, C" —C™),rp) + E(dlv uy (C™),ry)

On note par by 1, - ,b,5 respectivement les termes de droite de I’équation (2.58). Les
premiers termes (b,;,i = 1,...,3) sont traités exactement comme dans la preuve du
Théoréme 2.6 précédent. Les termes qui restent se traitent comme suit :

boa = ;—n(div W (RopC™ — C™), 1)

= S V(RO = ")) = 2 Vi (R = C7)

— 1 2
- bn,4 + bn,47

o1, en utilisant le Lemme 1.3, Pinégalité (1.2) et la majoration (2.3), on a pour tout & > 0
Tn n n n n
[br.al < Sl 2@ IV (BanC™ = C™)| ey 77l (o

ch*m.&1 (S92,
ST”uhHQL?(Q)d||C||%°°(O,T;W2a4(£2))+ 25 |7‘h|iﬂ
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et en utilisant (1.18) avec d < 3 et I'inégalité (2.3) pour [ = 1, p =4 et m = 0, on obtient

Tn n n n n
02, < 5 Iills@al Vil | BanC™ = C* |20

ch? _

< mllhlza@e < AT al C lwese
052 8—d Tn

< Z2hr w1t @l Cllic o rwray + 5= 174l o
: @ 2%,

En suivant la méme demarche, le terme b, 5 se décompose et se majore comme suit : (ol

divu" = 0)

bn,5 = %(dlv (uz - un)cn’TZ)
Tn n n n ..n Tn n n n m
= = 2((wy — W) - VO ) = H((uf —u”) - Vi, C7)
= b711,5+b72157

oil, en utilisant le Lemme 1.3, I'inégalité (1.2), on a pour tout & > 0

5] = 15 (uf ") - VO™
< Gk = 0zl Clae o vy 7l ooy
- 4\2
< P80t N + gl
et pour tout & > 0
12 ) = %ﬂ((ug —u”) - Vry, C")]

-
< E”Hu;; —u"|| 2yl [ C™ || L= | Th |10

<
- 8

Tn€4 n n Tn n
Jup, —u ||%2(Q)d||c||%°°([0,T}xQ) + 2—54|7”h|%,9

En utilisant les majorations obtenues précédement pour un choix convenable de &,i =
1,...,4, et en sommant sur n de 1 & m < N, on obtient

1 m 1 - n n— - n - n
Sl H%Q(Q) +5 D k= 1”%2(9) +a) mlrilia+ro Z ||Th||%2(Q)
Z z n=1 n=1 n=1

<c(h*+7°) + CZTnHuZ - un||i2(9)d,

n=1

et on déduit finalement (2.52).
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Corollaire 2.10. Sous les hypothéses du Théoréeme 2.9, on a l’estimation a priori cor-
respondant au probléeme (V,, p2) :

sup [[u” — w2y < c(h+ 1),
0<n<N

su " — <dh+71),
OSnEN P = pilm@ < o ) (2.59)

N
sup [ = O Ly + 0 Y mlCh = CMig < (W +7%),
== n=1

ot ¢, c et " sont indépendantes de h et T.
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Chapitre 3

Estimation d’erreur a posteriori

L’objectif de ce chapitre est d’obtenir un estimateur calculable de I'erreur, qui permettera
de construire un algorithme de raffinement adaptatif des maillages spatio-temporels.

On prouve les estimations d’erreur a posteriori entre la solution exacte du probléme (V)
(resp. (V2)) et la solution numérique du probléme (V}, 5.1) (resp. (Vi 5.2)). On commence par
construire les indicateurs, puis on prouve ’estimation d’erreur a posterior: et finalement
on établit 'optimalité correspondante.

3.1 Construction des indicateurs d’erreurs

On définit I'espace :

ot { < 1. On fixe une approximation g; de g" dans Z,,.
Pour tout élément K, dans 7,;, on note par :

E.n Vensemble de toutes les arétes e, si d = 2 ou faces e, si d = 3 du maillage,

4 5 . . . , . N
", Lensemble des e,, qui sont contenues dans 2 mais qui n’appartiennent pas a I,

&P, Tensemble des e, qui appartiennent a T,
o Ay l'union des éléments de 7,, qui ont un sommet commun avec K,

Ae,, I'union des éléments de 7, qui ont e, comme aréte (d = 2) ou comme face

(d:3)7

e []., le saut sur chaque aréte e, dans &',
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e n le vecteur unitaire normal sortant de K, sur 0K,,.

Afin d’établir les estimations d’erreur a posteriori, on aura besoin d’une condition sup-
plémentaire quasi-uniforme du maillage. On suppose qu’on a ’hypothése suivante :

Hypothése 3.1. Le pas d’espace h et le pas de temps T vérifient les inégalités suivantes :
T<ch e hg,>ch,

ol ¢ et ¢ sont des constantes indépendantes de T et h.

Pour la démonstration des théorémes suivants, on définit pour un élément K, € T,n,
la fonction bulle 9, (resp. ., pour e,) qui est égale au produit des coordonnées ba-
rycentriques associées de K, (resp. des deux coordonnées barycentriques associées aux
sommets de e,,).

Pour toute partie A de €2, on désigne par P,.(K,) I'ensemble des polynoémes de degré plus
petit ou égal a r sur A.

Proposition 3.2. (cf. Verfirth [52]). On a pour tout v € P.(K,) on a

{ Chllv]lr2(x,) SIHUQ/}%,?HL?(K,J < Cilloll ez, (3.1)
V|1 i, < crhi, [Vl L2k,

d+1
ol Vg, = H)‘i avec \;, pour i = 1,...,d + 1, sont les coordonnées barycentriques de

i=1
lélément K,, et hg, le diamétre de K, et Cy, C}, ¢ sont des constantes.

On considére un opérateur de relévement £, défini sur I’ensemble des polynomes sur
e, qui s’annulent sur de,, en des polyndmes sur les deux élements K,, et K/ contenant e,,
qui s’annulent sur (K, N K/ )\e,. Cet opérateur est réalisé par une transformation affine
a partir de I'opérateur fixe sur I’élément de référence.

Proposition 3.3. On a pour tout v € P,(e,)
Cullvllzeny < Nvee2llz2en) < Crllollz2en), (3.2)

ol ., = Hle A avec \;, pour i = 1,--- .d, sont les coordonnées barycentriques de
lélément K,, associées aux sommets de e, et Cy et C] sont des constantes.

Pour tout polynoéme v € P.(e,) qui s’annule sur Oe,, si K, est un élément qui contient
€n, ON @

1L, llz2(ra) + el Le, (0) 1k, < cthePlvllz2ce,), (3.3)

ou ¢y est une constante et h,, le diametre de [’aréte e,,.
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Pour chaque aréte e,, du maillage et pour tout n € [1, N, on note :

0 sie, €&,

".n sie, € &Y.

. (3.4)

Vn € [1L,N], & fjtn it = {

L’erreur de discrétisation correspondante a la concentration sera mesurée par la norme
suivante :

[C - C(t) (HO(tn) Gt

+ amax ( /0 "o - Cu(t)2 gt mi_l /: C(t) - chh(t)yiﬂdt> )
(3.5)

Cette norme a été utilisée par C. Bernardi et T. Sayah dans [13|. Les deux premiers
termes sont classiquement utilisés dans ce genre de probléme tandis que le troisiéme a été
introduit afin de pourvoir assurer ’optimalité de I’estimation a posteriori correspondante.
Pour la vitesse et la pression, on utilise les normes classiques pour mesurer l’erreur.

3.2 Estimation d’erreur a posterior: du premier schéma

On dérive une estimation d’erreur a posteriori de la discrétisation RT, Py, P; du probléme
( Trouver (u(t),p(t),C(t)) € Ho(div,Q) x L3(Q) x H}(Q) tel que, C(0) =0 et

Vv € Hy(div, ), /V(C’(t))u(t) -vdx —/p(t)(div v)dx = / f(.,t,C(t)) - vdx,

Q Q Q

v Vg I2(Q), /Q o(div u(t)) dx =0,

VS € Hi(Q) N L=(Q), %/C(t)sclxm/vcu)-vs(ix +/(u(t).V)0(t)5dx

+7“O/QC'(t)SdX:/Qg(t)de.

On s’intéresse a la discrétisation du probléme (V}) en espace par le schéma RTy, Py, Py
ou on discrétise en espace la vitesse u avec les éléments finis RTy, la pression p avec les
éléments finis Py et la concentration C' avec les éléments finis P, et en temps avec la
méthode d’Euler implicite. On note les espaces discrets correspondants respectivement
par X, 51, My p1 et Y, . On obtient la formulation variationnelle discréte suivante : Pour
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tout n € [1, N]|

[ Sachant que C,’Z_l € Yo_1.n, Trouver (uy,p}) € X, pn1 X M1 tel que CP =0,

Vv € Xpnt, / v(Cp ) - vy, dx — / pp(div vp,)dx = / (O - vy, dx,
Q Q Q

Yan € Mypa, / qn(div up)dx =0,
Q

(Vn,h,l)

Sachant que C’ﬁ_l € Y,_14, Trouver C} €Y, ), tel que
cr — Cn—l

V.Sh € Yo, / hT—hShdx —i-a/ vy -vS,dx —|—/(uz -V O Sy dx

Q n Q Q
+7°0/ C,?Shdx :/g"Sth.
\ Q Q

3.2.1 Reésidus pour le probléme de Darcy

Dans cette section, on écrit les équations des résidus correspondant au probléme de Darcy.
On rappelle qu’a partir de la solution (u},py) du probléme (V},51), on construit des
fonctions constantes par morceaux uy(t) et py(t) selon la Définition 1.14.

Définition 3.4. Pour tout n € [1,N] et pour tout v € Hy(div ,Q2), on définit le résidu
RY(v) sur |t,—1,t,] par

telt, 1 t], RV = /Q (C(8))u(t) - vdx — / (O () up(t) - vx

@ (3.6)
- /Q(p — pp)(t)div vdx.

Remarque 3.5. En utilisant la premiére équation du probléme continu (V4), on obtient
une définition équivalente du résidu, donnée pour tout n € [1, N| et pour tout t €]t,_1,t,]
par

RY(v)(t) = / f(t,C(t)) - vdx — / v(Cy(t))uy - vdx + / phdiv vdx. (3.7)
Q Q Q

Lemme 3.6. Pour tout n € [1,N], le résidu R} vérifie I'égalité suivante : pour tout
v € Hy(div, ), pour tout v, € X, n1 et pour tout t €lt,_1,t,], R} (v)(t) = R (v)(t), ou

ﬁ?(v)(t) :/Q (£(¢,C(t) — £(Cp)) - vdx + /Q (V(CE) = v(Ch(t)))uf - vdx

(3.8)
+ /Q (F(Cr) —v(CHup) - (v — vi)dx + /Qp};‘div (v —vp)dx.

Démonstration. 1l suffit d’ajouter et de retrancher / v(C;Hul-vdx et / f(Cp 1) -vdx

Q Q
dans (3.7), et d’utiliser la premiére équation du systéme discret (V1) pour obtenir le
résultat. u
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Définition 3.7. Pour tout n € [1, N] et pour tout ¢ € L3(SY), on définit le résidu Ry(q)
sur Jtn_1,t,] par :

Ry(a)(0) = [ adiv(a(t) - u)dx. (3.9)

Lemme 3.8. Pour tout n € [1, N] et pour tout g € L3(Q), le résidu RY est nul.

Démonstration. La deuxiéme équation du probléme (V) implique que div u(t) = 0. De
plus, on refére au Théoréme 1.23 et on a donc :

R} =0. (3.10)
0

3.2.2 Résidu pour ’équation de convection-diffusion-réaction

Dans cette section, on écrit I’équation du résidu correspondant a 1’équation de convection—
diffusion—réaction, qui est la somme des résidus temporels et spatiaux. L’utilité de cette
forme du résidu réside dans le fait qu’elle permet de distinguer les deux sources d’erreur
de discrétisation : l'erreur temporelle et I'erreur spatiale.

Lemme 3.9. La concentration ezacte C' solution du probléme (V1) vérifie pour tout S €
Hi () N L*2(Q), pour tout n € [1, N], pour tout Cj, € Yy, et pour tout t €Jt,—1,t,] :

(%(o — (), s) +a(V(C — C)(1), VS) + (u(t) - VO(t) — wy(t) - VCu(2), S)
+1o((C = C)(2),5)
= (00).5) = ( C0).5) = (@(ATCHE). ) = r(Chle). 5) — alVCu(t). 79

(3.11)

Démonstration. On part de la troisiéme équation du probléme (V;) :

(%ca), S) +a(VC(),VS) + (u(t) - VO ), S) +1o(C(4), S) = (g(t), S)

On intercale (%Ch(t), S), a(VCL(t),VS), (uy - VCi(t),S), 1o(Cr(t), S) respectivement

dans les termes de 'égalité précédente et on obtient 'égalité (3.11). n

Définition 3.10. On introduit le résidu total R(Cy,) € L*(0,T; H='(2)), défini pour tout
n € [1, N], pour tout t €]t, _1,t,] et pour tout S € H}(Q) N L>(Q) :

(RC(1), S) = (g(0), S) — (i<c;; —a, S) — (wlt) - VCh(1), )

Tn

— ro(Cu(t), S) — a(VCi(1), VS).

(3.12)
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Lemme 3.11. Pour tout S € H(Q) N L>(Q), pour S, € Y., pour Cy, solution du
probleme (V. p.1), pour tout n € [1, N] et pour tout t €|t,_1,t,], le résidu R(CYy) vérifie

(R(Ch)(1), 8) = (g(t) = ¢".8) +{g" — gy, + R"(CW)(t), S = Su) + (RT(Ch)(2), S), (3.13)
ou Ry, est le résidu spatial défini par

(BC)0.S) = 3 { [ = e - e -V =+ A ) x S

T
Kn€Tnn "

-3 X [leveial, )S(a)da},

enEBKnﬁSZ €n

(3.14)

et R™ est le résidu temporel défini par

wreoe.s) === 5 [ v - s

" KT (3.15)
+ 7 /K (Cp — O (x)S(x)dx + /K aV(Cp — O 1) (x) - VS(x)dx

Démonstration. On intercale C}’ dans le troisieme et le quatriéme termes et on intercale
V(7' dans le dernier terme de 1'équation (3.12), et on obtient

(RGIE).5) = 0(0)5) = ( 5018 = (wnlt)- VIC(H) = ).

—1o((Ci(t) = C3), S) — a(V(Ci(t) = C), VS)
— (wp(t) - VP, S) — 1o(CP, S) — (VO VS).

(3.16)

Ainsi, en utilisant la troisiéme égalité de la formulation variationnelle (V}, 1) et en appli-
quant la formule de Green sur le terme a(VC}, VS), on obtient

<R(Ch)<t)78>: g(t)—gn,S)—i-(gn—gZ,S—Sh)
1
+ —(Ch (Ol 1) —u(t) - VO —1oC} + aACY, S — Sp)

~~ o~

gn —

T / (YO} - nl., (0) - (S — Si)da — (un(t) - V(Cu(t) — C}), S)

en€0K, ﬂc‘,‘fm

—1o((Cw(t) — CF), ) — a(V(Ci(t) — CF), VS).

DN —

(3.17)
Comme pour tout t € [t,_1, )
t—1t

Tn

Cil(t) = Cf = ——(Cy = C)),

et
uh (t) |]tn—17tn] = uZ7

on a le résultat souhaité. O
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3.2.3 Définition des indicateurs

Pour établir une borne supérieure des indicateurs, on a besoin de travailler avec des poly-
noémes pour pouvoir appliquer I'inégalité inverse dont on a besoin. Il convient d’approximer
la viscosité v par v,. On note par v(f) = v o f. On choisit v, : f € HY(K,) = v (f) €
P, (K,) définie par

o) (%) =

=17 | ey + [ [ emmiy]- oo e k.

K| Ji,
(3.18)
ot c est le centre de I’élément K,,. On a donc |x — ¢| < hg,, Vx € K,,.
Il est clair que si v(f)|k, € Py, alors v,(f) = v(f) sur K,,. On a, pour tous v et f vérifiant
v(f) € WHP(K,) avec | = 1,2, et pour tout p > 2,

() = (D lerien) + P IV () = V() o) < el [v(Dlwtsg,y, — (3:19)

ol ¢ est une constante qui dépend de p mais qui est indépendante de hg, et de K.
Lorsque v € W2(R), sa dérivée v/ est majorée par un réel qu’on note v} et elle est
N-lipschitzienne pour un certain réel N'. Puisque v vérifie I'inégalité (1.12), le polynome
vi(f) vérifie pour tout f € H'(K,), 'inégalité suivante :

1on () pooin) < v + Vhhae, | Kl 21V fll 2, (3.20)

En outre, pour tout p > 2,
% — ¢l Lo,y < K|V, (3.21)

On déduit facilement que pour tous f; dans H'(K,)et fo dans W'(K,,), on a pour tout
p=2

[vn(f1) — v (fo)llze(x,)
1_1
<MK f1 = fallzz g (3.22)
+ hae, | Kl [ KW 2 1 = Fali ey + NP = fellzzgen | folwrs g, -

Pour la méme raison qu’on a approché v par v, on a besoin de travailler avec une
approximation f;' de f" qui doit étre P;.
Tout d’abord, on rappelle que

(O = £ +R(Cp).
On définit 'opérateur {7} sous la forme suivante :

£2(Ch ) =0, + fun(CF ).

; . : : 1 d
On note par f;”" est la i-éme composante de la fonction vectorielle £ = (f5'"", ..., f3"%).

On pose alors

n, n,1
= — fo dx.
0,h ‘Kn‘ K. 0
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On note par f{ la i-éme composante de la fonction vectorielle f; = (f1, ..., f&). Pour une
fonction ¢ de Q dans R, on note par f{(£) la fonction qui & x €  associe fi(x,£(x)). On
pose alors

a0 = i [ ROy | [ VO] e vie (1

On suppose que la derlvee de f; par rapport a sa variable de concentration, dont la i-éme

)
orf est bornée uniformément en x et

e
en C' par un réel (mdependant de x) que I'on note Hf’||oo, ot ||f5]| 0 = max(|af1 \afl ).

De plus, on suppose que cette dérivée est N-lipschitzienne (avec N’ mdependant de X).

composante est notée par 2 pour tout i € {1,...,d}

Définition 3.12. On définit les indicateurs locaur en espace 772,1(”,0; nh K 1o nﬁ’sz et
0 k.3 pour tout n € [1,N] et pour tout K,, € Ty par :

(WZ,K,“O)2 = ||(V(Of7;_1) - Vh(CfTLL_l))uZ”Qm(Kn)d + an(cf?_l) - ff’f(cﬁ_l)lliz(mm (3.23)

(0l sc,1)® = i, IER(CR) = va (G )t = VD[, ya

1 . 3.24
+5 D hellpinlk, iz, 520

en€OK,NEL,
(M,16,,2)" = P, [ 70t (£ (CR ™) — v (CR ™)) 12, 0

1 n n— n— n .
T3 2 helllERCET = (G uR) X e, (3.25)

en€OKnNEL

. 1 sid=2
o0 PT13 sid=3.
n 1 n n— n n mn mn
(77371(",3)2 :h%n”gh - T_(Ch -Gy 1) —uy, - VO —roCy + aACy ||2L2(Kn)

1 n
+5 Y hellaVeal, e,

en€OKnNEL

ainsi que 'indicateur en temps défini par

(nnxc)” =Tl CF = LMl - (3.26)

Remarque 3.13. En général, pour une estimation d’erreur a posteriori du probleme de
Darcy, on introduit l'indicateur (ng Kn,1)2 qui provient de la forme du résidu standard.
Or, pour élément fini Ho(div,Q)), on n’obtient pas l'optimalité avec seulement cet in-
dicateur, d’ou ['utilité d’introduire ['indicateur (777’;‘ KmQ)2 qui provient du fait d’appliquer
l’opérateur rot a l’équation de Darcy discréte. La justification de ['introduction de [’indi-
cateur (772 Kn,2)2 pour ['obtention de ['optimalité sera expliquée plus tard.
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3.2.4 Borne supérieure de ’erreur

Dans cette partie, on va dériver une borne supérieure de l'erreur exprimée a 1’aide des
indicateurs spatiaux et temporel.

Tout d’abord, on établit la borne supérieure de 'erreur correspondant a l’équation de
Darcy ou on majore 'erreur de la vitesse et l'erreur de la pression par les indicateurs
spatio-temporels et par 'erreur de la concentration.

On commence par rappeler un lemme classique pour d = 2 (cf. Girault et al [37]) et
démontré dans Dib et al 28] pour d = 3.

Lemme 3.14. (cf. Dib et al [28]) Soit Q un domaine simplement connexe dans RY, d =
2,3, de bord lipschitz O2. Pour tout v € V, ou V est défini par (1.1), on a une unique
fonctionn € HY(Q)?, oup=1sid=2 et p=3 sid=3, tel que

v =rot 7, (3.27)

et il existe une constante c indépendante de v et n, tel que

171l 1@ < vl Lz @a- (3.28)

Remarque 3.15. Le Lemme 3.1/ sera utile car dans la démonstration du Lemme 3.16,
on va choisir v €V et v, = rot(R,nn) pour éliminer les termes impliquant la pression. Il
faut donc vérifier que v, € Xy p1. Ceci est vrai pour les raisons suivantes (démonstration
en dimension 2; la démonstration en dimension 3 est donnée en annexe) : Tout d’abord,
puisque R,pn est une fonction Py par morceauz, alors vy, est constante par morceaux et
donc a fortiori Py sur chaque élément. De plus, vy, - n = rot(R,p)n-n = V(Rup)n - t, ou
n est le vecteur unitaire normal a la face et t est un vecteur unitaire tangent a la face.
Or, cette composante du gradient dans la direction de [’aréte ne dépend que des valeurs
de R,n,n aux sommets de celle-ci, et, la fonction R,nn étant continue sur le maillage, ces
valeurs sont les mémes de part et d’autre. Ainsi, vy, - n est continue sur les interfaces.
Enfin, sur la frontiére extérieure, vy, - n|r = V(Rup)n -t = 0 puisque Rypn|r = 0. D o1,
vy, est bien dans 'espace X, 1.

Lemme 3.16 (Erreur de la vitesse et de la pression). Soient (u,p,C) et (u},p}, Cy) les
solutions respectives de (V1) et (Vyn1). Sous les hypothéses du Théoréme 2.6, on a la
borne supérieure suivante pour l'erreur en vitesse et pression : pour tout m =1,..., N,

lu—un || r2(0.t,:22(0)2) + 1P = Prll200,6m522(02))

tm
< el|C = Chllom.zry + ( [ o) - mfo||i2<mddt)
0

1/2

m 1/2
“’(Z > (Tn<nz,Kn,o>2+rn<nz,Kn,1>2+Tn<n:;,Kn,2>2+<n;,Kn>2>) 7

n=1 Kn€Tpn

(3.29)

ot ¢ et ¢ sont des constantes indépendantes de hg, et T,.
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Démonstration. Majoration de I’erreur de discrétisation de la vitesse
Par la Définition 3.4 et le Lemme 3.6, on a pour tout ¢ €]t, 1, t,]

/QV(C(t))u(t) -vdx — /Q v(Ch(t))up(t) - vdx — /Q(p — pp)div vdx

:[xﬂtC@)—Wﬁmlnwdx+/(W@ZU—V@Mﬂ”%%wm (3.30)

Q

+ /Q (f*(Cr ") = v(Cp g - (v — v )dx + /ﬂpﬁdiv (v — vp)dx.

Pour obtenir une majoration de I’erreur de la vitesse, on élimine tout d’abord la pression
de I’équation précédente, en prenant v € V. Grace au Lemme 3.14, il existe n € H(Q)?,
oup=1sid=2et p=3sid=3tel que

v =r10tn
et par la Remarque 3.15, on peut choisir
v, = rot(Run)n,

ot Ry, est 'interpolation de Clément ou de Scott-Zhang qui satisfait (2.3), ainsi on aura

Amammawm_/w@@mmymx

Q

= / (£(¢,C(t) — £*(Cp 1)) - vdx —I—/ (V(CP) = v(Ch(t)))uf - vdx (3.31)
Q Q

+ /Q (f”(C}Z‘l) — V(C,’;‘_l)uZ) (v —vp)dx.

On intercale les termes / v(CpHu(t) - vdx, / v (CrHuf - (v — vy )dx et / fr(cp 1)
Q Q Q
(v —vp,)dx dans I'égalité précédente, on simplifie en tenant compte de 1'égalité uy(t) = u}

sur |t,_1;t,] et on obtient

/QU(C,?_l)(u(t) —up) - vdx = / (£(t,C(t) — £(Cp 7)) - vdx

Q

+ /Q (f,’Z(C’,’Z’l) — Vh(C,’fl)uZ) (v —vp)dx —I—/Q (f”(Cﬁfl) — f,?(C[j’l)) (v —vp)dx

+ /Q(V(CZZ‘I) —v(C(t)u(t) - vdx + /Q (ra(CL7Y) = v(CR )y - (v = vi ) dx.
(3.32)

On majore le premier terme du membre de droite de I’égalité (3.32) comme suit : on utilise
I'inégalité de Cauchy-Schwarz et on obtient

< [[£(t,C(t)) = £(Cy Dl2@yallVilzpa. (3.33)

/Q(f(t,()(t)) — " (Cph) - vdx
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On intercale f(t, Cp,(t)) et on utilise les propriétés de f pour obtenir

/Q (E(t, (1)) — £°(C2) - vidx
(3.34)

* t— tn—l n n—
<6 (IC) - Ol + =2 - G e ) Il

n

+ [[fo(t) — fo(tn)ll L2l VI L2 (e

On passe a la majoration du deuxiéme terme : on effectue une intégration par parties,
ainsi on aura

[ (G i) - (v = v
= [ / ) rot (£;(Cy 1) — va(Cp~up) - (n — Rupn)dx (3.35)

Ky Eﬁlh

1
w3 2 [ @ (G <], - (= Runds
enE('?KnﬂfJ’ En

On note que pour tout vecteur w, w X n est un scalaire en dimension 2.
Ainsi, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura

/Q (£ (Ch71) = w(Cy~ ) - (v = vp)dx

<c Z |:hK | rot (fy; (Cm 1) Vh(cf?_l)uZ)”LQ(Kn)P‘n’Hl(AKn)d (3.36)
Kn€Tun
1 mn n— n— n
+ ) Z hif” [(fh (C 1) — vi(Cy, l)uh) X n] enHLQ(en)P‘mHl(Aen)d )
en€OK,NEL,

avec ¢ une constante indépendante de h et de 7.
On utilise le fait que 7)1 (a,, )¢ < [M]E1a, ) et que ||n]l g1 < ¢l V]2 ; on obtient

<o B [Ralo®E - mer ., s
Kn€Tnn ’
1 1/2
by X hllEE - <], ] ) M
en€OKnNEL

Dans la majoratlon (ZKTLETM 13 Ak, )1/2 < ¢|nl1,0, on s’assure qu'un méme triangle n’ap-
parait qu'un nombre borné de fois ceci grace a la propriété (1.16) ainsi la constante c est
indépendante de n et h.
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Pour la majoration du troisiéme terme de l'égalité (3.32), on applique l'inégalité de
Cauchy-Schwarz :

[ @ =@ v v

< D I = O D el = Vall 2,

Kn€Thn (3.38)
1/2 1/2
S( > Hf"(C;j—l)—f,’}(Cg‘l)H;(Kn)d) ( > HV—VhHizmn)d)
Kn€Tnn Kn€Tnn

En utilisant les définitions de v et de vy, et par I'inégalité (2.4), on obtient :

c1ln —ﬁh\Hl(Q)d
02‘77|H1(Q)d-

Vv = Vil r2@pe <
<

Ainsi, par 'inégalité (3.28), on obtient

1/2
|/ (f“<cs—1>—fs<cs—1>>-<v—vh>dx]Sc( > ||f"<o;z-1>—f:<02—1>||izw) V]2 e
Knenh

(3.39)

On passe maintenant a la majoration du quatriéme terme de 1’égalité (3.32).
Comme v est A-lipschitzienne, alors par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

NCRH = CO)l 2 |l oo 0,710 () [ V] £2 (e
(3.40)

/Q (W(CPY) — W(C(E)ut) - vdx

On intercale Cy,(t) dans ||C;" — C(t)||12(0) et on obtient

< Ml oo 0,700 (@) ) | V| L2 (62

/Q (O — v(CE)u(t) - vix

b=ty n n—
(S22 - e + G0 - CO) iz )
(3.41)

On termine par la majoration du dernier terme de I’équation (3.32). Ainsi le dernier terme
de I'équation (3.32) se majore de la méme maniére qu’on a majoré le troisiéme terme :

/Q (n(CIY) — w(Cp ) - (v — vi)dx

1/2 (3.42)
Sc( 3 ||<uh<c;:—1>—u(O;z—I»quiQ(Kn)d) V2.

Kn67—nh
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On prend v = u — u} € V, ;1 dans I'égalité (3.32) car div u = 0 et div uj = 0 d’apreés
le Théoréme 1.23, ainsi on utilise les inégalités obtenues (3.34), (3.37), (3.39), (3.41) et
(3.42) et on obtient

n 1 b=t n n—
[a = ugr2 () " {Clﬂc(t) — CuOllra@) +e2—— 10 = G Nz

n

+03( Z (h§n||rot(f,7(c;j—1)—yh(cg—l)uz)\@Q(Kn)p

Kn eﬁlh

1 N n— n—1y,.n
T3 Z he, | [(£7(CR7Y) — v (G~ Huy) x n] en”%Q(en)p

en€0K, ﬁgflh

1/2
OO — A D e + [E(CE) — fﬁ(CZ‘l)Hiz(Kn)d)))

T ellfolt) - fo<tn)||p(md} |
(3.43)

Finalement, on éléve au carré l'inégalité (3.43), on intégre sur [¢,_1,t,], on somme sur
n e {1,...,m} et on utilise la définition de (n" .. ,)* et de (1]  )* pour obtenir

m tn
> / [u =200 ddt<c2 / ICA(t) — C) |22yt
n—1

n 1~ n—
+d Z ||Ch Ch I T2odt
tn 1
m tn
—l—c"z / (0 o) + e, )t + 3 / £0(8) = 7o |2l
tn-1 K 67;”1 = tn—1
(3.44)
Ainsi,
tm
lu — uh||%2(0,tm;L2(Q)d) < c||C = Cull 20,220 T+ /O Ifo(t) — 7o fo |2 (qyadt
(3.45)

WY Y ( . +rn<n£:,K,L,2>2+<n;,Kn>2).

n=1 K’nEﬁLh

Majoration de I’erreur de discrétisation de la pression :

On reprend (3.30), on intercale /V(C’ﬁ_l)u(t) - vdx, /Vh(Cg_l)uZ - (v — vp)dx et
Q Q
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/ £1(C1) - (v — v;)dx et on obtient
Q

/Q (pr — p)div vdx — / (£(t, £ (Cr ) - vx + / () = v(C(1))ult) - vix

Q

v(Cph —u}) - vdx + / (F1(Cp 1) — v (C D) - (v — vp)dx
Q

+ [ (E"(Cp ) —£(Crh) - (v — vp)dx

@\:o\

/Q (yh(C’" - v(Cy~ 1))U—h (v —vp)dx + /Qp’[fdiv (v — vp)dx.
(3.46)

Pour le terme du membre de gauche de 1'égalité (3.46), on utilise la condition inf-sup
usuelle entre H} () et LZ(Q2), ou il existe v € HE(Q)?, tel que

/Q (on — p)div vdx = }pr — pl22q) (3.47)

et
1
Vli@s < 5-llon = pllzzc). (3.48)

Dans le but de bien choisir v;, on introduit Popérateur d’interpolation I1,,;, de H*()? dans
X.n1 défini dans [22] et dans [47] qui vérifie I'estimation suivante : pour tout v € H* ()¢

VKn S 7;Lh, ||V — thVHLQ(Kn)d S ChKn|V|H1(Kn)d (349)
et
Ven S ((/Zh U g,blh, ||V - thV”LZ(en)d S éhé£2|V|H1(Kn)du (350)

ol ¢ et ¢ sont des constantes indépendates de h et 7.

Pour la majoration du membre de droite de 1'égalité (3.46), on traite les trois premiers
termes comme précédemment et pour la majoration du quatrieme terme et du dernier
terme, que ’on note par 77, on prend v, = II,,,v et on obtient

T, = /Q (£ (Cr Y = w(CEup) - (v — vp)dx + /QpZdiv (v — vp)dx
= X | [ (- ) (v )i -

Kn€Tnn

1
+ 3 Z / ppnle, - (v — thv)ds]

en€OK,NEL, en

N.B : Le terme Vp} est nul sur chaque triangle K,, € 7, comme p} € Py sur K,,, mais
on préfere le garder pour la forme de I'indicateur de discrétisation.
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On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que les inégalités (3.49) et (3.50); on a

Ti<e Y [hKanﬁ(C;?l) (P = V52V
Kn€Tnn

' (3.52)
D SRS M e

en€OKnNEL

Pour la majoration du cinquiéme et sixiéme terme de 'égalité (3.46) que ’on note par 15,
on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'inégalité (3.49) :

Bl <e )y hg, {Ilf”(CZZ_l) — £ (O Dl z2reya + Iva(CR ) — V(CZ_1)||L2<K,L)} VI (e,

Ky, 67;7.]'1

(3.53)

En regroupant les majorations des termes de (3.46) (cf (3.34), (3.41)) et en utilisant
'inégalité (3.48), on obtient

t—t,— " .
I = pullzee) <erlCH) = Cu®llzee + 2—"—C} = Ci L2y

n

+ c3|fo(t) — fo(tn) 2 + callu — uy | p2(q)e

+c5< 3 [hinnf;;(c;:ﬂ () — V8 e

Kn67—nh

R IE"(CR ) = £ D aqic,ye + b | (CR ™) = v (CR )Rl 72 e, e

1 1/2
by X halbinlle])

en€OK,NE?

nh

(3.54)

Finalement, on éléve au carré l'inégalité (3.54), on intégre sur |¢,_i,t,], on somme sur
n € {1,...,m} et on utilise la définition de (1], ;. )* et (1 ;. ,)* pour obtenir

lp — PhH%%o,t,n;m(Q)) <c|C =Gz (0,tm;L2(R2))

+d Z > (Tn M i 0)’ + Ta(Mh e, 1)* + (nZ;,Kn)Q) (3.55)

n=1 Kn€Tnn
tm
= e e + / (1) — B[22 et

Finalement, on regroupe les majorations (3.45) et (3.55) pour obtenir la majoration (3.29).
[

Maintenant, on passe au traitement de I'erreur de la concentration. L’objectif des deux
lemmes suivants est de majorer le résidu spatial et le résidu temporel par les indicateurs
d’erreurs.
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Lemme 3.17. Pour tout n € [1, N] et pour tout S € HL(Q), on a :

1/2
|<Rh<ch>,s—sh>rSc( 3 <nz,Kn,3>2) Sha (3.56)

Kn€Tnn

ou Sy, = RS ou R,y est Uopérateur de Clément.

Démonstration. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur I'égalité (3.14), on ob-
tient :

[(RM(Cy)(1), S — Sh)

SZ{

1
gn — —(Cp = Cp™h) —u - VO — roCp + aACY,
KnEﬁm Tn

1S = Shllz2(x)

L2(Ky)

1
by X MVl lllS - Silize |-

en€0K,NEL,
Par les propriétés (2.5) et (2.6) de I'opérateur de Clément R, on a
[{(R"(Ch)(1), S — Sh)]

1 - n n n n
< > jchxllon - — (O = G371 = ujp - VO = 1oy + aACT |2, 1S ha,

Kneﬁzh
1

by X Aave; alle[Sha
enGBKnHS}Th

Comme [S|1 e, < |5]1,ag, , on utilise I'inégalité (1.4) avec

1 - n n mn mn
a=|gy — ;(Cf? — Cp ) =} - VO — 1oCp + aACT || 22(x¢,),

n

1
=3 Y WPIeVe al e,

en€0K,NEL,

et
b= |S’1,Akna

pour obtenir

[(RM(Ch)(t), S — Sh)l

n 1 n n— n n n n
< C( Z {h’%(anh - T_(Ch -G, ) =g - VO —roCp o+ OKAChH%%Kn)

Kn€Tnn

1 ) 1/2
by X eVl ) ISk

en€OKnNE:

En utilisant la définition de 1727 K,,.3» on obtient le résultat voulu. ]
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Lemme 3.18. On suppose que la solution (u,p, C) du probleme (V1) vérifie les conditions
du Théoréme 2.6 et sous l’hypothése 3.1, on a pour tout n € [1,N] :

1 T tn — 1 T2 i
vS € B E bty KATCOO.S) < (S ) ISha

n Kn€Tnn

(3.57)

Démonstration. On commence par la majoration des deuxiéme et troisiéme termes de
I'égalité (3.15), en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les injections de Sobolev, on
aura

Z/ (Cr — CrhSdx

Kn€Tnn

(Cr — Ccr)Sdx
Q

< (S)°IC) = Ci el She

d’ou,
1/2
>, / (Ch — Cy71)Sdx 3(53)2< > G -G 1|1Kn> |5]1.0-
KnE'Tnh Knenh
De méme,
> / V(Cr — Cr Y VSdx| = /v (Cr — Cr v Sdx
Kn€Thnn

< |Gy = G el She

1/2
< ( > G-t %Kn> 1Sh.a-
Knelrnh
Pour la majoration du premier terme de I’égalité (3.15) / uy - V(Cp — Cp1)Sdx, on
Ky
intercale le terme u™ (voir Remarque 3.19 ci-dessous qui justifie cette fagon de procéder).

/ n(Cr— O 1)de_/ (uz—un)-V(cg—cg—l)de+/ u"-V(Cr—Cr 1) Sdx

n n

Ainsi, en appliquant successivement l'inégalité de Cauchy-Schwarz (L? — L3 — L) et
'inégalité inverse (1.18), on obtient

> / vV(Cr — Cr ) Sdx

Kn€Tnn

<e Y =l O —=Cr e, i 1S e -
KHGTVL/’L

D’aprés l'estimation d’erreur a priori (2.6), on a

[ufy — u"|| 2k, )e < [[uf —u"|| 2y < e(h+ 7).
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D’ow, par I'hypothése 3.1 (7 < ch), on obtient :

/ () —u) - V(- hSax| < e S hhlen — O 1Sl o,

Knelrnh

Knenh

Finalement, on utilise I'hypothése 3.1 (hg, > ¢'h), I'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte
et 'injection de Sobolev, et on a

> / )-V(Cp — CrhSdx

Kn€Tnn

1/2
< ( > (o —C;Zlﬁ,Kn) S

Kn€Tnn

De plus, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz (L>®-L?-L?), on a

> / — CphSdx

Kn€Tnn

< Y ulleerze@nlCr = Cr ISz, -

Kn€Tnn

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les injections de Sobolev, on aura

1/2
> / u" - V(Cr — O Sdx ga(Z |C;;—(J,7—113Kn> 15)1.0.

Kn€Tnn Kn€Tnn

Alinsi, en regroupant les majorations précédentes et en multipliant et divisant par T/ 2,
on obtient (3.57). 0

Remarque 3.19. L’estimation d’erreur a priori dit /qu ‘une stratégie cohérente est de
faire tendre T a la méme vitesse que h et donc T < ch K, e constitue pas une contrainte
supplémentaire pour obtenir le résultat précédent. Si on n’avait pas intercalé u™ dans

uy - V(Cp — O 1) Sdx, on aurait dic magorer ce terme comme suit :
Ky

[ V(G = €8x < el CR - G e IS

< B2 a2, | O = Cp Mk 1S 22,

On obtient donc une contrainte h > hg, qui est une mauvaise contrainte.

Le lemme suivant donne une borne supérieure de I'erreur de la concentration & l'aide
des indicateurs spatiaux et temporel et a ’aide de ’erreur de la vitesse.

Lemme 3.20 (Erreur de la concentration). Soient (u,p,C) et (up,pp,Cl) les solutions
respectives de (Vi) et (Von1). Sous les hypothéses du Théoréme 2.6, on a l'estimation
d’erreur suivante : ¥n € [1, N], Vt €]tn,_1,t,)],

«
3 dt IIC( ) = Ca()lz20) + 51C (1) = Cu(B)li0 + 7ollCE) = a7

<allglt) = g" e+ Y. Uhis)’+é > b llg" = gilliz 558
Knelrnh Kne'Tnh ( : )
(tn — t)Q

= Y () + Esllun(t) = u(t)|F2e

n Knenh

+Cy
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Démonstration. D’apres Pégalité (3.11) et la définition 3.10, on a pour tout S € HJ (),

( O~ e, S) L a(V(C = (B, VS) +1o((C — C)(®), )

ot (3.59)
= (R(Cy(1)), S) + (un(t) - VCi(t) — u(t) - VC(t), S), ¥Yn € [1, N], Yt €]tn_1,t,].
On note
T = (up(t) - VCL(t) —u(t) - VC(1), S). (3.60)
On intercale dans T le terme (uy(t) - VC(t),S) et on obtient :
T =((w, — w)(t) - VC(1), S) — (wn(t) - V(C — Ch) (1), 5). (3.61)

En prenant S = C' — (), et en tenant compte du fait que (uy - V.S, S) =0, T devient :
T = ((up —u)(t) - VC(1),S). (3.62)
D’o, I'inégalité de Cauchy-Schwarz généralisée donne
1T < SO — w02yl C(O) ooy S o (3.63)
En prenant S = C' — C), dans Iégalité (3.59), on obtient
L - ot M2 +lC(t) = Ca(t)]iq + 1ol C(8) = Ch(t)l 72y = (R(Ch)(t), S) + T
(3.64)

Or, en utilisant 1'égalité (3.13), les inégalités (3.56) et (3.57), on obtient, pour tout S €
H}(Q) et pour tout S, = R,19,

2dt

1/2
|<R(Ch)(t)75>|SHg(t)—g"HL2(mHSHL2<m+C( > h2nllg”—gﬁlliz(Kn)> 5]1.0

Kn€Tnn

1/2 _y 1/2
ve X ki) Shat (X @) IShe

Kn€Thn Tn Kn€Tnn
(3.65)

Finalement, on regroupe les majorations (3.63) et (3.65), I’égalité (3.64) permet d’écrire :

2dt||C( ) = Cr(O)lI720) + 2l C(t) — Cu(t) 1o + ol C(t) — Cat) 720
< Sllg(t) = 9" r2@|C(t) = Ch(t) e

1/2
“( 2 h2n”g”—g2|!%z<m) C(t) — Ch(®)|a

Kn€Tnn

2 (3.66)
+C< Z (7727&“3)2) |C(t) — Ci(t) |10
Kﬂe%h
t, —t 1/2
+c n3/2 ( Z (77;,1(”)2) |IC(t) — Ch(t) 1.0
Tn K’ﬂeﬁLh

+ 851w, — W) (1) 22(0)e| C(E) lwra(|C(t) — Ch(t)]1.0-
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En appliquant I'inégalité (1.2) pour & = % avec 1 = 1,...,4, on aura
ld 2 a 2 2
S 1C®) = Gz + 51CQ) = Cul®)li + rollC(t) = Cu(t) ()
4(53)? 2 4c? h o 4 2 2
<=2 lgt) = " ey 5 > ks Y bk llg" = ghliak,
2a 2a Kn€Tan 2a Kn€Ton (3.67)
4¢* (t, —t)? T 4(59)?
Ton T 3 Z (Moe,)? + ﬁ“(uh - u)(t)H%Q(Q)d‘c(t)‘%/vlﬁ(ﬂ)'
n Kn€Thn
Ainsi, on obtient le résultat voulu. O

Pour majorer l'erreur de discrétisation de la concentration, il faut qu’on majore le
dernier terme de la norme de l'erreur donnée par ’équation (3.5).

Lemme 3.21. La solution exacte C et la solution approchée Cy, vérifient la majoration
suivante :

g /t t |C(s) = mCh(s)|7 ods < c( /0 v C(s) — Ci(s)[3 ods + ij > (ng,an),

n=1 Kn€Thn
(3.68)

ou 7, est défini dans la page 18 et ¢ est une constante positive indépendante de T et h.

Démonstration. Soit n € [1, N, pour tout ¢ dans |t,_1,t,], on a

2
tn —t n n—
e - ¢ 'ha)

n

IN

[C(t) = Cu(t)l10 +

(1) — 7, Ch(D)0 < (|0<t> GO + Ca(1) cml,g)

t—tn

20 .
< 2(\0@ GO+ (e — 1\%@).

n

On intégre entre t,,_; et t, et on somme sur n. L’estimation découle de la définition de
U [

Les lemmes 3.16, 3.20 et 3.21 permettent de montrer dans le théoréme suivant la borne
d’erreur totale correspondante a nos estimations d’erreur a posteriori.

Théoréme 3.22. Soient (u,p, C) et (uy, py, C}) les solutions respectives de (V1) et (Vi p1)
et soit [-] la norme définie par (3.5). Sous les hypotheéses du Théoréme 2.6, on a [’esti-
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mation d’erreur suivante pour tout m € {1,... N} :

=l L2 0,t,;22()0) + 12 = Prll 20012 ) + [C — Chl(tn)

m 1/2
C <||9 - 7TTg||2L2(0,tm;L2(Q)) + ZTn Z hi ann - QZ”%%K”))

n=1 Kn€Tnn

1/2
+C,Z Z ( 77n K0 o) + (nZ,Kml)Q + (UZ,Kn,z)Q + (UZ,KH,:’))Q) + (UTTLK,L)Q)

n=1 Kn€Tnn

tm 1/2
+O"( / ||fo<t>—mfo||iz<mddt) |

ot C, C" et C" sont des constantes indépendantes de h, et T,.

(3.69)

Démonstration. On remplace (3.43) dans I'inégalité (3.58), on obtient :

«
3 dt HC( ) = Ca)l120) + 51C (1) = Cr®)i0 + 7ollCE) = Cu®)72(0

SK(Hg()—g oo+ 3 Bellg” — il + 3 (hsens)?

Kn€Tnn Kn€Tnn

(tn B t)Q T 2 (t — tn*1)2 n n—11(2 2
s > M)+ THCh = Oy 2 + [1f0(2) — fo(n)l 720

n Kn€Tnn n
b3 [t ot — G D e+ 1) = G
Kn€Thn
1 n n— n— n
by X G (G ) <), ] )
en€0K,NEL,

+ K|[Ch(t) = C(t)|22(0)
(3.70)

On note par
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tel que

Ol 10y = K (Hg 9 ”L2 + Z hi g™ QZH%Z(K,L)*‘ Z (772,1(”,3)2

Kn€Tnn Kn€Tnn
(tn B t)Q T (t B tn*1)2 n n—
+ ot Y (k) G =G, 22 + 1fo(t) = foltn) 172 (e

n Kn€Thn n

S [h%{ ot (E () — () s

Kn€7~nh
+ (G = (TN, e

1 n n— n— n
5 Z henH [(f (Ch 1) — Vh(Ch 1)uh) X 1’1:| en|’%2(en)d] ) .
en€OKnNEL

(3.71)

On intégre l'inégalité (3.70) entre 0 et ¢ et on obtient :

1
SICE) — Cult) ey + / 0 = Cunfiadr + 70 [ 1660) = G

/f dT+K/ [C(7) = Ca(r)|[22(adr

On désigne par f la fonction :

(3.72)

_ /Otf(f)df

Ainsi, en appliquant le lemme 1.5 de Gronwall-Bellman pour

1
0(0) = 5100 ~ e + 5 [ 106) = IR adr 70 [ 106 = Chir) i,

g(t) =1,
et - B
k(1) =K,
on obtient : .
y(t) < F(t) + K exp(KT) /O F(r)dr (3.73)

Soit 7 entre 0 et ¢, f étant croissante, on a

D’ou, I'inégalité (3.73) s’écrit :
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Pour t = t,,, on obtient

Y(tm) < (14 TK exp(KT))f(tm) < Cf(tm)- (3.74)
:/Omf(T)dTZZ/tn f(r)dr

Ftn) = K(Hg oy + 3 S Tl 9" — g e

n=1 Kn€7Tn,h

Or,

D’oti, on obtient

"’Z Z nnKn )2+(772,Kn,3)2) "‘(Uﬁ,Kn)Q}

n=1 Kn€Tnn

+ ZTnHCﬁl - Cf?ﬂ%?(g) + [Ifo — WTfOHiQ(O,tm;LQ(Q)d))'

Comme [|C} — C’,?’lHig(Q) < |G — Ci Y3 g, par la définition de (n] . )? et d’aprés
l'inégalité (3.74), on obtient finalement la majoration suivante :

1C(tm) — Ch(tm)H%Q(Q) +afC - ChH%Z(O,tm;Hé(Q)) + 21| C' — Ch”%z(o,tm;LQ(Q))

< c(ng—w||%2(o,tmm» £ Y b e — e

n=1 Kn€Tnn

+ Z Z [ ( Mhko2) + (772,1(”,3)2> + (77;,1(”)1 + [1fo — 7rTfoH%%O,tmm?(sz)d))-
n=1 Kn€Tnn
(3.75)

On obtient un estimateur d’erreur a posteriori qui est indépendant de la pression vu
qu’on résout la vitesse dans V, 5, 1, ol la pression n’apparait pas. Ainsi, en regroupant les
inégalités (3.75) et (3.29), on obtient le résultat voulu. O

Lemme 3.23. Sous les hypothéses du Théoréme 2.6, les solutions (u,C) et (up, 7,Ch)
des pmblémes (V1) et (Vin1) respectivement vérifient 'inégalité suivante pour tout m €

{1,.

H— O Ch +u VC —uy - VWTCh—f-To(O—?TTCh)

L2(0,tm; H=1(Q))

< ( ST S ) + O]+ 19— 70t (376)
n=1 K,€Tppn
tm 1/2
+z DIRUNTETI [0 - Gk as)
Kn€Tnn

ol ¢ est une constante qui ne dépend pas de T et h.
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Démonstration. On part de la troisiéme équation de (V;) : pour tout n € [1, N], pour
tout ¢ €|t,_1,t,]

(%C(t), S> +a(VC(t),VS) + (u(t) - VC(t),S) + ro(C(t),S) = (9(t),9),
ou S € HJ () N LX(Q).

Les hypothéses du Théoréeme 2.6 impliquent que cette équation a un sens aussi pour
S € Hi ().

On rappelle que 7.Cy(t)|4,_, +, = Cj. On intercale Cy(t) dans le premier terme, 7.C (%)
dans le second terme, uy(t)-Vr,Cy(t) dans le troisiéme terme et 7.C,(t) dans le quatriéme
terme, on obtient ainsi en utilisant 'équation (3.14) :

at(
+1o((C — 7.Ch)(t),S)

= (g(t)v S) - (%Ch<t)7 S) - a(Vﬂ-TCh(t)v VS) - (uh(t) ' V7T7—Ch(t), S)

—1o(m,Cp(t),S).

(a C' = Cy)(t), 5) +a(V(C =mCh)(t), VS) + (u(t) - VO() — up(t) - V-Ci(t), 5)

On utilise la définition de R"(C}) donnée par (3.14) pour obtenir 1’égalité suivante :

( gt(c O (8), s> F(ut) - VOE) — up(t) - Vi, Calt), S) + 10(C — m.Ch)(1), S)

= —a(V(C = mCy)(1), VS) + (g(t) — g + R"(Ch)(t), 5).

Ainsi, comme (R"(C},)(t), Sp) = 0, pour tout Sy, € Yo,

H— (€ = C) (1) + ult) - VO() — wnlt) - Vs Calt) + 10(C — 7.Cu)()
H-1(9)
1 0
SGS;P ||S||H1 {(E(C —Cp)(t) +u(t) - VCO(t) —up - Vi, Cr(t) + ro(C — m.Ch) (1), S)]
oy —OV(C = mC)ELTS) + lg(0) — g + RC (). S)
- SeHi(Q) 15| 3 e '

Pour le premier terme du second membre de I'inégalité précédente, on a
[(V(C = Cp)(t), V)| < |C = m:Chlr0] S0

Pour le second et le troisiéme terme, on intercale ¢”, on applique I'inégalité de Cauchy-
Schwarz et on utilise I'inégalité (3.56), on obtient

[{g(t) = g" + 9" — gi + B*(Co) (1), 9)] <llg(t) — " |2 Sllz2@) + 9" — ghllz2@ IS = Shllz2)

1/2
+c( 3 (nz,Kn,?,)?) So.

Kne’rn.h
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On utilise I'inégalité suivante (a 4+ b)? < 2(a* + b?), on obtient

H— C Oh ) (t) : VC(t) — up - V’/TTC}Z(t) + 7"0(0 — 7T~,-Ch)(t)

H-1(@)
1/2
gc(rc—wh\ig+ug<t>—g"|rig<m+ AT o <nz,Kn,3>2) .
Kn€Thn Kn€Thn

On éléve au carré, on intégre par rapport a ¢ sur |t,_1,t,] puis on somme sur n allant de
0 & m. On utilise le résultat du lemme 3.21 et on obtient finalement le résultat voulu. [

Le Théoréme 3.22 et le Lemme 3.23 résument notre estimation d’erreur a posterior:
qui donne une borne supérieure globale, en utilisant les indicateurs définis par la défini-
tion 3.12.

3.2.5 Efficacité des indicateurs

Dans cette section, on montre 'efficacité de l'estimation d’erreur a posteriori, cela en
bornant localement chaque indicateur par I'erreur entre la solution exacte et numérique.
Ces bornes sont appelées bornes inférieures de l'erreur.

On commence par majorer les indicateurs liés & la concentration.

Théoréme 3.24. Pour tout n € {1,...,N}, on a
Tn(nZ,Kn,?))Z
< ( 9
ot
tn
+ / ¢ — WTChﬁ,AKn + i, llg — 779H%?(tn,l,tn;m(AKn)) + Tuhi 9" — 92”%2@[%))-
tn—1
(3.77)

C —Cy)(t) +u(t) - VC(t) —up - VO +1o(C(t) — Cp) 2

L2(tn—1,tn;H 1 (AK,,))

ol ¢ est une constante indépendante de T et h.

Démonstration. On part de la troisiéme équation du probléme (V7), on intercale le terme

1
(9" + g5 — T—(C,ff —CP Y —u - VO +1roC, S) et a(VCOR,VS), ainsi en appliquant la
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formule de Green pour a(VCy, V.S), on obtient :

/Q 50~ CoSix-+a /Q V(C(t) ~ C}) - VSdx + / u(t) - VC(t)Sdx

Q

- / uj - VC’ﬁde+r0/(C(t) — C})Sdx
Q Q

Kn€Tn {/n(g(t) ~ g8+ /K (9" = g3) S (3.78)

1
/ (95 — T—(C,’Z — O =) - VO — ryCF + aACT) Sdx
K

n

(]

_l_

> ” ver. n]ensczs] .

en€OK,NEL, ¥ "

|
oo

N.B : on a intercalé g; pour la méme raison donnée dans la remarque 3.48.
On choisit un K, particulier, on prend S = Sk, dans l'égalité précédente, tel que Sk, €
H}(K,), avec

Tn (3.79)

1
S — (gp — —(Cp = CP 1) =) - VO — 1yCp + aACH g, sur K,
0 sur Q\K,.

On obtient ainsi,

1
/ (g5 — T—(C’}Z — O Y =} - VO — 1oC + aACH) 4k, dx

n

:/Kn%(C—C’h)(t)SKndija/ V(C(t)—c;)-vsKndx+/ u(t) - VO(t) Sk, dx

n n

_ / - VO Sk dx + 1o / (C(t) — €M) S dx

n n

- / (9(t) — 9") Sk, dx — / (¢" — g) Sk, dx.
n : (3.80)

On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura

2

1
H(gz _ Lo ) i VC = O+ a2

Tn

L2(Kn)
0
< ||§(C = Cy)(t) +u(t) - VO(t) —uy - VO +1o(C(t) — Ol a1 (k) |9k, |15

+ a|C(t) = Cpl1.k, |9k, 1.k, + 119(1) = 9" |2 || Skl 22(c) + 119" — 90 || 20y | Sk | L2 (560
(3.81)
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On applique les inégalités de la proposition 3.2, on aura

2

L2(Ky)

1
g — —(Cpr = Cp7h) —u - VO = 10C)! + aACY,
0 o )
C = Cp)(t) +u(t) - VO(t) — uy, - VO + 1o(C(t) — C})

Scl(h ot

X 1Sk, | 2(k0) + M. @ C(8) — Cpl1 k|1 Sk || 250

H=1(Kp) (3.82)

+1l9) = 9"l 2k 1Sk | L2y + 119" — QZHL2(Kn)H5KnHL2(Kn)>-

On factorise par ||Sk,||r2(x,), on utilise la premiére inégalité de la proposition 3.2 et
comme |, | < 1, on obtient

15k,

1

L2(k,) < callgn — T_(Ch Cy - u, - VO — roCy + aACY | r2(k,,)-
n

On simplifie les deux membres de (3.82) par ce terme, puis on éléve I'inégalité ainsi obtenue

au carré et on multiplie par h%(n, on obtient

2

1
Wi llgr — (C’h Cr Yy —u} - VO — roCy + aACY

L2(K)
2
(3.83)

(H_C Cr)(t) +u(t) - VC(t) —up - VCF +1ro(C(t) — CF)

()
+a?|C(t) = Ol k, + P, l9(t) = 9" 22, + M, 19" — 92“%2(1@))-

D’ou, la majoration du premier terme de (/! . ).

Pour la majoration du deuxiéme terme de l'indicateur (772 Kn,3)27 on choisit une face
interne e,, du maillage, on prend dans l'égalité (3.78) S = S,, avec

| L. (a]VC] 1], Ye,)  sur K, UK,
Sen = { 0 sur Q\K,, U K. (3:84)

ou K, et K/ sont les éléments de 7,, qui contiennent e,. On obtient ainsi,
o [ 196 w2, 6., ds
€n

1
= / (gﬁ e (O C}Z‘l) —up - VCy —roC + ozAC’}f)Sendx
K

nUK/, Tn

- /K » (5 0 (C—=Cp)(t) +u(t)-VC(t) —up - VCF +1o(C(t) — C)) Se, dx

+/‘ @@—fwm+/ w;ﬁw@+a/ V(C(t) — CF) - VS, dx.
KnUKG KnUK] KnUK!,
(3.85)
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On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
[a[VC - n]eml/zl\m(en)

<llgp ——(C’h Cy 1)—uh VCY —roCr + aACY 1Se, || 22 (ruKcr)

L2(K,UK?)

H_o Co)(t) + u(t) - VO(t) —u - VCT + ro(C(t) — CF)

|Sen | 1,KnUK],
(Hj(KnUK}))

+119(t) = 9" |l 2(xpurce) | Sen |2 (aurz) + 19" = gn 2okl Sen | L2k ,uk7)
+alC(t) — Oy,

UK’ |Sen |1,k UK, -

(3.86)
On applique les inégalités de la proposition 3.3 et le fait que wzn <., , il en résulte que :
la[VCy - nle, 122,

1 — n n n mn n
<ea|WPllgr — —(Ch -Gy ) —ug - VO = oGy + aACH [ r2,umy) X |alVEE - nle, (22 (e

- h;n1/2||%(0 — Cp)(t) +u(t) - VC(t) —u} - VOF + 1o(C(t) — C) | m-1(r0rr)
x |a[VCy - nle, || 22,
+ hi{f”ﬂ( ) —g" |2 KnUK’)||a[VCh n]en”LQ(en) + hl/z”ﬂ” - gZHLZ(KnUK;L)HO‘[VCI? : n]enHLz(en)
+ah,?|0(t) = CRly kur 10V CE -1, [l 22(en) | -
(3.87)

On simplifie par ||a[VC}Y - nl., ||r2(,), on éléve au carré puis on multiplie par h,,, on

obtient la majoration du second terme de (772 Kn73)2 :

he, |0[VCy - nle, [I12 )

< |

2

C —Cy)(t) +u(t) - VC(t) —up - VCF +1o(C(t) — CF)

H-1(K,UK)

hZ llg(t) — gnH%2(KnuK;L) +hZ 9" — QQH%%KHUK;L) +a’|C(t) - Cf?’iKnuK;L

(3.88)
Finalement, en regroupant les majorations (3.83) et (3.88) et le fait que h,, < hg, et en
intégrant entre t,,_; et t, sur t, on obtient le résultat voulu. O
Théoréme 3.25. Pour tout n € {1,..., N}, on a l’estimation suivante :
roN2 s
(1r.1.)” < EIC = Cullzeq s sty + 1€ = 72 Chll e, i 1) (3.89)

ol ¢ est une constante indépendante de h et T.
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Démonstration. On part de la définition (1.17) de C}, et celle de . C}, a la page 18 tel que
pour tout n € {1,---, N} et pour tout ¢t € [t,_1,t,],

t—1,

Ch(t) = m-Ch(t) = (Ch = Cy),

n

d’on, en intercalant C'(¢) dans le membre de gauche de 1’égalité précédente, on obtient

't—tn

Tn

V(C} — O )| < V(O — C)(t.%)] + [V(C — mCh)(8.x)], ¥x € 2.

On utilise 'inégalité (a+b)? < 2(a®+b?) et on intégre sur chaque triangle K,, du maillage
Ton, on a

t—1y ? n n—
( ) 167 = C 2 . < 2(IC() = Cu® I e, + 1CE) — 7 Cal®)I )

Tn

On intégre sur t entre t, 1 et t,, on obtient

r 2
(10,)" < 6 (IC = Culliag_y ssrrcaeny + 1€ = 7 Chllige, ity ) -

D’ot, on obtient le résultat voulu. O

Pour les estimateurs concernant la vitesse et la pression, tout d’abord, on commence
. . 9. . h
par majorer le premier terme de l'indicateur 7, x .

Lemme 3.26. On suppose que v € W22(R), u € L>(0,T; L>®(Q)?) et C € L=(0,T; W5(Q)).
On a
I (CRY) = v N upll e,
< c(hil21Cn ™ = Citlii, + i 1C (1) = Ca(B)] i, + () = w2 (3.90)
+ [l (C(t) = U(C Oz, + 107 = Chllzac,) + ICK(E) — C)[l22(x))-

Démonstration. On désigne par T le terme de gauche de 'inégalité (3.90).

On intercale v(C}")u et v4,(C; ")u dans T et on obtient

T < |(w(Cy ) = (O ) (wh = u(®) e + | ((Cy 1) = v (CR))u®)l| 2, e

-~

T T
(3.91)

Par l'application de I'inégalité (3.19) pour p = co et [ = 2, on obtient
Ty < ™) = v syl = ), 599,

< Ch%(n||V(V(V(C}7LL_1)))||L°°(Kn)dXd||uZ - u(t>||L2(Kn)d'
Comme C}'~! est un polynome de degré 1 sur K,,, on a

IV(VACE Dz ryexa < N0 L@ I VORI oo 1,0
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Comme la norme W1 n’est pas convenable pour C’,?’l, on intercale 'opérateur Ry, (C'),
on utilise I'inégalité inverse et on obtient

V(T GACE Dl renycs < 20" ey [9(CE™ = Ba(OMB s + 2 IV R (C) e s
< 2" ey (1Kl ICE = RAOE g, + [l 9RO o) -

Ainsi,
T < b || (rK 1O Ry(O)2 e+ K| 7| Ra(C) )xuu"—u@u
> Cllge, Lo (R) n h h 1,Kn n h WL3(K,) h L2(Kp)e-

Pour la majoration du terme |C}' " — Ry, (O)[} k., [[uf —u(t)|| 12(s, )2, on intercale les termes
C et (), et on obtient :

1CP 7 = Ru(C); k., [af — () || 2k,
<O = Cnli g, lai = a(®)] r2 g, + [Ch — C1F e, Iagy — ()] 2,
+[C = Ru(O)]F ., Iy — u(t) || 12, ya-

Le premier et le second terme du membre de droite de I'inégalité précédente se majorent
en utilisant I'estimation d’erreur a prior:

|uf — un||L2(Kn)d < |luj, — un”LZ(Q)d <c(h+T),

et par I'hypothése 3.1 : 7 < ch et hg, > ch.

Le troisiéme terme du membre de droite se majore en utilisant 'inégalité (2.3).

On utilise aussi I'inégalité (2.3) pour la majoration du terme | R, (C') %Vl,g(Kn) g —u(t)|| L2k, )

par c||up — u(t)||r2x, e comme C € L>®(0,7;W>°((2)). Ainsi, en regroupant ces majo-

2
. t—tn_
rations, et comme (T—”1> <1,o0na
n

Ty < e (|0 = Cpl g, +1C() = Cu®F g + () =} i) - (3:93)

Le premier terme de I'inégalité (3.93) : |C7 — C} Y, ., |CF — Cp7 Y1k, se majore comme
suit ; grace a l'inégalité (3.89), on a

G = Cr Mk, < ICE — G Yk,
C
< ﬁ(”(] — Cull 2ty st (i,)) + 1€ = T Chll L2ty st (56,

Par suite, a I'aide de I'estimation d’erreur a priori donnée par I'inégalité (2.46) et sous I’hy-
pothése 3.1, de plus, comme C' est suffisament réguliére en tout temps, ||C' — Cy|| g1 (x,,) +

o 12 ..
|C — 7-Chll a1k, est majoré par chK/n, ainsi,

tn 1/2
1C = Chll2(ty 1 tns b1 (10)) = (/ |C - Ch||§11(;<n)) < eri?hl’.

tn—1
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De méme, pour le second terme de 'inégalité (3.93), on utilise I'estimation d’erreur a
priori, et on obtient que

C(t) = Cu®)li k, < hIC(E) = Cult)1 .
Alinsi, en regroupant les majorations, on a

Ty < e (W2IC = Cpluse, + B2ICE) = Ol + 1) = 020 ) - (3:94)

Pour majorer T3, on intercale les termes v, (C(t))u et v(C(t))u et on obtient

T <[l(va(C7 1) = vn(CO))ult)l z2(x,e + | (n(C (1)) — v(CE))E) |2,y
+HI@(C®) = v(Cr a2, )0

Les deux derniers termes de T5 sont facilement majorés en utilisant 'inégalité de Holder :

[(n(C 1) = (CONu®)|L2 e < wa(C(E)) = V(CO 2w lall Lo o,7:0 (1))

(3.95)

et

I (C#) = v(CR DN 2,0 < MCE) = Cp e lall o722 (s,00)- - (3.96)

Finalement, pour la majoration du premier terme de 75, on utilise l'inégalité (3.22) et on
obtient

1w (C7Y) = vn(CEO))ut) ] 2,
< (™) = v(CO) 2 1l oo o001,
< MG = CW)ll2i,) + o, | Kal 72 W4 K 2103 = C 1)1k,
+ NP NCR ™ = C )20 | C ) lwrs )] X all o 0,300 (100)0)-

On intercale Cy(t) dans les termes [|C7" — C(t)||z2(x,) et |Cp~" — C(t)|1,x, et puisque
C e L0, T;Wh5(Q)) et u e L=(0,T; L=(Q)), on a

[(wn(CEY) = vn(C()u(t)]] L2,
< c|[|CE = Chllrzn) + ICh () — CO)|L2(in) + Pic |CF " = Chtlik, + hic, |Ch(t) — C(8) |1, | -

(3.97)

En regroupant les inégalités précédentes, on obtient le résultat voulu. O

On majore maintenant le deuxiéme terme de l'indicateur 7)) 5 .
Lemme 3.27. On suppose que C € L>=(0,T;W5(Q)). On a
I (CR) = £7(CR D za(ae, e

< efllGE = Gl + G0 = OOz + i |OF = Ci e (394

+ hie, [Cn(t) = C () ke, + IE(C () = £(C() [ r2(x,y0 | -
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Démonstration. On désigne par T' le terme de gauche de I'inégalité (3.98). On intercale
les termes f(C(t)) et £'(C(t)), on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz et on obtient

71 < E(CR) = B (CW) 2,y + I (C (1) — £ (C(E) |2, ya
+IE(C#)) = £ (CR 2 e-

Pour la majoration du premier terme du membre de droite de I'inégalité (3.99), on utilise
une inégalité analogue a (3.22) puisque f}* vérifie les mémes propriétés que v, et on obtient

16 (CR) = G (CON 2 < MCH = C@)l12r,) + e, [ Kal 72

X (|15 llco [ 2| Ot — C () 1,1, + NI CR7Y = C@)]| r2(re) |[C ) s (i,)) -
(3.100)

(3.99)

Ainsi, on déduit des propriétés de f” et £ et de I'inégalité (3.100) que
T < C{)\Hoﬁl_l — CO)l2(x) + P [ T2 (I oo | K 21O = C (D) 1.k
ANV CR = C) 20 |[C () w16, )

FIEC) = E OO e + 1CE) — C e
< [nc;:—l O ey + hie | O = OB,

HIE(C@) — £ (CE) N 2,2 |- (3.101)

On intercale Cy(t) dans les deux premiers termes du membre de droite de l'inégalité
précédente, et on obtient :

IT| < C{Hoﬁ_l — Chllr2(rny + ICh(t) = C ()2 () + I, |[Ch — CR ik,
(3.102)
+ hic, |Cr(t) — C(t) |1k, + I (C(@)) — £(CE)) || L2(k,)¢ | -

D’ou, le résultat voulu. O

En regroupant les lemmes 3.26 et 3.27, puis en intégrant sur [¢,_1,t,] ensuite en utili-
sant le Théoréme 3.25, on obtient la majoration de Uindicateur /.

Théoréme 3.28. On suppose que le maillage satifait l'inégalité (1.16) et que v € W>*°(R)
et que u € L®(0,T; L=(Q)?) et C € L>®(0,T;WL(Q)). Il existe une constante c indé-
pendante de hg, et de 1, telle que pour tout n € [1, N],

Tn(ﬁZ,Kn,o)2 SC(HC@) - Ch<t)Hi2(tn71,tn;H1(Kn)) + ¢ - WTChH%%tn,l,tn;Hl(KH))
+a(t) = w2,y esrziens T 1a(CE) = VICON L2, tniz2 )

+IEr(C(t) — f”(C(t))llimn1,tn;L2<Kn>d)>'
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On passe maintenant au traitement de indicateur 7/, ;.

Théoréme 3.29. On suppose que le maillage satifait l'inégalité (1.16) et que v € W2>(R)
et que u € L>(0,T; L=(Q)%) et C € L>(0,T; WH5(Q)). Il existe des constantes c;, ¢y et
cs indépendantes de hg, et de 1, telle que pour tout n € [1, NJ,

(0 ge,)? Serl, <||fo ~ ool sz +IB(C) = £ (Ollza, 2
+ 112 (C) = V(ONZa(e, s izzanay + 1€ = Culliae, i ey
+C - 7T7'OhH%Q(tn_l,tn;Hl(AKn))) el [0 = unlzage, oz arc
+eallp = pallieg, y tiz2a,)):

(3.103)

Démonstration. D’aprés le lemme 3.6 et la définition 3.4 de R} et comme |y, , +,] = uj,
on a

/Q v(C(t)ult) - vdx — /Q V(O () up(t) - vdx — /Q (p — pp)divvdx

_ /Q (£(t, C(t)) — £°(CP 1)) - vdx + /Q (O = p(ChO)u] - vdx  (3.104)

+ /Q(f”(C’}Z_l) —v(CP ) - (v — vi)dx + /Qp’,:div(v — Vp)dX.

On prend v;, = 0, on simplifie par /V(C’h(t))uh(t) - vdx et par /V(Cg_l)u’,: - vdx,
Q Q

on intercale les termes /f,?(C’;Z_I) - vdx, /Vh((](t))u - vdx, /l/h(C’;L‘_l)u;LZ - vdx et
Q Q Q

/ vn(Cy () - vdx, on effectue une intégration par parties, ainsi on obtient
Q

S| [ @ - - Vi vaxe g S [ v

Kn€Top |7 50 en€OKNE, ¥ n
_ / (E(CIY) — £(t, C(1))) - vx + / (W(C1)) — v (C(1))ult) - vix
Q Q
+ /Q(l/h(C(t)) — uh(C,’Z_l))u(t) -vdx + /Q uh(C,’Z_l)(u(t) —uy(t)) - vdx

+ /Q(f,’f(C’,’jl) — 1 (Cy 1)) - vdx — /Q(p — pp)divvdx.
(3.105)

On prend v = vy, , ol

_ @O = w(Cy g = Vph vk, sur Ky
VEn = { 0 sur Q\ K, (3.106)
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on obtient ainsi,

/ (E(C2Y) — 1 (O Yuf — Vo) 2o, dx

n

= (f”(Cﬁ_l)—f(tC(t)))-VKnder/ W (C(1)) = v (C®)u(l) - Vi, dx

KTL n

/K — z/h(C’,?_l))u(t) -V, dx +/ Vh(O}?_l)(u(t) —uy(t)) - vi,dx

n

—i—/ £y — £ (Cp 1))-VKndX—/ (p — pr)divvg, dx.
Kn

n

(3.107)

Le membre de gauche de I'égalité (3.107) est exactement ||(f2(C7~") — v (C;Huy —
Vph)@Dl/QHLQ (k) €t est minoré par C2|IE(CrY) — v (CpHul — VpZH%g(Kn) en utilisant
la proposition 3.2.

On note les termes de droite de 1’égalité précédente par Iy, ..., Is respectivement.

On commence par majorer [q ; pour tout n € [1, N] et pour tout ¢ €lt,_1,t,], on intercale
f(Ch(t)) et on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis on utilise les propriétés de f et
on obtient

I = ' [ e —re.c) v dx

* t_ tn—l mn n—
<, (1C00) = Cu®lln2in) + ———MIC = Gy lle2gn ) IV 2,y

n

+ 10 (2) — fo(tn) |2yl Vol £y

(3.108)

Pour majorer I, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz et comme u € L*°(0,T; L*°(Q)%),
on obtient :

L] = / (W(C(1)) — m(CEH)ut) - v, dx

p 3.109
< [ (C (@) = va(CO) | 2oy [ | oo (1) 1V 50 [ 216, (3.109)

< d[p(C(#) = vn(CO) e Vil 2 (s,

On passe a la majoration du terme I3, on applique 'inégalité de Cauchy-Schwarz et on
obtient :

= [ () = (€ )ut) - vie dx

n

<[lva(C (1) = va(CR ez a1y Vi 21,0

On utilise I'inégalité (3.22), ainsi on a
[I3] < [AHC(??) = Ch Mz, + e, Kl 2 [ K 21C () = O i

+ N[ 3IC0) = CF Ml reen |C @) lwrs e | | )| zoo (e ya [ Vi | 22 (1,4
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Comme u € L®(0,T; L>=(Q)%) et C € L>(0,T; WH5(Q)), et comme, de plus, 'inéga-
lité (1.16) implique que hg, |K,| /2 < ch[_(im, alors on a

s < e [[IC(t) = Cp Mg + huc, |C) = Cp iy + i1 C (1) — Cf?flﬂm(m)] Vi, | 22 (e
(3.110)

Pour majorer Iy, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz et on utilise I'inégalité (3.20),

on aura

L] <[lvn(CR D e e la(t) — wn ()l 20l Vic 2,

< [ve + ol | Kl 721V ER 2] 1) = a2y IV, 2 e e

On intercale VC dans |[VCy | 2(x,) et on obtient

1] < [va + Vhhue, | Kl 2 (IC = C(0)1.k, + |Ck,) ] ITa(t) = wn () 22,0 Vi, | 22,0
< [va + 0 (b, [ 72O = C )1k, + B, [ Bl ™ O 1) )]

< lat) = an(®) |2,y Vil 2o,

Le terme hy, |K,|~2[Cp " — C(t) |1k, [[uf — u(t)||12(k,)e qui se trouve dans I'inégalité
précédente se majore en utilisant I’estimation d’erreur a prior:

[uf — u"|| 2k e < [[uf —u"|| 2y < e(h+ 7),

et par I'hypothése 3.1 : 7 < ch et hg, > c'h, ainsi on a
1] < ¢ [B21CE = CWlie, + b2t = wn®)llzzgiee] IV, Dagcye. (3:111)
I5 est majoré en utilisant I'inégalité (3.98), d’ont
< eICE = COlluy + hrlC = Cl,
HIEC(0) = £CEN i I iz (3.112)

On termine par la majoration du terme Ig. On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz et
'inégalité inverse (1.19), on obtient :

| Is| = ‘/ (p — pp)divvg, dx
Kn

< c1(2)hi Ip = pall 2 Vi, | 2k

(3.113)

On regroupe 'égalité (3.107) et les majorations (3.108) a (3.113); de plus la Proposi-
tion 3.2 implique que [|vk, || z2(x, e < CHIIE(CHY) = v (CF )l — V|| 12k, 5 en outre,
les normes de (C(t) — C~') se majorent en intercalant Cy(t) et en utilisant la forme de
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Cy(t) qui est donnée par (1.17). Finalement, on obtient
£ (Ch ) = wn(CDwy = Vo, o

< C(IIfo(t) — fo(ta) 2,y + 120 (C (1) = V(CO)I2 e,y + IER(C(E)) — £ (CO)Z2(xc, o

t— tn—l

+HICE) = Cu@®llz k) + <

n

2
) 1CE = CE ey + B2 10(E) — PO arc

i ul) uh<t>|riz(Kn)d) |
(3.114)

Ainsi, en multipliant par h%ﬂ, on obtient finalement la majoration du premier terme de
Vindicateur (nf! . 1)?

hie IR (CR 1) — v (C Dy = Vil ek,
< (hic, fo(t) = fo(ta)I72 e + P, lva(C(#)) = v(C )12,
+ hig, I (C (1)) — £ (C )72 (16,0 + i, IC (1) = Ch®) [ i,

2
t—=tp n n—
1, (S22 1 = e + 1900 = Ol

n

+ hKn‘C}TLLilﬁ,KnHuZ - u@)”%ﬂ(l{n)d)'

Le terme hy, |Cp 73 g luy — u(t)||i2(Kn)d se traite comme suit; on intercale C' et on
obtient :

hic, |Ch™ ' lKnHuh <t>||i2(Kn)d <h, (|Cf?_1 - Cﬁkn + |C(t)|%Kn) [y, — u(t)H%?(Kn)d
ShKn|C;;_1 - CI?K,LIHZ —u(? )||L2 (Kn)d
+hue, |CWOF e, Iy = a(®) 172, o

Le premier terme du membre de droite de l'inégalité précédente se majore en utilisant
I’estimation d’erreur a priori

[wp, —u"|| L2 (reye < flupy — 0| L2pa < c(h+7),
et par 'hypothése 3.1 : 7 < ch et hg, > ch, on a

hie I (Ch ) — vn(C 1wy = Vil Te k.,
< (i, lfo(t) = fo(tn)lI7xc,0e + P, I (C (1)) — v(C(O) L2k,
+ hie, 15 (C (1) = £ (C D72 k0,0 + P, IC(E) = Cr(D) .,

R (3.115)
— n-1 n n—
1, (S5 1 = e + 1900 = Ol

n

+ hi, |y — u(t)H%?(Kn)d)'
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On passe maintenant a la majoration du dernier terme de Pindicateur () . ).

L’égalité (3.105) donne :

% Z / [ppn] - vds

en€KNEL, ¥

=S / (E2(CY) — pp(CP V) — Vil - vidx + /Q (E(CP 1) — £(t, C(1))) - vdx

Kneﬁzh

+ /Q(V(C(t)) —vp(C(t)u(t) - vdx + /Q(Vh(C(t)) — Vh(C,?’l))u(t) - vdx

[ @) = ) vix+ [ (GG = (@) vix = [ (= v

(3.116)
On prend dans (3.116), v, =0 et v = v, ol
| L., ([pm]e,te,)  sur K, UK],
Ven = { 0 sur Q\ K, U K. (3.117)
On obtient,
[ mnl s == [ (GO = (G = Vi) - v dx
en nUK/,
+/ (f(Cp Y —£(t,C(t))) - Ve, dx
KnUK),
+/ (v(C(t)) — vp(C()ult) - ve, dx
KUK,
s m(e) - (@ u - v.,dx (3.118)
KoUK,
o] @) - wl) - vi,dx
KoUK,
s e ) v
KUK,
— / (p — pp)divv,, dx.
KoUK,

Par les idendités (3.2) et (3.3), on a

||Ven”L2 KnUK!)d < ch1/2||[p2n]en||L2(en>-

Ainsi, on regroupe les majorations des termes de 1’égalité (3.118) et pour le membre de
gauche de 'égalité (3.118) on utilise 'inégalité (3.2), ainsi on a que ||][phn]|1/)1/2]|]:2 (en) =

Cl||[p2n]en|||%2(en), par suite on simplifie par ||[pin]., ||[z2(,) puis on éléve au carré et
on multiplie par h,,, et comme h,, < hg, et he, < hgs, on obtient la majoration du
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deuxieme terme de (9} . ;)% Ainsi,
W&gﬂ2Sﬁ@@(WMﬂ—TM%Wémmm4WWNC@D—V@XﬂW§@mg
+IEF(C®) = £ (CEDI2are + 1CE) = Ch®)lin (ax.,

2
t =t n n—
+(55) 16k - G B ) + el = Ol

n

+ eshug, [u(t) = wn(®)l 72 (a s, -

Ainsi, on intégre cette inégalité sur [t,,_1,t,] et en utilisant le Théoréme 3.25, on obtient
le résultat voulu. O

Théoréme 3.30. On suppose que le maillage satifait l'inégalité (1.16) et que v € W>*°(R)
et que u € L®(0,T; L>®(Q)%) et C € L®(0,T;W1>°(Q)). Il existe des constantes c et ¢
indépendantes de hg, et de 1, telle que pour tout n € [1, NJ,

(0} 1, 2)° SC(H“@) - uh(t)“%?(AKn)d +[|C - ChH%Q(tn_l,tn;Hl(AKn))
+|IC - 7T7'Oh||%2(tn_1,tn;H1(AKn)) + [lva(C) — V(C)||%2(tn_1,tn;L2(AKn))
+ [I£,(C) — fn(C)||%2(tn,1,tn;L2(AKn)d) + |Ifo — 7T7f0||%2(tn1,tn;L2(AKn)d))’
(3.119)

o o1 sid=2
P=13 sid=3.

Démonstration. On repart de Pexpression (3.104), on prend v, = 0, on simplifie par

/ v(Ch(t))up(t) - vdx, on intercale les termes / £ (O 1) - vdx, / v (Cr~ Yy - vdx et
Q 0 0

/ v(CpHu(t) - vdx, ainsi, on choisit n € H}(Q)P et v =10tn € V;
0

> L/ rot (£ (Cy 1) — v (Cr~ uy) - ndx

Knenh Kn

by GO~ () <, s

en€0K, mgfm

= Z {/ (f(Cp 1) — £(t,C(t))) - rot ndx +/ ((C™Y) — vp(CP Y up(t) - rot ndx

Kn€Tnn " "

+ / v(C N (u(t) —up(t)) - rot ndx + / (V(C#) — v(CP))u(t) - rot ndx

n

+/ EH(Cp ) —£(Cp ) - ot ndx].
n (3.120)
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Pour majorer le premier terme de (1 . ,)?, on teste I'égalité (3.120) avec n = 1y, ou

— { rot(F1(C7 1) — v (O Dul )b, sur K,
K, =

0 sur Q\ K. (3.121)

On obtient ainsi,

/ [Tt (B (T ) — 1 (2 yup) P, dx

n

= / (" (Cp 1) — £(t,C(t))) - rot Nk, dx +/ (W(CFY) = vn(CP ) up(t) - rot nk, dx

n n

+ / V(CP1)(u(t) — up(t)) - vot i, dx + / ((C(1)) = U(Cyult) - rot i, dx

+/ (£ (Cph) — £(Cp 1)) - rot nKndx}
n (3.122)

Le membre de gauche de I'égalité (3.122) est exactement || rot(f,?(C’}Z’_l)—Vh(C,?_l)uZ)l/J}(/f ||%2(Kn)p
et est minoré par C4|| rot(£7(C;") — Vh(C’,?’l)uZ)H%z(Kn)p en utilisant la Proposition 3.2.

On note les termes du membre de droite de I’équation (3.122) par I, ..., I.

On commence par majorer /1, on utilise I'inégalité (3.108) et I'inégalité inverse (1.19) ainsi

on obtient

_ * * t— tnfl
L] < @by (cﬁucw Bl + €

1Cr = Cr M r2(xn)
" (3.123)
6 - fo<tn>HL2<Kn>d) -

Pour le terme I5, on utilise 'inégalité inverse (1.19), on a
Bl = [ (€)= (G un(e) ot i, dx

< 1@ [W(CF) = wn(CR D un(®) | e, I, N2 aeye-

Comme u € L>®(0,T; L>=(Q)4) et C € L=(0,T; WH5(Q)) et par I'inégalité (3.90), on a
|I2| <c1(2)hi, (h%j]C}jl — Rk + WEZICH(E) = C(O)]1 ke, + I[0(E) = (8|2, 0

+ |[vn(C) = v(CO) |2,y + ICF 1 = Crllr2(in) + [|Ch(t) — C(t)HL?(Kn)) 175, || 220y
(3.124)

On passe a la majoration de I3, on utilise l'inégalité (1.12) et l'inégalité inverse (1.19)
ainsi on obtient

|I3| = /K I/(C}’L‘_l)(u(t) —uy(t)) - rot nk, dx

< 1z, valu(t) = un(®)ll 2, ye s, 2,

(3.125)
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Pour la majoration de I, comme v est A-lipschitzienne et par l'inégalité inverse (1.19),
on a

L] = /K (W(C(1)) - v(CPY))u(t) - rot g, dx

< i (2)ht MCE = C() L2y () || oo sy 105, | L2050

On passe a la majoration de I, on utilise I'inégalité inverse (1.19) et I'inégalité (3.112),
ainsi on obtient

L] < ch(2)hy {nc;z-l OOy + i,

(3.126)

Cit = CO(t) |k,

(3.127)
+IE(C) = £ (CO) 2y | I [ L2000

On regroupe l'égalité (3.122) et les majorations (3.123) a (3.127), de plus |]77Kn||L2 Ko <
| rot(£(Cr ") —vi (Cp ) ul)|| L2k, y» ; on simplifie par || rot (£ (C ) = (Cr=)ul) || 2k
puis on éléve au carré, ainsi on obtient finalement la majoration de ||rot(fF(C7P ') —

v (CrHup)|2, (k- On passe maintenant & la majoration du dernier terme de I'indica-

teur (n); x, 2)*
On prend dans (3.120), n = 7,,, ou

N = { Le, ([(E7(CL7Y) —w(Cy~Nup) x 0, ve,)  sur K, UK,

0 sur Q\K,, U K],. (3.128)

Ainsi,
/ [(EH(Cr) — vp(CF Yu?) x n],, | wends}

rot(f(Cy 1) — v (CF 1)) - ne, dx

\

KnUK/,

_l’_
—

f” Cy 1) —£(t,C(t))) - rot 0., dx+/ v(CP ) — v (CR 1)) up(t) - rot 1, dx
KoUK

KnUK,

+ L(CF D (a(t) — up(t)) - rot 7, dx—l—/K " )) — v(CP))u(t) - rot n., dx

+ (fZL‘(C’ZLL_l) — f”(C’;;_l)) - 1Ot 1), dX.

[
J

KnUK!,
(3.129)

Le membre de gauche de 1'égalité (3.129) est exactement |(£2(C;~") — v (C;Hul) x
n]en|¢i,{2||Lz(en)d et est minoré par Cy||(£2(Cr) — vp(Cr M) x ne, | 12(e,) par I'inéga-
lité (3.3). Ainsi, pour la majoration des termes de droite de 'égalité (3.129); on vient
de majorer le premier terme et pour le deuxiéme au sixiéme termes on référe aux in-
égalités (3.108), (3.90), (3.111), (3.126), (3.112) respectivement ; de plus, on utilise 1'in-
égalité (3.3) pour la majoration de | rotn, | r2(x,ux7)e, on simplifie par ||(£(C;~') —
v (Crup) x nle, || 22, on éléve au carré et on multiplie par he,, on obtient la majo-
ration de ||[[(f2(C) 1) — v (Cr~up) x n}enHLQ(e -

Ainsi, on trouve le résultat voulu en regroupant les inégalités obtenues, en intégrant sur
[tn—1,1,] et en utilisant le Théoréme 3.25. O
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3.3 Estimation d’erreur a posterior: du deuxiéme schéma

On dérive une estimation d’erreur a posteriori de la discrétisation Py, P1, Py du probléme
(V3) ci-dessous au sens des distributions en temps sur 0,77 :

;

\

Trouver (u(t),p(t), C(t)) € L*(Q)¢ x (HY(Q) N L3(Q)) x HL(Q) tel que C(0) = Oet

Vv e L*(Q /QV -vdx +/Vp() v dx —/f(,t,C(t))-vdx,

Vge HY(Q)N LA /un t)dx =0,
d

V.S e HYQ) N Le(Q), —/C(t)de+a/VC(t)-Vde +/(u(t)-V) C(t)S dx
Q Q Q

dt
+r0/QC(t)de:/Qg(t)SdX-

On s’intéresse a la discrétisation du probléme (V3) par le schéma “Py + bulle”, Py, P; on
on discrétise en espace la vitesse u avec les éléments finis “IP; +bulle”, la pression p par les
éléments finis IP; et la concentration C' par les éléments finis P, et on discrétise en temps par
la méthode d’Euler implicite. On note les espaces discrets correspondants respectivement
par X, pn2, Mpno et Y, . On obtient la formulation variationnelle suivante : pour tout

€ [1, N]

(Vn,h,Q)

\

( Sachant que C’,’:’l € Y, _1.p, trouver (u},p?) € X, p2 X My potel que CP =0,

v(Cp~ g, - vi dx +/VPZ cvpdx = / fr(Cp ) vy, dx,
Q

Vv € Xpno, /
Q

Q

Y, € Mn,h,Q, / Vaq, - 11;1Z dx =0,
Q

Sachant que C,T;_l cY, 1 h, trouver C} €Y, j, tel que
Cy — C”
VSh € Yo, / —h “h g, dx —|—a/ V-V S,dx —i—/(u}f -V CP) S, dx
Q Q

Q Tn

1
+—/diV (UZ)C]ZLSth +T’0/ C]?Sth —/gnSth.
2 Q Q Q

3.3.1 Reésidus pour le probléme de Darcy

Dans cette section, on écrit les équations des résidus correspondantes au probléme de

Darcy.
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Définition 3.31. Pour tout n € [1,N] et pour tout v € L*(Q)¢, on définit le résidu
RY(v) sur |t,_1,t,] par

Vit €ltn1,tn], RY(V)(t) :/QV(C(t))u(t)-vdX—i-/QVp(t) - vdx
- / V(Ch(t) Y un(t) - vx — / Vpn(#) - velx.
Q Q

Remarque 3.32. En utilisant la premiére équation du probléme continu, on obtient une
définition équivalente du résidu, donnée pour tout n € [1, N]| et pour tout t €|t,_1,t,] par

RU(v)(#) = /Q £(t, C(t)) - vdx — /

Q

(3.130)

v(Ch(t))uy - vdx — / Vpy, - vdx. (3.131)

Lemme 3.33. Pour tout n € [1, NJ, Ze résidu R} vérifie ’égalité : pour tout v € L*(Q)?
et pour tout t €)t,_1,t,], R} (V)(t) = R} (V)(t), ow
Rv)(t) = / (£(t, C(1) — £"(CpY)) - vx + / (A(C) — (Ch 1)) - vilx
¢ @ (3.132)

/Q(f”(C'" Y —v(Cp Yy — Vi) - vdx.

Démonstration. 1l suffit d’ajouter et de retrancher / v(CpHul-vdx et / fr(Cp 1) vdx
Q Q
dans (3.131) pour obtenir le résultat. O

Définition 3.34. Pour tout n € [1, N| et pour tout ¢ € H*(QY), on définit le résidu Ry(q)
sur |t,_1,t,| par :

_ /Q Va - (u(t) — u})dx — /Q Va - (u(t) — un(t))dx. (3.133)

Lemme 3.35. Pour tout n € [1, N] et pour tout q € HY(Q), le résidu Ry vérifie I’égalité :
R3(q) = R3(q), pour tout t €|t,_1,t,],

Ban =Y { / @-adivaiax— Y [ (whwe-a)ds|. Vo€ Mo

Kn€Tnn en€OK,NEL

nh

(3.134)

Démonstration. Soit ¢ € H'(Q). En utilisant la deuxiéme équation de (V3), Ry (q) s’écrit :

- > vq Cupdx. (3.135)

Knenh

Comme / Vg, - uy = 0, alors pour tout g, € M, p, 2,
Q

- > / (q — qn) - ujdx. (3.136)

Kne’Tnh
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On effectue une intégration par parties, et on obtient

Ry(q)(t)=— > _ [/ (¢ — qn)div u’,;dx_/a

Kne7—nh n Kn

(w) - m)(g - qh>ds} BNERETS

Or,
Z/a )(g=aqn)d Z/a (uyn QthS—l-Z/uh nl., (q—qn)ds,

b
Kn€Tan Kn€Tnn Knﬂg €n€€Z én

mais [u} - n],, = 0 pour e, € &, car u} est continu sur . D’ou, on obtient le résultat
voulu. =

3.3.2 Reésidu pour I’équation de convection-diffusion-réaction

Lemme 3.36. La concentration exacte C' et la concentration approchée C), vérifient pour
tout S € H} (), pour tout n € [1, N] et pour tout t €]t, 1,t,)] :

( gt (C— ), s) 4 a(V(C = O (), VS) + (u(t) - VO(E) — un(t) - VCi(t), S)

Fro((C = C)(B), §) — %(dw W (B)Ch (1), S)

= (g(t),S) — (gtCh( ), S> — (up(t).VCL(E), S) — %(dz’v uy(t)Ch(t), S)

—1o(CL(t),S) — a(VCi(t),VS).
(3.138)

Démonstration. On part de la troisiéme équation du probléme (V3) :

(%C’(t), 5) +a(VO(t),VS) + (u(t) - VC(1), S) + ro(C(2), S) = (g(t), S)

On intercale (%C’h(t), S) ,a(VC,(1),VS), (up-VCi(t), S), 5(div uyCr(t), S), ro(Ch(t), S)

respectivement dans les termes de 1’égalité précédente, on obtient

( 9w, s) +a(V(C = C) (), VS) + (u(t) - VO(E) — up(t) - VCu(#), S)

ot
+19((C = Cp)(t),S5) — %(div uy(t)Ch(t), S) + <%Ch(t), S)
+ a(VCh(t), VS) + (uh(t) : VCh(t), S) + To(Ch(t), S) + %(le uh(t)Ch(t), S)

= (9(t),5).

On obtient donc I’égalité voulue.
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Définition 3.37. On introduit le résidu total R(Cy,) € L*(0,T; H~'(2)), défini pour tout
€ [1, N], pour tout t €]t, _1,t,] et pour tout S € Hy(Q) :

(RG0).5) = 0(0),5) ~ (=(CE = C),8) = (wit) - V(o). 5)

, (3.139)
— 5(div w()Ca (1), S) = 10(Ca(t), S) = a(VCh (), VS).

Lemme 3.38. Pour tout S € Hi(Q) N L>(Q), pour tout Sy, € Y, pour tout n € [1, N]
et pour tout t €]t,_1,t,], le résidu R(C},) vérifie

(R(Ch)(t),S) = (g(t) = ", S) + {g" = gi + R"(Cu)(1), S — Su) + (R7(Ch)(t), S), (3.140)

ou Ry, est le résidu spatial défini par

— n n 1 . n mn n
(RMC)(1),8) = > {/ <gh (Ch cr ) —ul - vOp — 5 div WGl — oGy
Knerrnh n

+aA0;;>( ) x S(x )dx—% > / [aVC? - nl,., (o) - S(a)da},
en€OK,NEL, en

(3.141)

et R, est le résidu temporel défini par

.5 =1 ¥ {5 [ v - s

T
n KnGIrnh

+ 7’0/ (Cp — O 1) (x)S(x)dx + / aVv(Cp — O 1) (x)VS(x)dx (3.142)

n

— 2 [ vsm(Cp - ) (x)ax b
2 Jk,

Démonstration. On intercale C}' dans le troisiéme, le quatriéme et le cinquiéme termes
de I’équation (3.139) et on intercale VC}' dans le dernier terme, et on obtient

(R0, 5) = (600),5) — ( 5,Cn0)5) = (o) V(Cul0) = ).

(¢
- %(dw w, () (Cn(t) = C), 5) = ro((Ci(t) = C), 5) = a(V(Ci(t) = C), V)
—(u

W(t) - VO S) — %(div W ()CE, S) — 1o(CT. §) — a(VCE, VS).
(3.143)

Ainsi, en utilisant la troisiéme égalité de la formulation variationnelle (V;,2), en ap-
pliquant la formule de Green sur le terme a(VC}, VS) et en intercalant gj, pour tout
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Sh € Yn,h7
0 1
+ (gp — th(t) —uy(t) - VCp — §div u,(t)CF — roCY — aACT, S — Sy)

=3 2 [ 0VCnl,(0) - (8 - Si)do — (w(t) V(Cult) - ). 5)

. Je
en€El, " "

= %(div u () (Cu(t) — CF), 5) = ro((Cu(t) — CF), §) — a(V(Ci(t) — CF), V).
(3.144)

Comme pour tout t € [t,_1, )

et
uh (t) |]tn—17tn] = uZ

1
Ainsi, en effectuant une intégration par parties sur le terme §(divuh(t)(0h(t) -, 9),
on aura le résultat souhaité. O]
Remarque 3.39. Lutilité de cette forme du résidu réside dans le fait qu’elle permet

de distinguer les deux sources d’erreur de discrétisation : [’erreur temporelle et [’erreur
spaciale.

Définition 3.40. On définit les indicateurs locauzr en espace 7}271(”’1 et nZ7K7“2 pour tout
n € [1, N] et pour tout K,, € Tpn par :

(UZ,Kn,1>2 = ||f”(02_1)—V(CZ_1)uZ—VPZIIiZ(Kn)#hinIIdiv UZ”%?(KH)‘F Z h€n||¢2n||2L2(€n)7
en€0K,NEL,
(3.145)
ot ¢y est défini par (3.4),

(TZZ,Kn,z)Z :h%(n”gh - T_(Ch -y 1) —uy, - VO — de u;, Cy
n n 1 n
—roCp + aACh||2L2(Kn) + B § he, I[aVC} - n]enH%z(en)?

en€OKnNEL,

ainsi que l'indicateur en temps défini par

(nxc)” =Tl O = L7l -

3.3.2.1 Majorations des résidus pour I’équation de convection-diffusion-réaction

L’objectif de cette partie est de majorer le résidu spatial et le résidu temporel par les
indicateurs d’erreurs.
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Lemme 3.41. Pour tout n € [1, N] et pour tout S € HL(Q), on a :
1/2
(s -5l <o hi?) ISha (3.146)
Kneﬁlh

ot Sy, = RS ot R,y est l'opérateur de Clément.

Démonstration. En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur 1’égalité (3.141), on ob-
tient :

[(R"(Ch)(2), S — Sh)l
0

1 : n n n n
< ) { g = 5,Cn(t) — i VOl — odiv wp Gl — 10Cyy + 0AC IS — Shllz2 (k)
Knemh LQ(Kn)
]' n
3 X NaVeE nlluelS - Silloe. |
en€OKnNEL

Par les propriétés (2.5) et (2.6) de I'opérateur de Clément R, on a
[(R"(Ch)(8), S — )l

1 — n mn 1 : neom
< Z {ChKnHQZ - T_(C;Z — Gyl —up - VO~ §le w, Gy

Kn€Thn

1
=100y + Ay 2 1Shiak, +5 > hPllavey - n]enHL2(en)|S!1,Aen}-

en€0K,NEL,

Comme [S|1 e, < |5]1,ag, , on utilise I'inégalité (1.4) avec

1 — n n 1 : n mn n n
a=|gp — T—(C}Z - =y - VO — §d1V u, Cy — roCy + aACY || 12k,

n

1
=5 3 MPIeVCEnl e,

en€OKnNEL

et
b= |S|17AK7L7

pour obtenir
[(R™(Ch)(t),S — Sh)l

1 - n n 1 : n,m
SC( Z {higan,’f—T—(C’}?—C’,? 1)—Uh'VCh—§d1V u, Cy

Knelrnh

1 1/2
R+ aAC ey + g 2 la¥CE ul ey }) Sk

enEBKnﬁgflh
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Par la définition de 7! ;- ,, on obtient

1/2
|<Rh<0h><t>,s—sh>rSc( 3 <nz,Kn,2>2) Sl

Kn€Tnn

O

Lemme 3.42. On suppose que la solution (u,p,C) du probléme (V3) vérifie les conditions
du Théoréeme (2.9) et sous l'hypothése 3.1, on a pour tout n € [1,N] :

1 T bn —1 T2 i
VS € HY(Q).Vt € [ton,tal. [{RT(C(1). S)] < e ( ) <nn,Kn>) Sl

Tn Kn€Tnn
(3.147)

Démonstration. On commence par la majoration des deuxiéme et troisiéme termes de
I'égalité (3.142), en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Z/ (Cp — Cp)Sdx

Kn€Tnn

< Z ICh = Cr Ml 2 e 1S |22 (i,

Kn€7—nh

ainsi, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les injections de Sobolev, on aura

1/2 1/2
> | (€i-cisax < _( > ||cs—c;z-1r|%m)> (Z ||SH%2<KH>>

Kn€Thn Kn€Thn Kn€Thn
< ICF = CF Ml 2@ l1S N 220y
< (SP?IC) — Ci Mial S|,
d’ou,
1/2
/ (Cy = Cph)Sdx| <(59)° ( Y-y 1|1Kn> |Sh.0-
Knenh n Knenh
De plus,

> v (Cr — Cr v Sdx

Kn€Tnn

< >0 =Gkl Sk

Kn€Tun

ainsi par l'inégalité de Cauchy Schwarz discréte, on obtient :

1/2
=~ < Z |Ch Cm 11K> |S|LQ~

Knenh

Z/ (Cp— O HVvSdx| <

Knelrnh
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Pour la majoration du terme / uy - V(Cp' — C;71)Sdx, on intercale le terme u™ (voir

n

Remarque 3.19 qui justifie cette fagon de procéder).

V(Cr—CrHSdx = [ (ul—u") V(CP—CrY)Sdx+ [ uh-v(Cr—Cr 1) Sdx
h h

n n

Ainsi, en appliquant successivement l'inégalité de Cauchy-Schwarz (L? — L3 — L) et
I'inégalité inverse

3 / V(O — 1) Sdx

Ky elrnh

<e ) [ =[] e,y | —Cr i B 1S s,
Knenh

D’aprés l'estimation d’erreur a priori (2.9), on a
ay —u"||z2(xe < [[uy — 0" 2@ < c(h +7),
D’ou, par l'injection de Sobolev et par '’hypothése 3.1 (7 < ch), on a

> / V(Cr — Cr 1 Sdx

Kne7—nh

<c Z hh_d/GICh Cr ko ISz, -

Knelrnh

Finalement, on utilise I'hypothése 3.1 (hk, > ’h) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz dis-
créte, on obtient

/ (uf —u™) - V(Cp — Cp 1) Sdx

1/2
§C< Z |Cy — Cp™ 1|1K”> 1S]1,0-

Knenh

Knenh

De plus, par I'inégalit¢ de Cauchy-Schwarz (L>®-L?-L?), on a

> / u" - V(Cr — CrhSdx

Kn€Tnn

< Y ullp=re@nlCr — Cr k1S 2k -

Kn€Tnn

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte et les injections de Sobolev, on aura

1/2
> / u" - V(Cp — Cp 1 Sdx ge( > yo,?—c;jlyiKn> 15)1.0.

Ky €7Tnh Ky 67;Lh

Pour le terme / u} - VS(Cp — Cp~1)dx, on intercale / u" - VS(Cp — Cp1)dx et on

obtient :

/ uy-VS(Cp—COpt)dx = / (uy—u™)-VS(Cr—Cp)dx+ / u"-vS(Cp—Coptdx.

n

Ainsi,

> / ) - VS(Cp — CPY)dx

Knelrn.h

< 37 hp = Wl el Sl 17 = CF oo,

Kne7—nh
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Par I'inégalité inverse (1.20) et I'injection de Sobolev, on a
ICE = Ch M =) < K(ha)|Ch = CF e,
ou,

c(1+ |log(hy,)|) sid=2
Vn e [[LN]]? Ic<hn) = { h71/2 sid=3

avec ¢ une constante indépendante de h et de 7.
Ainsi, par 'estimation d’erreur a priori et sous la condition 7 < ch, on a

1/2
> / ) - VS(Cp — Cp~t)dx Sc( > |Os—02—1|%,;<n) hK(ha)| S0,

Knelrnh Kneﬁzh

(3.148)

d’otu par la condtion hg, > ch, on a

1/2
> / u" - VS(Cp — crhdx 9(2 yog—cg-lyiKn> 15)1.0.

KnE’rnh KnE,Tnh
Ainsi, en regroupant les majorations précédentes et en multipliant et divisant par 7'7}/ 2,
on obtient (3.147). O

3.3.3 Borne supérieure de ’erreur

Dans cette partie, on va dériver une borne supérieure de l'erreur exprimée a ’aide des
indicateurs spatiaux et temporel.

Tout d’abord, on établit la borne supérieure de 'erreur correspondante a 1’équation de
Darcy ot on majore 'erreur de la vitesse et l'erreur de la pression par les indicateurs
spatiaux temporel et par I'erreur de la concentration.

Lemme 3.43 (Erreur de la vitesse et de la pression). Soient (u,p,C) et (uy,py, Cy) les
solutions respectives de (Va) et (Vypz2). On rappelle (nl o 1)? et (0] x,)* définis par

(1 ,1)” = I (Cr )= Cr Y ap = Vi T2+, div Wi oyt D e 05 172
en€0Kn,

(3.149)
et

(nxc,)” =Tl O = LM -

Sous les hypotheses du Théoreme 2.9, on a l'estimation d’erreur suivante, pour tout m =
,...,N :

Fa—tnllzz(0.0,:2000) + 1P = Pllz 0.6y )

<c||C— Ch||L2(0,tm,L2(Q)) + ( Z Z (Tn((nZ,Kn,l)z + (77;,1(”)2))

n=1 K’rLEﬁlh

tm 1/2
+( / ||fo<t>—mfo||izm)ddt) |
0

1/2

(3.150)
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ot ¢ et d sont des constantes indépendantes de hy, et T,.

Démonstration. Majoration de erreur de discrétisation de la vitesse

On prend g, = R,nq dans l'égalité (3.134) et on utilise les propriétés de l'opérateur
de Clément, on obtient, pour tout ¢ € H*(Q2) N L3()

Ri(q)<ec Y. {hKaniV Wl ldhae + Y. RIS e dlae, |
Kn€Tnn en€0K,NEY,
(3.151)
ol ¢ est une constante indépendante de h.
Comme |q|1,ae, < [q]1,ag, , en utilisant I'inégalité (1.4) avec

o= hi, |div up |2, d = > BRI e, et b=lahag,,
eneaKn

on obtient,

N 1/2
RS(q)§c< 3 [h%nndivuznimw 3 hennqsznniz(en)}) dha. (3.152)

Kn€Thn 6n€8Knﬂggh
Par la condition inf-sup (1.22), il existe z € L?(2)¢ tel que, pour tout ¢ € H*(1),
R3(q) = (Vq.2)

avec

Rn
1Z]| L2 ()e < sup Q(Q)-
gEH ()NLE () lq 1,Q

On obtient donc

1/2 1/2
r|z'||L2<mSc( S [ div et S hennqb:;”n%z(en)}) s( 3 <n:;,Kn,1>2) .

Kn€Tnn en€0Kn, Kn€Tan
(3.153)
On prend v = z, dans 'égalité (3.132), on obtient
/ v(C(t)u(t) - zodx — / v(Ch(t))uy - zodx
Q Q
= /(f(t, C(t) —f(Cp ) ~z0dx+/(1/(C’,7L‘_1) —v(Ch(t)))uy - zdx
Q Q

+ /(f”(C’,?l) —v(CPNul — Vpj) - zodx.
Q

On simplifie par / v(Ch(t))uy -zodx, on ajoute et on retranche le terme / v(CrHu-zodx
Q Q
dans 1’égalité précédente, on obtient

/(V(C(t)) —v(CPH)u - zodx + / v(CPH(u — ) - zodx
0 v

= /Q(f(t, C(t)) — f(Cpr 1Y) - zodx + /Q(f”(C;;”_l) —v(CP ) — Vp}) - zodx.



91

Comme u — u? = zg + z, on aura
h 0 )

/Qy(c;;—l)zo-zodx:/g(y(og—l)—V(C(t)))u-zodx+/u(cg—l)z.zodx

Q
n / (£(1,C(1) — £(C3 ")) - zodx (3.154)

/Q<fn(cn ) = v(Cy g, — Vip) - zodx

On note I, I, I3 et I, respectivement les quatre termes du membre de droite de 1’égalité
(3.154).
Comme v est A-lipschitzienne alors par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient,

L] <[|v(CF7Y) = v(C )| 2y [all oo 0.7 10w ()91 Z0] 12 (0

<MICrt = C)l 2@y llall Lo 0,750 ()9 |1 20 L2 ()
On intercale Cj,(t) dans ||C;~" — C(t)||z2(0) et on obtient

11| <ACR = Cr()l 2@ 1l oo o732 () 1 Z0 | 20
+ MCw(t) — C(O) 2@l Lo 0,1:25 ()4 |20l L2 ()

Ainsi,

t— tn—l n n—
11| < AHu|lLoo<o,T;Loo(md)||zO||L2(Q)d( |G = G ey + 1Cw(E) — C(t)||Lz(Q)).

n

De plus, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

|Io| =

/ v(CF )z - zodx
Q

< V2HZHL2(Q)<1HZ0HL2(Q)d

et

1= | [ (600.000) = £ ) - uix
< (1, C(1)) — £(Cp ) sy 2ol 20y

On intercale f(C,(t)) et on utilise les propriétés de f pour obtenir

* t— tn—l n n—
13| < ¢, (1C(t) = Cu(t) || 2+ - 1CH = Ch Ml 2 ) |20l 220y

n

+ [[fo(t) — fo(tn)ll 22 ()ellZoll L2()e
et
|I,] = ’/ (O Y — v(Cruy — V) - zodx

< |f"(Cy~ 1) —v(Cy l)uh VpZHLQ(Q)dHZOHLQ(Q)d
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En regroupant toutes les majorations obtenues, 1’égalité (3.154) donne :

vil|zoll L2y SANCK(E) = CO)] 2@ llull L 075200 2)9)

t— Zfnfl n n—
+ A - 1Cy — Cy 1||L2(Q)||u||Lc><>(o,T;Lc>o(Q)d) + V2||Z||L2(Q)d

n

* * t—1n n n—
+ 1O = Ca®)ll 2@ + i, ——— Ok = G Iz + [1fo(8) = fotn)ll 2@

n
+[[E(Cy ™) = v(CF g = Vbl 2.
Dou, avec [[u — w2 < (2ol r2(0)e + [|12]| L2()e;

n 1
Il = whllza@ye <7 MIC(E) = COlz2@ [[allz= oz @

t— tn—l n n—
+ A - 1Ch = Cy 1HL2(Q)Hu”L‘X’(O,T;LOO(Q)d) + (1 + V2)HZ||L2(Q)d

n

* * t—th n n—
+ ¢, |C(t) — Cr(t)||z2) + cf, - ICh = Cr 2@

+[lfo(t) — fo(ta) |2y + I (CR ) — v(CR™Hug = Vb2

(3.155)
Comme u € L*>(0,T; L>(Q)?), on peut écrire
t—1,— " -
la =il 2 )a <crllCalt) — Ct)llz2) + ca— “(ICk = G iz + esllzl] 2y
+ eal[f () — w(Cr g = Vil egaye + esllfo(t) — fo(tn) [l 20y
(3.156)

Finalement, on utilise I'inégalité (3.153), on éléve au carré, on intégre entre ¢, ; et t, et
on somme sur n € {1,...,m}, pour obtenir

Z/ w—wmﬁmsdz/ [CA(t) — C) |2yt
t

+c”Z / (ot =D on - 1HL2(Q)dt+c”’Z / S (%t (3.157)

tn 1 K’VLETVLh
+§;/ [£0(t) — B2 .
n=1"tn-1

Ainsi, comme CJ — C'"! € H} done ||CP — C;?_lH%z(Q) <|Cr—Cr g,
= s, a1 — Gl + ¢S 3 (m7hKn)2+<mggf)

n=1 Kn€Tpp

tm
T / [£0(t) — 7 Fo |2l
0
(3.158)
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Majoration de l’erreur de discrétisation de la pression

On part de I'égalité (3.132) du lemme 3.33, on intercale le terme / v(C Hu(t) - vdx et

) Q
on obtient :

/ V(p— ) - vix = / (E(t,C (1)) — £(CPY)) - valx + / (W(CpY) — U(C()ut) - vdx
Q Q Q
+ [ ) = (o) - vax

/Q (F(CIY) — p(CPYYuf — Vpl) - vx.
(3.159)

Pour le terme a gauche de I’égalité (3.159), on applique la condition inf-sup (1.6) et on
majore les termes de droite de I’égalité (3.159) comme précédemment, ainsi on obtient :

n * t—tn n n—
P = phlie S [C(1) = Cal®)llz2@) + c,——— Gk = G Hlzz) + Ifo(t) — foltn)ll L2y

t— tn—l n n—
# A - 6 ey +1CH0) - OOl ) Nl

n

+ el — u(t) 2 + [E"(CR ™) — v(CF ™l — Vpjlz2)e.
Comme u € L>(0,T; L>=(2)?), on peut écrire

n ~ S t—1h n —
P — phlia <GllC() — Cr(®)lL2(Q) + & - ICh — Cr 2oy + Ifo(t) — foltn) |20y

+&lluy — ()]l 2ye + allf(Cy ) = v(CR Ty — Vphl|2o)

On éléve au carré, on intégre entre ¢, et t, puis on somme sur n = {1,...,m} et on
obtient

3 / - B ot <y / IC() = Cu®) Byt + 63 mlCl — Cp g
n=1"tn-1 n=1"tn-1 n=1
+ Z/ 1f(t) — 7ol 72 (qadt + ¢ Z/ [uy; — a(t)[|72(qadt
n=1"tn-1

+ C4ZTann (¢ 1) —v(C}~ 1) Vph”LQ(Q

n=1

D’ot, la majoration suivante de I'erreur de discrétisation de la pression

10— ph gy <EIC — Gy + &30 3 ( (o >2+<n;,Kn>2)

n=1 Kn€Tnhp
tm
+ellun — 20, 20 + / 1fo(t) — m-fol| 72 (qyadlt.
0
(3.160)

Finalement, on regroupe les majorations (3.158) et (3.160) pour obtenir la majoration
(3.150). O
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Le lemme suivant donne une borne supérieure de ’erreur de la concentration a l’aide
des indicateurs spatiaux et temporel et a ’aide de ’erreur de la vitesse.

Lemme 3.44 (Erreur de la concentration). Soient (u,p,C) et (u},p}, C}) les solutions
respectives de (V) et (Vo p2). Sous les hypothéses du Théoréme 2.9, on a l’estimation
d’erreur suivante : ¥n € [1, N], Vt €]t,—1,t,),

1d 2 - 2 2

S 1€®) = Cu®)lz) + 51CQ) = Cu®)li + rollC(t) = Cu(®) 2

<alglt) =g 2@+ D b g = gilliegeny +os D> ik, 2)
Kn€Tnn Kn€Tnn

(tn - t)2 T
Ta— 3 Z (Me,)” + csllun(t) —a(t) |72 e
n Kn€Tnn

(3.161)

Démonstration. D’apres P'égalité (3.138) et la définition 3.37, on a pour tout S € H}(Q),

(%(c — o), s) + a(V(C = C)(1), VS) + 10((C — Ch)(1), S)
= (R(Oh(t)),5> + (up(t) - VCu(t) —u(t) - VC(t), ) (3.162)
+ %(div uy(t)Cn(t),S),Vn € [1, N],Vt €]tp_1,ts],
On note
T = (wp(t) - VCu(t) — ut) - VC(b), S) + %(div W (H)Ch (1), S). (3.163)

1
On intercale dans T les termes (uy(t) - VC(t),5) et §(div uy,(t)C(t),S) et on obtient :

T =(up(t) - V(Cu(t) = C(t)),S) + (un(t) - VC(t),S) — (u(t) - VC(t),S)

1 1 (3.164)
+ §(div w, () (Cr — O)(t),5) + §(div u, (t)C(t), 5).
En prenant S = C' — C), et en tenant compte de la proposition 1.21, T" devient :
T = (un(t) - VC(1),S) — (u(t) - VC(t),S) + %(div u,(6)C(t), S). (3.165)
De plus, comme div u = 0, alors on aura
T = ((up — w)(t) - VC(?), S) + %(div (w, — W) (D), S). (3.166)
On effectue une intégration par partie dans le deuxiéme terme de 7', on obtient :
T =((un —u)(t) - VC(1), 5) = %((uh —u)(t) - VC(),5)
(3.167)

_ %((uh —u)(t)- VS, C(t)).
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D’ou,
T = %((uh — W) -VC(), S) - %((uh —w)(t)- VS, Cb)). (3.168)

Ainsi, 'inégalité de Cauchy-Schwarz L?-L3-L° pour le premier terme et L?-L?-L*> pour
le deuxiéme terme de 7', donne

1 1
7] < 5560 (un = W) (Ol 2@ | COlwra@)|STue + 5 1(an = W) (D)l 2@l Sl C(0)ll= @)
(3.169)
En prenant S = C' — C, dans 'égalité (3.162), on obtient

thHC Chllz2i0) + 0lC = Culi o +10lIC = CullL2() = (R(Cu(t)), ) + T. (3.170)
Or, en utilisant I’égalité (3.140), les inégalités (3.146) et (3.147), on obtient

(R(Ch), )| <llg = 9" Iz 1Sl 22) + 19" — 91, S — RunS)|

1/2 t, 1 1/2
o X hw?) IShate S (X 00k)?) ISha

Knelrnh n Knenh
(3.171)

Finalement, on regroupe les majorations (3.169) et (3.171), I’égalité (3.170) devient :

5 10— Cullia +alC — Culig + rollC — Callgey

1/2
s<s§>ug—g”|mm|0—chh,mc( S gn—gznim) C = Cilia
Kn€Thn

1/2 — 1/2
o X hio?) l0- o+ S 0k)?) 10 Gl

Knelrnh KnE'Tnh

1
+ §Sg||(uh —u)(t)[| L2(0)e| O (1) [wrs()| C — Chl1,0

1
+ 5 ln =)l 22@[C ()| () |C = Chlvg-

(3.172)
: : : a a ,
En appliquant I'inégalité (1.2) pour & = (SO) et & = g aveci= 2,...,6, on aura
1O~ Culliae) + 910 — Cull o+ 7ollC = il
3(53)° n 3 n_
< —=—=llg = 9"ty + ¢ > bk llg" = gill e
Kn€Tnn
3c 3¢ (t, —t)? .
T Z (M k0)? + W 3 Z (M)’ (3.173)
Kn€Tnn n Kn€Tnn
359
+ 4—6H(uh — W) () [ 72(a|C () 1)

+ Ell(uh — u)(t)||%2(md||C(t)||%oo<9).
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Ainsi, on obtient le résultat voulu. n

Pour majorer l'erreur de discrétisation de la concentration, il faut qu’on majore le
dernier terme de l'erreur donnée par I’équation (3.5).

Lemme 3.45. La solution exacte C' et la solution approchée Cy, vérifient la majoration
suivante :

f [ e = mcioats < [ i) - Guoads + > 3 Giw)t).

n=1 Kn€Tpnn
(3.174)
ou 7, est défini dans la page 18 et ¢ est une constante positive indépendante de T et h.

Démonstration. Soit n € [1, N], pour tout ¢ dans |t,_1,t,], on a
2
Ot) — mCht)fE g < ( (Dla + 1Ch(t) - cml@)
2
t, —t _
R T

2(\0(15) Cr(®)liq + (n n)QIC;?—C}Z‘l\iQ)-

On intégre entre t, 1 et t, et on somme sur n. L’estimation découle de la définition de
U [

t—1

n

Les lemmes 3.43, 3.44 et 3.45 permettent de montrer dans le théoréme suivant la borne
d’erreur totale correspondante a nos estimations d’erreur a posteriori.

Théoréme 3.46. Soient (u,p, C) et (uy, py, C}) les solutions respectives de (Va) et (Vi p.2)
et soit [-] la norme définie par (3.5). Sous les hypotheéses du Théoréme 2.9, on a l’esti-
mation d’erreur suivante pour tout m € {1,..., N} :

la—=wn L2020y + [P = ph||L20tm,H1(Q) [C = Ch](tm)

1/2
<c (Hg gy £ S S B gzn%z(m)

n=1 Kn€7’nh

FOAS S (O + O ) + 0 )

n=1 Kn€Tnn

tm 1/2
; ( J e —mfouizm)ddt) |
0

ot Cy et C7 sont des constantes indépendantes de h et T.

1/2 (3.175)
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Démonstration. On remplace (3.155) dans I'inégalité (3.161), on obtient :

(0%
HC Cnllzz) + 51C = Culiq +10ollC' = Cullzz)

2dt
<c(llg=g" 13+ Y. Wi llg" = il + D> (ko)
Kn€Thn Kn€Tnn
) (3.176)

(tn — t)2 T (t —tn1 ?
+—= Z (M ic,)? + l|2ll72 (e + ——5—
n Knenh "

+ [[f(Cph) — v(Cp VthL2 + [Ifo(t) — fO(tn)”%?(Q)d)

+al|Cu(t) = CO)lI12(0)

1Cy = Ch T

On note par

f: Rt - R
t = f(t)
tel que
Ot = c(lg = 9" 1720+ D hillg” = Gillien + D, (ko)
Kn€Thn Kn€Thn

(tn - t)2 T (t _ tn_l)Q n n—
+t Z (Un,Kn)2 + Hz||2L2(Q) + T“Ch -Gy 1”%2(9)

n

n Kn€Thn
+E(CRh) = v(Cy Yy — Vhl 2 iqya + [1fo(t) — o) 172 (a) -
(3.177)
On intégre l'inégalité (3.176) entre 0 et ¢ et on obtient :
1
LICW) — Cult) ey + / C(r) = Cu(r) gddr + 70 / IC(r) = Ca(r) gy
/ f(r dT+c/ 1C(r) = Co(r) 22yl
(3.178)

On désigne par f la fonction :

_ /Otf(T)dT

Ainsi, en appliquant le lemme 1.5 de Gronwall-Bellman pour

1
0(0) = 5100 ~ e + 5 [ 106) = G adr 70 [ 10 = Chir) i

et ~
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on obtient :
y(t) < f(t) + Eexp(ET)/O f(r)dr. (3.179)

Soit 7 entre 0 et ¢, f étant croissante, on a

fr) < f).
Do, Iinégalité (3.179) s’écrit -
y(t) < f(t) +tcexp(eT) f(t).
Pour ¢ = t,,, on obtient
Y(tn) < (1+ Teexp(eT)) f(tn) < Crf(t). (3.150)
Or,

= /Otm f(r)dr = i

n=1Ytn-1

D’ou, on obtient

F(tm) = c(llg = mrglioopmmzon + D D Tl 9" = giliegey + D D ik,

n=1 Kn€Tun n=1 Kn€Tnn

Z Z M fc.) +ZTnHZHLz at 3 ZTnHC” Ch e
n=1 ETnh n=1

+ ZTann(C;f—l) v(Cr g = Vpil2aqye + o — mofoll72 (04,0 0200)) -

oo|+—n

Comme

IG5 = Ch M Ee) < ICH = CRlig
et en utilisant la majoration (3.153) de ||z, on a
I2][72 e + I£7(CR 1) = (G Huh = VPhlIZa@pe < (0 50,1)%

et d’aprés I'inégalité (3.180), on obtient finalement la majoration suivante :

|C(tm) = Cltm) |72y + llC — ChH%Q(O,tm;H&(Q)) +2r0[|C = CullZ20.4,.22())

< c(ng—w||ia(0,tm;m(m> £ ke llg” - g e

n=1 Kn€Thn

Y Y [ (nm >2+<nz,Kn,1>2)+<n;,Kn>ﬂ+Hfo—mfo\|iz(0,tmmd>)-
n= 1Kn€Th
(3.181)

Ainsi, en regroupant les inégalités (3.181) et (3.150) et en utilisant le lemme 3.45, on
obtient le résultat voulu. O]
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Lemme 3.47. Sous les hypothéses du Théoréme 2.9, les solutions (u,C) et (up, 7.Ch)
des probléemes (V) et (Vin2) respectivement vérifient l'inégalité suivante pour tout m €

N}

H— C Ch —|— u-VC — uy - VT('.,-C}L — 1leuhﬂ'TC(h + 7“0(0 — 7T.,-Ch)

L2(0,tm;H—1(2))

- C(Z Z [Tn(UZ,Kn,Q)Q + (n:an)Q] + [lg — WTQH%?(O,tm;L?(Q))

n=1 Kn€7’nh

m tm 1/2
£ S il =kl [ 160 - Cuads)

n=1 Kn€7;Lh

(3.182)

ou ¢ est une constante qui ne dépend pas de T et h.

Démonstration. On part de la troisiéme équation de (V3) : pour tout n € [1, N], pour
tout t €|t,_1,t,]

(%C(t),S) +a(VC(t),VS) + (u(t) - VC(t),S) +ro(C(t),S) = (9(t), ),

ou S € HJ(Q) N LX(Q).

Les hypothéses du Corrolaire 2.10 impliquent que cette équation a un sens aussi pour
S € H Q).

On rappelle que 7,C(t)|j¢,_, t.] = Cp- On intercale Cy(t) dans le premier terme, 7.C (1)
dans le second terme, uy(t) - Vr,.Cp(t) dans le troisiéme terme et m,C),(t) dans le qua-

trieme terme et on intercale le terme §(div uy, (t)mCp(t), S), on obtient ainsi en utilisant
'équation (3.141) :

( aat(c CW)(1), s) +a(V(C = mC) (1), VS) + (u(t) - VO(E) — up(t) - Vi, Ci(t), S)

+1o((C — 7,.Ch)(t),S) — %(divuh(t)ﬂTCh(t), S)
= (9(0).8) ~ (2Cul1). 8) — a(Vm (). VS) — (wn(0) - T Cul), )
— ro(mCi(t), §) — %(divuthCh(t), s).

On utilise la définition de R"(C}) donnée par (3.141) pour obtenir 'égalité suivante :
815(

Fro(C — mCh)(8), S) — %(divuh(t)m(]h(t), s)
= —a(V(C = m:Cp)(t), VS) + (g(t) — gt + RM(Ch) (1), S).

(5~ C0.5) + (o) V€)= w() - Tn.Co(0), 5)
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D’ou,

H— C Ch (t) . VC(t) — uh(t) . V?TTCh(t) -+ T’o(C - 7T7—Ch)<t> — %divauh(t)ﬂTCh(t)

H=1(Q)

1 0
Ses;llp HSHHl KE(C —Ch)(t) +u(t) - VC(t) —uy - Vi, Cu(t) + 1o(C — m.Ch)(t)

_ %divuh(t)mOh(t), s)}

< sw —a(V(C = m,Cp)(t), VS) + (g(t) — gt + R"(Ch)(t), S)
- SeHi(Q) 151 z3

Pour le premier terme du second membre de I'inégalité précédente, on a
[(V(C = m-Ch)(t), V)| < [C = m:Crl1,0] S| 0

Pour le second terme, en utilisant la méme démarche que dans le lemme 3.38, on intercale
g" et on obtient

(g(t) — 9" + 9" — g + R"(Ch)(1), S) = (g(t) — ", S) + {¢" — g + R"(Ch)(t), S — Sh),
ou S, € Yn,h-

D’ow, en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant 'inégalité (3.146), on
obtient

[(g(t) = g" + g" — gr + RM(Ch)(1), )| <llg(t) — g"I 2@ IS lz2) + 19" = grll2@llS = Sullrze

1/2
+c( 3 (n,’z,Kn,QF) Slo.

Kn€Tnn

On prend Sj, = R,,;,C et on utilise I'inégalité suivante (a + b)* < 2(a? + b?), on obtient

H— C Ch (t) . VC(t) — Uy * V?TTCh(t) -+ T’Q(C — WTCh)(t) — %divuthC'h(t)

H=1(Q)

1/2
Sc(|c—mch|ig+||g<>—g o+ 3 Rllg” — gy + 3 <nz,Kn,2>2) .

Knenh Knelrnh

On intégre par rapport a t sur |¢,_1,t,| puis on somme sur n allant de 0 & m. On utilise
le résultat du lemme 3.45 et on obtient finalement le résultat voulu. O

Le Théoréme 3.46 et le Lemme 3.47 résument notre estimation d’erreur a posterior:
qui donne une borne supérieure globale, en utilisant les indicateurs définis par la définition
3.40.
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3.3.4 Efficacité des indicateurs

Dans cette section, on montre 'efficacité de I'estimation d’erreur a posteriori, cela peut-
étre fait en délimitant localement chaque indicateur avec I’erreur entre les solutions exactes
et numériques. Ses bornes sont appelées bornes inférieures de l’erreur.

Pour accomplir la preuve d’efficacité souhaitée, on introduit des approximations f;' de f"
et v, de v comme suit :

On approche la viscosité v par une constante sur chaque triangle K, : On définit 'opéra-
teur v, sur LP(K,) par

1

§€LP(Ky), vk, = & S

v(E(x))dx.

Cet opérateur v, vérifie les propriétés suivantes :

e Pour tout £ € LP(K,,), d’aprés 'inégalité (1.12), on a :

vy < vp(€) < . (3.183)

e Pour tout &1, & appartenant a l'espace LP(K,,), comme v est A-lipschitzienne, on a :
A
(&) = il < T [l — Gl (3.184)
n K,

e Pour tout &, & appartenant a l'espace LP(K,), on a :

v (&1) — va(&2) ey < All& — Sallr(k,)- (3.185)

De méme, on approche la fonction f* par une constante sur chaque triangle K, : On
définit 'opérateur ' sur LP(K,,) par

1

vE e LP(Ky), £k, = 7]

f(£(x))dx,

f]' vérifie les mémes propriétés que celle de la viscosité v, cité précédemment.

Remarque 3.48. Il est important de noter que f]' et v, sont dans Py(K,) sur chaque
triangle K,, ainsi on peut utiliser les propositions 3.2 et 3.3 qui tiennent sur les fonctions
polynomiales

On commence par la majoration de I'indicateur 7],z :

Théoréme 3.49. Pour tout n € {1,..., N}, on a l’estimation suivante :

roN2 .
(1) < €(1C = CullZeq s st nyy + 1€ = 7eChll e,y pusi ) (3.186)

ol ¢ est une constante indépendante de h et 7.
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Démonstration. On part de la définition (1.17) de C}, et celle de 7.C}, dans la page 18 tel
que pour tout n € {1,--- , N} et pour tout ¢ € [t,_1,1,],

Ch(t) — mCo(t) = 1

=(Ch =Gy,

Tn

d’on, en intercalant C'(t) dans le membre de gauche de 1’égalité précédente, on obtient

' t—

2 V(Cr = Cr ) (x)] < IV(C = C)(t,x)| + [V(C = 7,Ch)(t,x)|, Vx € Q.

T

On utilise I'inégalité (a+b)* < 2(a®+b?) et on intégre sur chaque triangle K,, du maillage
Ton, o1 &

t—1n ? n n—
( ) 1Cr — 2 e <2 (100 — GO e, + 1C() — 1 Ch(D)2 )

Tn

On intégre sur t entre t, 1 et t,, on obtient le résultat voulu :

- 2
(nn,Kn) <6 (HC - Ch”%?(tn_htn;Hl(Kn)) + HC - 7TTCh||2L2(ztn_1,1tn;H1(Kn))) :

D’ot, on obtient le résultat voulu. O]

. . . . . h h 9
Dans ce qui suit, on majore les indicateurs 7, x, ; et 0, g ,. Tout d’abord, on com-
mence par la majoration de 7/ . ;. On note que dans le théoréme ci-dessous, le terme
ol |Cp — Cp M| 12 est majoré par Dindicateur (1] . )2

Théoréme 3.50. Pour toutn € {1,--- N}, on a

2 . n _
(M) < C(HC = CullZar, sz iy + TllCF = O IT2 (k)

= williag, ey + I1V(C) = vn(C) 22, 2o (3.187)

+|lp — Ph||%2(t,L,1,tn;H1(Kn)) + ||fo — 7TTf0||L2(tn_1,tn;L2(Kn)d)

AR T Ra—

ol ¢ est une constante indépendante de h et T.

Démonstration. On commence par majorer le premier terme de l'indicateur (nn Kol ) :
En partant de la premiére équation de la formulation variationnelle continue (V},52) et

I/(C(t))u’,;”-vdx,/f{;(C}j_l)-vdx et/l/h(C’;f_l)uh-vdx, on
0

en intercalant les termes /
Q

Q
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obtient, en utilisant que u,(t) = u}!, pour tout t €|t,_1,t,),

/Q (E(C2Y) — 1 (CPY)uf — V) - vilx

- / (F°(Cp ) — £(t,C(1))) - vx + / V(p—pa)(t) - vdx + / (Fr(CpY) — (L)) - vilx
+ /Q(V(C(t)) —v(Ch(t))uy - vdx + /Q v(C(t))(u—uy)(t) - vdx

+ /Q(V(C,’Z_l) —up(Cr Nl - vdx + /(V(Ch(t)) —v(CP )} - vdx.

Q
(3.188)
On prend v égale a v, dans ’égalité précédente avec
_ [ @(CT) —w( G = Vi), sur Ky
VEn = { 0 sur Q\ K. (3.189)

Il est important de noter que vk, est une fonction polynomiale grace aux définitions de
' et vp,.
On obtient ainsi,

/ (£ (Ch™1) = va(CR gy = Vipi)* - e, dx

n

= [ e o) vidxs [ V- m)-vidx

Kn

[ Eer - vidx k[ (00) - o) v dx

n

n / V(C(1))(u — w)(t) - Vi, dx + / (W(CPY) — m(C 1)) - v, dix
+ /K (v(Ch(t)) — V(C’,’:’l))uﬁ Vg, dX.
' (3.190)

Le membre de gauche de I'égalité (3.190) est exactement ||(f2(C7 1) — v (CFHup —
Vpﬁ)w%fH%Q(Kn)d et est minoré par |[ff(C7 1) — v, (C7~Hul — VpZHQLQ(Kn)d en utilisant la
Proposition 3.2.

On note les termes de droite de 1’égalité précédente par I4,...,I; respectivement. On
commence par majorer [; en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, d’ou

L - / (E7(CIY) — £(t, C(1)) - vie, dx

n

< £7(CR 1) — £, CWO) 2y IVl 2 ac,ya,
On intercale f(C(t)) puis on utilise les propriétés de f et on obtient

t— tn—l

11| < ¢, ([[C(t) = Cr(@) | 2 (xc,)+ 1CH = Cr Ml 2 e IV 2250y

n

+ [fo(t) — fo(tn)ll 2y IV R I 22 (102 -
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Pour majorer I, et I3, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ainsi

|| =

/ Vi(p—opn)(t) - vk, dx

n

< |p = pulir, Vi, 2250y

et

Bl = [ (6 = () v
< IR = £ sl g
On passe a la majoration du terme I4, on intercale u et on obtient
L= [ () = v(Calt)u - v, dx
= [ (C®) ~ GO, - ule)) - vic dx
+ [ 010w) = rCHE))u(d) - v, dx.
On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz et comme v est A-lipschitzienne, on obtient

L] < (vo—v)llug —u(®)l| 2 (s, [Vl 22+ A C ) = Cr() | 2 e M) | oo (a6, 1V i | 226,00

Pour majorer I5, on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz et comme v vérifie I'inégalité
(1.11), on a

[I5| =

/ v(C(t))(u—up)(t) - v, dx

n

< valju(t) = wn (@)l 2l Va2 e

Pour le terme I, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz et on obtient

I = / W(CE) = vh(C N - v, dx

n

< Iw(CR™) = (ORI gy Vi N 2,0

On termine par majorer I, on intercale u et on obtient
I :/ (W(Ch(1)) — v(CF )} - vy, dx
= [ W(Cu0) ~ (O )~ u(t) - vic, dx

n

+/ (v(Ch(@t)) — v(CFYu(t) - vi, dx.
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On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les injections de Sobolev et comme v vérifie
I’Hypothese 1.7, on a

t— tnfl

7] < (vo—w1) |lap—u(t) || 2k ) |V | 22052+ ICH=C N r2cremy 1l oo gy |V i 22 6,y

n

Pour majorer vg, , on utilise la proposition 3.2 et le fait que 1/1%(” < Yk, comme Vg, <1,
d’ou
Vi le2enya < ellff (CR7) — vn(CR g = V|2 gic,e,

ou ¢ est une constante indépendante de h.
Ainsi, en regroupant les majorations précédentes, I’égalité (3.190) donne

155:(ChY) = wn (G ug = Vil 22,
_ t— tn—l n n—
< C(Hc(t) — Cu(®) 720,y + ( - PICE = Cr e,y + 0 — puli g,
) P T (3.191)
+ [u(t) = an(®) 720,y + 1 ((CR7) = vn(CR )R 172k, )a

e f“(Gﬁl)HiQ(Kn)d),

ou ¢ est une constante indépendante de h.
Pour la majoration du premier terme de (1 ;. |)* défini par (3.149), on utilise I'inégalité
triangulaire et on aura

I£(Ch=) = v(Ch =y — Vi [Tz, )
< 5 (CR Y = vn(Cr g = Vol 2a e + [ ((CR7Y) = vn(CF ™)) uh (172, e
+[IFHCy ) - fn(CZ_I)H%z(KH)d

On désigne par €k, la quantité
e, = (WL = (G )R, o
On ajoute et on retranche v(Cy ')u et v, (C; ' )u dans gk, et on obtient

ex, <IV(CR ) (uy —u(t) — v (Cy ) (wh — a(®) 12, o
W) = (G ) u®) 22, e

Pour le premier terme du membre de droite de l'inégalité précédente, comme v et vy
vérifient les inégalités (1.12) et (3.183) respectivement, alors

I (Cr ) (wy = u(t) — va(Cy ) (wh — ()2 sc,y0 < (1 + o) uy — ()2, e

Pour le second terme, on intercale les termes v, (C)u et v(C)u, on obtient

I(CR™Y) = v CRm N Iz2 1,0 < 1 (C @) = va(CRAB 22,y
+H@(CE) = vn(CONub72 0 + I ((CE) = (CE)(D) T2, o
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On intercale vy, (Cy(t)) dans le premier terme et v(C(t)) dans le dernier terme de 'inégalité
précédente. On utilise le fait que v et v, sont lipschitzienne et u € L>(0,T; L>(Q)?), on
aura

ei, <E(IC = CulOly +
+H(C®) = vn(C L2k
On désigne par €k, la quantité
ek, = I5(C7Y) = £ (CR ™) L2, -
On ajoute et on retranche £"(C(t)) et £7(C(t)) dans €k, et on obtient

ek, < I/(CL7Y) = f(C )l 2(xe + IR (C (1)) = £ (CO) 220,
+IE"(C(#) = £(Ch 2 ye-

t— Zfnfl

2
) 18— CF Ry + 10(t) — wi(®) e

(3.192)

On déduit des propriétés de £ et f]' que

ek, <G = COllzaqy + IER(C (1)) — £ (CO) 2,
+1C() = O M2,

On intercale Cy(t) dans le premier et le troisiéme terme de (3.193), on obtient donc

(3.193)

B < c(||o<t> — Cult) oy + I (CD) — F(CE) B

(tn—l — t)2 n n—
e T

n

(3.194)

Ainsi, on obtient finalement la majoration du premier terme de l'indicateur (1} . |)*
I£"(Ch=) = w(Cr ™My — Viill72 )
2
<e(160) = Oy + (27) 168 - G By
+ () = w72, 0 + 1P(CE) = va(CED T2 + [0 = Pl i,

+lfo(t) — fo(ta) 72 (sc,e + 1E7(C (1) — f”(C(t))lliz(md).

(3.195)

On passe maintenant & la majoration du deuxiéme terme de I'indicateur (nf . )%

Pour K, fixé, on définit

~f (divup)vg,  sur K,
I = { 0 sur Q\ K. (3.196)
On utilise que Vg, -u(t)dx = 0, donc, Vg, - (u—up)(t)dx = Vg, -up(t)dx
K Kn Kn

/ Vg, (u—uy)(t)dx = / gk, divupdx — Z / (up, - n)gg,dx| ,
n K’n

en€dK,NEL, V"
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Or ¢k, |e, = 0, on obtient ainsi,

2
Iivuganlza e, < la(t) = w0l s, ilar, |1k
On utilise les deux inégalités de la proposition 3.2, on obtient
Idivug 12,y < i, lat) = wn ()l 20,2l 2o - (3.197)

Or, en utilisant la proposition 3.2, on a

lax, I22x,y < clldivuyg||z2(x,,),
d’ou
[divug |72,y < chid lu(t) = wn(t)]122 (a0 (3.198)

ol c est une constante indépendante de hg,,
Ainsi, en multipliant par h2 , on obtient la majoratlon du second terme de (nn Kml)2 :

Wi Jldivup |7 e, < cllu(t) — un(t)| 72, yo- (3.199)

On termine par la majoration du dernier terme de l'indicateur (n) x ), c'est-a-dire
he, |65 117 (en)» OU €n est une aréte (en d=2) ou une face (en d=3). Ce terme existe lorsque

K, NEL, est une aréte (en d=2) ou une face (en d=3) noté par e,,.

On définit
e = { o gzn%n) susru;r){(lzn. (3.200)
Comme le support de g., est K, donc Vg, - u(t)dx = 0, et donc Vg, - (u —
Ky Knp
u,)(t)dx = — Ve, - up(t)dx, ainsi en effectuant une intégration par parties,

Ky
i qun~(u—uh)(t)dx—/ e, divuy, dx—/ A" e, dx
donc, n

oo = [ (@0 = [ audivdix- [ . aw)(tax

Ainsi, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz et on obtient

1652022 172y < Ndivag] 2 e, 2, + () = wn(E)] 22,y lgen 1,

’IL

On applique les inégalités de la proposition 3.3 et on aura :
15 72,y < Elhelldivag | e, + he 2 a(t) = wn(®)l e (65 Cenll 2y, (3:201)

ou ¢ est une constante indépendante de h.
D’aprés l'inégalité (3.2) et comme |i,, | < 1, on a

165" Ve, z2eny < N5 el llrcen) < clldh lz2(en),
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on applique I'inégalité (1.2), puis on multiplie par h,,, ainsi on obtient la majoration du
dernier terme de lindicateur (1! ;. 1) :

he, 105" 122 e,y < elhe NIdivVUg|IZa ) + lu(t) — wa()l|72 00, (3.202)

ol ¢ est une constante qui ne dépend pas de h.
Pour obtenir le résultat du Théoréme 3.50, tout d’abord, d’aprés les inégalités (3.195),
(3.199) et (3.202), on a

(UZ,Kn,l)Z
< c(|C’(t) — Gk, + ( -
+llu(t) = wn(®)l 72,0 + 1V(C(#) = vh(CE) 2, + [P — Pn

+ o) — fo(ta) 72 (s, + 17 (C (1) — f"(C(t))lliz(Kn)d)

b1 —t\2 n n—
) I = G e,

2
1,Kn

Alinsi, en intégrant entre ¢,,_; et t,, 'inégalité précédente, on obtient le résultat voulu :

2 n n—
Tn (UZ,Kn,l) < C(HC - Ch”%2(tn—17tn§Hl(Kn)) + T"HCh - Ch 1”%%1{")

=l e, greacn +1V(0) = Oz, ez

+llp — ph”%?(tn_htn;Hl(Kn)) + [|fo — 7TTf0H%Q(tn_l,tn;LQ(Kn)d)

AR C T R—

(3.203)

]

Remarque 3.51. On remarque qu’on n’a pas hr, devant le premier terme ||f*(C; 1) —
v(CpHup — VpZH%Q(Kn) dans Uexpression (3.145) de lindicateur en espace (n) x 1)
parce que, tout d’abord, lorsqu’on établit la borne supérieure de [’erreur, on avait comme
fonction test une fonction dans L? et on voulait & droite une majoration en norme L?* de
la méme fonction, d’ot on n’a pas introduit la fonction test vy, ainsi on n’a pas a majorer
le terme ||V — V4| 12(q), qui par le choiz de vy, fait apparaitre h (voir la définition du résidu
Ry dans le lemme 3.33). Au contraire, pour la majoration du résidu R"(Cy) (voir lemme
8.41 pour la magoration de R"), o on choisit une fonction test Sy, qui fait apparaitre un
h dans la majoration.

Inversement, lorsqu’on passe a établir I’éfficacité de lindicateur, comme les majorations
sont dans L* (voir les majorations Iy,--- ,I; dans la démonstation du théoreme 3.50),
["inégalité inverse ne joue pas un role dans la majoration, d’ot on n’avait pas besoin d’un
hg, pour y compenser le hl}i de linégalité inverse pour avoir l'optimalité.
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Théoréme 3.52. Pour tout n € {1,--- , N} et pour tout K,, € Tpn, on a

Tn(nZ,KnQ)z

( 9,
< |[5;(
ot
tn
+/ C = 7:Chl ae. + P 9 = TrgllT2 inn2eny T+ Tl 197 = 92”%2@1@1))'
tn—1

(3.204)

1 2
€= Cp) +u-VC = ;- VO = Sdivwi Gy +10(C = )

L2(tn—1,tn;H 1 (AK,,))

ot ¢ est une constante indépendante de T et h.

Demonstmtion On part de la troisiéme équation du probléme (V5), on intercale le terme
1

(9" + g5, — —(C” Cy Y —up - VCOp — 2divuZC” +1oCp, S) et a(VCy,VS), ainsi en

appliquant la formule de Green pour o(VC7', VS), on obtient :

/ (€~ C(D)Sdx +a / V(C(t) — C) - VSdx + / u(t) - VO()Sdx

Q

1
/ u' - VO Sdx — - / divulCrSdx + g / (C(t) — C)Sdx
Q 2 Q Q

{/ )de—i—/n(g" — gp)Sdx (3.205)

M

Kn€Tnn
1
+ / (g7 ——(Ch Ci7h) = uh - VO = Sdiva Gyl = roC + aACK) Selx
(6]
-5 > [VCr -], Sds|.
enGBKnHS’ én

N.B : on a intercalé g; pour la méme raison donnée dans la remarque 3.48.
On prend S = Sk, dans I'égalité précédente, tel que Sk, € Hi(K,,), avec

1 1
(9F — (G} = Ci) = uj - VC! = SdivuiGy = 1oC + aACR)ine,  sur K,

Sk, = Tn
0 sur Q\K,.
(3.206)

On obtient ainsi,

1 1
/ (g — T—(C’ﬁ — C’,?*l) —up - VC} — édivuZC’}Z —10C + aACH) g, dx

n

_ /K n%(C—Oh)(t)SKndera / V(C(t) — CF) - VS dx + / u(t) - VO()Si, dx

n n

1
_ / uy - VO Sk, dx — 5/ divuyCy' Sk, dx + ro/ (C(t) — Cp)Sk, dx

—/ (9(t) — g") Sk, dx —/ (¢" — g Sk, dx.
n n (3.207)
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On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura

2

1
H( — —(Ch Cnh —up - ver — v Gyt — oGyl + aACP YL
L2(K,)
1 : n mn n
H— C Ch ) (t) . VC(t) — LIZ . VC;: — §d1V11hCh + To(C(t) — Oh) ’SKnyl,Kn
H-1(K)
+a|C(t) — Oyl Sk, k, +119() — 9" |2 1Sk, | L2(k0) + 119" — gl L2 Sk | 22 (k) -
(3.208)
On applique les inégalités de la proposition 3.2 et comme |k, | < 1, on aura
n 1 n n—1 n n 1 : n,om n n ?
gh - _<Ch - Ch ) - uh * Vch - —lelthh - TOCh + OéACh
n 2 L2(Ky)
8 1 : n n mn
<c h —(C' =Cp)() +u(t) - VC(t) —uj - VCI — =divu; C}' + ro(C(t) — C})
ot 2 H=1(Ky)
X 1Sk, 2,y + hig 2l C () = Ol ke, | S |26,
+1l9(t) = 9" 2w 1Sk 22y + 19" — gnll L2 (k) SKn||L2(Kn)>-
(3.209)

On factorise par ||Sk,||r2(x,) et on utilise la premiére inégalité de la proposition 3.2, on
obtient

1Sk, ||L2 (Kn) < callgn — T_(Ch Cy 1) —uy - VO — dlvuhch —10Cy + aACy ||L2(Kn)’

on éléve au carré et on multiplie (3.209) par k7 , on obtient

2

1 1
Wi g — —(Cp —Cp ') —up - VO — §divuZC,7f —19Cy + aACY
Tn L2(Kp,)
a n n 1 : n mn mn ?
H=1(Kn)
+a®|C(t) = Chli g, + Wi lg(t) — " T2k + ik, 19" — gﬁlliz(xn>)-
(3.210)

D’ou, la majoration du premier terme de (9} . ,)?.

Pour la majoration du deuxiéme terme de 'indicateur (772 Kn,2)2’ on prend dans I'égalité
(3.205), S = S, avec

S, = { L. (a[VCF -l ) sur K,UK) (3.211)

0 sur O\ K, U K.
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ou K, et K/ sont les éléments de 7,, qui contiennent e,. On obtient ainsi,
o [ 196 ni2 v, ds
€n

Tn

1 1
- / (g;; (OO ) - VO — —divalCl — 1O aAc;;) S, dx
KoUK, 2
0 1
- / ( SH(C = O (1) +u(t) - V() — w - VOF — SdivufCy +ro(C(t) — 0;;)) S, dx
KnUK]},

+ / (g(t) — g")Sdx + / (¢" — gi)Sdx + a / V(C(t) — C7) - VS, dx.
KoUK, KoUK,

KoUK/,
(3.212)

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

o[V C: - nle, 22

en ||L2 (en)

<

1
- —(ch Cit) = uj - VO, = SdivwCf — oGyt + aACy

||Sen ||L2(K’ILUK’£L)
L2(K,UK})

H— (C = C)(t) +u(t) - VC(t) — u} - VO — %divuZC’,’f +ro(C(t) — O

|Se. |1,k 0UKT,
H=Y(KnUK],)

+ ||9 ) g ||L2 1r<nuK')||Sen||L2 K,UK7) Tt ||9 - 9h||L2 K,UK}) ||Sen||L2 (KnUK?)
+a|C(t) = Oyl k.0 [Sen |1, 0K7, -

(3.213)

On applique les inégalités de la proposition 3.3 et le fait que 1/)§n < ., 1l en résulte que :

la[VCE - e, 172

X ||a[vc;; ‘e, (12,
1
+h, 1/2|| H(C = C)(t) +u(t) - VO() = uj - VO = Sdivaf,Cf +ro(C(1) -
XIIa[VCh~ nle, || z2(ea)

+ RPN g(t) = ¢ 2oxy |1V O 0o, | L2(en) + RPN ™ = g1l c2(xavrery |a[V Chr -

+ah P1C(t) = Cp oy |0V R - nle, (22,

Cillrg renvrey)y

nle, || 22(e,)
(3.214)

On simplifie par ||a[VC} - nle, || 12(,), on multiplie par A, puis on éléve au carré, on
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obtient la majoration du second terme de (TIZ Kn,2)2 :

enHa vch n]enHLz
2

1
H‘— (C = C)(®) +u(t) - VO() = uf - VO = SdvwiCf + ro(C(1) — CF)

H-1(K,UK?)
+hZ llg(t) — 9”“%2(Knu1q) + 02 9" - g}TZLH%Q(KnUK;L) +o?|C(t) - CfﬂiKnUK;L] :
(3.215)

Finalement, en regroupant les majorations (3.210) et (3.215) et en intégrant entre t,,_; et
t, sur t, on obtient le résultat voulu.
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Chapitre 4

Simulations numeériques adaptatives

Afin de valider les résultats théoriques présentés auparavant, on exploite des résultats
numériques en utilisant le logiciel Freefem++-. On s’intéresse a ’adaptation du maillage
qui consiste essentiellement & modifier un maillage afin qu’il distribue équitablement ’er-
reur associée a une solution sur I’ensemble du domaine de calcul. Ainsi, pour rendre la
résolution efficace, autant au niveau de la charge de calculs a réaliser qu’au niveau de la
précision, on adapte le maillage afin de traiter avec plus de soin les parties du domaine
ou la solution présente de fortes variations.

On considére une géométrie simple 2, un carré; dans la suite on va faire deux types de
calculs : le premier calcul sur un maillage uniforme ot chaque aréte de €) est décomposée
en N segments et ainsi 2 est décomposé en 2N? triangles et un deuxiéme type de calcul ol
I’'on part d’'un maillage initial uniforme et o1 on va ensuite utiliser les estimateurs étudiés
dans ce mémoire et la fonction d’adaptation de maillage proposée par FreeFem+—+ pour
produire des maillages bien adaptés. Afin de pouvoir mesurer les erreurs pour le premier
et le deuxiéme schéma, on effectue des simulations numériques dans lesquelles on connait
des solutions exactes u, p, C.

On présente respectivement le premier schéma et le deuxiéme schéma, ainsi que leurs



114

indicateurs correspondants :

(

Sachant que C’,?_l € Y_1.n, Trouver (uf,p) € X, pn1 X M, 51 tel que Cf =0,

Vvy € Xpni, /V(C’,?_l)uﬁ-vh dx —/pﬁ(div vy)dx = / fr(CrY) - vy, dx,
Q Q Q
Vg, € Mypa, / qn(div up)dx =0,
Q
(Vn,h,l)
Sachant que C’,?*l € Y,_14, Trouver C} €Y, 5, tel que
n _ ¢cm—1
VShEYnyh, /M&ldx +Oé/VC;?VSth —|—/(uZVC,?)Shdx
9) Tn Q Q
—H“o/ C’,?Shdx :/g”Shdx.
\ Q Q

Les indicateurs correspondants au premier schéma sont les indicateurs locaux en espace
nZ,Kml, 7727[(”72 et 77271(”73 pour tout n € [1, N] et pour tout K,, € T, :

mn n— n— n 3 1 3
(nZ,Kml)Q = h%(n £ (Cy, - v(C, Dup - Vth%?(Kn)d + B Z he, I[P, - n]en||2L2(en)a
en€OKnNEL
(4.1)
(1 t,.2)° = i, [ 70t (£ (CR ™) — v (G up) 172, e
1 n(m— n1y n 4.2
D DR | (e (e s T S M AP
en€OKnNEL
n 1 n n— n n mn mn
(nZ,Kn,S)Q =hj n||9 - T_(Ch - Cy 1) —u; - VO —roCpy + aACy ||%2(Kn)
1 mn
b5 halloVOE nl, e,
en€OKnNEL
ainsi que l'indicateur en temps :
(Mmrc,)? = TallCh = G (4.3)
et
( Sachant que C’Zf*l € Y14, Trouver (up,py) € X, na X M, potel que
vVh S Xn,h,27 / I/(C}?_l)uz *Vp dx + / sz *Vi dx = / fn(cf?_l) TV dX>
Q Q Q
Van € My, p2, / Vg -updx =0,
Q
(Vn,h,Q)

Sachant que C}Z‘l € Y,_14, Trouver C} €Y, j, tel que
cr — C«n—l
VSy € Yo, / —h__—h G, dx —|—a/ vy -V S,dx +/(u2 -V O} Sy dx
Q Tn Q Q

1
+—/div (up) Cy Spdx +r0/ Cy - Spdx :/g"Shdx.
\ 2 Ja Q Q
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Les indicateurs correspondants au deuxiéme schéma sont les indicateurs locaux en espace
n k.1 €t 1 g, o pour tout n € [1, N] et pour tout K, € T :

(ne,.1)* = (O =GR D=V oot R v Willfeey+ D healli [Zagen),
en€0K,NEL,

(4.4)
n 1 n n— n n 1 : n n
(UZ,an)Z :h%an - T_(Ch - Cy 1) —uy - VO — §d1v u, C,

n n ]' n
— o0+ A Ty + 5 DL hell0VER 0l e,
en€OKnNEL,

ainsi que l'indicateur en temps :

(nnxc)” =Tl CF = LMl -

Les indicateurs ci-dessus différent légérement des indicateurs utilisés dans la partie théo-
rique ; ils sont plus simplement implémentés car ils ne font pas intervenir les approxima-
tions polynomiales 7', v, et gj.

De plus, on note par

= (nﬁ,Kn>27 (4.5)

Kn€7—nh

2
77’7: Z Tn(ﬂZ,sz‘) ’ VZ € {17"'73}7 (46>

Knelrnh

et pour le premier schéma

N
D, - Zm(uuatn)r\%m)a o) o + rch<tn>|%,Kn). (4.7)

n=1
et pour le deuxiéme schéma

N
D=3, <||uh<tn>||%z<Kn>z o) g + |ch<tn>|%,Kn). (4.8)

n=1

Ainsi, on définit I'indicateur d’erreur temporel relatif

N N\ 1/2

E, — (2"—0”> L Vie{l,...,3), (4.9)

D;

les indicateurs d’erreurs spatiaux relatifs
N A\ 1/2
By, = <Z"D;0’7> , Vie{l,...,3}, Vje{1,2}
J

et 'indicateur d’erreur total relatif pour le premier schéma est

Etotale = ET + Eh1 + Ehg + Eh37 (410)
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et pour le deuxiéme schéma
Eiotate = E7 + Eh1 + Ehg‘ (411>
On note par £, l'erreur relative de la vitesse, par E, I'erreur relative de la pression, par

E¢ et E. les erreurs relatives de la concentration, et par err 'erreur totale relative entre
la solution exacte et la solution approchée.

e Pour le premier schéma :

o (2,7:1 Tol[Uea (tn) = wn(En) (|72 n)Q)l/Q (412)
S Tallun(t) 22, ’
o (25_1 rnnpex(tn)—ph<tn>||iz<m>1/2 )
P 3 .
ZnN:1 Tol[pa(tn) ||%2(Q)
o <zn 1 70| Ces(tn) = Ciltn >|%,Kn)”2 (4.14)
Zn 1Tn|0h( )1Kn 7
E. — (Zn lTnHCex( n) - (t )”2 Kn)>1/2 (4 15)
Zn 1Tn||Ch( )HL? (Kn) ’
N
> r(lultn) = wn(t) 320y + [2t) = Pu(t) 320y + [C(ta) — Culta)liq)
err = | =L <
> r(laltn)llzz @ + 1Pt 720 + 1C ) o)
n=1
(4.16)
e Pour le deuxiéme schéma :
E . (Z’rjjl Tn”uel‘(tn) - uh(t )“%2 n)2)1/2 (4 17)
Sonsy Tallwn(tn) 22, ’
B = (27]:[1 Tn|pem(tn) _ph(tn)ﬁ,Kn)l/Z (4 18)
g S Talpn ()3 ’
EC _ <Zn 1Tn‘Cex( n) - Ch(tn)’%,Kn)l/Q (4 19)
Yo Tl Cn(tn) B ., ’

1/2
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E, = (4.20)

(Zn 17—””063:( n) - C’h(t?@)||%2(l(n)>l/2
>t Tall Caltn) 132 ¢ ’

1/2

2)

Y malllultn) = wnlta)Z2p + [p(tn) = pa(ta) i +1C(t) — Cultn)

err =

N
D ()72 + ()] o +1CE) R o)
n=1
(4.21)

On définit 'ordre de convergence par

_ In(e;/es)
ln(hl/hg) ’

ol ey, ey sont les erreurs respectives sur les maillages de pas hy et hs.

On note
1/2
= (Z nﬁ) . Yie{l,...,3}, (4.23)

1/2
My = ( >, (777:,1(”)2> : (4.24)

Kne7—nh

(4.22)

et par € une tolérance fixée par 1'utilisateur.
L’algorithme d’adaptation utilisé est représenté comme suit :

1. Connaissant C’Z‘l :

e On résout le probléme pour calculer (uj, py, C}').
e On calcule 0 et 7 définis en (4.23) et (4.24) respectivement.
2. Sinh+nl >e:
e Sin® <7 :on adapte en temps de facon que le prochain estimateur en temps
soit légérement inférieur a I'estimateur en espace.
o Sint>nr:
— Si le nombre maximal de raffinements du maillage n’est pas atteint, on

adapte en espace.
— Sinon, on garde le calcul.

3. Singt+nl <e:

e Sin" > n7, on garde le calcul et on augmente le pas de temps quitte & raffiner
en espace a l'itération suivante.

e Sinon, on garde le calcul sans modifier ni le pas de temps ni le maillage.
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4.1 Premier cas test numérique

Tout d’abord, on considére une géométrie simple 2, le carré |0, 1[2. On considére a =
Lro=1,(C)=C+1etv(C)=sin(C) + 2.

On choisit fj et g tel que la solution théorique est (Uey, Pes, Cer) = (exp(—t/4) 10t 1, ey, Ces ),
telle que pour tout (z,y) € ,

Wz, y) = e 0@ +=9?)
Pex(T,y,t) = (t + 1) cos (mz) cos (my), (4.25)
Ceu(w,y,1) = sint 2*(z — 1)*y*(y — 1),

Pour les maillages uniformes, on teste le schéma pour N allant de 30 & 120, par un pas

de 10 avec T' =1, h = — et 7 = h. Pour la stratégie adaptative, on part d’'un maillage

1
uniforme avec N = 30 et de 7 = ¥ et on applique l'algorithme de la page 117 pour

différentes valeurs de e.

4.1.1 Premier schéma

Les figures (4.1) et (4.2) comparent les solutions numérique et exacte de la pression du
schéma (V,,51). De méme, les figures (4.3) et (4.4) illustrent une comparaison entre les
vitesses numérique et exacte. Finalement, les solutions numérique et exacte de la concen-
tration sont présentées dans les figures (4.5) et (4.6).

On remarque que la solution numérique calculée a partir du schéma (V}, 1) représente
une bonne approximation de la solution exacte pour les problémes de Darcy et I’équation
de convection—diffusion-réaction instationnaire.

i

-2
=0
19
19
19
ml
ml
ml
ml
m2

NOBNORDBN:
RaanoTass
&

FIGURE 4.1 — Pression numérique. FIGURE 4.2 — Pression théorique.
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Vec Value

Vec Value

|
i

FIGURE 4.3 — Vitesse numérique. FIGURE 4.4 = Vitesse théorique.

IsoValue IsoValue
£0.00000361¢ Ho.000c03874
000948854 m0.000948945
m0.0011213 m0.00112148
m0.00129389 m0.00129402
m0.00146641 m0.00146655
m0.0016389: m0.00163909
m0.00181145 m0.00181162
m0.00198397 M0.00198416
W0.002156- M0.00215669
W0.00232901 M0.00232923
W0.00250152 W0.00250176
W0.00267404 m0.0026743
W0.00284656 =888§%‘{8§;
=8'88§géggg m0.00345071
FIGURE 4 C 1 méri FIGURE 4 C 1 héori
I E 4.5 — Concentration numérique. 1 E 4.6 — Concentration théorique.

Les figures 4.7 et 4.8 présentent respectivement, en échelle logarithmique, ’erreur rela-
tive totale donnée par (4.16) et I'indicateur d’erreur total donné par (4.10) en fonction du
nombre d’inconnues. Ces figures montrent clairement 1’avantage de la méthode adaptative
par rapport au raffinement uniforme puisque les erreurs sont plus petites.
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-0.9 T T T T

uniforme
adaptative | |

Erreur totale relative
. - -

w N [l

T T T

L L

P
N

L L L L

4 45 5 55 6 6.5
Nombre total des inconnues

FIGURE 4.7

0.4 '

uniforme
027 adaptative |

Indicateur d’erreur total
, & o o o
= o] o N N
T T T T T

e
N

10 11 12 13 14 15
Nombre total des inconnues

e
IS
©

FIGURE 4.8
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N | E, E, Eo E,

10 1 0.234 | 0.156 | 0.228 | 3.952 x 1076
20 [ 0.109 | 0.078 | 0.116 | 1.109 x 107©
40 [ 0.053 [ 0.039 [ 0.058 | 3.632 x 107
80 | 0.026 | 0.019 | 0.029 | 1.356 x 10~7

TABLE 4.1 — Erreurs exactes relatives en fonction de N du premier essai du deuxiéme

schéma

4.1.2 Deuxiéme schéma

On présente des cas tests de complexité croissante dans une démarche de validation sys-
tématique. Les interprétations des résultats obtenus sont présentées a la fin des tests dans

la section 4.1.2.1.

1. Premier essai :

Dans cet essai, on étudie les deux équations, celle de Darcy et celle de la convection—
diffusion—réaction découplées, c’est a dire, sans le terme de convection, avec v
constant et le terme source f indépendant de la concentration. On présente le pro-
bleme de ces équations comme suit

Vv € X2, /
0

VSh € Yn,h> / Ch

Q

Tn

Van € My, / Vagn-uydx =0,
Q

:/g?Shdx.
\ Q

ouv=1,1"= (e + Vper)(tn) et g7 = (0;Cer + 10Ce — ACe;)(ts).

[ Trouver (uf,p}) € Xppa X My o tel que

vuy - vy, dx —|—/Vp’,f-vhdx :/ff~vhdx,
Q Q

Sachant que C’,’f‘l € Y,_14, Trouver C} €Y, 5, tel que
/VC,TZ -V 5, dx —I—ro/ Cy Sy dx
Q Q

On présente dans le tableau 4.1 les erreurs (4.17), (4.18), (4.19) et (4.20) de la vi-

tesse, la pression et la concentration.

On présente 'ordre de convergence de la vitesse, la pression et la concentration
dans le tableau 4.2, ou 3, , By, Bc et . sont définis comme la fonction S dans la

définition (4.22) respectivement pour la vitesse, la pression et la concentration.

On présente dans la figure 4.9, en échelle logarithmique, la courbe d’erreur exacte

de la vitesse, la pression et la concentration en fonction du pas de maillage.

On définit les indicateurs locaux en espace 1, | et 1 . , qui interviennent
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ﬁu ﬁp BC Be
1.09 | 0.993 | 0.97 | 1.833

1.036 | 0.998 | 0.992 | 1.6102
1.016 | 0.999 | 0.998 | 1.421

TABLE 4.2 — Ordre de convergence du premier essai

Erreur en fonction du pas d’espace

—

Vitesse
Pression
Concentration
Indicateur
Référence

/ o
107 :

10"

10°

Erreur

Az
FIGURE 4.9

dans (4.6) pour tout n € [1, N|, K,, € T par :

(s s,.0)* = N6 = )t = Vil G,y + R v Wil + Y he 677 122,

en€0K,

oll ¢} est défini dans (3.4), et

(nZ,K,L,2)2 :hi(n g

1 n
+ 5 Z he, ||[@V Oy -nle, H%Q(en)‘

en€OKnNEL

1 - n n
b = — (G = G771 = oGy + @A |2,

n

et l'indicateur en temps qui intervient dans (4.5) par

(nxc)” =l Gy = CL M -

Deuxiéme essai :

(4.26)

Dans cet essai, on étudie les deux équations de Darcy et celle de la convection—
diffusion-réaction découplées, ot u dans le terme de convection est la solution exacte
de I'équation de Darcy mais pas son approximation numérique. On présente le pro-
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N E; En, En, Ewtae | DDL | CPU
10 | 8491 x 105 | 0.887 | 1.4048 x 107 | 0.887 | 2420 | 2.744
20 | 4.37009 x 1075 | 0.417 | 7.2355 x 10—% | 0.417 | 17640 | 9.239
40 | 2204 x 10~° | 0.205 | 3.66365 x 10~* | 0.205 | 134480 | 71.375
80 | 1.105x 10~° | 0.101 | 1.84192 x 10-% | 0.101 | 1049760 | 597.257

TABLE 4.3 — Indicateurs d’erreurs en fonction de N du premier essai

N Eu Ep EC Ec
10 0.234 0.156 0.228 3.952 x 1076
20 0.109 0.0785 0.116 1.109 x 10~°

40 | 0.0535 0.0392 0.0585 3.632 x 1077
80 | 0.026495 | 0.0196436 | 0.0293028 | 1.35637 x 10~ "

TABLE 4.4 — Erreurs exactes relatives en fonction de N du deuxiéme essai

bléme de ces équations comme suit

[ Trouver (up,pp) € Xopo X My, potel que

Vv, € Xono, /

vuy - vy dx +/Vp2-vhdx —/fg”-vhdx,
Q Q

Q

YVan € My o, / Vg, -updx =0,
Q

Sachant que C’,’Z*l € Y1, Trouver C} € Y, ), tel que
VShEYmh, / MShdx —FO(/VCh V S, dx —i—/(uex VCh)Shdx

Q Tn ¢

1
+—/d1v (Uer) Cr Sy dx +r0/ Cy Sy dx :/g2 Spdx.
2 Ja Q Q

\

ou 93 = (8tc’e:p + TOCex - Acea: + Uy - Vcex)(tn> et f? = (V2uex + Vpax)(tn) .
On présente dans le tableau 4.4 les erreurs de la vitesse, la pression et la concentra-
tion.

On présente 'ordre de convergence de la vitesse, la pression et la concentration
dans le tableau 4.5, ou By , B, Bc et B, sont définis comme la fonction 3 dans
'équation (4.22).

On présente dans la figure 4.10, en échelle logarithmique, la courbe d’erreur exacte
de la vitesse, la pression et la concentration en fonction du pas de maillage. On défi-
nit les indicateurs locaux en espace 7727[(”’1 et 772,1{,1,2 pour tout n € [1, N], K,, € Ton
par :

(1 ,0)” = IF5 = vartfy = VDRl[72 sy + P, iV W ey + D hen 5 172y
en€0Kp
(4.27)
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6u Bp ﬁC ﬁc
1.0903 | 0.9931 | 0.9709 | 1.8335
1.0368 | 0.9989 | 0.9926 | 1.6103
1.01606 | 0.9999 | 0.9981 | 1.4211

TABLE 4.5 — Ordre de convergence du deuxiéme essai

Erreur en fonction du pas d’espace

10°

Erreur

Référence

107 :

10"

Az
FIGURE 4.10

oll ¢} est défini dans (3.4), et

n ]' n n— n ]' : n
(WZ,Kn,z)Q :h%(nughg - T_(Ch - Ch 1) — Ueg - VCh - §d1V uexCh
n n ]'
- TOCh + OZACh ||%2(Kn) + 5 E

en€OKnNEL,

he, |[@VCy - nle, |72,

et I'indicateur en temps défini par

(n.xc)” =Tl Oy = CL M -

3. Troisiéme essai :
Dans cet essai, on étudie les deux équations de Darcy et celle de la convection—
diffusion-réaction dans laquelle la vitesse de convection est le champ élément fini

N E. En, En, Frte. | DDL | CPU
10 | 84915 x 10 | 0.8876 | 1.405 x 103 | 0.887 | 2420 | 1.575
20 | 4.37009 x 10° | 0.4176 | 7.236 x 10~% | 0.417 | 17640 | 11.26
40 | 22049 x 107 | 0.20505 | 3.663 x 10~ * | 0.205 | 134480 | 89.363
80 | 1.1059 x 10~° | 0.101 | 1.841 x 10~* | 0.101 | 1049760 | 731.546

TABLE 4.6 — Indicateurs d’erreurs en fonction de N du deuxiéme essai
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N E. E, | Ec E.

10| 0.234 | 0.156 | 0.228 | 4.006 x 10~
20 | 0.109 | 0.0785 | 0.116 | 1.115 x 10~°
40 | 0.0535 | 0.0392 | 0.0585 | 3.642 x 107
80 | 0.0264 | 0.0196 | 0.0203 | 1.358 x 107

TABLE 4.7 — Erreurs exactes relatives en fonction de N du troisiéme essai

Bu ﬁp BC ﬁc
1.0903 | 0.9931 | 0.97096 | 1.8446

1.0368 | 0.9989 | 0.9926 | 1.6144
1.01606 | 0.9999 | 0.9981 | 1.4231

TABLE 4.8 — Ordre de convergence du troisiéme essai

issu du calcul de Darcy. Toutefois, ni la viscosité ni le terme source de I’équation de
Darcy ne dépendent de la concentration. On présente le probléme de ces équations
comme suit

Trouver (u},py) € Xpna X M, o tel que

Vvy € X2, /uuz-vhdx —}—/sz-vhdx :/fgl-vhdx,
Q Q Q

th € Mn,h,27 / Vg, - uZ dx = 0,
Q

Sachant que C’,?_l €Y1 et up € X, 19, Trouver C} € Y, j, tel que
Cn _ Cn—l
V'Sh € Yon, / —h_Th G, dx —f-a/ vy -vS,dx —l—/(uZ -V CP)S, dx
Q Q

Q Tn

1
—|——/div (up) Cy Spdx —i—'r‘o/ Cy Spdx :/gQLSth.
2 Ja Q Q

ol gg = (8toez + TOOez - Acea: + Uey - Vcez)(tn) et f?? = (V3ue:v + vPez)(tn)'
On présente dans le tableau 4.7 les erreurs de la vitesse, la pression et la concentra-
tion.

On présente 'ordre de convergence de la vitesse, la pression et la concentration
dans le tableau 4.8, ot By , B, Bc et B, sont définis comme la fonction 3 dans
I'équation (4.22).

On présente dans la figure 4.11, en échelle logarithmique, la courbe d’erreur exacte
de la vitesse, la pression et la concentration en fonction du pas de maillage. On défi-
nit les indicateurs locaux en espace nﬁijl et nﬁ,sz pour tout n € [1, N, K,, € Tpp
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Erreur en fonction du pas d’espace

10°

sl

% V|tessg
5 i
A 10"
FIGURE 4.11
N E. Ep, Ey, Eiorate DDL CPU
10 | 8.491 x 10~° 0.887 | 1.52334 x 1072 | 0.887 2420 1.602
20 | 4.37009 x 10~° | 0.417 | 7.76838 x 10~* | 0.417 17640 11.001
40 | 2.204 x 10~° 0.205 | 3.92216 x 10~* | 0.205 | 134480 | 88.728
80 | 1.105 x 10™® | 0.10181 | 1.96956 x 10~* | 0.101 | 1049760 | 709.894
TABLE 4.9 — Indicateurs d’erreurs en fonction de N du troisiéme essai
par :

(nZ,Kml)Q = [|f5 — vsuy, — VpZH%Q(Kn) + hi, [|div UZH%?(KH) + Z he,, QSZHH%Q(en)?

en€0Kp
(4.28)
ou ¢;" est défini dans (3.4), et
h 2 2 n 1 m n—1 n n 1 : n/m
(%,sz) :hKn”gh,S - T_(Ch —Cy) —uy, - VGO — §d1V u,Cy
1
- TOC}? + O{AC}?H%Q(KH) + 5 Z hen [O{VC’}? ) n}en %Q(En)'
en€OKnNEL,

et 'indicateur en temps défini par

nnxe)* = TllC = CR M1 g, -

. Quatriéme essai :
Dans cet essai, on étudie les deux équations de Darcy et celle de la convection—
diffusion—réaction. A présent, le terme source de I’équation de Darcy dépend de la
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N E. E, | Ec E.

10| 0.234 | 0.156 | 0.228 | 4.006 x 10~
20 | 0.109 | 0.0785 | 0.116 | 1.115 x 10~°
40 | 0.0535 | 0.039 | 0.0585 | 3.642 x 107
80 | 0.0264 | 0.0196 | 0.0203 | 1.358 x 107

TABLE 4.10 — Erreurs exactes relatives en fonction de N du quatriéme essai

Bu By So Pe
1.0903 | 0.9931 [ 0.9709 | 1.8446

1.0368 | 0.9989 | 0.9926 | 1.6144
1.01606 | 0.9999 | 0.9981 | 1.4231

TABLE 4.11 — Ordre de convergence du quatriéme essai

concentration. On présente le probleme de ces équations comme suit

( Sachant que Cy' ™! € Y,, 14, Trouver (ufl,p}) € Xppo X M, 2 tel que

Vv € Xono, /

vuy, - vy dx —|—/Vp2-vhdx :/ff(021)~vhdx,
Q Q Q

Yan € My o, / Vg, -updx =0,
0
(Vn,h,Q)

Sachant que C,?*l €Y, 1 et up € X, 59, Trouver C}' € Y, j, tel que
cr—cont
V.S, € Yon, / —h__—h G dx —i—a/ V-V S, dx +/(uz-v0;;)shdx
Q

Q Tn Q

1
+—/div (up) Cp Sy dx —1—7“0/ Cy Sy dx :/gZSth.
2 Ja Q Q

\

ot g7 = (0iCer + 10Ce; — ACe; + Uer - VCoy)(t,) et ff = ] + £ ou ] =

(VgUey + Ve — (Cop + 1)) (t,) et £ = CP 1 + 1.

On présente dans le tableau 4.10 les erreurs de la vitesse, la pression et la concen-
tration :

On présente l'ordre de convergence de la vitesse, la pression et la concentration
dans le tableau 4.11, ou B3, , By, Bc et B, sont définis comme la fonction 5 dans
I'équation (4.22).

On présente dans la figure 4.12, en échelle logarithmique, la courbe d’erreur exacte
de la vitesse, la pression et la concentration en fonction du pas de maillage. On défi-
nit les indicateurs locaux en espace 1)} ;. | et 0l ., pour tout n € [1, N], K,, € T
par :

(1 ke 0)* = IEH (O —a =V P 7o i H5 1V W12yt Y B 057 1200
eneaKn
(4.29)
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Erreur en fonction du pas d’espace

Esanil

Vitesse
Pression
Concen itration
Indicateur
Référence

P

107 :

i
10"

10°

Erreur

Az
FIGURE 4.12

N E. Ep, Ep, Evorate | DDL | CPU
10 | 8491 x 10 | 0.8858 | 1.523 x 103 | 0.8858 | 2420 | 1.738
20 | 4.37009 x 105 | 0.4171 | 7.7683 x 10~* | 0.4171 | 17640 | 11.982
40 | 2204 x 10~° | 0.2049 | 3.9221 x 10~* | 0.2049 | 134480 | 99.622
80 | 1.105x 10° | 0.1017 | 1.9695 x 10~* | 0.1017 | 1049760 | 869.904

TABLE 4.12 — Indicateurs d’erreurs en fonction de N du quatriéme essai

oll ¢} est défini dans (3.4), et

1 - n mn 1 : n n
mn mn 1 mn
—roCl + aACy ||%2(Kn) + 5 E he, |V Ty - n}en”%%en)-

en€OK,NEL

nh

et 'indicateur en temps défini par

(U;,K,L)Q = 7,||C — Cf?_lH%,Kn-

5. Cinquiéme essai :
Dans cet essai, on étudie les deux équations de Darcy et celle de la convection—
diffusion—réaction. A présent, la viscosité dépend de la concentration. On présente
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N E. E, Ec E.

10| 0.126 | 0.156 | 0.2282 | 3.979 x 10
20 | 0.0561 | 0.0785 | 0.1164 | 1.112 x 10~°
40 [ 0.0269 | 0.039 | 0.05853 | 3.637 x 10"
80 | 0.0132 | 0.0106 | 0.0293 | 1.357 x 107

TABLE 4.13 — Erreurs exactes relatives en fonction de N du cinquiéme essai

6u ﬁp 50 50
1.17215 | 0.9932 | 0.9709 | 1.8391

1.05873 | 0.9988 | 0.9926 | 1.6124
1.0194 | 0.9999 | 0.9981 | 1.4222

TABLE 4.14 — Ordre de convergence du cinquiéme essai

le probléme de ces équations comme suit

( Sachant que Cy 1 € Y, 14, Trouver (U}, p}) € Xppno X My potel que

Vi€ Xopa [ O g vidx 4 [ Vafvidx = [ £ v,
Q Q Q

YV, € My po, /V% ‘uydx =0,
0

Sachant que C,’L‘_l €Y,_1n et up € X, 19, Trouver C} € Y, 5, tel que
cnr — C«n—l
VS, € Yo, / —h__Th G, dx —I—a/ VP -V S,dx +/(ug-vo;:)shdx
Q Q

Q Tn

1
+—/diV (UZL)C}?Sth +7’0/ C}?Sth :/g’gShdx
2 Q Q Q

\

ou V(C,’Z_l) = sin((]}j_l) +2, 2 = (W(Cep ) + VDer) (tn) et g2 = (0:Cer + 10Coer —
ACe; + Ueyr - VCo;)(ty).

On présente dans le tableau 4.13 les erreurs de la vitesse, la pression et la concen-
tration.

On présente 'ordre de convergence de la vitesse, la pression et la concentration
dans le tableau 4.14, ou B3, , By, Bc et B, sont définis comme la fonction 5 dans
I'équation (4.22).

On présente dans la figure 4.13, en échelle logarithmique, la courbe d’erreur exacte
de la vitesse, la pression et la concentration en fonction du pas de maillage. On défi-
nit les indicateurs locaux en espace 1} . | et /! ;o , pour tout n € [1, N|, K, € Top
par :

(0 s 0)* = I =5 (O =V PR3 e, H5 1V W12yt Y B 057 1200
eneaKn

(4.30)
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Erreur en fonction du pas d’espace

I

Vitesse

R

10° Concentration
Indicateur
Référence

Erreur

10"

Az
FIGURE 4.13

N E. Ep, Ep, Eyrie | DDL | CPU
10 [ 8518 x 107 | 0.521 | 1.45241 x 10~ | 0.5214 | 2420 | 1.746
20 | 4.372 x 107 | 0.2209 | 7.38835 x 10~* | 0.2209 | 17640 | 12.113
40 | 2.205 x 1077 | 0.1060 | 3.73144 x 10~* | 0.10605 | 134480 | 101.017
80 | 1.105 x 1077 | 0.0523 | 1.87467 x 10~* | 0.0523 | 1049760 | 775.23

TABLE 4.15 — Indicateurs d’erreurs en fonction de N du cinquiéme essai

oll ¢} est défini dans (3.4), et

1 - n mn 1 : n n
mn mn 1 mn
—roCl + aACy ||%2(Kn) + 5 E he, |V Ty - n}en”%%en)-

en€OK,NEL

nh

et 'indicateur en temps défini par

(U;,K,L)Q = 7,||C — Cf?_lH%,Kn-

6. Sixiéme essai :
Dans cet essai, on étudie les deux équations de Darcy et celle de la convection—
diffusion—réaction. A présent, le couplage est total ou f5 et v5 dépendent de C. On
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N E. E, Ec E.

10| 0.1265 | 0.1562 | 0.22829 | 3.9795 x 10~°
20 | 0.0561 | 0.07851 | 0.11646 | 1.1122 x 10~
40 | 0.0269 | 0.03928 | 0.05853 | 3.6374 x 10~
80 | 0.01329 | 0.019648 | 0.029302 | 1.3572 x 10~

TABLE 4.16 — Erreurs exactes relatives en fonction de N du sixiéme essai

5u ﬁp 50 50
1.17215 | 0.9932 | 0.9709 | 1.8391
1.058731 | 0.9988 | 0.9926 | 1.61244

1.0194 | 0.9999 | 0.9981 | 1.4222

TABLE 4.17 — Ordre de convergence du sixiéme essai

présente le probléme de ces équations comme suit

( Sachant que Cy 1 € Y, 14, Trouver (U}, p}) € Xppno X My potel que

Vi€ Xonar [ V(O v+ [ Vi vidx = [ (6 vidx,
Q Q Q

YV, € My po, /V% ‘uydx =0,
0

Sachant que C,’L‘_l €Y1 et up € X, 19, Trouver C} € Y, 5, tel que
cnr — C«n—l
VS, € Yo, / —h_Th G, dx —I—a/ VP -V S,dx +/(ug-vo;:)shdx
Q Q

Q Tn

1
+—/diV (UZL)C}?Sth +7’0/ C}?Sth :/ggShdx
2 Q Q Q

\

ou ff = £ + 1" ou f] = (V(Cep)Uer + VDer —
gg = <8tce:c + TOCex - ACex + Uy - vce:(:)(tn>
On présente dans le tableau 4.16 les erreurs de la vitesse, la pression et la concen-
tration.

On présente 'ordre de convergence de la vitesse, la pression et la concentration
dans le tableau 4.17, ou B, , By, Bc et B, sont définis comme la fonction 5 dans
I'équation (4.22).

On présente dans la figure 4.14, en échelle logarithmique, la courbe d’erreur exacte
de la vitesse, la pression et la concentration en fonction du pas de maillage. On défi-
nit les indicateurs locaux en espace 1} i | et /! ;o , pour tout n € [1, N], K, € Top
par :

(M 5, 0)” = ||fg((];§‘1)—yﬁ(O;—l)u’,;—va||%2(Kn)+h§{n||div 1JZ||2L2(K,1)7L Z hen||¢2"||2L2(en)7
eneaKn
(4.31)

(Cow + 1)) (t,) et f7 = C 71+ 1 et
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Erreur en fonction du pas d’espace

10°

Pression

Concen itration
Indicateur

% Référence
A
An 10"
FIGURE 4.14
N E. En, En, Eae | DDL | CPU
10 | 8.5185 x 107° | 0.5214 | 1.452 x 1073 0.52143 2420 1.918
20 | 4.372 x 107° | 0.2209 | 7.3883 x 10~* | 0.22097 17640 12.805
40 | 2.205 x 107° | 0.106 | 3.73144 x 10~* | 0.10605 | 134480 | 97.393
80 | 1.105 x 107> | 0.0523 | 1.8746 x 10~* | 0.052396 | 1049760 | 818.503

TABLE 4.18 — Indicateurs d’erreurs en fonction de N du sixiéme essai

oll ¢} est défini dans (3.4), et
h 2 2 n 1 n n—1 n n 1 : nom
(77n,Kn,2) :hKanh,G - T_(Ch — Gy ) —up - VO — §le u,Cy

en€OKnNEL,

mn mn 1 n
—roCl + aACy H%Q(KH) + 5 he, |V Ty - n}enH?ﬂ(

en) :

et 'indicateur en temps défini par

(nx,)” =Tl Oy = Ci 7l -

La figure 4.15 représente, en échelle logarithmique, I'erreur relative totale en fonc-
tion du nombre d’inconnues. Cette figure montre clairement 1’avantage de la méthode
adaptative contre 'uniforme puisque les erreurs sont plus petites.

4.1.2.1 Interprétations des résultats

e On remarque que, dans les figures 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13 et 4.14, les courbes
d’erreurs exactes de la vitesse, la pression et la concentration sont paralléles a la
courbe de référence dont la pente est égale a 1, ce qui indique bien un schéma
d’ordre 1.

Dans ces mémes figures, on voit que la courbe de l'indicateur total en jaune est
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-1.8 T T T T T
uniforme
20 7ada|;tative 7

2.2

-2.471

2.6

-2.8[

Erreur relative totale

-3.2[

-3.41

36 . . . . .
9 10 11 12 13 14 15
Nombre total des inconnues

FIGURE 4.15

paralléle aux courbes des erreurs, ce qui indique que les vraies erreurs et ’estimateur
se comportent de la méme manieére.

Dans les tableaux 4.2, 4.5, 4.8, 4.11, 4.14, 4.17, on voit que l'ordre de convergence
en norme L? est proche de 1 pour la vitesse, en norme H} pour la pression et en
norme H} pour la concentration.

On remarque que la concentration converge en norme L? en ordre compris entre 1
et 2, plus précisement, cet ordre est proche de 2 au début pour un maillage grossier
et se rapproche de 1 pour les maillages plus fins.

Si le probléme était stationnaire et si le terme de convection avait été discrétisé par
U, - VO, c’est un résultat standard d’élément fini P; que la concentration conver-
gerait a l'ordre 2.

En revanche dans un probléme instationnaire lorsqu’on discrétise la dérivée tempo-
relle par un schéma d’Euler implicite, il apparait de plus une erreur d’ordre 1 en
At et apreés avoir approché u., - VC,, par uy, - VC}' cela introduit une autre erreur
d’ordre 1 puisque uj, est aussi d’ordre 1.

On remarque que les tableaux 4.1, 4.4, 4.7, 4.10, 4.13, 4.16 sont proches 'un de
lautre sauf lorsque v et f dépendent de la concentration C. Dans ce cas, v(C) =
sin(C') + 2 et puisque C., est compris entre —1/256 et 1/256, v est trés proche de 2,
alors que v = 1 dans les essais précédents. On remarque que les erreurs sur la vitesse
dans les tableaux 4.13 et 4.16 valent la moitié de celles des tableaux 4.1, 4.4, 4.7 et
4.10, ceci est justifié par le fait que l'erreur est proportionnelle a 1/v.
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4.1.3 Comparaison des deux schémas

Afin de pouvoir comparer 'exactitude des schémas sur un nombre similaire d’inconnues
et d’entrées non nulles dans les matrices associées aux systémes linéaires, on utilise éga-
lement N = 240 pour le premier schéma et N = 30 pour le second.

Les figures 4.16, 4.17 et 4.18 montrent, en échelle logarithmique, les courbes des erreurs

-1.2

-1.3 1

14 r
15 F -
-1.6 /

17 F -

log(Erreur)

-1.8 /

19F -

-2.1 -2 -1.9 -1.8 -1.7 -1.6 -1.5 -1.4
log(h)

FIGURE 4.16 — Erreur de la pression en
fonction du pas de maillage en échelle lo-
garithmique.

log(Erreur)

. . .
-2.1 -2 -1.9 -1.8 -1.7 -1.6 -1.5 -1.4
log(h)

FIGURE 4.18 — Erreur de la concentration
en fonction du pas de maillage en échelle
logarithmique.

-0.8

log(Erreur)

2.1 2 -1.9 -1.8 1.7 -1.6 -15 1.4
log(h)

FIGURE 4.17 — Erreur de la vitesse en fonc-
tion du pas de maillage en échelle logarith-
mique.

-0.8

-1.2

14

log(Erreur)

16t

-1.8

-2.1 -2 -1.9 -1.8 -1.7 -1.6 -1.5 -1.4
log(h)

FIGURE 4.19 — Erreur totale relative en
fonction du pas de maillage en échelle lo-
garithmique.

sur le pression, la vitesse et la concentration, respectivement, selon le pas de maillage h
pour les premier et second schémas (V,, 1) et (Vi 5.2)-

La figure 4.19 représente, en échelle logarithmique, la courbe de l'erreur relative totale
en fonction du pas de maillage h pour le premier et le second schémas discrets (V,,5.1)
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et (Von2). Leurs pentes respectives sont de 0,996 et 1,001, ce qui est conforme a 'ordre
théorique de convergence des deux schémas. On note également que pour la pression, le
schéma RT est plus précis que le schéma Py + bulle.

Afin d’inclure une comparaison plus compléte de la précision des deux schémas en ce

-0.8 :
Plb

RTO |

12

-14 -

log(Erreur)
log(Erreur)

-1.85
-1.81

191

L L L L L L L 1.95 L L L L L L L L
3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2 5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 6 6.1 6.2 6.3 6.4

log(Nombre total des inconnus) log(Nombre de coefficients non nuls)

FIGURE 4.21 — Erreur totale relative en
FIGURE 4.20 — Erreur totale relative en fonction du nombre de coefficients non
fonction de nombre d’inconnues. nuls.

qui concerne leur complexité numérique, on montre sur les Figures 4.19, 4.20 et 4.21 leur
erreurs totales relatives, non seulement en fonction du pas du maillage, mais aussi en fonc-
tion du nombre d’inconnues des systémes linéaires a résoudre et du nombre de coefficients
non nuls dans les matrices associées.

Sur les figures 4.19 et 4.20, la courbe du second schéma est en dessous de celle du premier
schéma, ce qui signifie que, pour un nombre d’inconnues donné, le second schéma est plus
précis que le premier pour cet exemple particulier. Il est probable que cet avantage est
lié & la raideur élevée de la solution exacte, qui est mieux saisie par le second schéma qui
utilise des polynémes d’ordre supérieur. En revanche, lorsque I’'on mesure la précision en
fonction du nombre de termes non nuls dans les matrices des systémes linéaires, le premier
schéma est tres légerement plus précis que le second. Ceci est di au nombre de termes
non nuls dans les matrices, qui est nettement plus élevé dans le second schéma que dans
le premier.

De plus, afin de présenter une comparaison plus compléte des deux schémas en ce qui
concerne leur complexité numérique, on montre dans la figure 4.22, en échelle logarith-
mique, l'indicateur d’erreur total en fonction du nombre d’inconnues dans des simulations
uniformes et adaptatives. Dans cette figure, les courbes du second schéma sont en dessous
de celles du premier schéma, ce qui signifie que, pour un nombre d’inconnues donné, le
second schéma est plus précis que le premier pour cet exemple particulier.
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051
%% unifl
0r — % —adaptl
*ﬁe unif2
— % —adapt2
0.5 ~
\*\
*
~
1r ke

log(Erreur total des indicateurs)

9 10 11 12 13 14 15
log(Nombre total des inconnues)

FIGURE 4.22

4.2 Deuxiéme cas test numérique

Dans ce cas test, on considére le probléme (V},;2) sans la densité volumique des forces
extérieures f, et sans la source de concentration externe g.

On prend T = 3 et Q =|0, 4[%.

Pour le probléme de Darcy, on considére que la viscosité est indépendante de C' et est
égale a 1. On suppose que la vitesse du fluide verifie les conditions aux bords suivants, ot
p=u-n:

Oloaxfor = =04,  Vliyxo4 =04, @lpaxgay =04,  ©|{o1x[04 = —0.4.

Pour I’équation de la concentration, on prend a = 1074, ry = 107% et la condition initiale
suivante :

C(ZL‘, Y, 0) = 6_50((33_1)2"‘(9_1)2)’

qui est représenté par une boule centrée au point (1,1).

Le terme source du probléme de Darcy étant nul et I’équation étant indépendante de la
concentration, avec ces conditions limites, le champ de vitesse donné par Darcy est un
champ uniforme qui vaut (0,4;0,4) sur tout le domaine et la pression est nulle. Pour
la concentration, comme le coefficient de diffusion et le coefficient de réaction sont trés
faibles, et comme le terme source est nul, on s’attend & ce que la concentration soit
convectée avec la vitesse (0,4;0,4), c’est a dire le long de la diagonale, sans diffusion ni
amortissement.

Dans ce cas , les indicateurs correspondants au probléme sont les suivants : pour chaque
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K, € Ton, Vn € [[1,]\7]],

(UZ,Kn,1)2 = || —uj - VPZH%Q(K”)d + h%(aniV UZH%%KH) + Z he, |05 — 90H3:2(en),
en€OK, MY

2

(777];,1(”,2)2 = h%(n

1 1
‘—T—(O}j — G~ uj - VO — Sdiv wiOf = oGy + aAC

n LQ(Kn)
1 n
TR DR [t e S S
eneaKnﬂI’;l
et
(hi,)> = llCh — 7Y k-
Cet algorithme est testé pour un pas initial de temps 7, = %ﬁ et un maillage initial

correspondant pour N = 40.

Les figures 4.23, 4.24, 4.25 et 4.26 montrent 1’évolution du maillage au cours des itérations
temporelles.

On remarque a partir des figures 4.23-4.26 et des figures 4.27-4.30 que la boule de la

AVAVA
Py
K

N
X

N
Tow

NN/
VAVAN
5
0
N

VAN

AN
,Z%Y
X
5

/N A\

)

/\
%;g

55

FIGURE 4.23 — Maillage a t =0 FIGURE 4.24 — Maillage a t = 0.12

oo

concentration se déplace a travers la diagonale pendant les pas de temps, sans étre exces-
sivement diffusée ni amortie, ce qui correspond au comportement attendu.

La figure 4.31 montre une comparaison de l'indicateur d’erreur total Fy,qe, par rapport
au nombre d’inconnues, en échelle logarithmique, pour les méthodes de raffinement adap-
tatives et uniformes.

On peut clairement voir les avantages du raffinement adaptatif du maillage par rapport
a l'uniformité puisque l'indicateur d’erreur total est beaucoup plus petite dans le cas de
la méthode adaptative.
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Annexe

Dans cet annexe, on prouve tout d’abord que rotf - n est continu sur une interface du
maillage, lorsque d = 3 et f est une fonction P, par cellule, continue globalement sur {2
et n est un vecteur unitaire normal a la face. On prouve ensuite que sur la frontiére I, si
f est nulle, alors rot f - n aussi.

On se place dans un cas particulier, ou la face est dans un plan horizontal ou z = 0. C’est
un cas particulier qui n’enléve rien au cas général, & un changement de repére prés. Ainsi,
le vecteur unitaire normal est (0,0,1) au plan z = 0.

On note par f9 et £, les fonctions a gauche et a droite de la face respectivement :

az+bjy+cz+df adx + by + ¢z + df
9= afox+by+c3z+dj | et £9= | adx + by + clz + dd
ajr + by + ¢z + d) adr + b3y + 4z + dd
Comme f est P; continue, donc sur la face z = 0, les fonctions f9 et £¢ coincident, d’ot,
al =al, b =b¢ et & =df, pouri=1,...,3.
Or,
b — 5 0
rotf9 - n=| ¢ —af 0 | =aj—bf,
aj — by 1
et
bd — ¢ 0
rotf* - n= | ¢ —ad 0 | =af—bs.
ad — be 1

Comme aj = a4 et b = b¢, ainsi rot £ - n = rot f¢ - n. D’ot, rot f - n est continu.
a T + bly +ciz+ dl
De plus, sur la frontiére I', dans la cellule correspondante, f s’écrit | asx + by + coz + do
asx + bgy + c3z + d3
et comme f|lr = 0, ou I' est dans le plan z = 0, donc a; = b; = d; = 0, pour tout
i=1,...,3,dourotf -n|p =ay—b =0.
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Conclusions et perspectives

Ce travail a porté d'une part, sur les estimations d’erreur a priori et a posteriori pour
I’équation de Darcy et 1’équation de convection—diffusion—réaction instationnaire ; d’autre
part, sur la validation numérique des résultats théoriques obtenus a travers des exemples
académiques.

On a tout d’abord présenté et étudié le couplage de I’équation de Darcy avec I’équation de
convection—diffusion—réaction instationnaire. Par la suite, on a établi deux formulations
variationnelles continues associées au probléme, puis on les a discrétisées en utilisant la mé-
thode d’Euler semi-implicite pour la discrétisation en temps et la méthode des éléments
finis pour la discrétisation en espace : élement fini “Raviart-Thomas” pour le premier
schéma et “Mini-élément” pour le second schéma.

Ensuite, on a établi des estimations d’erreur a priori pour les deux schémas, qui indiquent
I'ordre 1 pour leur précision lorsque les solutions sont suffisamment réguliéres.

On a ensuite obtenu des estimations d’erreur a posteriori dont le but est de controler
globalement ’erreur par le biais de bornes calculables et de fournir des indicateurs per-
mettant le raffinement adaptatif en espace et en temps.

La validation numérique des résultats théoriques est effectuée sur des cas-tests pour les-
quels on connait une solution exacte; cela permet de s’assurer que les ordres de conver-
gence de l'erreur mesurée sont conformes a ce qui a été démontré. D’autre part, on a
proposé un algorithme adaptatif basé sur les estimations a posterior: et présenté des es-
sais numériques qui montrent 'efficacité de la stratégie adaptative.

Plusieurs perspectives peuvent étre envisagées pour cette thése. Tout d’abord, il serait
intéressant d’implémenter des cas-tests avec des applications physiques, biologiques, ...
moins académiques. Ensuite, une autre étape importante serait d’étendre les simulations
numériques en dimension 3. Pour se rapprocher plus de la réalité, il serait intéressant d’étu-
dier le cas o le coefficient de diffusion @ dans I’équation convection—diffusion-réaction dé-
pend de la concentration C'. Dans ce cas le terme aAC sera remplacer par div(a(C)VC).
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