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Résumé :

Cette thèse établit une démonstration de la localisation dynamique pour le modèle du
Scattering Zipper aléatoire, c’est-à-dire le fait que la probabilité de présence des paquets
d’ondes décrôıt de manière exponentielle par rapport à leur distance à l’état initial.

L’opérateur de Scattering Zipper est le produit de deux opérateurs unitaires par bloc,
perturbés multiplicativement à gauche et à droite par des phases unitaires aléatoires. Cette
configuration produit un opérateur unitaire aléatoire et 5-diagonal par blocs. Cet opérateur
modélise la concaténation d’événements de scattering impliquant un nombre pair d’entrées
et de sorties.

Pour démontrer le phénomène de localisation pour cet opérateur, nous avons recours à
la méthode des moments fractionnaires. Nous prouvons d’abord la continuité et la stricte
positivité des exposants de Lyapounov dans une couronne entourant le cercle unité, ce qui
entrâıne la décroissance exponentielle d’une puissance de la norme des produits de matrices
de transfert.

Nous établissons ensuite une formulation explicite des coefficients de la résolvante finie
à partir des coefficients des matrices de transfert grâce au complément de Schur. De plus,
nous démontrons que, lorsque les coefficients de Verblunsky sont identiques, inversibles et
de norme inférieure à une constante, il y a décroissance exponentielle de la résolvante infinie,
induisant ainsi la décroissance exponentielle des fonctions propres de l’opérateur.

Abstract :

This Ph.D. thesis establishes a proof of dynamical localisation for the random Scatte-
ring Zipper model, i.e. the fact that the probability of presence of wave packets decreases
exponentially with respect to their distance from the initial state.

The Zipper Scattering operator is the product of two unitary operators per block, mul-
tiplicatively perturbed on the left and right by random unitary phases. This configuration
produces a random 5-diagonal unitary operator per block. This operator models the conca-
tenation of scattering events involving an even number of inputs and outputs.

To demonstrate the localisation phenomenon for this operator, we use the method of
fractional moments. We first prove the continuity and strict positivity of the Lyapunov
exponents in a ring around the unit circle, which leads to the exponential decay of a power
of the norm of the products of transfer matrices.

We then establish an explicit formulation of the coefficients of the finite resolvent from
the coefficients of the transfer matrices using Schur’s complement. In addition, we show that
when the Verblunsky coefficients are identical, invertible and of norm less than a constant,
there is an exponential decay of the infinite resolvent, inducing an exponential decay of the
eigenfunctions of the operator.
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avec sérénité et confiance.
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aux barreaux m’inspire énormément. Aya, ton parcours en Data Science est tout aussi
remarquable. Votre amour et votre présence tout au long de ce voyage ont été une source
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2 Le modèle de Scattering Zipper 35
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2.4 Le Scattering Zipper avec le nouvel aléa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.4.1 Première approche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.4.2 Seconde approche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3 Les exposants de Lyapounov 49
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.2 Les exposants de Lyapounov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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1.1 Résultats principaux

Un scattering zipper est un système obtenu par concaténation de systèmes élémentaires
de diffusion unitaire. L’opérateur de Scattering Zipper agit sur l2(Z,CL) et est défini par :

∀ω ∈ Ω, Uω = VωWω

1



2 Chapitre 1. Introduction

où

Vω =















. . .

S0(ω)

S2(ω)
. . .















,Wω =















. . .

S−1(ω)

S1(ω)
. . .















.

avec

Sn(ω) = Sn(α, Un(ω), Vn(ω)) =

 

α ρ(α)Un(ω)

Vn(ω)ρ̃(α) −Vn(ω)α∗Un(ω)

!

,

pour un α tel que ∥α∥< 1, et où ρ(α) = (1−αα∗)
1
2 et ρ̃(α) = (1−α∗α)

1
2 .

Les suites (Vn(ω))n∈Z et (Un(ω))n∈Z sont des matrices unitaires aléatoires et tirées aléatoi-
rement de cette façon :

Définition 1.1.1.
Nous procédons comme suit :

— Tirage d’une suite {(eUωn , dn)}n∈Z de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme

sur U(L)× {−1, 1}L.

— Tirage d’une suite {(eVωn , d ′n)}n∈Z de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme

sur U(L)× {−1, 1}L.

— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0,2π], on
les note (Θωn,1)n∈Z, . . . , (Θωn,L)n∈Z.

— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d suivant la loi uniforme sur [0, 2π], on
les note (θωn,1)n∈Z, . . . , (θωn,L)n∈Z.

Avec ces tirages, nous définissons les phases unitaires (Un(ω))n∈Z et (Vn(ω))n∈Z de la ma-
nière suivante, pour tout n dans Z :

Un(ω) = eiΘωn eUωn eD
ω
n (eU

ω
n )
∗.

Avec

— Θωn = diag{Θωn,1, . . . ,Θωn,L}; (Θ
ω
n,1, . . . ,Θωn,L) ∈ [0, 2π]L.

— eDωn = diag{dn}= diag{dn,1, . . . , dn,L}; (dn,1, . . . , dn,L) ∈ {−1,1}L.

— eUωn ∈ U(L).

Notons que eUωn eD
ω
n (eU

ω
n )
∗ est dans U(L)∩H(L) et Un(ω) = eiΘωn eUωn eD

ω
n (eU

ω
n )
∗ est dans U(L).

On définit de la même façon :

Vn(ω) = eV
ω

n D′ωn (eV
ω

n )
∗eiθωn .

Pour cette nouvelle paramétrisation, on pose

Ω0 =
�

U(L)× {−1,1}L × [0,2π]L
�

×
�

[0, 2π]L × U(L)× {−1,1}L
�

.
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munit de :

P0 =
�

Haar(U(L))⊗Haar({−1,1})L ⊗ (L eb[0,2π])
⊗L
�

⊗
�

(L eb[0,2π])
⊗L ⊗Haar(U(L))×Haar({−1, 1})L

�

.

Le tirage des
�

eUωn , dn, θωn, j, eV
ω

n , d ′n, Θωn, j

�

se fait d’une façon indépendante dans (Ω0,P0).
Dans cette thèse, notre objectif principal est de démontrer un résultat concernant la

localisation dynamique pour la famille {Uω}ω∈Ω. On commence par définir e{i, j} := ei L+ j,
ce qui correspond à la j-ième composante dans le L-bloc numéro i, où {ek}k∈Z est la base
canonique de ℓ2(Z).

Théorème 1.1.1.
Il existe r0 > 0 tel que pour tout α ∈ GLL(C) avec ∥α∥ ≤ r0, il existe Cr0

> 0 et b > 0 tels
que pour tous {k, p} et {l, q} dans Z× ⟦1, . . . , L⟧,

E
�

sup
n∈Z

�

�




e{k,p},Un
ω

e{l,q}
��

�

�

≤ Cr0
e−b|k−l|.

Cela signifie que la famille {Uω}ω∈Ω satisfait la condition de la localisation dynamique
exprimée dans le théorème 1.1.1. Ce résultat repose sur un certain nombre de résultats
intermédiaires. Tout d’abord, faisant suite au résultat de la stricte positivité des exposants
de Lyapounov sur S1 démontré par Boumaza et Marin, on démontre leur stricte positivité
sur une couronne de type Sε := {z ∈ C; 1 − ε < |z| < 1 + ε}. La démonstration se fait en
combinant le résultat de leur positivité sur le cercle unité et la continuité sur la couronne Sε
pour ε≤ ε0 < 1. Cette preuve est présentée dans le chapitre 3.

Puis, on étudie les moments fractionnaires du noyau de la résolvante restreinte, voir
section 4.1 pour la définition. On commence par montrer qu’ils sont uniformément bornés :

Théorème 1.1.2.
Pour z dans S1, et pour tout s ∈ (0, 1/4) et tous k, l ∈ Z tels que |k − l| > 4, il existe
0< C(s)<∞ vérifiant :

E
�

∥G[a,b]
ω
(z, k, l)∥s

�

≤ C(s).

Ensuite, on démontre la décroissance exponentielle de la résolvante réduite.

Théorème 1.1.3.
Il existe ε′ > 0, il existe r0 > 0, il existe s0 ∈]0, 1[, il existe Cs0,r0

> 0 et κ > 0 tels que pour
tout α ∈ GLL(C) avec ∥α∥ ≤ r0, tout s ∈]0, s0] et tout ε ∈]0,ε′],

E
�

∥G[2n,2m+1]
ω

(z, 2n, 2m+ 1)∥s
�

≤ Ce−κ|m−n|

pour tout z ∈ Sε \ S1 et pour tout m et n dans Z tels que |m− n|> 2.

Ce dernier résultat constitue le cœur central de la preuve. Contrairement aux approches
traditionnelles, comme celle utilisée par Hamza, Joye et Stolz, qui se basent sur l’expression
de la fonction de Green en termes des fonctions propres afin d’obtenir la décroissance expo-
nentielle grâce aux matrices de transfert, nous devons adopter une méthode différente. La
configuration en blocs de notre modèle ne nous permet pas d’appliquer directement cette
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stratégie. Par conséquent, nous utilisons le complément de Schur en guise d’alternative.
Cette méthode nous permet d’identifier un terme critique dont l’espérance de la norme doit
être bornée pour démontrer la décroissance du cas réduit.

On se ramène à ce cas réduit à l’aide de deux lemmes de réduction. On commence par
montrer qu’il suffit de traiter les opérateurs de scattering zipper de tailles paires.

Lemme 1.1.1.
Soit α ∈ GLL(C) et soit ε > 0. Soient a, b dans Z, | a − b |> 4. Soit s ∈ (0,1/4) et
soit k, l ∈ [a + 2, b − 2] tels que |k − l| > 4 . Soit n, m ∈ Z tels que k ∈ {2n, 2n + 1} et
l ∈ {2m, 2m+ 1}. Il existe 0< C(s)<∞ vérifiant :

E
�

∥G[a,b]
ω
(z, k, l)∥s

�2
≤ C(s)

1
∑

i, j=0

E(∥G[a,b]
ω
(z, 2n+ 2i, 2m+ 2 j + 1)∥4s)

1
2

pour tout z ∈ Sε \ S1.

La preuve revient à majorer la norme des blocs ”pairs”∥G[a,b]
ω
(z, 2n, 2m)∥ et ∥G[a,b]

ω
(z, 2n+

1, 2m)∥ par les normes des blocs ”impairs”∥G[a,b]
ω
(z, 2n, 2m+1)∥ et ∥G[a,b]

ω
(z, 2n+1, 2m+1)∥.

Une condition nécessaire pour établir cela est l’inversibilité de α. Celle-ci permet d’obtenir
le lemme suivant.

Lemme 1.1.2.
Si α est inversible, alors pour tout ε > 0, pour tout k ∈ Z et pour tout z ∈ Sε, la matrice
αk+zVk(ω)αkUk(ω) est inversible presque sûrement, et pour tout s ∈]0, 1[, il existe C(s)>
0 tel que

∀n ∈ Z, E
�

∥(αk − Vn(ω)αkUn(ω))
−1∥s

�

≤ C(s).

Cela est nécessaire pour conclure la première réduction. On passe à la deuxième et on
montre qu’il suffit de traiter le cas fini.

Lemme 1.1.3.
Pour s ∈ (0, 1/2), on a :

E (∥Gω(z, k, l)∥s)2 ≤ C(s)E
�

∥G[k,l]
ω
(z, k, l)2s∥

�

pour tout z ∈ {x ∈ C|0< |∥x∥ − 1|< 1/2} et tous k, l ∈ Z tels que |k− l|> 4.

La preuve repose sur l’identité de la résolvante géométrique. Combinant les deux lemmes
précédents, 1.1.1 et 1.1.3, ainsi que le théorème 1.1.3 de la décroissance exponentielle du cas
réduit, on obtient la décroissance du cas général :

Théorème 1.1.4.
Il existe r0 > 0, s ∈]0,1[, ε′ > 0, Cs,r0

> 0 et a > 0, tels que pour tout α ∈ GLL(C)
avec ∥α∥< r0, tout ε ∈]0,ε′] et pour tout k, l ∈ Z et tout z ∈ Sε \ S1 :

E (∥Gω(z, k, l)∥s)≤ Cs,r0
e−a|k−l|.

De ce dernier théorème on peut déduire une estimation d’ordre 2 sur les coefficients de
la résolvante.
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Théorème 1.1.5.
Il existe ε′ > 0, il existe r0 > 0, il existe Cr0

> 0 et a > 0 tels que pour tout ε ∈]0,ε′] et tout
z ∈ Sε \ S1, pour tout α ∈ GLL(C) avec ∥α∥ ≤ r0, et tout {k, p} et {l, q} dans Z× ⟦1; L⟧ :

E
�

(1− |z|2)
�

�〈e{k,p}| (Uω − z)−1 e{l,q}〉
�

�

2
�

≤ Cr0
e−a(k−l)

Ce dernier théorème est un énoncé sur les moments d’ordre 2 de la résolvante. Plus géné-
ralement, pour obtenir la propriété de localisation dynamique, on utilise le lemme suivant :

Lemme 1.1.4.
Soit U un opérateur unitaire. Alors, pour n ∈ Z,

Un = lim
r→1+

1− r2

2π

∫ 2π

0

�

U − reiθ
�−1 �

U−1 − re−iθ
�−1

einθdθ .

1.2 Introduction

Dans ce chapitre, nous esquissons brièvement l’histoire de la localisation d’Anderson, tout
en présentant son contexte physique et sa définition mathématique, ainsi que les méthodes
employées pour sa démonstration. Nous débutons par un survol général de la localisation
d’Anderson, puis nous mettons en lumière les premières recherches axées sur des modèles
auto-adjoints. Les modèles d’Anderson et les opérateurs de Jacobi, ce dernier étant une
généralisation des modèles d’Anderson, seront introduits, et leurs résultats respectifs en
termes de localisation seront également discutés. La transition vers les modèles unitaires
sera justifiée à travers une approche basée sur les polynômes orthogonaux, passant des po-
lynômes orthogonaux sur l’axe réel, qui sont étroitement liés aux opérateurs de Jacobi, aux
polynômes orthogonaux sur le cercle unité, qui sont directement associés aux matrices ou
opérateurs CMV, des opérateurs unitaires. Ces derniers, ainsi que leurs résultats de locali-
sation, seront exposés de manière autonome. Ensuite, nous explorerons une approche alter-
native en nous penchant sur des modèles inspirés par la physique de la matière condensée,
tels que le modèle d’anneau magnétique, le modèle de Blatter-Brown, le modèle d’Anderson
unitaire et le modèle de Chalker-Coddington. Nous introduirons également une version des
marches quantiques, qui est directement liée aux opérateurs unitaires mentionnés précédem-
ment. Enfin, nous donnons une présentation succincte du modèle étudié dans cette thèse, le
Scattering Zipper, en soulignant les liens et les similitudes avec les modèles précédemment
discutés.

Cela se reflète également dans les méthodes mathématiques qui ont été utilisées pour
la prouver. En d = 1, des outils robustes issus de la théorie des systèmes dynamiques
unidimensionnels sont disponibles, en particulier des résultats sur les asymptotiques des
produits

1.3 Histoire de la localisation d’Anderson

En 1958, Anderson a élaboré un modèle, maintenant nommé en son honneur, afin de
déchiffrer les effets quantiques du désordre dans des matériaux comme les alliages et les
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environnements amorphes [1].

Deux phénomènes notables émergent dans le cadre de ce modèle : la localisation d’An-
derson, soit l’inhibition du transport électronique en raison du désordre, et la transition
d’Anderson dans les environnements désordonnés tridimensionnels, qui anticipe l’existence
d’une frontière de mobilité distinguant les régions d’énergie des états localisés d’une région
d’états étendus. Imaginez lancer une balle dans une pièce jonchée d’obstacles. En temps
normal, la balle rebondirait dans diverses directions. Cependant, dans le scénario de la
localisation d’Anderson, la ”balle”, qui pourrait être une onde électromagnétique, sonore
ou quantique, demeure bloquée en un point spécifique. Ceci se produit lorsque le milieu à
travers lequel l’onde se propage est fortement désordonné, à l’instar d’un semi-conducteur
comportant des impuretés.

Le phénomène de la localisation d’Anderson a des répercussions dans divers domaines
tels que l’électronique, l’optique et l’acoustique. Il est crucial de souligner que la localisation
d’Anderson diffère de la ”localisation faible”, qui est en quelque sorte une phase initiale à
la localisation d’Anderson, et de la ”localisation de Mott”, qui est attribuée à des interac-
tions électriques intenses entre les particules, plutôt qu’à un désordre dans le milieu [2].
La localisation d’Anderson est un phénomène pivot en physique de la matière condensée.
Les recherches d’Anderson, ainsi que celles de Mott et van Vleck, leur ont valu le prix No-
bel de physique en 1977 pour leurs recherches théoriques fondamentales sur la structure
électronique des systèmes magnétiques et désordonnés.

Mathématiquement, on dit d’une famille d’opérateurs aléatoires qu’elle a la propriété de
localisation d’Anderson, ou encore qu’elle est exponentiellement localisée sur un intervalle
I , lorsque :

1- le spectre est non vide et presque sûrement purement ponctuel dans I (Localisation
spectrale),

2- les fonctions propres correspondant aux valeurs propres dans I décroissent exponen-
tiellement vers zéro à l’infini.

Les études mathématiques rigoureuses du modèle d’Anderson et d’autres modèles d’opéra-
teurs aléatoires ont débutées dans les années 1970. La première démonstration de la loca-
lisation d’Anderson pour un modèle unidimensionnel continu, où le potentiel est un bruit
blanc, a été fournie par Goldsheid, Molchanov et Pastur en 1977 [3]. Plusieurs années après,
une démonstration de la localisation pour le modèle d’Anderson unidimensionnel discret a
été apportée par Kunz et Souillard [4], modèle introduit dans [5]. Depuis, l’étude des opé-
rateurs aléatoires a émergé comme un domaine significatif de la physique mathématique,
engendrant une vaste activité de recherche et une multitude de résultats mathématiques.

Bien que la transition d’Anderson et les états étendus demeurent largement méconnus,
la théorie spectrale des opérateurs de Schrödinger et d’autres opérateurs auto-adjoints H,
utilisés pour modéliser les hamiltoniens des systèmes mécaniques quantiques, a une his-
toire riche. L’étude des propriétés spectrales est principalement motivée par leur lien étroit,
par exemple via le théorème R.A.G.E [6], avec les propriétés dynamiques de l’évolution
temporelle correspondante e−iH t , soit la propagation de paquets d’ondes sous l’équation de
Schrödinger dépendant du temps i∂tΨ = HΨ.

Cependant, pour les opérateurs ayant un spectre singulier continu ou un spectre ponc-
tuel dense, des types spectraux courants dans les modèles mécaniques quantiques de milieux
désordonnés tels que les opérateurs de Schrödinger quasipériodiques ou aléatoires, le théo-
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rème R.A.G.E ne fournit pas d’information dynamique précise. Des outils robustes sont
disponibles pour étudier le phénomène de la localisation d’Anderson.

Ainsi, une grande partie de la recherche sur les hamiltoniens dans les systèmes désor-
donnés a été axée sur la détermination directe des propriétés dynamiques. Par exemple, il
a été prouvé que les hamiltoniens aléatoires de type Anderson manifestent une localisation
dynamique dans divers régimes d’énergie, c’est-à-dire que les paquets d’ondes demeurent
localisés dans l’espace à tous les temps [7, 8, 9, 4].

Des études sur l’existence de la transition de localisation-délocalisation pour le Hamil-
tonien de Landau aléatoire sont également disponibles [10].

Plusieurs méthodes puissantes ont été développées pour prouver la localisation d’Ander-
son, notamment la méthode d’analyse multi-échelle (MSA) développée en 1983 par Fröhlich
et Spencer [11], avec d’excellentes introductions à la MSA disponibles dans [12] et [13], et
l’état de l’art de ce qui peut être atteint avec l’analyse multi-échelle de type Fröhlich-Spencer
présenté dans [14] et l’article de survol [15]. La méthode des moments fractionnaires (FMM),
introduite par Aizenman et Molchanov en 1993 [16], a également été largement utilisée. Se-
lon [17], bien que la MSA ait produit des résultats dans des situations inaccessibles par une
approche basée sur la FMM, la FMM est mathématiquement plus élémentaire, en particulier
pour le cas du modèle discret classique d’Anderson, et permet de prouver des résultats plus
forts sur la localisation dynamique que ceux pouvant être obtenus par la MSA.

Il existe des différences notables entre les modèles unidimensionnels et multidimension-
nels, où différents mécanismes physiques sont à l’origine des effets de localisation. En di-
mension un, que ce soit en utilisant la MSA ou la FMM, pour démontrer la localisation, les
exposants de Lyapounov sont introduits : leur positivité est cruciale pour obtenir la décrois-
sance exponentielle. Pour un état de l’art des résultats, voir [18]. Pour des travaux récents
sur les exposants de Lyapounov dans les modèles quasi-unidimensionnels, voir [19, 20, 21].

Une littérature abondante sur la localisation d’Anderson et, plus généralement, sur la
physique des systèmes quantiques désordonnés est disponible, et on peut par exemple consul-
ter [22, 23, 24, 13, 12]. Pour une introduction complète à la physique de la matière condensée,
la référence classique d’Anderson [25] ou l’ouvrage plus récent de Girvin et Yang [26] peuvent
être consultés. Pour des lectures supplémentaires sur les aspects physiques de la localisation
d’Anderson et sa manifestation dans divers domaines de la physique, le lecteur est dirigé
vers [27, 28, 29].

En dernier lieu, une source idéale pour continuer la lecture et se familiariser avec l’état
de l’art est le livre de Aizenman et Warzel [6].

1.4 Modèles auto-adjoints

Dans cette section, nous présentons les exemples les plus emblématiques concernant les
modèles auto-adjoints aléatoires, en exposant leurs résultats en termes de localisation, qu’elle
soit dynamique ou d’Anderson.

Dans le but de faciliter la compréhension des modèles qui seront discutés ultérieurement,
nous débutons par une introduction des concepts fondamentaux.
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Famille ergodique

Définition 1.4.1 (Famille aléatoire d’opérateurs auto-adjoints ergodique).
Soit (Ω,A , P) un espace de probabilité complet et {Ti}i∈Zd un groupe de transformations
mesurables et préservant la mesure P.

1. Un ensemble A ∈ A est dit invariant sous l’action de {Ti} lorsque T−1
i A = A pour

tout i ∈ Zd.

2. {Ti} est dit ergodique si tout ensemble invariant est de mesure nulle ou égale à 1.

3. Si {Ti} est ergodique, on dit qu’un potentiel x 7→ Vω(x) pour x ∈ Rd et ω ∈ Ω est
Zd-transitif (par rapport à {Ti}i∈Zd ) lorsque :

∀i ∈ Zd ,∀x ∈ Rd , VTiω
(x) = Vω(x − i).

De même, si
�

Ty

	

y∈R est un groupe de transformations mesurables et préservant la

mesure P, on dit que Vω(x) est Rd-transitif par rapport à
�

Ty

	

y∈Rd lorsque :

∀y ∈ Rd ,∀x ∈ Rd , VTyω
(x) = Vω(x − y).

4. On dit qu’une famille mesurable d’opérateurs auto-adjoints {Hω}ω∈Ω est Zd-ergodique
(resp. Rd-ergodique) lorsqu’il existe une famille d’opérateurs unitaires Uy définie par
Uyφ(x) = φ(x− y) telle que :

∀i ∈ Zd ,∀ω ∈ Ω, HTiω
= UiHωU∗i .

L’intérêt de cette définition est que, pour tout ω ∈ Ω et tout i ∈ Zd ,

σ
�

HTiω

�

= σ
�

UiHωU∗i
�

= σ (Hω) .

Dans la suite de ce texte, cela conduit à l’existence d’un ensemble déterministe égal P-
presque sûrement au spectre de Hω.

Le spectre presque-sûr

On commence par les théorèmes de Pastur et de Kunz-Souillard / Kirsch-Martinelli qui
nous assurent que pour une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints, presque sûrement
leur spectre est indépendant de ω :

Théorème 1.4.1 (voir [30]).
Soit {Hω}ω∈Ω une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints. Alors il existe un ensemble
Σ ⊂ R fermé tel que Σ= σ (Hω) P-presque sûrement.
L’ensemble Σ est appelé le spectre presque sûr de la famille {Hω}ω∈Ω.

On démontre également une version unitaire pour l’opérateur de Scattering Zipper aléa-
toire dans le chapitre suivant.
Ce résultat se transpose directement aux cas des types spectraux :
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Théorème 1.4.2.
Soit {Hω}ω∈Ω une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints. Alors il existe des ensembles Σpp,Σsc

et Σac fermés dans R tels que P-presque sûrement,

Σpp = σpp (Hω) , Σsc = σsc (Hω) et Σac = σac (Hω) .

De plus, le spectre essentiel et le spectre discret de Hω sont P-presque sûrement constant.

La démonstration du théorème 1.4.1 s’adapte directement à ces types de spectre en
considérant les projecteurs spectraux associés.

1.4.1 Modèle d’Anderson discret

Nous commençons par la version la plus étudiée, le Laplacien négatif continu

−∆= −
∑

j

∂ 2/∂ x2
j

est substitué par son équivalent discret h0, qui opère sur u ∈ ℓ2
�

Zd
�

comme suit :

(h0u) (n) = −
∑

k∈Zd ,|k|=1

u(n+ k), n ∈ Zd ,

où pour tout k ∈ Zd , |k|= |k1|+ . . .+ |kd |.
En physique, l’hamiltonien h0 est souvent rencontré de manière plus directe, non pas comme
une discrétisation d’un opérateur différentiel, mais dans le contexte de ce qui est nommé
l’approximation du modèle de liaison forte (ou tight-binding approximation, qui néglige les
interactions entre les atomes du réseau).

Tout comme le Laplacien continu, le Laplacien discret est unitairement équivalent à un
opérateur de multiplication via la transformée de Fourier. Un calcul révèle que h0 est borné
et auto-adjoint. Le spectre de h0 est :

σ (h0) = [−2d, 2d].

Soit ω= (ωn)n∈Zd un ensemble de variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d.) indexées par Zd . Il est parfois utile de conceptualiser une manière
dont des variables aléatoires i.i.d. peuvent être réalisées comme des fonctions mesurables sur
un espace probabiliste (Ω,A ,P). La construction standard est l’espace produit infini

(Ω,A ,P) =
⊗

n∈Zd

(R,BR,µ) ,

où A et P désignent respectivement la σ-algèbre et la mesure générées par la pré-mesure
induite par µ sur les ensembles cylindriques de Borel dans Ω = RZ

d
. Cela est cohérent avec

la notation ω = (ωn)n∈Zd car les composantes ωn de ω ∈ Ω sont maintenant des variables
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aléatoires i.i.d. sur Ω avec une distribution commune µ.
Le modèle d’Anderson discret est une famille aléatoire d’opérateurs (hω)ω∈Ω sur ℓ2

�

Zd
�

,
défini pour ω ∈ Ω par

(hωu) (n) = (h0u) (n) +ωnu(n), n ∈ Zd .

En introduisant le potentiel aléatoire Vω : Zd → R défini pour tout n ∈ Z par Vω(n) = ωn,
nous pouvons également exprimer

∀ω ∈ Ω, hω = h0 + Vω.

Le modèle d’Anderson hω peut être envisagé comme l’hamiltonien régissant le mouvement
quantique d’un électron isolé dans un cristal désordonné. Le potentiel aléatoire Vω(n) =ωn

(pour n ∈ Zd) décrit alors un solide constitué de noyaux situés aux sites n du réseau Zd

et portant des charges électriques aléatoires ωn. Les énergies possibles pour l’électron sont
fournies par le spectre σ (hω) de l’hamiltonien d’Anderson hω.

Il découle de la théorie générale des opérateurs ergodiques, dont le modèle d’Anderson
est un cas particulier, que σ (hω) est presque sûrement déterministe, c’est-à-dire qu’il existe
un sous-ensemble fermé Σ de R tel que

σ (hω) = Σ presque sûrement.

Théorème 1.4.3 ([17]).
Le spectre presque sûr du modèle d’Anderson est donné par

Σ= σ (h0) + suppµ.

La localisation du modèle d’Anderson peut être caractérisée soit par des propriétés spec-
trales soit par des propriétés dynamiques de l’hamiltonien.

Définition 1.4.2.
Soit I ⊂ R un intervalle ouvert. On dit que {hω}ω∈Ω présente une localisation spectrale
dans I si {hω}ω∈Ω a presque sûrement un spectre ponctuel dans I , c’est-à-dire que I ne
contient aucun spectre continu de {hω}ω∈Ω, et ses fonctions propres pour toutes les valeurs
propres dans I décroissent exponentiellement.

Si I est un intervalle non trivial contenu dans le spectre presque sûr de (hω), qui est
une union d’intervalles, alors la localisation spectrale dans I signifie nécessairement que le
spectre consiste en un ensemble dense de valeurs propres. Ce phénomène est très différent
et beaucoup plus subtil que l’apparition de valeurs propres discrètes isolées, ce qui est la
situation classique rencontrée dans les hamiltoniens atomiques ou moléculaires.

Définition 1.4.3.
On dit que {hω}ω∈Ω manifeste une localisation dynamique dans I s’il existe des constantes
C <∞ et µ > 0 telles que

E
�

sup
t∈R

�

�




e j, e−i thω1I (hω) ek

��

�

�

≤ Ce−µ| j−k|
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pour tous j, k ∈ Zd. Ici, {e j} j∈Zd est la base orthonormée canonique dans Zd, e j(k) = δ jk,
et E(·) est l’espérance par rapport à la mesure de probabilité P. De plus 1I(hω) est le projec-
teur spectral sur I associé à hω

Cette définition indique que la probabilité qu’un système, d’état initial el , se retrouve
dans l’état ek après n unités de temps, reste extrêmement faible à mesure que la distance
entre k et l augmente. Cette faiblesse est telle qu’elle décrôıt exponentiellement avec l’aug-
mentation de cette distance.

La localisation dynamique, sous cette forme, affirme que les solutions de l’équation de
Schrödinger dépendante du temps hωψ = i∂tψ demeurent localisées dans l’espace, unifor-
mément pour tous les temps. C’est dans ce sens que les physiciens parlent de localisation :

sup
t∈R





|X |pe−i thω1I (hω)ψ




<∞ presque sûrement,

ou

E
�

sup
t





|X |pe−i thω1I (hω)ψ






2
�

≤<∞.

où X est l’opération de position. La localisation dynamique n’est pas seulement un énoncé
physiquement plus intéressant que la localisation spectrale, elle est aussi une propriété ma-
thématiquement plus forte : il est montré dans [7] que la localisation dynamique dans I
implique la localisation spectrale dans I .

Pour discuter des contextes où une localisation, qu’elle soit spectrale ou dynamique,
est physiquement anticipée, il est utile d’introduire un paramètre de désordre supplémen-
taire λ > 0 dans le modèle d’Anderson et de définir

hω,λ = h0 +λVω,

P (λωn ∈ B) = µλ(B) := µ(B/λ)

où Vω(n) =ωn et µλ est la distribution des variables aléatoires i.i.d. λωn. µλ est étalée sur
des supports plus larges pour des λ plus grands, correspondant à une plus grande gamme
de charges aléatoires possibles dans un milieu de type alliage.
Ainsi, λ >> 1 représente le cas d’un grand désordre et λ << 1 représente un petit désordre.

Les physiciens ont établi ce qui suit :
- En dimension d = 1, tout le spectre de hω,λ est localisé pour toute valeur du désordre λ > 0.
- En dimension d ≥ 2, tout le spectre est localisé à grand désordre, c’est-à-dire pour λ >> 1.
Pour un petit désordre λ, des comportements différents apparaissent en dimensions d = 2
et d = 3. Pour d = 2, tout le spectre est toujours localisé, mais peut-être sous une forme
plus faible que pour d = 1, par exemple, un faible niveau (ou type faible) de transport quan-
tique pourrait être possible. D’autre part, en dimension d = 3, la transition d’Anderson
est observée. Il y a des régions localisées près des bords de bande du spectre presque sûr,
séparées par des bords de mobilité d’une région d’états étendus au centre du spectre. Les
états étendus sont interprétés comme l’existence d’un transport quantique au sens où les
moments devraient être infinis pour p suffisamment grand. L’attente physique pour d = 3
est que cela commence à p = 1/2, ce qui correspond à la présence d’un mouvement diffusif.
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Mathématiquement, la localisation a été prouvée pour trois régimes différents :

— Pour toutes les énergies et un désordre arbitraire en d = 1.

— Dans n’importe quelle dimension et pour toutes les énergies à désordre suffisamment
grand.

— Pour le bas de variables aléatoires indépendantes qui permettent de prouver la positi-
vité des exposants de Lyapounov.

Une présentation complète de la preuve de localisation de Kunz-Souillard pour le modèle
d’Anderson unidimensionnel peut être trouvée dans [22]. Pour un aperçu un peu plus récent
des résultats sur la localisation unidimensionnelle, voir [18].

Pour le modèle d’Anderson unidimensionnel, la première preuve capable de gérer n’im-
porte quelle distribution a été donnée dans [31], basée sur l’analyse multi-échelle. En 2019 [32]
a fourni une preuve succincte de la localisation d’Anderson et de la localisation dynamique
(pour le modèle d’Anderson unidimensionnel avec une distribution arbitraire) en utilisant
des exposants de Lyapounov positifs en conjonction avec des estimations de type grandes
déviation, (LDT) et des résultats de Craig-Simon. En 2020, une localisation dynamique forte
a été prouvée dans [33] en suivant cette méthode.

La première démonstration de localisation spectrale pour des potentiels non constants,
qui ne requiert qu’un moment fini et aucune régularité supplémentaire sur la distribution,
a été fournie par Carmona, Klein et Martinelli en 1987 [31]. Cette avancée significative a
résolu le problème de la localisation pour le désordre de Bernoulli et s’est basée sur une ana-
lyse multi-échelle. Plus récemment, plusieurs nouvelles preuves en dimension un ont émergé.
Notamment, les travaux de [34, 35, 32] exploitent les exposants de Lyapounov positifs. La
démonstration présentée dans [32] propose un argument particulièrement concis, utilisant
certaines idées introduites par Jitomirskaya en 1999 dans l’étude de l’opérateur presque
Mathieu. Les arguments dans [34, 35, 32] s’appliquent tous aux potentiels bornés. Ces avan-
cées dans la compréhension de la localisation d’Anderson en dimension un ont enrichi la
connaissance du comportement des systèmes quantiques désordonnés, en particulier dans le
contexte des potentiels aléatoires.

1.4.2 Modèle d’Anderson continu

L’opérateur de fond déterministe est défini comme

H0 = −∆+ V0

opérant dans L2
�

Rd
�

, où V0 un potentiel périodique, réel et borné, dans L∞
�

Rd
�

.

Considérons un modèle de type Anderson continu, exprimé sous la forme

Hω = H0 −
∑

n∈Zd

ωnUn

où ω = (ωn)n∈Zd est un ensemble de variables aléatoires i.i.d. avec une densité bornée ρ et
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suppρ = [0,ωmax]. Il est connu que le spectre de Hω est presque sûrement déterministe,

σ (Hω) = Σ p.s.

et E1 := infΣ= infσ

�

H0 −ωmax

∑

n

Un

�

où 1n = 1Λ1(n) et Λ1(n) désigne le cube unitaire dans Rd centré en n ∈ Zd .
Introduisons une hypothèse pertinente uniquement pour la la méthode des moments

fractionnaires FMM :

Hypothèse 1.4.1.
Les potentiels de site unique Un(x) = U(x − n) sont des translations d’une fonction de bosse
non négative U, caractérisée par l’existence de 0< r1 ≤ r2 <∞ et 0< c1 ≤ c2 <∞ tels que

c11{|x |≤r1} ≤ U ≤ c21{|x |≤r2}.

Des résultats similaires ont été initialement obtenus dans [36], où une ”condition de
recouvrement” de la forme

U ≥ c10, c > 0,

était requise pour le potentiel de site unique.
Le théorème suivant, qui est un cas particulier d’un résultat dans [37], énonce que :

Théorème 1.4.4 ([17]).
Pour d ≤ 3 et 0< s < 1

3 , il existe des constantes δ > 0,µ > 0 et C <∞ telles que

E
�



1k (Hω − E − iε)−1 1ℓ






s�≤ Ce−µ|k−ℓ|

pour tous E ∈ [E1, E1 +δ] ,ε > 0 et k,ℓ ∈ Zd.

Dans ce théorème, Stolz utilise la norme de la résolvante localisée 1k (Hω − E − iε)−1 1ℓ
(parfois appelée ”fonction de Green étalée”) comme analogue continu de la fonction de Green
discrète G(x , y; E + iε).

Dans [36], il est établi que la décroissance exponentielle des moments fractionnaires de
la fonction de Green étalée entrâıne à la fois la localisation spectrale et dynamique :

(a) Presque sûrement, pour chaque ω, Hω possède un spectre purement ponctuel dans
[E1, E1 +δ] avec des fonctions propres qui décroissent exponentiellement.

(b) Il existe des constantes µ > 0 et C <∞ telles que

E
�

sup
|g|≤1





1k g (Hω)1[E1,E1+δ] (Hω)1ℓ






�

≤ Ce−µ|k−ℓ|

pour tous les k,ℓ ∈ Zd , où le supremum est pris sur les fonctions de Borel g : R→ C.
Pour prouver le Théorème 1.4.4, l’approche globale comprend les étapes principales sui-

vantes :
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1. Bornes a priori : Il est démontré qu’il existe une constante C < ∞, pour chaque
E2 ∈ (E1, E0) et 0< s < 1, telle que

E
�



1k (Hω − E − iε)−1 1ℓ






s�≤ C ,

uniformément pour E ∈ [E1, E2] ,ε > 0 et k,ℓ ∈ Zd . Sous une condition de recouvre-
ment, [36] a montré que la majoration est valide pour toutes les énergies, avec une
constante C qui crôıt polynomialement en E.

2. Queues de Lifshits : Cela fournit le début d’une procédure itérative pour démontrer
la décroissance exponentielle (voir par exemple [13] et [36]).

3. Découplage géométrique : Pour plus de détails, voir [37] ou [17].

La principale difficulté réside dans le fait que les arguments de la théorie des perturbations
de rang un et deux, qui ont été efficaces pour le modèle d’Anderson discret, ne s’appliquent
pas directement dans le cas continu. Chaque potentiel de site unique dans ce dernier est une
perturbation de rang infini, qui a au mieux certaines propriétés de compacité par rapport
au Laplacien. Pour que les idées centrales derrière la méthode des moments fractionnaires
soient opérationnelles dans ce contexte, une compréhension plus approfondie de certains
aspects de la théorie des opérateurs impliqués était nécessaire. Ces questions ont été résolues
dans [36] et [37]. Des travaux antérieurs dans [38] ont étendu certains aspects de la méthode
des moments fractionnaires aux modèles continus, mais ont encore utilisé des arguments
de perturbation de rang fini, en considérant par exemple des modèles continus avec des
interactions ponctuelles aléatoires.

En outre, une extension des idées derrière l’analyse multi-échelle est présentée dans [39],
permettant de prouver la localisation au bas du spectre pour les modèles d’Anderson-
Bernoulli continus.

1.4.3 Modèle d’Anderson à valeurs matricielles

Dans la section présentée, les résultats de [40] sont mis en avant. Considérant l comme
un entier positif et définissant Zl = Z × ⟦1, . . . , L⟧, avec l’équivalence ℓ2 (Zl) ∼= ℓ2

�

Z,Cl
�

,
l’hamiltonien d’Anderson sur cet espace est réécrit comme H = H0 + V où

(H0ψ) (n) = −ψ(n− 1)−ψ(n+ 1) et (Vψ)(n) = V (n)ψ(n) pour n ∈ Z.

La matrice V (n) est une matrice de taille L de la forme :

V (n) =



















ω
(n)
1 −1 0 · · · 0

−1 ω
(n)
2 −1 · · · 0

0 −1 ω
(n)
3

. . .
...

...
. . . . . . . . . −1

0 · · · 0 −1 ω
(n)
L


















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où les ω(n)j pour n ∈ Z et j ∈ {1, . . . , l} sont des variables aléatoires réelles, et les V (n)
sont des variables aléatoires matricielles de taille l × l i.i.d. L’équation aux valeurs propres
associée à H est :

−ψ(n+ 1)−ψ(n− 1) + V (n)ψ(n) = Eψ(n), avec ψ ∈ l2
�

Z,Cl
�

.

Les matrices de transfert T E
n de taille 2l × 2l sont définies par :

T E
n =

 

V (n)− EI −I

I 0

!

où les T E
n sont des matrices aléatoires i.i.d. avec des valeurs dans SpL(R), le sous-groupe

symplectique de SL(2l,R).
En considérant µE comme la distribution de probabilité commune des matrices de trans-

fert, les hypothèses nécessaires pour prouver la localisation sont exprimées en termes de
µE. Si une mesure de probabilité µ sur Spl(R) satisfait les deux conditions suivantes : µ a
un moment fini, c’est-à-dire

∫

∥g∥nµ(g) <∞ pour un certain η > 0, et que la théorie des
matrices aléatoires (voir [41]) peut être appliquée. Ces hypothèses sur µE sont cruciales pour
montrer que les exposants de Lyapounov, γ1(E), . . . ,γl(E), sont strictement positifs :

γ1(E)> · · ·> γl(E)> 0.

Dans [40], Klein, Lacroix et Speis ont démontré qu’avec une probabilité de un, le spectre de H
est purement discret et, sous certaines conditions, ils ont montré la localisation exponen-
tielle. Bien que la localisation exponentielle pour le modèle d’Anderson en une dimension soit
bien comprise (voir [4, 42, 43, 31, 44]), le résultat le plus général est attribué à Carmona,
Klein et Martinelli [31], qui ont prouvé que si la distribution de probabilité du potentiel
n’est pas concentrée en un seul point et possède un moment fini, alors la localisation est
assurée. Dans les dimensions supérieures, la localisation exponentielle a été démontrée prin-
cipalement à forte désordre ou à basse énergie (voir [11, 45, 46, 47]). Les auteurs de [40]
étendent les résultats de Carmona, Klein et Martinelli [31] à la bande unidimensionnelle, et
prouvent également les estimations probabilistes qui impliquent la localisation exponentielle
(voir [40]).

Plus récemment,une version continue du modèle d’Anderson matriciel à été étudié par
Boumaza dans [48]. L’opérateur est défini comme suit :

H(ω) = −
d2

dx2
⊗ IN +

∑

n∈Z

V (n)
ω
(x − ℓn),

où il opère sur L2(R)⊗CN , avec N ≥ 1 un entier, IN la matrice identité d’ordre N , et ℓ > 0
un nombre réel. Les fonctions x 7→ V (n)

ω
(x) sont des fonctions matricielles symétriques, à

support dans [0,ℓ] et uniformément bornées par rapport à x , n, et ω. La suite
�

V (n)
ω

�

n∈Z est
constituée de variables aléatoires i.i.d.

Boumaza a prouvé que, sous des hypothèses pertinentes sur le groupe de Fürstenberg,
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la famille d’opérateurs exhibe des propriétés de localisation, tant du point de vue spectral
que dynamique, sur un intervalle I . Après avoir examiné les propriétés de régularité des
exposants de Lyapounov et de la densité d’états intégrée, il a établi une estimée de Wegner
et a appliqué une analyse multi-échelle pour prouver la localisation de ces opérateurs. Un
exemple dans cette classe d’opérateurs, pour lequel les hypothèses nécessaires sur le groupe
de Fürstenberg peuvent être prouvées, a également été introduit dans [48]. Cet exemple est
l’opérateur agissant sur L2(R)⊗CN défini par :

Hℓ(ω) = −
d2

dx2
⊗ IN + V0 +

∑

n∈Z









c1ω
(n)
1 1[0,ℓ](x − ℓn) 0

. . .

0 cNω
(n)
N 1[0,ℓ](x − ℓn)









,

où ℓ > 0 est un nombre réel représentant la longueur de la portée des interactions aléatoires,
c1, . . . , cN sont des nombres réels non nuls, et V0 est l’opérateur de multiplication par une
matrice tridiagonale ayant une diagonale nulle et des coefficients égaux à 1 sur les diagonales
supérieure et inférieure.

Boumaza a démontré que, sous des hypothèses appropriées sur le groupe de Fürsten-
berg de H(ω), cet opérateur présente des propriétés de localisation sur un certain intervalle
de R. Ces hypothèses ne sont pas satisfaites pour tous les opérateurs, mais elles le sont pour
l’opérateur Hℓ(ω), qui est Z-ergodique et dont la partie potentielle est uniformément bornée
en x , n et ω en raison de la bornitude de supp v. Il a également démontré que H(ω) présente
une localisation dynamique forte (SDL) sur un certain intervalle, ce qui implique que H(ω)
présente une localisation d’Anderson sur le même intervalle. Les méthodes algébriques utili-
sées permettent de traiter des distributions singulières des paramètres aléatoires et d’utiliser
des résultats algébriques sur la génération de sous-groupes de Lie denses dans des groupes
de Lie réels semi-simples connexes, grâce aux travaux de Breuillard et Gelander.

1.4.4 Les opérateurs de Jacobi : une généralisation du modèle d’Anderson

discret

En 1848, Jacobi a initié une exploration des formes quadratiques Ja,b dans [49], définies
comme suit :

Ja,b (x1, . . . , xn) =
n
∑

k=1

bk x2
k + 2

n−1
∑

k=1

ak xk xk+1,

De manière équivalente, on peut étudier les matrices de la forme :

J =



















b1 a1 0 . . . 0

a1 b2 a2 . . . 0

0 a2 b3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 . . . . . . an−1 bn


















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Il a trouvé que les valeurs propres de J étaient les zéros du dénominateur de la fraction
continue

1

b1 − z − a2
1

b2−z−
a2
2
···

.

Au moment où le théorème spectral a fait son apparition, Toeplitz [50], Hellinger-
Toeplitz [51], et surtout Stone [52], ont reconnu que les matrices de Jacobi servaient de
modèles universels pour les opérateurs autoadjoints, A, possédant un vecteur cyclique, ϕ0.
La cyclicité implique que les

�

Akϕ0

	∞
k=0

sont linéairement indépendants, et en appliquant le
processus d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on obtient des polynômes p j(A) de degré
exactement j avec des coefficients principaux positifs tels que les

ϕ j = p j(A)ϕ0

forment une base orthonormale de H . La mesure spectrale dµ, définie par

∫

xndµ(x) = 〈ϕ0, Anϕ0〉 ,

est directement liée aux paramètres de Jacobi a, b. Les polynômes orthogonaux p j(x) asso-
ciés à dµ et les paramètres de Jacobi sont liés par la relation de récurrence :

x p j(x) = a j+1p j+1 + b j+1p j(x) + a j p j−1(x)

(où p−1 = 0).
Les opérateurs de Jacobi peuvent être une généralisation des opérateurs d’Anderson

discrets. une version aléatoire à été étudiée dans [53]. Les opérateurs de Jacobi aléatoires
sont donnés par :

Jωψ(n) = tω(n− 1)ψ(n− 1) + tω(n)ψ(n+ 1) + Vω(n)ψ(n),

où {Vω(n)}
∞
n=−∞ et {tω(n)}

∞
n=−∞ sont deux processus indépendants et identiquement distri-

bués, indépendants les uns des autres dans un espace de probabilité Ω construit de la façon
suivante :

Soit Ω0 l’ensemble R+ ×R avec une mesure de probabilité µ1 sur R+, µ2 sur R et µ :=
µ1 × µ2 sur Ω0. Ω = ΩZ0 , P = µ

Z et ω(n) = (ω1(n),ω2(n)), on pose tω(n) = ω1(n) et
Vω(n) =ω2(n).
Lorsque la variable aléatoire tω(n) = 1 presque sûrement, il s’agit du modèle d’Anderson en
une dimension.
Dans [53], Rangamani à étendu l’argument de [32] au cas de Schrödinger non borné, ainsi
qu’au cas de Jacobi non borné et singulier.

Sous la condition, Vω(0) n’est presque sûrement pas constant et d’autres conditions
données par la finitude de certains moments de ces processus, la localisation est prouvée
dans [53] dans les trois contextes spécifiques suivants :
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1. Vω(0) est non borné et tω(0) = 1 presque sûrement. Il s’agit simplement du modèle
d’Anderson avec un potentiel non borné, récupérant le résultat de Carmona, Klein et
Martinelli.

2. Vω(0) est borné (mais pas presque surement constant), tandis que tω(0) est non borné
et/ou singulier, c’est-à-dire tω(0) ∈ (0,∞) presque sûrement (au lieu de tω(0) ∈ [M1 ,
M2 ] presque sûrement avec 0< M1 ≤ M2).

3. Vω(0) est non borné, et tω(0) est non borné et/ou singulier de la même manière.

1.5 Des opérateurs auto-adjoints aux opérateurs unitaires

Nous avons exploré la littérature concernant les opérateurs auto-adjoints aléatoires. Dans
la section suivante, nous aborderons les travaux établis relatifs aux opérateurs unitaires.
Toutefois, avant de procéder, nous établirons la connexion entre ces deux types de modèles
et exposerons les raisons, physiques ou mathématiques, sous-jacentes à cette relation.

1.5.1 Une approche par les polynômes orthogonaux

Nous avons vu dans la section précédente que les paramètres de Jacobi sont liés de façon
directe et naturelle aux polynômes orthogonaux sur l’axe réel par une relation de récurrence.
Dans cette section, nous introduisons une version unitaire des opérateurs de Jacobi qui sont
liés de façon similaire aux polynômes orthogonaux sur le cercle unité. Nous décrivons ce
modèle en détail et nous exposons les différentes variantes aléatoires et matricielles ainsi
que les travaux antérieurs et les résultats de localisation pour ce modèle :

1.5.1.1 Operateurs CMV (version unitaires de Jacobi)

Les opérateurs CMV (Cantero-Morales-Velázquez) sont intrinsèquement liés à l’étude des
polynômes orthogonaux sur le cercle unité et, par conséquent, jouent un rôle crucial dans
l’analyse spectrale d’opérateurs unitaires en général. Ces opérateurs sont reconnus comme
les analogues unitaires des opérateurs de Jacobi, et l’opérateur de Scattering Zipper est
perçu comme une généralisation matricielle des CMV.

L’histoire des opérateurs CMV, spécifiquement ceux avec des coefficients scalaires αk ∈
C, k ∈ Z est fascinante : les matrices unitaires semi-infinies à cinq-diagonales associées ont
été introduites pour la première fois par Bunse–Gerstner et Elsner en 1991 [54], puis discu-
tées en profondeur par Watkins en 1993 [55]. Plus tard, ces matrices ont été redécouvertes
par Cantero, Moral, et Velázquez (CMV) dans [56]. Simon, dans [57], a non seulement intro-
duit la notion de matrices unitaires doublement infinies à cinq-diagonales mais a également
inventé le terme ”matrices CMV étendues”.

0Œ
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C =































α0 α1ρ0 ρ1ρ0

−ρ0 −α1α0 −ρ1α0

α2ρ1 −α2α1 α3ρ2 ρ3ρ2

ρ2ρ1 −ρ2α1 −α3α2 −ρ3α2

α4ρ3 −α4α3 α5ρ4 ρ5ρ4

ρ4ρ3 −ρ4α3 −α5α4 −ρ5α4

. . . . . . . . .































.

On définit également la matrice CMV infinie associée à (αn)n∈Z, une suite de nombres
complexes, comme l’opérateur agissant sur ℓ2(Z,C) donné par la matrice infinie suivante :

E =



































. . . . . . . . .

α0ρ−1 −α0α−1 α1ρ0 ρ1ρ0

ρ0ρ−1 −ρ0α−1 −α1α0 −ρ1α0

α2ρ1 −α2α1 α3ρ2 ρ3ρ2

ρ2ρ1 −ρ2α1 −α3α2 −ρ3α2

α4ρ3 −α4α3 α5ρ4 ρ5ρ4

ρ4ρ3 −ρ4α3 −α5α4 −ρ5α4

. . . . . . . . .



































.

Les matrices CMV ont été initialement introduites dans l’étude des polynômes orthogo-
naux sur le cercle unité. Elles apparaissent dans la représentation de l’application f 7→ z f
sur L2

�

S1, dµ
�

dans la base donnée par l’orthonormalisation de Schmidt de l’ensemble de

polynômes de Laurent
�

1, z, z−1, z2, z−2, . . .
	

selon le produit scalaire habituel sur L2
�

S1, dµ
�

où µ désigne une mesure de probabilité sur S1 qui n’a pas de support fini.

Les matrices CMV semi-infinies jouent un rôle analogue aux matrices de Jacobi dans le
contexte des polynômes orthogonaux sur l’axe réel. Soit dµ j la mesure spectrale associée
au vecteur ϕ j. Ces matrices sont associées à l’opérateur de multiplication par la variable
indépendante z ∈ S1 dans l’espace L2(S1, dµ), lorsqu’elles sont exprimées dans une base
orthogonale de polynômes de Laurent en z, relativement à la mesure dµ. Elles sont ca-
ractérisées par une suite {ak}k∈N, connue sous le nom de coefficients de Verblunsky, qui
sont définis par la construction des polynômes orthogonaux par rapport à dµ. Il existe une
correspondance bijective entre les coefficients de Verblunsky et la mesure dµ sur S1.

Chaque opérateur unitaire cyclique peut être représenté par une matrice CMV infinie,
comme discuté dans [58].

Pour l’analogie avec les paramètres de Jacobi, à partir d’une telle mesure de probabilité
sur S1, on peut former les polynômes orthogonaux Pn(z) et trouver {αn}

∞
n=0 ∈ S

1, de telle
sorte que

zPn(z) = Pn+1(z) + ᾱnznPn(1/z̄)
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Alors que Verblunsky en [59] a défini les αn d’une manière équivalente, il a prouvé un
théorème (appelé théorème de Verblunsky dans [57, 60]) qui affirme que cette application
dµ→ {αn}

∞
n=0 est bijective.

En dehors du contexte des polynômes orthogonaux sur le cercle unité, Bourget, Howland
et Joye [61] ont introduit une famille de matrices doublement infinies avec trois ensembles
de paramètres qui, pour des choix spéciaux des paramètres, se réduit à des matrices CMV
des deux côtés sur Z. De plus, il est possible de relier les matrices de blocs Jacobi unitaires
au problème des moments trigonométriques (et donc aux matrices CMV), comme discuté
par Berezansky et Dudkin [62, 63].

Soit l’espace de probabilité Ω = SZ, avec des éléments ω = {ωn}n∈Z ∈ Ω. Désignons µZ
par P.

Pour introduire de l’aléatoire dans les matrices CMV étendues, soit ν une mesure de
probabilité de Borel supportée par un ensemble compact S du disque unité ouvert dans C
qui contient au moins deux points. Soit Ω = SZ et prenons (αn(ω))n∈Z = (ωn)n∈Z ∈ Ω une
suite de variables aléatoires i.i.d. de loi commune ν. En particulier, les ωn pourraient être
des variables de Bernoulli.

La suite de Verblunsky aléatoire (αn(ω))n∈Z définit une matrice CMV étendue aléa-
toire Eω. La famille {Eω}ω∈Ω est Z-ergodique. Pour une telle famille ergodique, il n’y a pas
d’analyse multi-échelle ou d’approche Kunz-Souillard disponible, et le premier résultat de
localisation dans le cas de Bernoulli se trouve dans la section 7 de [34] :

Théorème 1.5.1.
Il existe un ensemble D ⊂ S1 qui contient au plus trois points tels que, pour tout inter-
valle compact I ⊂ S1\D, la famille {Eω}ω∈Ω présente une localisation d’Anderson et une
localisation dynamique sur I .

La preuve se fonde sur la positivité et les grandes déviations des exposants de Lyapounov.
Ce résultat a également été obtenu en 2021 par Zhu dans [64] avec des techniques légèrement
différentes. Dans les deux cas, les démonstrations reposent sur le théorème de Fürstenberg
et des estimations de grandes déviations.

Il existe une connexion profonde entre les matrices CMV et les marches quantiques dé-
finies par une pièce unique et un seul décalage, comme présenté dans [65, 66]. En effet, à
chaque marche quantique définie par une pièce unique et un seul décalage, on associe un opé-
rateur CMV aléatoire comme expliqué dans [66, 34]. Cela permet de déduire des propriétés
spectrales et dynamiques de ces marches quantiques à partir de l’étude de l’opérateur CMV
aléatoire associé.

Le modèle CMV à potentiel singulier aléatoire a également été étudié dans [34] en 2019 en
tant que proche parent du modèle Anderson, pour lequel une nouvelle preuve de localisation
a également été donnée dans [34]. La preuve CMV dans [34] repose sur certains résultats
de [67]. Voir aussi [68], où une preuve courte de la localisation d’Anderson pour une grande
classe d’opérateurs quasi-unidimensionnels avec des potentiels singuliers est présentée. Mais
cela ne semble pas applicable aux matrices CMV.

Récemment, Zhu dans son article [64], en conjonction avec divers travaux tels que [32,
33, 68, 53, 69], élabore un schéma général pour établir la localisation dans des contextes
unidimensionnels aléatoires et présente deux résultats principaux :

— Il démontre l’existence d’un ensemble D ⊂ S1 qui contient au plus trois points, de sorte
que Eω manifeste une localisation d’Anderson sur tout intervalle compact I ⊂ S1\D.
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— Il établit l’existence d’un ensemble D ⊂ S1 qui contient au plus trois points, de sorte
que Eω manifeste une localisation dynamique sur tout intervalle compact I ⊂ S1\D.

L’existence de tels ensembles d’énergies critiques est due au Théorème de Fürstenberg.

1.5.1.2 Les matrices CMV à valeurs matricielles

Une version matricielle des matrices de CMV a été étudiée en 2010 par [70] afin de
démontrer des versions locales et globales de théorèmes d’unicité de type Borg-Marchenko
pour les opérateurs CMV avec des coefficients de Verblunsky matriciels. Soit L ∈ N et
supposons que α = {αk}k∈Z est une suite de matrices L × L avec des coefficients complexes
telle que ∥αk∥< 1 et soit k0 ∈ Z.

On définit deux suites de matrices auto-adjointes positives de taille L :

ρk =
Æ

IL −α∗kαk, k ∈ Z,

eρk =
Æ

IL −αkα
∗
k, k ∈ Z.

Soit Sk une suite de matrices unitaires par bloc 2× 2 à coefficients matriciels de taille L.

Sk =

 

−αk eρk

ρk α∗k

!

, k ∈ Z.

On définit les opérateurs unitaires V etW sur ℓ2(Z)⊗CL par leurs représentations matricielles
dans la base standard de ℓ2(Z)⊗CL par

V=















. . . 0

S2k−2

S2k

0
. . .















, W=















. . . 0

S2k−1

S2k+1

0
. . .















.

L’opérateur unitaire U sur ℓ2(Z)⊗CL est défini par :

U= VW
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ou sous forme matricielle dans la base standard de ℓ2(Z)⊗CL, par

U=

























. . . . . . . . . . . . . . . 0
0 −α0ρ−1 −α0α

∗
−1 −ρ̃0α1 ρ̃0ρ̃1

ρ0ρ−1 ρ0α
∗
−1 −α∗0α1 α∗0ρ̃1 0

0 −α2ρ1 −α2α
∗
1 −ρ̃2α3 ρ̃2ρ̃3

0 ρ2ρ1 ρ2α
∗
1 −α∗2α3 α∗2ρ̃3 0

. . . . . . . . . . . . . . .

























.

Les matrices de transfert T(z, k), z ∈ C\{0}, k ∈ Z, sont définies par

T (z, k) =



































ρ̃−1
k αk zρ̃−1

k

z−1ρ−1
k ρ−1

k α
∗
k



 , si k est impair,





ρ−1
k α
∗
k ρ−1

k

ρ̃−1
k ρ̃−1

k αk



 , si k est pair.

(1.1)

Le théorème d’unicité de type Borg-Marchenko a été formulé pour la première fois dans
le contexte des opérateurs de Schrödinger scalaire sur des demi-droites :

” Les m-fonctions de Weyl-Titchmarsh associées à l’opérateur caractérisent de manière
unique le potentiel.”
Ce résultat a été publié par Marchenko en 1950. Le traité approfondi de Marchenko sur la
théorie spectrale des opérateurs de Schrödinger unidimensionnels [71], répétant la preuve de
son théorème d’unicité, est ensuite paru en 1952.

L’opérateur unitaire U sur ℓ2(Z)⊗CL, et plus précisément l’opérateur CMV sur demi-
réseau correspondant U+,0 dans ℓ2(N) ⊗ CL, est pertinent en raison de sa relation étroite
avec le problème des moments trigonométriques et donc avec les mesures finies sur le cercle
unité S1. Cette relation offre une fenêtre sur l’analyse spectrale des opérateurs unitaires et,
par extension, sur les propriétés des mesures associées.

Le cas où les coefficients αk prennent des valeurs matricielles est nettement moins étudié
que celui où ils sont scalaires. En particulier, il n’y a pas encore de résultats concernant la
localisation pour le modèle CMV à valeurs matricielles, ce qui ouvre un champ de recherche
potentiel pour explorer comment les techniques et les résultats du cas scalaire peuvent être
généralisés ou adaptés au contexte matriciel. Les questions concernant la nature du spectre,
la présence de phases de localisation ou de transport, et les propriétés dynamiques des états
quantiques dans ce contexte matriciel restent des sujets ouverts et intéressants pour les
recherches futures.

Une autre approche peut être considérée est celle qui vient de la physique et précisément
des travaux de Hamza, Stolz, Joye et Ash. Nous verrons cela dans le chapitre suivant.
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1.5.2 Une approche par l’équation de Schrödinger

Dans cette section, nous nous pencherons sur les opérateurs unitaires, inspirés des opé-
rateurs auto-adjoints fréquemment utilisés en physique. Nous débuterons par une discréti-
sation de l’équation de Schrödinger, sur un anneau ou une bague métallique, en employant
les matrices de scattering. Cette approche nous conduit à la structure cinq-diagonale obser-
vée dans les matrices CMV. Par la suite, nous présenterons le modèle de Blatter-Browne,
suivi d’une généralisation en dimension supérieure avec le modèle d’Anderson unitaire. En-
fin, nous introduirons un modèle unitaire qui sonde l’effet quantique de Hall : le modèle de
Chalker-Coddington.

1.5.2.1 Modèle d’anneau Magnétique

Considérons un électron circulant dans un anneau métallique où le champ magnétique
au centre de l’anneau varie avec le temps de manière linéaire. Selon les lois de Maxwell, ce
flux induit une force électrique constante le long de l’anneau. Par conséquent, l’électron est
soumis à cette force ainsi qu’à la force provoquée par la structure métallique périodique de
l’anneau. On s’appuie dans cette section sur l’article de Joye [72].

Une question soulevée dans les références [73, 74, 75] est de savoir si, à long terme,
l’électron acquiert une énergie illimitée en raison de cette force constante, ou si les défauts
de la structure métallique de l’anneau limitent sa croissance énergétique.

Pour résoudre ce problème, on fait certaines approximations et on considère un régime
particulier : on néglige la courbure et la largeur de l’anneau, et on suppose que la force
constante est de faible intensité. Cela permet de développer un modèle périodique unidi-
mensionnel en utilisant la variable angulaire x ∈ [0, 2π). L’hamiltonien correspondant est
donné par :

H(t) = (−i∂x −αt)2 + Vp(x), sur L2((0,2π]),

avec des conditions aux limites périodiques. Ici, le paramètre α est considéré comme
petit et Vp est une fonction réelle. L’évolution temporelle de l’hamiltonien se traduit par des
fonctions de bande périodiques Ek(t) pour k ∈ N. En raison de la lente variation temporelle de
l’hamiltonien, le théorème adiabatique de la mécanique quantique stipule qu’une condition
initiale proportionnelle à un vecteur propre de H(0) évoluera, à tout moment ultérieur, vers
une solution appartenant à l’espace propre correspondant de H(t), à l’ordre principal en α.
Cette évolution ne subit qu’une phase qui dépend du potentiel Vp au fil du temps.

L’opérateur d’évolution effectif est construit sur la base des considérations ci-dessus
comme suit : pendant la première moitié de la période, les deux niveaux avec les indices 2k
et 2k+ 1, k ≥ 0, présentent un croisement évité pendant cette période et évoluent indépen-
damment des autres, selon un certain processus de diffusion. Au cours de la demi-période sui-
vante, le même scénario se déroule, sauf que l’ensemble des niveaux indépendants impliqués
dans un croisement évité porte les indices 2k − 1,2k, (sauf pour l’état fondamental). Pour
un ensemble donné de deux niveaux présentant un croisement évité, avec des indices k−1, k,
avec k ≥ 1, le processus de diffusion est modélisé par une matrice unitaire 2× 2 générale :

Sk = e−iθk

 

rke−iαk i tkeiγk

i tke−iγk rkeiαk

!

(1.2)
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Figure 1.1 – Reprise de [72]

avec
αk,γk,θk ∈ [0, 2π) et rk, tk ∈ [0,1], tel que r2

k + t2
k = 1.

Le coefficient tk donne l’amplitude de transition de Landau-Zener associée au croisement
évité et dépend uniquement de l’écart minimal affiché par les fonctions de bande et de
leur comportement local à cet endroit. Lorsque k = 0,S0 est remplacé par une phase, s0.
L’opérateur d’évolution effectif sur une période, également appelé opérateur de monodromie,
prend la forme matricielle suivante sur l2(N) dans une base orthonormale de vecteurs propres
de H(0)

U = UoUe, où Uo =













S1

S3

S5

. . .













, Ue =













s0

S2

S4

. . .













Soit la base {ek}k∈N telle que H(0)ek = Ek(0)ek pour k ∈ N. Il est important de noter que
dans Ue, les blocs 2 × 2 sont décalés d’un indice par rapport à ceux de Uo le long de la
diagonale, et que s0 représente un bloc 1×1. Lorsque le potentiel périodique Vp contient une
composante aléatoire due aux impuretés dans l’anneau métallique, la structure de U devient
5-diagonale. Dans ce contexte, toutes les matrices Sk deviennent aléatoires, transformant
l’opérateur de monodromie en un opérateur unitaire aléatoire que nous notons Uω, où ω
indique une certaine configuration des paramètres aléatoires.

Il est souvent plus simple de considérer que l’opérateur Uω agit sur l2(Z) plutôt que
sur l2(N). Cela signifie que tous les indices k sont considérés comme des éléments de Z au
lieu de N, que Ω =

�

TZ
	

, P = ⊗k∈Zν. Plusieurs de ces choix sont étudiés dans [76, 77]. Un
exemple important dans la physique est présenté dans la section suivante.
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1.5.2.2 Modèle de Blatter Browne

Les travaux de blatter browne [74] étudient la dynamique des électrons dans une bague
métallique parcourue par un flux magnétique dépendant du temps.

L’ensemble BB est constitué de matrices infinies à deux côtés définies sur l2(Z), par rap-
port à la base canonique, en tant que produit de deux opérateurs, chacun étant une somme
directe infinie de matrices unitaires 2×2, avec des représentations matricielles décalées d’une
unité.

On pose P[ j, j+1] = | j〉〈 j|+ | j + 1〉〈 j + 1|, les opérateurs de BB sont définis par

U= VW

où V=
∑

k∈Z

P[2k,2k+1]S2kP[2k,2k+1], W=
∑

k∈Z

P[2k+1,2k+2]S2k+1P[2k+1,2k+2].

Dans [74] les matrices de scattering unitaires Sk ∈ U(2) sont donnée par :

Sk = e−iθk

 

rke−iαk i tk

i tk rkeiαk

!

, avec

(rk, tk) ∈ [0,1]2, r2
k + t2

k = 1, (θk,αk) ∈ (T)2

Remarque 1.5.1. — Cette paramétrisation des matrices de transfert est équivalente à
celle donné dans 1.2. En effet il est démontré dans [61] qu’un changement approprié
des phases des vecteurs de base revient à fixer toutes les phases {γk}k∈N à zéro.

— Afin de distinguer entre l’opérateur semi-infini et l’opérateur infini, nous notons par
”opérateur de monodromie” le premier et BB ou Blatter Browne le second.

Ainsi, tous les opérateurs de Blatter Browne ont une structure de matrice infinie cinq-
diagonales comme les CMV.
Les opérateurs de ce type sont étudiés dans [61]. Voir [76] pour une version aléatoire des
opérateurs BB et [78, 30] pour une généralisation aux opérateurs de scattering zippers qui
sont similaires et construits via des matrices de scattering de dimensions supérieures.

Dans [58](le Lemme 2.5) on trouve que n’importe quel opérateur unitaire peut être
représenté par une somme directe de matrices BB d’un type particulier, ce qui fait des
matrices BB des matrices universelles.

Les matrices CMV (infinies) UCMV sont définies comme des cas spéciaux des matrices BB
avec des matrices de scattering paramétrées par les coefficients de Verblunsky {αk}k∈Z donnés
par

Sk =

 

−rkeiµk
Æ

1− r2
k

Æ

1− r2
k rke−iµk

!

= −i

 

rke−i(π/2−µk) i
Æ

1− r2
k

i
Æ

1− r2
k rkei(π/2−µk)

!

,

où αk = rkeiµk . Cela correspond aux choix particuliers θk = π/2 et νk = π/2 − µk. On
peut faire l’hypothèse suivante : les amplitudes de transition entre les niveaux voisins sont
déterministes et prennent toutes la même valeur, tandis que les phases des matrices de
diffusion sont aléatoires. Cette hypothèse est certainement une simplification, mais elle rend
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également le problème plus intéressant, dans le sens où les transitions vers des niveaux
d’énergie supérieure et inférieure sont également probables, indépendamment de l’énergie.
Par conséquent, les phases aléatoires jouent un rôle clé à travers leurs interférences. En 2009
Hamza, Joye et Stolz ont démontré la localisation dynamique par la méthode des moments
fractionnaires sous les hypothèses suivantes (voir [79, 58]) :

Hypothèse A : Les coefficients (tk, rk) ont tous la même valeur (t, r) ∈]0,1[2, pour
tout k ≥ 0.
Les cas triviaux sont t = 0, où Uω est diagonal, et r = 0, où le spectre absolument continu
de Uω cöıncide avec le cercle unité S, voir [61].

Ensuite, nous supposons que le caractère aléatoire entre dans l’opérateur Uω par le
biais de phases qui sont i.i.d. sur le cercle unitaire. Nous formalisons cela comme suit.
Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité, où Ω est identifié à TN, T = R/2πZ le tore, et
P= ⊗k∈NPk, où Pk = ν pour tout k ∈ N et ν est une mesure de probabilité fixée sur T, et F
est la tribu engendrée par les cylindres. Nous définissons un ensemble de variables aléatoires
sur (Ω,F ,P) comme suit :

θk : Ω→ T, tel que θωk =ωk, k ∈ N.

Ces variables aléatoires {θk}k∈N sont donc i.i.d. sur T.
Hypothèse B : Soit Dω = diag

�

e−iθωk
	

dans la base {ek}k∈N. Supposons que dν(τ) = τ(θ )dθ ,
où 0≤ τ ∈ L∞([0,2π)).

On définit les opérateurs Uω :
Uω = DωU (1.3)

avec

U=

























r r t −t2

−t r2 −r t

r t r2 r t −t2

−t2 −t r r2 −r t

r t r2

−t2 −t r . . .

























.

Le spectre de U(t) est donné par l’arc :

σ (U(t)) = Σ(t) =
�

eiϑ : ϑ ∈ [−λ0,λ0] , λ0 := arccos
�

r2 − t2
�	

Le spectre est symétrique par rapport à l’axe réel et s’étend du point unique {1} pour t = 0
et à S1 l’ensemble du cercle unitaire pour t = 1. Le spectre est purement absolument continu
pour t > 0 (voir par exemple Proposition 6.1 dans [61]).

Théorème 1.5.2 ([79]).
Sous les hypothèses A et B. Soit t ∈ (0, 1) arbitraire et désignons par E l’espérance par
rapport à ω. Alors, il existe α > 0, C <∞ tels que
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E
�

sup
n∈Z

�

�




e j | Un
ω

ek

��

�

�

≤ Ce−α| j−k|.

Par conséquent, pour tout p > 0, nous avons

sup
n∈Z





X pUn
ω
ϕ






2
<∞ presque sûrement,

où l’opérateur X est défini par X ek = kek, pour tout k ∈ N. De plus, le spectre de Uω est
purement ponctuel et les fonctions propres décroissantes exponentiellement.

C’est un résultat de localisation dynamique dans l’espace énergétique. Cela montre que
l’énergie de l’électron dans l’anneau métallique désordonné ne crôıt pas de manière non
bornée avec le temps, malgré la force constante agissant sur lui. Cependant, notez qu’il
existe des circonstances différentes où le spectre de U peut être purement ponctuel, mais
l’énergie peut crôıtre avec le temps [80].

Une version généralisée en dimension supérieure est discutée dans la section suivante.

1.5.2.3 Modèle d’Anderson unitaire

Dans cette section on introduit une version aléatoire en dimension supérieure, nommée
les opérateurs d’Anderson unitaires. Ces opérateurs sont des généralisations de modèles
physiques unidimensionnels de transport quantique et tirent leur nom de l’analogie avec le
modèle Anderson discret de la physique de l’état solide. Ils consistent en un produit d’un
opérateur unitaire déterministe et d’un opérateur unitaire aléatoire. Le modèle d’Anderson
unitaire est un opérateur aléatoire unitaire agissant sur ℓ2

�

Zd
�

de la forme :

Ud,ω = DωUd

Un opérateur unitaire déterministe Ud sur l2
�

Zd
�

, parfois appelé opérateur unitaire
”libre” ou ”Laplacien unitaire”multidimensionnel, est définit suivant [79] ou [81] en considé-
rant l2

�

Zd
�

comme
⊗d

j=1 l2(Z) de sorte que pour tout k ∈ Zd , ek ≃ ek1
⊗ . . .⊗ ekd

.
Nous définissons Ud(t) par

Ud(t) = ⊗d
j=1U(t),

où U(t) est l’opérateur définit dans la fin de la section précédente 1.3 Le spectre de Ud(t)
est donné par :

σ(Ud(t)) =
�

eiϑ : ϑ ∈ [−dλ0, dλ0]
	

.

Dans le modèle d’Anderson unitaire, le paramètre t joue le rôle d’un paramètre de désordre,
où de petites valeurs de t correspondent à un grand désordre. Cela signifie que Ud,ω est
dominé par sa partie diagonale.

Pour la définition de la matrice de phase aléatoire Dω, on considère l’espace de probabi-
lité (Ω,F ,P), où Ω = TZ

d
(T = R/2πZ), F est la σ-algèbre engendrée par les cylindres de

Borel, et P=
⊗

k∈Zd µ, où µ est une mesure de probabilité non triviale sur T.
Les

�

θωk
	

k∈Zd sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées à
valeurs dans T, avec une distribution commune µ.
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L’opérateur diagonal Dω dans ℓ2
�

Zd
�

est donné par :

Dωek = e−iθωk ek.

La similitude avec le modèle d’Anderson discret unidimensionnel est : l’opérateur uni-
taire U joue le rôle du laplacien discret invariant par translation ∆ et la matrice diagonale
aléatoire invariant par les 2-translations Dω est similaire à l’opérateur potentiel aléatoire dia-
gonal Vω. La somme −∆+ Vω est remplacée par le produit DωU, car nous traitons avec des
opérateurs unitaires. Bien que Uω ̸= e−i(∆+Vω), cet opérateur peut être considéré comme un
générateur efficace d’une dynamique discrète d’une particule sur un réseau unidimensionnel.

La définition de Dω et la périodicité de U garantissent que l’opérateur Ud,ω est ergodique
par rapport au décalage de 2 dans Ω. Ud,ω hérite également de la structure 5-diagonale de
l’opérateur original U. La théorie générale des opérateurs ergodiques, comme par exemple
présentée dans le chapitre V de [31] pour le cas auto-adjoint, s’applique également au cadre
unitaire. En particulier, dans [79] on montre l’existence du spectre presque sûre de Ud,ω. Il
en va de même pour les parties absolument continues, singulièrement continues et le spectre
purement ponctuel. De plus, Hamza, Joye et Stolz, ont pu caractériser Σ à l’aide du support
de µ et du spectre de U(t) ;

Σ= exp(−i suppµ)σ(U(t)) =
�

eiα : α ∈ [−dλ0, dλ0]− suppµ
	

.

avec
suppµ := {a | µ((a− ε, a+ ε))> 0 pour tout ε > 0}.

L’égalité est démontrée par Joye dans [77] pour le modèle unidimensionnel, mais l’argument
se généralise à une dimension quelconque d’après Hamza, Joye et Stolz [79] : Leur principal
objectif était d’explorer différents états d’un système quantique dirigé par le propagateur
unitaire Uω et d’identifier les régions où ce système présente une localisation dynamique.
Pour établir cette localisation dynamique, Hamza, Joye et Stolz ont introduit des méthodes
basées sur les moments fractionnaires. Ces méthodes impliquent également une analyse
minutieuse des fonctions de Green, qui décrivent les corrélations spatiales du système quan-
tique. En utilisant ces techniques, ils ont démontré que la localisation dynamique pouvait
être établie dans des régions spécifiques du spectre de Uω et que la localisation dynamique
conduit souvent à une localisation spectrale.

1.5.2.4 Modèle de Chalker-Coddington (CC)

Le modèle de Chalker-Coddington (CC), mis en avant par Chalker et Coddington, ex-
plore la transition quantique de Hall, un phénomène crucial dans la physique quantique. Ce
modèle décrit le mouvement d’un électron dans un espace bidimensionnel (2D), soumis à
un champ magnétique perpendiculaire puissant et à un potentiel électrique aléatoire limité,
qui est supposé avoir des points fixes hyperboliques formant les nœuds d’un graphe.

Dans ce scénario, l’électron se déplace le long des arêtes orientées d’un graphe, où les
nœuds sont classés en deux catégories : ”pairs” et ”impairs”, avec des arêtes reliant les nœuds
pairs aux nœuds impairs les plus proches et inversement.

L’opérateur Uω définit plus bas décrit l’évolution instantanée de l’électron, avec les arêtes
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étiquetées selon leurs points médians et orientées pour simuler le passage près des points
fixes hyperboliques du potentiel. Ce passage est caractérisé par les matrices de diffusion S
associées aux nœuds pairs et impairs.

Pour formaliser cela, deux paramètres r, t ∈ [0,1] sont introduits, avec r2 + t2 = 1,
représentant les coefficients de réflexion et de transition. On définit q = (q1, q2, q3) ∈ T3 où
T= R/(2πZ), et on pose une expression spécifique pour S(q) :

S(q) =

 

q1q2 0

0 q1q2

! 

t −r

r t

! 

q3 0

0 q3

!

.

Le modèle est caractérisé par l’espace des configurations Ω =
�

T6
�(2Z)2

, avec F étant la
σ-algèbre générée par les cylindres de Borel, et P =

⊗

(2Z)2 λ
⊗6 où λ est la mesure de Haar

sur T.
On pose

ω(2 j, 2k) = (ωe(2 j, 2k),ωo(2 j + 1, 2k+ 1))

où
ωe(2 j, 2k) = (ω1(2 j, 2k),ω2(2 j, 2k),ω3(2 j, 2k))

et
ωo(2 j, 2k) =

�

ω4(2 j, 2k),ω5(2 j, 2k),ω6(2 j, 2k)
�

.

Avec ces notations, une famille d’opérateurs unitaires {Uω}ω∈Ω est introduite, agissant
sur ℓ2(Z2), où pour chaque ω ∈ Ω, Uω est défini par ses éléments

Uωm,n = 〈em | Uωen〉

pour (m, n) ∈ Z2×Z2 et (em)m∈Z2 représente la base canonique de ℓ2(Z2). On a Uωm,n = 0 sauf
pour les blocs suivants pour tout j, k dans ∈ Z :
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S (ωe(2 j, 2k)) :=

 

Uω(2 j+1,2k),(2 j,2k) U
ω
(2 j+1,2k),(2 j+1,2k+1)

Uω(2 j,2k+1),(2 j,2k) U
ω
(2 j,2k+1),(2 j+1,2k+1)

!

, (1.4)

S (ωo(2 j + 1, 2k+ 1)) :=

 

Uω(2 j+2,2k+2),(2 j+2,2k+1) U
ω
(2 j+2,2k+2),(2 j+1,2k+2)

Uω(2 j+1,2k+1),(2 j+2,2k+1) U
ω
(2 j+1,2k+1),(2 j+1,2k+2)

!

. (1.5)

Pour une interprétation physique complète de cette famille d’opérateurs unitaires, ap-
pelée le modèle de Chalker-Coddington, nous renvoyons à [82]. En réécrivant cette famille
sous une famille d’opérateurs unitaire équivalents, on obtient des matrices du groupe de
Lorentz U(L, L). On associe à cette suite de matrices de transfert un groupe de Furstenberg
et les L les plus grands exposants de Lyapounov sont positifs.

Il est démontré dans [82] (Théorème 6.1) que ces exposants de Lyapounov sont tous
distincts et strictement positifs. Ce résultat est obtenu en montrant que le groupe de Furs-
tenberg est égal au groupe de Lorentz complet U(L, L). Par connexité, il suffit de montrer
que les algèbres de Lie sont égales. Cette reconstruction de l’algèbre de Lie du groupe de
Lorentz à partir des matrices de transfert est très proche de celle effectuée dans la prochaine
section sur le modèle de Scattering zipper aléatoire. La construction de [82] a fortement
inspiré celle de [30].

En utilisant le résultat de stricte positivité des exposants de Lyapounov, la Méthode des
Moments Fractionnaires de manière similaire à [79] et l’utilisation de la moyenne spectrale
(ce qui est l’une des raisons pour lesquelles l’aléatoire est donné par la mesure de Haar et
non une mesure singulière), le résultat de localisation suivant est obtenu en 2012 dans [83] :

Théorème 1.5.3.
Soit L ∈ N et supposons que les coefficients de réflexion et de transmission vérifient r t ̸= 0.
Soit ϕ l’angle tel que (t, r) = (cos(ϕ), sin(ϕ)). Alors, il existe ϕ0 > 0 tel que si

�

�ϕ mod π
2

�

�<

ϕ0, le modèle de Chalker-Coddington sur le cylindre présente une localisation dynamique
sur l’ensemble presque sûr de son spectre.

Éloigné du contexte des polynômes orthogonaux et des matrices CMV, l’article rédigé
par Joachim Asch, Olivier Bourget et Alain Joye, référencé sous [58], établit une connexion
intéressante avec le concept de marche quantique.

1.6 Marche Quantique (QW)

On introduit maintenant un modèle important qui a un lien direct avec les matrices CMV
et l’opérateur BB.

L’ensemble QW des marches quantiques simples à une dimension agissant sur C2⊗ l2(Z),
est caractérisé comme suit : pour

�

α j,β j

�

∈ C2 tels que
�

�α j

�

�

2
+
�

�β j

�

�

2
= 1 et η j ∈ T, on pose :

C( j) = e−iη j

 

α j −β̄ j

β j ᾱ j

!
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L’opérateur de la pièce (coin operator) est donné par :

M=
∑

j∈Zd

C( j)⊗ | j〉〈 j|.

Le déplacement (shift) prend la forme :

S =
∑

j∈Z

| − 1〉〈−1| ⊗ | j − 1〉〈 j|+ |+ 1〉〈+1| ⊗ | j + 1〉〈 j|.

La marche quantique correspondante est désignée par :

UQW = SM.

La dépendance vis-à-vis des paramètres sera notée UQW(α,β ,η). Nous notons d’abord que
la représentation matricielle de UQW(α,β ,θ ) dans C2 ⊗ l2(Z) ≃ l2(Z) prend la forme d’une
matrice BB, dans une base appropriée.
Une marche quantique UQW (α,β ,θ ) est une matrice BB U(r,θ ,ν,γ) avec des paramètres
donnés ci-dessous, lorsqu’elle est exprimée dans la base définie par I : C2 ⊗ l2(Z) → l2(Z)
telle que :

I|+ 1⊗ k〉= |2k〉, I| − 1⊗ k〉= |2k+ 1〉.

Des calculs dans [58] conduisent à

IUQW(α,β ,η)I−1 = U(r,θ ,ν,γ),

où les paramètres (r,θ ,ν,γ) sont déterminés par les matrices de scattering.

S2 j+1 = i

 

0 1

1 0

!

et S2 j = −ie−iη j

 

β j ᾱ j

α j −β̄ j

!

.
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La représentation matricielle de IUQW(α,β ,η)I−1 est donnée par :

UQW(α,β ,η) =

















































. . . e−iη−1ᾱ−1

0

0 e−iη0β0 e−iη0ᾱ0

−e−iη−1 β̄−1 0 0

0 0 e−iη1β1

e−iη0α0 −e−iη0β0 0

0

e−iη1α1
. . .

















































Inversement, à toute matrice BB correspond un opérateur de marche quantique explicite

qui représente la matrice BB. L’argument repose sur une symétrie de parité que possèdent

les marches quantiques simples.

Toute matrice BB, et donc toute matrice CMV, peut être décrite par un opérateur QW.

D’apres [58] tout opérateur cyclique unitaire peut être représenté par une marche quantique

simple sur C2 ⊗ l2(Z), modulo la multiplicité.

Toutes les propriétés de propagation de la matrice BB sont facilement obtenues à partir

de celles de l’opérateur QW correspondant, puisque

U2n
QW =W

 

Un O

O Un

!

W−1, ∀n ∈ Z

Comme (−1) j = e±iπ j, on a pour le spectre :

σ (U(r,θ ,ν,γ)) = σ (U(r,θ ,ν, 0)) et

σ (U(r,θ ,ν,γ)) = σ
�

U2
QW

�

re−iν, i t, {θ + jπ}
�

�

.

Voir [84, 85] pour plus de propriétés spectrales en dimension supérieure.

Maintenant on présente le modèle principale de cette thèse.
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1.7 Scattering Zippers aléatoires

Un ”scattering zipper” est un système qui est apparu en 2011, formé en enchâınant

des événements de diffusion, chacun ayant un nombre fixe et pair de canaux de sortie et

d’entrée. Pour chaque élément de diffusion et pour tous les éléments pris individuellement,

le nombre de canaux de sortie est égal au nombre de canaux d’entrée. Plus précisément,

un ”scattering zipper” est décrit par une suite (Sn)n∈Z de matrices de diffusion dans le sous-

ensemble U(2L)inv du groupe unitaire U(2L). Ce sous-ensemble est défini par

U(2L)inv = {S(α, U , V ) ∈ U(2L) | α∗α < IL et U , V ∈ U(L)}

où S(α, U , V ) =

 

α ρ(α)U

V eρ(α) −Vα∗U

!

, avec ρ(α) = (IL −αα∗)
1
2 et eρ(α) = (IL −α∗α)

1
2 .

L’opérateur de ”scattering zipper”U associé à la suite (Sn)n∈Z agit sur l’espace ℓ
2 (Z)⊗CL

et est défini comme suit :

U= VW

où les opérateurs unitaires V et W agissent respectivement sur ℓ2 (Z)⊗CL selon les règles

suivantes :

V=















. . .

S0

S2

. . .















◦ sL
g , W=















. . .

S−1

S1

. . .















où sg est l’opérateur de translation défini par

sg : ℓ2 (Z)⊗CL → ℓ2 (Z)⊗CL

(vn)n∈Z 7→ (vn+1)n∈Z .

En utilisant la factorisation des matrices CMV, le modèle de scattering zipper peut être

considéré comme une variante des matrices CMV avec des coefficients matriciels.

Une version aléatoire est introduite en 2015 dans [30], définie comme suit : soit Ω0 =

U(L)×U(L) et B0 la tribu borélienne sur U(L)×U(L). Soit P0 = νL⊗νL où νL est la mesure

de Haar sur U(L). L’espace de probabilité est alors défini comme suit :

(Ω,B ,P) =
�

⊗

n∈Z
Ω0,

⊗

n∈Z
B0,

⊗

n∈Z
P0

�

.
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Puis on note :

∀ω ∈ Ω et n ∈ Z, ωn = (Un(ω), Vn(ω)) ∈ Ω0.

Soit (αn)n∈Z une suite de matrices dans ML(C) indépendantes de ω, telles que, pour

tout n ∈ Z, α∗nαn < IL. Alors, pour tout n ∈ Z, Sn(ω) = S (αn, Un(ω), Vn(ω)) ∈ U(2L)inv, où la

suite ((Un(ω), Vn(ω)))n∈Z est une suite de variables aléatoires i.i.d sur l’espace de probabilité

(Ω0,B0,P0). La famille d’opérateurs {Uω}ω∈Ω est appelé ”scattering zipper”. Nous donnons

plus de détails sur le modèle dans la section suivante et nous présentons les derniers résultats

obtenu sur l’ergodicité et le spectre presque sûr de l’opérateur.



Chapitre 2

Le modèle de Scattering Zipper

Dans ce chapitre, nous débuterons par la présentation de la première version détermi-

niste des scattering zippers, une innovation de Laurent Marin et Hermann Schulz-Baldes

[78]. Ensuite, nous introduirons le premier modèle aléatoire développé par Hakim Boumaza

et Laurent Marin [30], en exposant leurs contributions à la théorie spectrale de ce modèle.

Ils ont démontré l’existence d’un spectre presque sûr, en s’appuyant sur un argument d’er-

godicité. Nous conclurons par la présentation d’une version aléatoire plus restreinte, mais

qui s’avère être mieux adaptée à l’analyse de la localisation dynamique.

2.1 Scattering Zippers déterministes

Le système de Scattering zipper est obtenu en concaténant des événements de diffusion

avec un nombre pair de canaux d’entrée et de sortie, contrairement au modèle de Chalker-

Coddington qui ne considère que deux canaux d’entrée et deux canaux de sortie.

Notre modèle est décrit par une suite (Sn)n∈Z de matrices de scattering dans le groupe des

matrices unitaires U(2L) et deux matrices eU et eV de taille L, pour modéliser les bords dans

le cas fini. Dans le cas infini, il n’y a pas de bords donc il n’est pas nécessaire d’introduire eU

et eV . Soit L un entier supérieur à 1. Le Scattering Zipper est donné par (Sn)n∈Z, une famille

de matrices dans

U(2L)inv =

( 

α β

γ δ

!

∈ U(2L);β inversible

)

L’opérateur de Scattering zipper agit sur l2(Z)⊗CL et est défini par :

U= VW

35
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avec :

V=















. . .

S0

S2

. . .















, W=















. . .

S−1

S1

. . .















Les blocs de taille 2L × 2L de V sont décalés par L par rapport à ceux de W.

Soit z ∈ C et Φ ∈ ℓ2(Z)⊗CL vérifiant UΦ= zΦ. Si on pose Ψ =WΦ donc VΨ = zΦ, on obtient

Φ= z−1VΨ. Autrement dit,dans le formalisme des matrices de scattering (ou S-matrices) on

a :
 

Ψ0

Ψ1

!

= S1

 

Φ0

Φ1

!

,

 

Φ1

Φ2

!

= z−1S2

 

Ψ1

Ψ2

!

. . .

 

Φ3

Φ4

!

= z−1S4

 

Ψ3

Ψ4

!

.. (2.1)

cela donne le diagramme suivant :

Proposition 2.1.1.

Avec les notations présentées précédemment,

1. on a l’égalité :

U(2L)inv =

( 

α β

γ δ

!

,β inversible

)

= {S(α, U , V ),αα∗ < 1 et U , V ∈ U(L)}

avec

S(α, U , V ) =

 

α (1−αα∗)
1
2 U

V (1−α∗α)
1
2 −Vα∗U

!

2. On a les équivalences :

β ∈ GLL(C) ⇐⇒ γ ∈ GLL(C) ⇐⇒ αα∗ < 1 ⇐⇒ δδ∗ < 1
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Démonstration. 1. On va commencer par le deuxième point. Soit S ∈ U(2L)inv, donc

S∗S = SS∗ = Id. On pose S =

 

α β

γ δ

!

.

a. Calculons S∗ :

< Su, v >= 〈

 

α β

γ δ

! 

U1

U2

!

,

 

V1

V2

!

〉2L = 〈

 

αU1 + βU2

γU1 +δU2

!

,

 

V1

V2

!

〉2L

= 〈αU1 + βU2, V1〉L + 〈γU1 +δU2, V2〉L = 〈U1,α∗V1 + γ∗V2〉L + 〈U2,β∗V1 + γ∗V2〉L

= 〈

 

U1

U2

!

,

 

α∗ γ∗

β∗ δ∗

! 

V1

V2

!

〉

Ainsi S∗ =

 

α∗ γ∗

β∗ δ∗

!

.

On obtient deux systèmes d’équations :

S∗S = Id donne

α∗α+ γ∗γ= 1 (2.2)

β∗α+δ∗γ= 0 (2.3)

β∗β +δ∗δ = 1 (2.4)

α∗β + γ∗δ = 0 (2.5)

SS∗ = Id donne

αα∗ + ββ∗ = 1 (2.6)

αγ∗ + βδ∗ = 0 (2.7)

γγ∗ +δδ∗ = 1 (2.8)

γα∗ +δβ∗ = 0 (2.9)

b. Maintenant on va montrer la première équivalence β ∈ GLL(C) ⇐⇒ γ ∈ GLL(C)

.

On suppose β inversible.

Donc par (2.3) on a :

α= −β∗−1δ∗γ.

On injecte la dernière relation dans (2.2). On obtient :

(−α∗β∗−1δ∗ + γ∗)γ= 1.
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D’où l’inverse à gauche. D’autre part par (2.7)

δ = −γα∗β∗−1.

On injecte la dernière relation dans (2.6) et on obtient :

γ(γ∗ −α∗β∗−1δ∗) = 1.

Ainsi γ est inversible. De la même manière on montre le sens réciproque et on

trouve β ∈ GLL(C) ⇐⇒ γ ∈ GLL(C).

c. Montrons la deuxième équivalence γ ∈ GLL(C) ⇐⇒ αα∗ < 1.

Pour le sens direct il suffit de remarquer que γγ∗ est auto-adjoint et γγ∗ ≥ 0. Or

par l’hypothèse de γ est inversible, on trouve que γγ∗ > 0. Ainsi, par (2.2) on

trouve que αα∗ < 1.

Réciproquement, αα∗ < 1 =⇒ γγ∗ > 0

=⇒ 〈γγ∗u, u〉> 0,∀u ̸= 0

=⇒ 〈γu,γu〉> 0,∀u ̸= 0

=⇒ ||γu||> 0,∀u ̸= 0.

Donc γu= 0⇔ u= 0. Ainsi Kerγ= 0 et γ est inversible.

d. De la même de façon on montre l’équivalence β ∈ GL(C) ⇐⇒ δδ∗ < 1.

D’où les équivalences.

2. Montrons le premier point. Comme β∗ est inversible, il existe une unique décomposition

polaire et on pose, pour U unitaire,

β∗ = U(ββ∗)
1
2 = U(1−αα∗)

1
2 .

De même on montre que

γ= V (1−αα∗)
1
2 .

D’autre part,

δ = −γα∗β∗−1 = −V (1−α∗α)
1
2α∗(1−αα∗)

−1
2 U .

Or l’application z 7−→ (1− z)
1
2 est continue sur {|z|< 1} donc on peut l’étendre à

{M ∈ML(C); M M ∗ < 1} (voir [78]) .
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De plus (1− z)
1
2 =

∑

n∈Z cnzn. On trouve donc :

(1−α∗α)
1
2α∗ =

∑

n∈Z

cn(α
∗α)nα∗ =

∑

n∈Z

cnα
∗(αα∗)n = α∗(1−αα∗)

1
2 . (2.10)

Ainsi δ = −Vα∗U .

Pour simplifier l’écriture on pose :

S(α, U , V ) =

 

α ρ(α)U

V eρ(α) −Vα∗U

!

avec ρ(α) = (1−αα∗)
1
2 et eρ(α) = (1−α∗α)

1
2 . Dans le reste on note ρ et eρ au lieu de ρ(α)

et eρ(α) sauf mention du contraire.

2.2 Scattering Zippers aléatoires

Dans cette section, on va se baser sur l’article [30] de Boumaza et Marin. Soit Ω0 =

U(L) × U(L), B0 la tribu borelienne sur Ω0 = U(L) × U(L) pour la topologie usuelle sur

le groupe de Lie et P0 = ν⊗ ν avec ν la mesure de Haar sur U(L). On définit l’espace de

probabilité :

(Ω,B ,P) = ((Ω0)
Z,⊗n∈ZB0,⊗n∈ZP0)

Pour ω ∈ Ω et n ∈ Z, on note ωn = (Un(ω), Vn(ω)) ∈ Ω0.

Soit (αn)n∈Z une suite de matrices dansML(C) telle que pour tout n ∈ Z, α∗nαn < 1.

On considère la matrice unitaire Sn(ω) ∈ U(2L)inv définie par :

Sn(ω) = S(αn, Un(ω), Vn(ω)).

Comme dans le modèle déterministe on définit les opérateurs Vω,Wω et Uω = VωWω associés

à la suite (Sn(ω))n∈Z.

Remarque 2.2.1.

La suite (ωn)n∈Z est une suite de matrices aléatoires indépendantes identiquement distri-

buées, par contre la suite (Sn(ω))n∈Z est une suite de matrices aléatoires indépendantes

mais pas nécessairement identiquement distribuées car elle dépend de la suite (αn)n∈Z.
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Définition 2.2.1.

On appelle Scattering Zipper aléatoire associé à la suite (Sn(ω))n∈Z la famille d’opéra-

teurs aléatoires {Uω}ω∈Ω.

La suite (αn)n∈Z est appelée la suite de Verblunsky associée à {Uω}.

Pour étudier les propriétés spectrales de Scattering Zipper aléatoire, on a besoin de

l’ergodicité. Pour assurer l’ergodicité on va faire une hypothèse :

La suite de Verblunsky est constante non nulle, αn = α,∀n ∈ Z.

Cette hypothèse va donner de plus le caractère i.i.d de la suite (Sn(ω))n∈Z et par la suite

pour les matrices de transfert qui est essentiel pour le reste. Il existe un ensemble Σ ⊂ S1 tel

que Σ= σ(Uω), P-presque sûrement. Σ est appelé le spectre presque-sûr de {Uω}ω∈Ω.

De même, il existe des ensembles Σpp, Σsc et Σac fermés de S1 tels que :

Σpp = σpp(Uω), Σac = σac(Uω) et Σsc = σsc(Uω).

2.3 Matrices de transfert et exposants de Lyapounov

Les matrices de transfert

Un des ingrédients nécessaires pour étudier le comportement asymptotique des fonctions

d’onde de Uω est une relation entre

 

Φn

Ψn

!

et

 

Φn+1

Ψn+1

!

. On définit une transformation ϕ des

matrices de scattering de Uinv(2L) dans le groupe U(L, L).

Définition 2.3.1.

Le groupe de Lorentz U(L, L) est défini comme l’ensemble des matrices de taille 2L×2L qui

préservent L par l’action de conjugaison. Nous définissons L comme suit :

L =

 

IL 0

0 −IL

!

.

Pour toute matrice M ∈ U(L, L), elle vérifie l’égalité :

M ∗LM =L .
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On introduit ensuite une transformation ϕ définie pour les matrices de scattering de

Uinv(2L) dans le groupe de Lorentz U(L, L). Cette transformation préserve également la

matrice de Lorentz L .

Proposition 2.3.1.

L’application :

ϕ : U(2L)inv → U(L, L)
 

α β

γ δ

!

7→

 

γ−δβ−1α δβ−1

−β−1α β−1

!

est une bijection et pour tout ζ,ζ′,η et η′ dans CL on a l’équivalence :

S

 

ζ

ζ′

!

=

 

η

η′

!

⇐⇒ ϕ(S)

 

ζ

η

!

=

 

η′

ζ′

!

(2.11)

Démonstration.

ϕ est bien définie car β est inversible. On vérifie avec des calculs simples que ϕ a pour

ensemble d’arrivée U(L, L) i.e :

ϕ(S)∗Lϕ(S) =L .

De plus, ϕ est inversible et d’inverse donné par :

ϕ−1

  

a b

c d

!!

=

 

−d−1c d−1

a− bd−1c bd−1

!

cela donne l’équivalence. Puis

S

 

ζ

ζ′

!

=

 

η

η′

!

⇔

 

γ−δβ−1α δβ−1

−β−1α β−1

! 

ζ

η

!

=

 

η′

ζ′

!

⇔ ϕ(S)

 

ζ

η

!

=

 

η′

ζ′

!

.

On peut voir la dernière équivalence en regardant ces figures .

Corollaire 2.3.1.

On a l’équivalence entre :
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Figure 2.1

1. UωΦ= zΦ et Ψ =WωΦ.

2. ∀n ∈ Z on a :
 

Ψ2n

Φ2n

!

= ϕ(z−1S2n(ω))

 

Φ2n−1

Ψ2n−1

!

et
 

Φ2n+1

Ψ2n+1

!

= ϕ(S2n+1(ω))

 

Ψ2n

Φ2n

!

.

Ce dernier corollaire nous donne les relations suivantes :

∀n ∈ Z,

 

Φ2n

Ψ2n

!

= ϕ(z−1S2n(ω))ϕ(S2n−1(ω)) . . .ϕ(z−1S2(ω))ϕ(S1(ω))

 

Φ0

Ψ0

!

(2.12)

et

∀n ∈ Z,

 

Ψ2n+1

Φ2n+1

!

= ϕ(S2n+1(ω))ϕ(z
−1S2n(ω)) . . .ϕ(S3(ω))ϕ(z

−1S2(ω))

 

Ψ1

Φ1

!

(2.13)

La première impression qu’on obtient en regardant le corollaire est que les matrices de

transfert vont être définies de cette façon :

Tn(ω) =

(

ϕ(z−1Sn(ω)) si n est paire.

ϕ(Sn(ω)) si n est impaire.

Mais avec cette définition on va perdre le caractère ”identiquement distribuée” qui nous

donne l’existence des exposants de Lyapounov. On procède autrement alors. Pour ω ∈ Ω, n ∈
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Z et z ∈ C, On pose

Tn(z,ω) := ϕ(z−1S2n(ω)).ϕ(S2n−1(ω))

=

 

z−1V2n eρ
−1 −V2nα

∗ρ−1

−U∗2nρ
−1α zU∗2nρ

−1

! 

V2n−1 eρ
−1 −V2n−1α

∗ρ−1

−U∗2n−1ρ
−1α U∗2n−1ρ

−1

!

=

 

V2n(ω) 0

0 U2n(ω)∗

! 

z−1
eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 zρ−1

! 

V2n−1(ω) 0

0 U2n−1(ω)∗

! 

eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 ρ−1

!

.

Définition 2.3.2.

Soit z ∈ C, n ∈ Z et ω ∈ Ω. On appelle la n-ième matrice de transfert associée à

l’opérateur Uω la matrice Tn(z,ω).

On remarque ici que le matrices de transfert sont dans U(L, L) que lorsque z est dans le

cercle unité.

Avec cette définition, on a donné une suite i.i.d de matrices de transfert ce qui va nous

permettre de définir les exposants de Lyapounov.

2.4 Le Scattering Zipper avec le nouvel aléa

2.4.1 Première approche

En explorant les approches faisant appel aux opérateurs de CMV et à l’équation de

Schrödinger aléatoire, il semble approprié de développer une méthode qui tire avantage de

ces deux cadres théoriques. Au lieu de générer deux suites indépendantes et identiquement

distribuées (i.i.d.), (Un(ω))n∈Z et (Vn(ω))n∈Z dans U(L) suivant la mesure de Haar, on va

decomposer en faisant apparaitre un facteur appartient simultanément à U(L) et HL(C) —

c’est-à-dire, l’ensemble des matrices qui sont à la fois unitaires et hermitiennes. La première

initiative se concrétise par la réalisation des étapes suivantes :

— Tirage d’une suite (eUωn )n∈Z de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur

U(L)∩HL(C).

— Tirage d’une suite (eVωn )n∈Z de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur

U(L)∩HL(C).

— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d suivant la loi uniforme à valeurs dans

[0, 2π], on les note (θωn,1)n∈Z, . . . , (θωn,L)n∈Z.
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— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans [0,2π], on les note

(Θωn,1)n∈Z, . . . , (Θωn,L)n∈Z.

Avec ces tirages, nous définissons les phases unitaires (Un(ω))n∈Z et (Vn(ω))n∈Z de la manière

suivante. Pour tout n dans Z et tout ω ∈ Ω :

Un(ω) =













eiΘωn,1 0 · · · 0

0 eiΘωn,2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · eiΘωn,L













eUωn = eiΘωn eUωn

avec Θωn = diag{(Θωn,1), . . . , (Θωn,L)}. On pose de la même façon :

Vn(ω) = eV
ω

n













eiθωn,1 0 · · · 0

0 eiθωn,2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · eiθωn,L













= eVωn eiθωn .

avec θωn = diag{(θωn,1, . . . ,θωn,L)}

Sous cette nouvelle paramétrisation, (Un(ω))n∈Z et (Vn(ω))n∈Z sont deux suites i.i.d. de

variables aléatoires suivant la loi :

µH ⊗λ2π ⊗λ2π . . .⊗λ2π
︸ ︷︷ ︸

L−fois

où

1. µH est la ”mesure de Haar” sur l’ensemble des matrices unitaires U(L)∩HL(C).

2. λ2π est la mesure de Lebesgue sur [0,2π].

Dans cette partie on va explorer l’ensemble des matrices unitaires et hermitiennes (auto-

adjointe) au même temps, on commence par donner la définition puis on va essayer de

trouver une mesure sur cet ensemble.

2.4.1.1 Définition

L’intersection entre ces deux groupes consiste en des matrices qui sont à la fois unitaires et

auto-adjointes. Une telle matrice doit satisfaire à la fois U = U∗ et UU∗ = I . Cela implique

que U2 = I , ce qui signifie que ces matrices sont des matrices d’involution (leur propre
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inverse). Elles ont des valeurs propres qui sont nécessairement 1 ou −1, car pour une valeur

propre λ de U , nous avons U2v = λ2v = v, ce qui implique λ2 = 1.

D’autre part, puisque U est hermitienne, elle peut être diagonalisée par une matrice

unitaire V , telle que :

U = V DV ∗

où D est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de U . Dans ce cas, D contiendra

uniquement des 1 et des −1 sur sa diagonale, correspondant aux valeurs propres de U .

On a besoin de définir une mesure sur U(L) ∩ HL(C). La premiere intuition est de

construire un groupe localement compact afin de considerer la mesure de Haar sur ce groupe.

Bien que les matrices unitaires et hermitiennes forment des ensembles qui sont des

groupes sous certaines opérations (par exemple, les matrices unitaires sous la multiplica-

tion et les matrices hermitiennes pour l’addition), l’intersection de ces ensembles ne forme

pas un groupe en raison principalement de l’absence de fermeture sous la multiplication

matricielle.

Pourquoi U(L) ∩ HL(C) munit de la multiplication usuelle n’est pas un groupe ? car

la multiplication de deux matrices hermitiennes A et B peut ne pas donner une matrice

hermitienne :

Si A, B ∈ HL(C), alors AB /∈ HL(C)

car (AB)∗ = B∗A∗ = BA ̸= AB si A et B ne commutent pas.

Il n’est donc pas possible de définir directement une mesure de Haar sur U(L)∩ HL(C)

en utilisant la structure de groupe. Nous allons procéder de manière différente :

Au lieu de tirer des matrices dans U(L)∩HL(C), on tire des couples (U , (±1, . . . ,±1)) dans

U(L)×{−1,1}L. On considère ensuite la mesure de Haar sur le produit U(L)×{−1, 1}L par :

Haar(U(L))⊗Haar({−1, 1}L)

où plus généralement,

Haar(U(L))⊗ (B(p))⊗L avec B(p) est la loi de Bernoulli de paramètre p.

On prend p = 1
2 pour retrouver la mesure de Haar sur {−1,1}L.

Définition 2.4.1 (Nouvel aléa).

Nous procédons comme suit :
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— Tirage d’une suite {(eUωn , dn)}n∈Z de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme

sur U(L)× {−1, 1}L.

— Tirage d’une suite {(eVωn , d ′n)}n∈Z de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme

sur U(L)× {−1, 1}L.

— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d suivant la loi uniforme sur [0, 2π], on

les note (θωn,1)n∈Z, . . . , (θωn,L)n∈Z.

— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0,2π], on

les note (Θωn,1)n∈Z, . . . , (Θωn,L)n∈Z.

Avec ces tirages, nous définissons les phases unitaires (Un(ω))n∈Z et (Vn(ω))n∈Z de la manière

suivante, pour tout n dans Z :

Un(ω) = eiΘωn eUωn Dωn (eU
ω
n )
∗.

Avec

— Θωn = diag{Θωn,1, . . . ,Θωn,L}; (Θ
ω
n,1, . . . ,Θωn,L) ∈ [0, 2π]L.

— Dωn = diag{dn}= diag{dn,1, . . . , dn,L}.

— eUωn ∈ U(L).

Notons que eUωn Dωn (eU
ω
n )
∗ est dans U(L)∩H(L) et Un(ω) = eiθωn eUωn Dωn (eU

ω
n )
∗ est dans U(L).

On définit de la même façon :

Vn(ω) = eV
ω

n D′ωn (eV
ω

n )
∗eiθωn .

Pour cette nouvelle paramétrisation, on pose

Ω0 =
�

U(L)× {−1, 1}L × [0,2π]L
�

×
�

[0, 2π]L × U(L)× {−1, 1}L
�

.

munit de :

P0

�

Haar(U(L))⊗Haar({−1, 1})L ⊗ (L eb[0,2π])
⊗L
�

⊗
�

(L eb[0,2π])
⊗L ⊗Haar(U(L))×Haar({−1, 1})L

�

.

Le tirage des
�

eUωn , dn, Θωn, j, eV
ω

n , d ′n, θωn, j

�

se fait d’une façon deux à deux indépendante

dans (Ω0,P0).
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2.4.2 Seconde approche

Nous pouvons également définir une autre mesure sur un sous-ensemble de HL(C)∩U(L) :

S+ := {U DU∗; U ∈ U(L) et D = diag(±1, . . . ,±1)}.

Avec une convention spécifique pour la matrice diagonale D : commencer par des +1, suivi

de -1, ce qui équivaut à effectuer un changement de base. Ensuite, nous définissons une

relation d’équivalence sur U(L) :

U ≡ V s’il existe D diagonale ; U DU∗ = V DV ∗.

Avec cette relation d’équivalence, on peut noter pour U et V appartenant à la même classe

d’équivalence :

U DU∗ = V DV ∗⇔ DU∗ = U∗V DV ∗⇔ DU∗V = U∗V D.

Ceci équivaut à dire que U∗V commute avec D. Soit M une matrice unitaire telle que

M D = DM . Compte tenu de la structure par blocs de D, il s’ensuit que M doit également

présenter une structure par blocs, et pour

D = diag{1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

a fois

,−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

b fois

},

On déduit que

M ∈ U(a)⊕ U(b).

Ce raisonnement nous autorise à exprimer, par passage au quotient :

S+ =
⋃

a+b=L

U(L)
U(a)⊕ U(b)

=
⋃

a+b=L

U(L)
U(a)× U(b)

.

On introduit ensuite une nouvelle mesure µ+ sur S+, définie par passage au quotient de la

mesure de Haar sur U(L).

En procédant à la définition d’une mesure sur des ensembles spécifiques via le passage

au quotient, et en établissant ensuite une mesure dérivée sur S+ par rapport à la mesure

de Haar sur U(L), notre approche évoque les principes sous-jacents à la construction des

espaces Lp en analyse fonctionnelle.
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Définition 2.4.2 (Nouvel aléa’).

Nous procédons comme suit :

— Tirage d’une suite (eeUωn )n∈Z dans S+ de variables aléatoires i.i.d. suivant la mesure µ+.

— Tirage d’une suite (eeVωn )n∈Z dans S+ de variables aléatoires i.i.d. suivant la mesure µ+.

— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d suivant la loi uniforme à valeurs dans

[0, 2π], on les note (θωn,1)n∈Z, . . . , (θωn,L)n∈Z.

— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans [0, 2π], on les note

(Θωn,1)n∈Z, . . . , (Θωn,L)n∈Z.

Avec ces tirages, nous définissons les phases unitaires (Un(ω))n∈Z et (Vn(ω))n∈Z de la manière

suivante, pour tout n dans Z :

Un(ω) = eiΘωn eeUωn .

Avec

— Θωn = diag{Θωn,1, . . . ,Θωn,L}; et (Θωn,1, . . . ,Θωn,L) ∈ [0,2π]L.

— e

eUωn ∈ S+.

On définit de la même façon :

Vn(ω) =
e

eVωn eiθωn .

Pour cette nouvelle paramétrisation, (Un(ω), Vn(ω)) sont un couple de variables aléatoires

dans

Ω0 =
�

S+ × (S1)L
�

×
�

(S1)L × S+
�

.

munit de :
�

Haar(S+)⊗ (Haar(S1)⊗L
�

⊗
�

(Haar(S1)⊗L ⊗Haar(S+)
�

.

Voici une liste des résultats où il est nécessaire d’utiliser le nouvel aléa, sous l’une de nos

deux approches, pour établir les preuves.

1. Théorème 4.3.1.

2. Lemme 4.4.3.

3. Théorème 5.1.1.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous appuierons sur le contenu du chapitre précédent et emploie-

rons la structure des matrices de transfert pour définir les exposants de Lyapounov. Nous

démontrerons ensuite leur positivité sur le cerle unité, en s’appuyant sur les propriétés de

p-contractivité et de Lp-fortement irréductibilité du groupe de Furstenberg, une preuve déjà

établie par Hakim Boumaza et Laurent Marin en 2015 [30]. Dans la seconde partie, nous

nous efforcerons de prouver la continuité loin de S1, afin d’offrir une définition de la résol-

vante qui, par définition, est établie en dehors du spectre. Pour ce faire, nous démontrerons

d’abord la continuité sur une couronne entourant le spectre, puis nous exploiterons ce résul-

tat de continuité en le combinant avec le précédent résultat sur la positivité pour attester

de la positivité sur une plus petite couronne mais contient également S1.

49
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Lp-forte irréductibilité et p-contractivité

Dans cette sous-section, nous présenterons deux définitions pour démontrer la positivité

des exposants de Lyapounov. Mais avant cela, nous aborderons ici les concepts de puissances

extérieures, essentiels pour la définition ultérieure des exposants de Lyapounov.

Nous nous appuyons sur les définitions proposées dans [41, 86], tout en les adaptant au

contexte complexe.

Définition 3.1.1 (p-ième puissance extérieure de CL).

Pour p ∈ {1, . . . , L}, ∧pCL désigne l’espace vectoriel constitué de formes p-linéaires alternées

sur le dual de CL, (CL)∗. Cet espace vectoriel est nommé la p-ième puissance extérieure de

CL. Pour des vecteurs u1, . . . , up dans CL et des formes f1, . . . , fp dans (CL)∗, nous définis-

sons :

(u1 ∧ . . .∧ up)( f1, . . . , fp) = det(( fi(u j))i, j)

Chaque vecteur de la forme u1 ∧ . . .∧ up est dit un p-vecteur décomposable. Ces p-vecteurs

décomposables permettent d’établir une base pour ∧pCL.

Nous introduisons un produit scalaire sur ∧pCL. Pour deux ensembles de vecteurs (u1, . . . , up)

et (v1, . . . , vp) de CL, le produit scalaire des p-vecteurs décomposables est défini par :

(u1 ∧ . . .∧ up, v1 ∧ . . .∧ vp) = det((〈ui, v j〉)i, j)

où 〈., .〉 est le produit scalaire standard sur CL. La norme associée est notée ∥ · ∥.

Il reste à expliciter l’action d’un élément de GLL(C) sur ∧pCL. Si M ∈ GLL(C), nous

définissons un automorphisme ∧pM de ∧pCL pour les p-vecteurs décomposables comme

suit :

(∧pM)(u1 ∧ . . .∧ up) = Mu1 ∧ . . .∧Mup

Cette définition assure la propriété de multiplicativité : ∧p(MN) = (∧pM)(∧pN).

La norme de l’automorphisme ∧pM , induite par la norme ∥ · ∥ sur ∧pCL, est définie par :

∥ ∧p M∥= sup{∥(∧pM)v∥ : v ∈ ∧pCL,∥v∥= 1}.

Définition 3.1.2 (La sous-variété p-lagrangienne de C2L).

Soit (e1, . . . , e2L) la base canonique de C2L. Pour p ∈ {1, . . . , L}, Lp est la sous-variété p-

lagrangienne de C2L, le sous-espace de ∧pC2L engendré par {Me1∧. . .∧Mep|M ∈ SpL(C)}.
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où SpL(C) est le groupe symplectique définit dans la section 3.3.2.

Définition 3.1.3 (Lp-forte irréductibilité et p-contractivité).

Soit L ≥ 1.

1. Soit T une partie de SpL(C) et p un élément de {1, . . . , 2L}. Soit Lp la sous variété

p-lagrangienne de C2L. On dit que T est Lp-fortement irréductible s’il n’existe pas

d’union finie
⋃

de sous-espaces stricts de Lp tel que ∧pM(
⋃

) =
⋃

pour tout M ∈ T .

2. Soient T une partie de GLL(C) et p un entier dans {1, . . . , L − 1}. On dit que T est

p-contractant s’il existe une suite (Mn)n∈N dans T tel que la limite suivante existe

et soit une matrice de rang 1 :

lim
n→∞

∧pMn

|| ∧p Mn||
.

3.2 Les exposants de Lyapounov

Pour un système aléatoire donné, on mesure la vitesse à laquelle les perturbations aug-

mentent ou diminuent en utilisant des indicateurs statistiques tels que la variance ou la

moyenne de la perturbation. Les exposants de Lyapounov sont définis comme les taux de

croissance ou de décroissance de ces indicateurs statistiques. Si ces taux sont positifs, cela

signifie que les perturbations augmentent avec le temps, ce qui indique que le système est

instable, ce qui augmente la chance d’avoir la localisation puisque il y aura plus d’interfé-

rences. Si les taux sont négatifs, cela signifie que les perturbations diminuent avec le temps,

ce qui indique que le système est stable ce qui peut entrâıner la délocalisation. En général,

les exposants de Lyapounov dans un système dynamique permettent de décrire le compor-

tement asymptotique d’une suite de matrices aléatoires afin de comprendre la dynamique

associée à cette suite. Ceux-ci caractérisent aussi le spectre absolument continu d’un opéra-

teur aléatoire, d’après la théorie de Kotani [87].

Dans le cas d’un système dynamique aléatoire, ces exposants peuvent être définis de dif-

férentes manières, la plus courante est celle introduite par Furstenberg en 1985 pour des

matrices (Aωn )n∈Z dans GLN (K) donnée par :

p
∑

i=1

γi = l im
n→∞

1
n
E(log || ∧p (Aωn−1 . . . Aω0 )||)

où ∧p est la p-ième puissance extérieure de la matrice Aωn−1 . . . Aω0 (voir [88]).

Dans ce travail on va utiliser la définition qui s’appuie sur le théorème ergodique multiplicatif
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d’Oseledets (voir [[89], théorème 3.4.1 page 134]) qui marche dans un cadre plus général, et

qui fait appel à un cocycle.

Définition 3.2.1.

Un cocycle sur un système dynamique (Ω,B ,P, (θn)n∈I) est une application

Φ : Ω× I −→Kn×n vérifiant :

— Φ(ω, 0) = In, ∀ ω ∈ Ω.

— Φ(ω, n+ p) = Φ(θp(ω), n) ◦Φ(ω, p), ∀ ω ∈ Ω, ∀(p, n) ∈ I2

Soit Ω = (Ω0)Z, B la tribu produit et P = (P0)⊗Z, pour ω ∈ Ω et n ∈ Z, on note

ωn = (Un(ω), Vn(ω)) ∈ Ω0.

On définit la transformation de 2-décalage τ2 : Ω 7→ Ω par :

∀ω ∈ Ω,∀n ∈ Z, (τ2(ω))n =ωn+2.

τ2 est ergodique sur (Ω,B ,P).

On commence par construire le cocycle engendré par les matrices de transfert T (z,τn
2(ω)) =

Tn(z,ω) : on pose Φ le cocycle sur le système dynamique (Ω,B ,P, (τn
2)n∈Z) défini pour tout

z et ω par

Φ(z,ω, n) =



















T (z,τn−1
2 (ω)) . . . T (z,ω) si n> 0

I2L si n= 0

T (z,τn
2(ω))

−1 . . . T (z,τ−1
2 (ω))

−1 si n< 0

Par les relations (2.12) et (2.13) on remarque que pour z ∈ S1 et ω ∈ Ω, le comportement

asymptotique de la fonction d’onde associée à la valeur propre z est le même que celui de la

suite ||(Φ(z,ω, n))n∈Z||, pour n’importe quelle norme sur ML(C).

Proposition 3.2.1.

Soit z ∈ S1. Pour P-presque tout ω ∈ Ω on a :

1. Les deux limites

Ψ(z,ω) := l im
n→+∞

(Φ(z,ω, n)∗Φ(z,ω, n))1/4n = l im
n→−∞

(Φ(z,ω, n))∗Φ(z,ω, n))1/4|n|

existent.

2. Soit 0 ≤ λ2L(z,ω) ≤ . . . ≤ λ1(z,ω) les différentes valeurs propres de Ψ(z,ω). Alors il

existe λk(z)≥ 0 tel que λk(z,ω) = λk(z), pour P-presque tout ω ∈ Ω.
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Démonstration.

Selon [[89],remarque 3.4.10] on peut appliquer le théorème d’Oseledets dans C2L au lieu de

R2L.

Pour le premier point, c’est une application directe du théorème ergodique multiplicatif

d’Oseledets [[89],Théorème 3.4.11] sur le cocycle Φ.

Le deuxième point, c’est une application du même théorème en utilisant l’ergodicité du

système dynamique (Ω,B ,P, (τn
2)n∈Z).

On appelle ΩLyap un sous ensemble de Ω tel que :

— P(ΩLyap) = 1.

— ∀ω ∈ ΩLyap,Ψ(z,ω) existe.

— ∀ω ∈ ΩLyap,∀k ∈ {1, . . . 2L};λk(z,ω) = λk(z).

Définition 3.2.2.

Soit k ∈ {1, . . . , 2L}. On pose :

∀ z ∈ S1,γk(z) := log(λk(z))

Les γk sont les exposants de Lyapounov associés à la famille {Uω}ω∈Ω.

3.3 La positivité des exposants de Lyapounov sur S1

Définition 3.3.1.

Soit z ∈ S1, µz la loi commune des matrices T (z,τn
2(ω)).

Le groupe de Fürstenberg G(z) est le plus petit sous groupe fermé de U(L, L) contenant le

support de µz :

G(z) = 〈suppµz〉 ⊂ U(L, L),

où l’adhérence est celle de la topologie usuelle de M2L(C).

(T (z,τn(ω)))n∈Z est une suite i.i.d de matrices aléatoires dans U(L, L) et comme la mesure
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de Haar sur U(L) est supportée par U(L, L) on obtient :

G(z) = 〈{T (z,ω0), ω ∈ suppµz}〉

= 〈{T (z,ω0), ω ∈ Ω}〉

=

*( 

V2 0

0 (U2)∗

!

T̂2(z)

 

V1 0

0 (U1)∗

!

T̂1 , (U1, V1, U2, V2) ∈ U(L)4

)+

Définition 3.3.2.

On pose

J =

 

0 −IL

IL 0

!

Le groupe des matrices symplectiques (complexe) d’ordre 2L est le sous groupe de GL2L(K)

formé par les matrices M vérifiant :

M ∗J M = J

On le note SpL(K).

Dans la proposition 3.4 de [41], on montre que si le groupe de Fürstenberg est p-

contractant et Lp-fortement irréductible alors on a la séparation des exposants de Lyapounov.

Théorème 3.3.1 (Boumaza-Marin 2015’[30]).

Sous l’hypothèse ” ∀n ∈ Z, αn = α”, pour tout z ∈ S1,on a

γ1(z)> γ2(z)> . . .> γL(z)> 0.

Démonstration. On procède comme dans le théorème 6.1 de [82].

Soit z ∈ S1. Dans [30], il est démontré que G(z) = U(L, L). Notre aléa est légèrement diffèrent

de celui de [30] mais dans les deux cas, le support de la mesure selon laquelle on tire

aléatoirement les phases est U(L) tout entier vu qu’on multiplie les matrice unitaires de

valeurs propres 1 ou −1 par des rotations aléatoires d’angles tirés uniformément dans [0,2π].

Donc la première et la deuxième étape de la preuve de la proposition 2 de [30] sont toujours
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valides avec notre nouvel aléa. Le reste de la preuve est identique. Puis, par [21] on trouve :

U(L, L) = CSpL(C)C∗,

avec

C =
1
p

2

 

IL −i IL

IL i IL

!

Comme les résultats de [[41],IV.3] sont dans SpL(R), on va se ramener dans le cas réel en

introduisant l’application :

M2L(C)→M4L(R)

π : A+ iB 7→

 

A −B

B A

!

.
(3.1)

Donc π(SpL(C)) = π(C∗U(L, L)C) ⊂ Sp2L(R).

Le lemme 6.3 de [82] et le lemme 6.4 de [82] nous donnent que π(SpL(C)) est L2p-fortement ir-

réductible pour tout p ∈ {1, . . . , L}. Montrons maintenant que π(SpL(C)) est 2p-contractant.

On va adapter de [82] dans le cas du scattering zipper.

D’après la proposition (2.1) de [41] on trouve, par la proposition (3.4) de [41], γp > γp+1.

On trouve que les L premiers exposants de Lyapounov sont strictement positifs.

3.4 Continuité et positivité des exposants de Lyapounov loin

de S1

Parmi les éléments clés pour l’élaboration de la méthode des moments fractionnaires, la

continuité et la positivité des exposants de Lyapounov occupent une place prépondérante.

Le théorème 1 de [30], nous donne la positivité de ces exposants, mais cette affirmation reste

limitée au cercle S1.

Afin de manipuler la résolvante de manière efficace, il est nécessaire de choisir un para-

mètre spectral z situé en dehors de S1. L’objectif de cette partie est donc double. Premiè-

rement, nous nous attacherons à démontrer la continuité des exposants de Lyapounov au

sein d’une couronne spécifique, définie par Sε := {z ∈ C; |1− ε| < |z| < 1+ ε}, qui englobe

S1. Deuxièmement, en nous appuyant sur le théorème 1 de [30], nous mettrons en évidence

la positivité de ces exposants dans cette couronne, établissant ainsi un lien crucial entre la

théorie spectrale et les propriétés dynamiques du système étudié.
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3.4.1 La continuité des exposants de Lyapounov

Soit ∥.∥ une norme sous-multiplicative de M2L(C). Soit 0 ≤ p ≤ L, ε > 0, v ∈ P(C2L) et

z ∈ Sε := {z ∈ C; 1− ε < |z|< 1+ ε}.

On pose

Φ(z, v) = E(ln
∥ ∧p Tn(z,ω)v∥

∥v∥
)

où les Tn(z,ω) sont les matrices de transfert définies à la définition 2.3.2 et P(C2L) est

l’espace projectif associé a C2L.

Lemme 3.4.1.

Soit ε > 0, il existe C1 > 0 tel que :

∀n ∈ Z, z ∈ Sε et ω ∈ Ω, ∥Tn(z,ω)∥ ≤ C1.

Démonstration.

Pour simplifier on note ρ = ρ(α) et eρ = eρ(α)

Tn(z,ω) =

 

V2n(ω) 0

0 U2n(ω)∗

! 

z−1
eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 zρ−1

! 

V2n−1(ω) 0

0 U2n−1(ω)∗

! 

eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 ρ−1

!

Donc

∥Tn(z,ω)∥= ∥

 

z−1
eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 zρ−1

!

·

 

eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 ρ−1

!

∥

≤ ∥

 

z−1
eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 zρ−1

!

∥.∥

 

eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 ρ−1

!

∥

≤ (|z−1∥|eρ−1∥+ ∥eρ−1α∗∥+ ∥αeρ−1∥+ |z∥|ρ−1∥).(∥eρ−1∥+ ∥eρ−1α∗∥+ ∥αeρ−1∥+ ∥ρ−1∥)

Pour z tel que 1− ε < |z|< 1+ ε :

≤
�

1
1− ε
∥ρ−1∥+ ∥ρ−1∥.∥α∥+ ∥α∥.∥ρ−1∥+ (1+ ε)∥ρ−1∥

�

×

�

∥ρ−1∥+ ∥ρ−1∥∥α∥+ ∥α∥.∥ρ−1∥.∥ρ−1∥+ ∥ρ−1∥
�

.

On pose cε :=max{ 1
1−ε ; 1+ ε} et on trouve

≤
�

cε∥ρ−1∥+ ∥ρ−1∥.∥α∥+ ∥α∥.∥ρ−1∥+ cε∥ρ−1∥
�2
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Comme 1< cε,

≤ c2
ε
∥ρ−1∥2 (2+ 2∥α∥)2

et par le lemme 4.2.1

≤ 4c2
ε

1
1− ∥α∥2

(1+ ∥α∥)2 := Cα,ε

Cα,ε est une constante finie une fois que ∥α∥< 1.

Corollaire 3.4.1.

Soit ε > 0. Soit p ∈ 1, . . . , L. Il existe C2 > 0 indépendante de m, n, z et ω telle que :

∀z ∈ Sε,∀n ∈ Z,∀ω ∈ Ω, ∥∧pTn(z,ω)∥ ≤ C2.

Démonstration.

L’inégalité vient du lemme précèdent et le fait général :

si M ∈ GL2L(C) alors ∥ ∧p M∥ ≤ ∥M∥p

Cela vient de la décomposition polaire de M . On peut trouver la preuve dans [41] lemme

5.3 et 5.4.

Lemme 3.4.2.

Soit ε > 0, il existe C3 > 0 telle que :

∀n ∈ Z,∀ω ∈ Ω,∀z1, z2 ∈ Sε, ∥Tn(z1,ω)− Tn(z2,ω)∥ ≤ C3 | z1 − z2 | .

Démonstration.

∥Tn(z1,ω)− Tn(z2,ω)∥

= ∥

 

V2n(ω) 0

0 U2n(ω)∗

! 

z−1
1 eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 z1ρ
−1

! 

V2n−1(ω) 0

0 U2n−1(ω)∗

! 

eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 ρ−1

!

−

 

V2n(ω) 0

0 U2n(ω)∗

! 

z−1
2 eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 z2ρ
−1

! 

V2n−1(ω) 0

0 U2n−1(ω)∗

! 

eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 ρ−1

!

∥

=



















 

V2n 0

0 U∗2n

!





 

z−1
1 eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 z1ρ
−1

!

−

 

z−1
2 eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 z2ρ
−1

!





 

V2n−1 0

0 U∗2n−1

! 

eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 ρ−1

!
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≤ ∥

 

eρ−1 −eρ−1α∗

−αeρ−1 ρ−1

!

∥.∥

 

(z−1
1 − z−1

2 )eρ
−1 0

0 (z1 − z2)ρ−1

!

∥.

Comme ∥α∥< 1, il existe C ′3 > 0 telle que :

∥Tn(z1,ω)− Tn(z2,ω)∥ ≤ C ′3∥

 

(z−1
1 − z−1

2 )eρ
−1 0

0 (z1 − z2)ρ−1

!

∥

≤ C ′3∥(z
−1
1 − z−1

2 )eρ
−1∥+ ∥(z1 − z2)ρ

−1∥ ≤ C ′3∥ρ
−1∥(
|z1 − z2|
|z1.z2|

+ |z1 − z2|)

Comme z1 et z2 sont dans un compact de C et que |zi|> 1− ε, 1
|z1.z2|

< 1
(1−ε)2 .

Par le lemme 4.2.1 on trouve :

∥Tn(z1,ω)− Tn(z2,ω)∥ ≤ C ′′3
1

p

1− ∥α∥2

�

1+
1

(1− ε)2

�

|z1 − z2| ≤ C3|z1 − z2|.

Maintenant on va donner le lemme qui prouve au premier lieu la continuité des matrices

avant l’enoncer le lemme de la continuiter des matrices de transfert.

Lemme 3.4.3.

Soit p ∈ {1, . . . , L}. Soit ε > 0, il existe C4 > 0 telle que :

∀n ∈ Z,∀ω ∈ Ω,∀z1, z2 ∈ Sε, ∥ ∧p Tn(z1,ω)−∧pTn(z2,ω)∥ ≤ C ′3 | z1 − z2 | .

Démonstration.

Comme les matrices de transfert sont inversibles, on peut reproduire le raisonnement de [86]

page 118 et utiliser l’inégalité suivante :

∥∧pM −∧pN∥ ≤ ∥N −M∥
�

∥N∥p−1 + ∥M∥ · ∥N∥p−2 + . . .+ ∥M∥p−1
�

Puis il suffit d’appliquer le lemme 3.4.1 et le lemme 3.4.2 pour conclure.

Lemme 3.4.4.

L’application (z, v) 7→ Φ(z, v) a les propriétés suivantes :

1. L’application v 7→ Φ(z, v) est continue sur P(Lp).
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2. Il existe une constante Cα telle que pour tout z1, z2 ∈ Sε :

sup
v∈P(Lp)

|Φ(z1, v)−Φ(z2, v)|< C |z1 − z2|.

3. La fonction

Sε × P(Lp)→ R

Φ :(z, v) 7→ Φ(z, v)

est continue.

Démonstration. On commence par montrer le premier point. On a, d’après le corollaire

3.4.1 que ∧pTn(z,ω) est uniformément bornée en z et ω et on peut montrer que :

∃C > 0 ; ∀z ∈ Sε et ∀ω ∈ Ω; ln
∥ ∧p Tn(z,ω)v∥

∥v∥
≤ ln∥ ∧p Tn(z,ω)∥ ≤ ln(C2)

donc si vm → v dans P(Lp) Il suffit d’appliquer le théorème de convergence dominée pour

montrer que :

Φ(z, vm) = E
�∥(∧pTn(z,ω)vm∥

∥vm∥

�

−−−−→
m→+∞

E
�∥(∧pTn(z,ω)v∥

∥v∥

�

= Φ(z, v).

Pour la deuxième assertion, on commence par prendre z1 et z2 dans Sε. On a :

Φ(z1, v)−Φ(z2, v) = E
�

ln
∥ ∧p Tn(z1,ω)v∥
∥ ∧p Tn(z2,ω)v∥

�

.

Or :

| ln
�∥ ∧p Tn(z1,ω)v∥
∥∧pTn(z2,ω)v∥

�

| =















ln
�

∥∧p Tn(z1,ω)v∥
∥∧p Tn(z2,ω)v∥

�

.

ou

ln
�

∥∧p Tn(z2,ω)v∥
∥∧p Tn(z1,ω)v∥

�

.
(3.2)

On écrit ensuite,

∥ ∧p Tn(z1,ω)v∥=∥ ∧p Tn(z1,ω) · ∧pTn(z2,ω)−1 · ∧pTn(z2,ω)v∥

≤ ∥∧p Tn(z1,ω) · ∧pTn(z2,ω)−1∥ · ∥ ∧p Tn(z2,ω)v∥
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Ou encore :
∥ ∧p Tn(z1,ω)v∥
∥ ∧p Tn(z2,ω)v∥

≤ ∥∧p Tn(z1,ω)∧p Tn(z2,ω)−1∥

Et de la même façon on trouve :

∥ ∧p Tn(z2,ω)v∥
∥ ∧p Tn(z1,ω)v∥

≤ ∥∧p Tn(z2,ω)∧p Tn(z1,ω)−1∥

Ainsi

| ln
�∥ ∧p Tn(z1,ω)v∥
∥∧pTn(z2,ω)v∥

�

|≤ ln (max{∥ ∧p Tn(z1,ω)∧p Tn(z2,ω)−1∥;∥ ∧p Tn(z2,ω)∧p Tn(z1,ω)−1∥})

D’autre part,

∥Tn(z1,ω)Tn(z2,ω)−1∥ ≤ ∥ (∧pTn(z1,ω)−∧pTn(z2,ω)) .∧p Tn(z2,ω)−1 + I2L∥

≤ ∥∧p Tn(z2,ω)−1∥.∥ (∧pTn(z1,ω)−∧pTn(z2,ω))∥+ 1.

De même on trouve :

∥ ∧p Tn(z2,ω) · ∧pTn(z1,ω)−1∥ ≤ ∥Tn(z1,ω)−1∥.∥ (∧pTn(z1,ω)−∧pTn(z2,ω))∥+ 1.

cela donne l’inégalité suivante :

| ln
�∥ ∧p Tn(z1,ω)v∥
∥∧pTn(z2,ω)v∥

�

|≤ ln
�

max
i=1,2

�

∥ ∧p Tn(zi ,ω)
−1∥

	

.∥ ∧p Tn(z1,ω)−∧pTn(z2,ω)∥+ 1
�

.

Comme :

∀x ≥ 0, ln (x)≤ x − 1,

par le lemme 3.4.1, On trouve :

|E
�

ln
∥ ∧p Tn(z1,ω)v∥
∥ ∧p Tn(z2,ω)v∥

�

| ≤ (C ′2)
p (∥ ∧p Tn(z1,ω)∥ − ∥ ∧p Tn(z2,ω)∥) .

Le lemme 3.4.3 assure l’existence d’une constante C4 > 0 telle que :

∥ ∧p Tn(z1,ω)−∧pTn(z2,ω)∥ ≤ C4 | z1 − z2 | .

Pour le troisième point, il suffit de combiner les deux points précédents. Soit ε > 0 on prend
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de plus (z1, v1) et (z2, v2) suffisamment proches pour avoir :

| Φ(z1, v1)−Φ(z2, v2) | ≤| Φ(z1, v1)−Φ(z2, v1) | + | Φ(z2, v1)−Φ(z2, v2) |

≤ C | z1 − z2 | +ε

≤ εC ′.

Ce qui achève la preuve.

On rappelle ces résultats généraux : si µz est une mesure de probabilité induite par la loi

commune des matrices de transfert et G(z) le sous-groupe de Furstenberg est p-contractant

et Lp-fortement irréductible alors il existe une unique mesure νz sur P(C2L) invariante sui-

vant µz. On envoie le lecteur à [41] pour la preuve.

Ces derniers résultats vont pouvoir nous aider à prouver la continuité des exposants de Lya-

pounov. On commence par montrer le caractère p-contractant et Lp-fortement irréductible :

Lemme 3.4.5.

Soit z ∈ Sε, µz la loi commune des matrices T (z,τn
2(ω)). Alors G(z) est p-contractant et

Lp-fortement irréductible pour tout p.

Démonstration.

On commence par énoncer un point crucial dans la preuve, la proposition 2 de [30] :

∀z ∈ C∗; Lie(U(L, L)) ⊆ Lie(G(z)).

Comme on travail dans le cadre des groupes algébriques et U(L, L) est connexe, on peut

déduire que :

∀z ∈ C∗; U(L, L) ⊆ G(z).

Le premier point est donné par cette dernière inclusion et le fait que le groupe U(L, L) est

p-contractant d’après [30], cela donne le même caractère à G(z).

Pour le deuxième point, on procède comme [82]. Soit p ≥ 1 et W une réunion finie de

sous espaces strictes de Lp. Soit π :M2L(C) −→M4L(R) l’application introduite dans 3.1.

On a :

π(C∗U(L, L)C) ⊂ π(C∗G(z)C).
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Or π(C∗U(L, L)C) = Sp2L(R) est Lp-fortement irréductible. Donc

∃M ∈ π(C∗U(L, L)C); ∧2pM(W ) ̸=W

Comme π(C∗U(L, L)C) ⊂ π(C∗G(z)C), on peut écrire :

∃M ∈ π(C∗G(z)C); ∧2pM(W ) ̸=W

ou encore

∃M ∈ G(z); ∧2pM(W ) ̸=W

D’où la Lp-forte irréductibilité.

Théorème 3.4.1.

L’application z 7→ (γ1 + γ2 + · · ·+ γp)(z) est continue sur Sε.

Démonstration.

Le dernier lemme nous assure l’existence d’une unique mesure invariante νz telle que l’on

puisse écrire :

∀z ∈ Sε, γ1(z) + . . .+ γp(z) =

∫

ln
∥ ∧p Tn(z, w)v∥
∥v∥

dνz(v)

On montre d’une façon identique à [90] que :

∀z ∈ Sε, l’application z 7→ νz est faiblement continue

Ce qui va nous donner l’écriture sous forme d’intégral des exposants de Lyapounov :

γ1(z) + . . .+ γp(z) =

∫

Φ(z, v) dνz(v)

La continuité de Φ montrée au dessus va nous donner la continuité des exposants de Lya-

pounov sur Sε.

3.4.2 La stricte positivité des exposants de Lyapounov

Lemme 3.4.6.

Il existe un ε0 > 0 tel que pour tout ε ∈]0,ε0[, les exposants de Lyapounov sont strictement

positifs sur Sε.
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Démonstration.

L’argument de la continuité des exposants de Lyapounov sur Sε et leur stricte positivité sur

S1 montrée par Boumaza et Marin dans [30] nous impliquent la positivité sur Sε.

3.5 La décroissance exponentielle des matrices de transfert

L’objectif de cette section est de prouver la décroissance exponentielle des matrices de

transfert au sein d’une couronne incluant S1. Nous nous appuyions sur la stricte positivité

des exposants de Lyapounov pour établir ce résultat.

Lemme 3.5.1.

Pour tout compact K de C, il existe des constantes finies strictement positives C(K) et α(K)

ainsi que s(K) dans l’intervalle ]0; 1[ tels que :

E
�

∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s
�

≤ Ce−αn

Pour tout z ∈K, v un vecteur unitaire et n assez grand.

Démonstration.

Soit s > 0 et v unitaire,

Étape 1

E
�

∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s
�

= E
�

e−s ln(∥Tn(z,ω)...T1(z,ω)v∥)
�

Comme pour tout x ∈ R on a : ex ≤ 1+ x + x2e|x |,

E
�

e−s ln(∥Tn(z,ω)...T1(z,ω)v∥)
�

≤ 1− sE (ln∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥)

+ s2E
�

ln∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥2es ln(∥Tn(z,ω)...T1(z,ω)v∥)
�

Par l’inégalité de Hölder :

E
�

∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s
�

≤ 1− sE (ln∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥)

+ s2E
�

ln∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥4
�1/2
E
�

e2s ln∥Tn(z,ω)...T1(z,ω)v∥
�1/2
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Or les Tk(z,ω) sont i.i.d et ∥Tn(z,ω)∥= ∥Tn(z,ω)−1∥<∞ car Tn(z,ω) = Tn(z,ω)−1. Donc

E(ln∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥)≤
k=n
∑

k=1

E(ln∥Tk(z,ω)∥)≤ nE(ln∥T1(z,ω)∥)

Par la suite on trouve :

E
�

∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s
�

≤ 1− sE (ln∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥)

+s2n2E(ln∥T1(z,ω)∥4)
1
2E(ln∥T1(z,ω)2s)

n
2 .

Puisque z est dans un compact, il existe C1 et C2 tels que :

E
�

∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s
�

≤ 1− sE (ln∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥) + s2n2C1Cn
2 .

Étape 2

Pour z ∈ Sε, et par le théorème 1 de [78] :

lim
n→∞

1
n
E(∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥) = γ1(z)> 0.

Or les exposants de Lyapounov sont continus par rapport à la variable spectrale z. On pose

donc eγ= sup{γ(z); z ∈ S1}. Il existe donc n0 ∈ N telle que pour tout n≥ n0 on a

1
n
E(∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥)≤ γ̃1

On obtient en particulier pour n0

1
n0
E(∥Tn0

(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥)≤ eγ1.

On trouve donc

E
�

∥Tn0
(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s

�

≤ 1− sn0 eγ1 + s2n2
0C1Cn0

2 .

Pour s assez proche de zéro la fonction s 7→ −sn0eγ+ s2n2
0C1Cn0

2 est négative et converge vers

0. Pour 0< ε < 1, il existe s tel que ε= −sn0eγ+ s2n2
0C1Cn0

2
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On écrit donc

E(∥Tn0
(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s)≤ 1− ε.

Étape 3

Soit n> n0. Par la division euclidienne, ils existent q et r tels que n= qn0 + r :

E
�

∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s
�

≤ E
�

∥Tqn0+r(z,ω) . . . Tqn0+1(z,ω)Tqn0
(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s

�

.

Par la sous-multiplicativité de la norme et le caractère i.i.d des matrices de transfert :

≤ E(∥Tqn0+r(z,ω) . . . Tqn0+1(z,ω)∥−s).E(∥Tqn0
(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s)

On utilise l’inégalité ∥A∥−1 ≤ ∥A−1∥ pour A une matrice inversible :

≤ E(∥[Tqn0+r(z,ω) . . . Tqn0+1(z,ω)]−1∥s).E(∥Tqn0
(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s)

Utilisant toujours le faite que les matrices de transfert sont i.id :

≤ E(∥T1(z,ω)−1∥s)r .E(∥Tqn0
(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s)

Comme r < n0 et ∥T1(z,ω)∥ ≥ 1,

≤ E(∥T1(z,ω)−1∥s)n0 .E(∥Tqn0
(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s)

Pour conclure il suffit d’écrire

Tqn0
(z,ω) . . . T1(z,ω) =

j=q
∏

j=1

T jn0
(z,ω) . . . T( j−1)n0+1(z,ω)

C’est un produit de q ”paquets” i.i.d de longueur n0, on trouve donc :

E
�

∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s
�

≤ E(∥T1(z,ω)−1∥s)n0E(∥Tn0
(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s)q

Par la dernière inégalité de l’étape 2 on obtient :

E
�

∥Tn(z,ω) . . . T1(z,ω)v∥−s
�

≤ E(∥T1(z,ω)−1∥s)n0(1− ε)q ≤ Ce−αn
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avec α > 0.

Corollaire 3.5.1 (Décroissance exponentielle des matrices inverses).

Pour tout s > 0 il existe C <∞ et α > 0 tels que :

E
�

∥ (Tm(z,ω) . . . Tn(z,ω))−1 v∥s
�

≤ C(s)e−α|n−m|

Pour tout v unitaire dans C, n et m ∈ N.

Démonstration.

La preuve est analogue à la précédente, il suffit de remarquer que

∀n ∈ N,ω ∈ ΩLyap et z ∈ C∗ : Tn(z,ω)−1 =L Tn(ω,
1
z̄
)∗L .

et

lim
|n−m|→∞

1
|n−m|

E
�

∥ (Tm(z,ω) . . . Tn(z,ω))−1 v∥
�

= −γL(z)< 0.
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4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de fournir une démonstration de la décroissance exponentielle

des moments fractionnaires de la matrice de Green. Nous entamerons notre analyse par une

simplification du problème, s’alignant sur les approches décrites dans les travaux antérieurs.

Ensuite, nous adopterons une nouvelle stratégie pour établir la décroissance exponentielle

dans le cas simplifié.

4.2 La méthode des moments fractionnaires

La méthode des moments fractionnaires consiste à démontrer que les moments d’ordre

s > 0 de la résolvante décroissent d’une façon exponentielle ou encore :

Il existe ε0, s ∈]0,1[ , C > 0 et κ > 0 tels que :

E (∥Gω(z, k, l)∥s)≤ Ce−κ|k−l|

Pour tout ε ∈]0,ε0], tout z ∈ Sε \ S1 et |m− n|> 2.

Le schéma habituel à suivre pour établir la décroissance exponentielle des moments

fractionnaires est organisé de cette façon :

1. Montrer la décroissance exponentielle des matrices de transfert.

2. Écrire une expression explicite de la fonction de Green en fonction des solutions de

l’équation (Uω − z)φ = 0 comme dans [79] :

3. La réduction au cas pair : cela revient à majorer les blocs impairs de la résolvante finie

par ceux qui sont pairs.

4. La réduction au cas fini : cela revient à majorer les moments fractionnaires des blocs

de la résolvante (infinie) par les blocs de la résolvante finie.
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Dans notre cas, le second point n’est pas réalisable en raison de la structure matricielle du

modèle. Nous allons donc procéder différemment, en deux étapes : d’abord, nous majorons

la norme de la fonction de Green en la multipliant par un produit d’une quantité non

constante et la norme des inverses des matrices de transfert qui, nous l’avons déjà établi,

décrôıt exponentiellement. Ensuite, nous démontrons que la première quantité est bornée,

sous une condition portant sur la norme de α.

4.2.1 Résultats préliminaires

Nous débutons par l’exposition de résultats préliminaires essentiels pour les estimations

à venir, avant de nous pencher sur les définitions applicables au cas fini.

Lemme 4.2.1.

Soit L ≥ 1. Soit ∥.∥ une norme subordonnée sur ML(C). Pour α ∈ML(C) tel que ∥α∥ < 1

et ρ = (IL −αα∗)
1
2 , on a les inégalités suivantes :

1. ∥ρ∥ ≥
p

1− ∥α∥2

2. ∥ρ∥ ≤ 2−
p

1− ∥α∥2

3. ∥ρ−1∥ ≤ 1p
1−∥α∥2

4. ∥ρ−1∥ ≥ 1

2−
p

1−∥α∥2

Démonstration. 1. Comme ∥α∥ ∈]0,1[, on trouve que

ρ2 = IL −αα∗ =⇒ IL = ρ
2 +αα∗ =⇒ ∥IL∥= ∥ρ2 +αα∗∥ ≤ ∥ρ2∥+ ∥αα∗∥

=⇒ 1≤ ∥ρ∥2 + ∥α∥2 =⇒ ∥ρ∥2 ≥ 1− ∥α∥2.

D’où la première inégalité.

2. On commence par rappeler le développement en séries entières :

p
1− z = 1−

∑

n≥1

�2n
n

�

22n(2n− 1)
zn, ∀|z|< 1.

Comme ∥αα∗∥< 1 et ρ = (IL −αα∗)
1
2 = IL +

∑

n≥1
(2n

n )
22n(2n−1)(αα

∗)n ,

∥ρ∥ ≤ 1+ ∥
∑

n≥1

�2n
n

�

22n(2n− 1)
(αα∗)n∥ ≤ 1+

∑

n≥1

�2n
n

�

22n(2n− 1)
∥(αα∗)n∥
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≤ 1+
∑

n≥1

�2n
n

�

22n(2n− 1)
(∥α∥2)n ≤ 1+ 1−

Æ

1− ∥α∥2.

D’où la deuxième inégalité.

3. pour la troisième, on va procéder de la même façon que la première inégalité.

On commence par rappeler le développement en séries entières :

1
p

1− z
= 1+

∞
∑

n=0

�2n
n

�

22n
zn, ∀|z|< 1.

comme ∥αα∗∥< 1 et ρ = (IL −αα∗)−
1
2 = IL +

∑

n≥1
(2n

n )
22n (αα∗)n ,

∥ρ−1∥ ≤ 1+ ∥
∑

n≥1

�2n
n

�

22n
(αα∗)n∥ ≤ 1+

∑

n≥1

�2n
n

�

22n
∥(αα∗)n∥

≤ 1+
∑

n≥1

�2n
n

�

22n
(∥α∥2)n ≤

1
p

1− ∥α∥2
.

D’où la troisième inégalité.

4. Pour la quatrième, il suffit de constater que pour une norme sous-multiplicative, nous

avons :
1
∥A−1∥

≤ ∥A∥.
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4.2.2 Scattering Zippers finis

Dans cette section, nous détaillerons les quatre scénarios de troncation paire-impaire

pour l’opérateur de scattering zipper. L’importance de cette étape réside dans le fait que

tronquer un opérateur unitaire n’est pas systématiquement adéquat. Nous appuierons cette

notion par des explications détaillées et des représentations graphiques.

On se donne Sn =

 

αn βn

γn δn

!

∈ Uinv(2L) et U , V ∈ U(L).

1) U[2n,2m+1]
ω

:= V[2n,2m+1]
ω

·W[2n,2m+1]
ω

− zI

Les conditions au bord U et V sont placées dans V etW d’une façon où on obtient exactement

2m+ 1− 2n+ 1 L-ligne et L-colonne en commençant par 2n.

On construit V[2n,2m+1]
ω

et W[2n,2m+1]
ω

de la façon suivante :

V[2n,2m+1]
ω

:=
⊕

k∈⟦n,m⟧

S2k

W[2n,2m+1]
ω

:= U ⊕
⊕

k∈⟦n,m−1⟧

S2k+1 ⊕ V

U[2n,2m+1]
ω

est donc donné par :

=

2n

2n+ 1
...
...
...
...
...

2m

2m+ 1













































S2n

0 0

0 0
· · · · · ·

0 0

0 0

0 0

0 0
S2n+2 · · · · · ·

0 0

0 0
...

...
. . . . . .

...
...

...
...

... S2m−2

0 0

0 0

0 0

0 0
· · · · · ·

0 0

0 0
S2m













































·















































U 0 0 · · · · · · 0

0

0
S2n+1 · · · · · ·

0

0

0
...

· · · . . . · · ·
...

...
...

. . . · · ·
...

0

0
· · · · · · S2m−1

0

0

0 · · · · · · 0 0 V















































−zI
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=



























































α2nU − z β2nα2n+1 β2nβ2n+1 0 · · · · · · · · · 0

γ2nU δ2nα2n+1 − z δ2nβ2n+1 0 · · · · · · · · · 0

0 α2n+2γ2n+1 α2n+2δ2n+1 − z β2n+2α2n+3 β2n+2β2n+3 0 · · · 0

0 γ2n+2γ2n+1 γ2n+2δ2n+1 δ2n+2α2n+3 − z δ2n+2β2n+3 0 · · · 0

0 0 0 α2n+4γ2n+3 α2n+4δ2n+3 − z ∗∗ · · · 0

0 0 0 γ2n+4γ2n+3 γ2n+4δ2n+3 ∗∗ · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...

0 · · · 0 α2m−2γ2m−3 α2m−2δ2m−3 − z β2m−2α2m−1 β2m−2β2m−1 0

0 · · · 0 γ2m−2γ2m−3 γ2m−2δ2m−3 δ2m−2α2m−1 − z δ2β2n+3 0

0 · · · 0 0 0 α2mγ2m−1 α2mδ2m−1 − z β2mV

0 · · · 0 0 0 γ2mγ2m−1 γ2mδ2m−1 δ2mV − z



























































Soit z ∈ C et Φ ∈ ℓ2([2n, 2m+ 1],CL) vérifiant U[2n,2m+1]
ω

Φ= zΦ.
Si on pose Ψ =W[2n,2m+1]

ω
Φ donc V[2n,2m+1]

ω
Ψ = zΦ, on obtient Φ= z−1V[2n,2m+1]

ω
Ψ.

Autrement dit, dans le formalisme des matrices de scattering (ou S-matrices) on a :

Ψ2n = UΦ2n,

 

Φ2n

Φ2n+1

!

= z−1S2n

 

Ψ2n

Ψ2n+1

!

,

 

Ψ2n+1

Ψ2n+2

!

= S2n+1

 

Φ2n+1

Φ2n+2

!

· · · · · ·

· · · · · ·

 

Φ2m−2

Φ2m−1

!

= z−1S2m−2

 

Ψ2m−2

Ψ2m−1

!

,

 

Ψ2m−1

Ψ2m

!

= S2m−1

 

Φ2m−1

Φ2m

!

, VΦ2m+1 = Ψ2m+1.

Cela donne le diagramme suivant :

2) U[2n,2m]
ω

− zI := V[2n,2m]
ω

·W[2n,2m]
ω

− zI

Les conditions au bord U et V sont placées dans V etW d’une façon où on obtient exactement
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2m− 2n+ 1 L-ligne et L-colonne en commençant par 2n.

On construit V[2n,2m]
ω

et W[2n,2m]
ω

de la façon suivante :

V[2n,2m]
ω

:=
⊕

k∈⟦n,m−1⟧

S2k ⊕ V.

W[2n,2m]
ω

:= U ⊕
⊕

k∈⟦n,m−1⟧

S2k+1

U[2n,2m]
ω

est donc donné par :

2n

2n+ 1
...
...
...
...

2m− 1

2m



































S2n

0 0

0 0
· · · · · ·

0

0

0 0

0 0
S2n+2

0

0
· · ·

0

0
...

...
. . . . . .

...

0 0

0 0
· · ·

0

0
S2m−2

0

0

0 0 · · · · · · 0 0 V



































·



































U 0 0 · · · · · · 0 0

0

0
S2n+1

0

0
· · ·

0 0

0 0
...

...
. . . . . .

...

...
...

. . . S2m−3

0 0

0 0

0

0
· · · · · ·

0 0

0 0
S2m−1



































− zI

=



























































α2nU − z β2nα2n+1 β2nβ2n+1 0 · · · · · · 0

γ2nU δ2nα2n+1 − z δ2nβ2n+1 0 · · · · · · 0

0 α2n+2γ2n+1 α2n+2δ2n+1 − z β2n+2α2n+3 β2n+2β2n+3 0 0

0 γ2n+2γ2n+1 γ2n+2δ2n+1 δ2n+2α2n+3 − z δ2n+2β2n+3 0 0

0 0 0 α2n+4γ2n+3 α2n+4δ2n+3 − z ∗∗ 0

0 0 0 γ2n+4γ2n+3 γ2n+4δ2n+3 ∗∗ 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...

0 · · · 0 δ2n+2α2n+3 − z δ2nβ2n+1 0 0

0 · · · 0 α2m−2γ2m−3 α2m−2δ2m−3 − z β2m−2α2m−1 β2m−2β2m−1

0 · · · 0 γ2m−2γ2m−3 γ2n+2δ2n+1 δ2n+2α2n+3 − z δ2nβ2n+3

0 · · · 0 0 0 Vγ2m−1 Vδ2m−1 − z



























































Soit z ∈ C et Φ ∈ ℓ2([2n, 2m],CL) vérifiant U[2n,2m]
ω

Φ= zΦ.
Si on pose Ψ =W[2n,2m]

ω
Φ donc V[2n,2m]

ω
Ψ = zΦ, on obtient Φ = z−1V[2n,2m]

ω
Ψ. Autrement dit,

dans le formalisme des matrices de scattering (ou S-matrices) on a :

Ψ2n = UΦ2n,

 

Φ2n

Φ2n+1

!

= z−1S2n

 

Ψ2n

Ψ2n+1

!

,

 

Ψ2n+1

Ψ2n+2

!

= S2n+1

 

Φ2n+1

Φ2n+2

!

· · · · · ·
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· · · · · ·

 

Φ2m−2

Φ2m−1

!

= z−1S2m−2

 

Ψ2m−2

Ψ2m−1

!

,

 

Ψ2m−1

Ψ2m

!

= S2m−1

 

Φ2m−1

Φ2m

!

, z−1VΦ2m+1 = Ψ2m+1.

Cela donne le diagramme suivant :

3) U[2n+1,2m+1]
ω

:= V[2n+1,2m+1]
ω

·W[2n+1,2m+1]
ω

− zI

Les conditions au bord U et V sont placées dans V etW d’une façon où on obtient exactement

2m+ 1− (2n+ 1) + 1 L-ligne et L-colonne en commençant par 2n.

On construit V[2n,2m+1]
ω

et W[2n,2m+1]
ω

de la façon suivante :

V[2n+1,2m+1]
ω

:= U ⊕
⊕

k∈⟦n+1,m⟧

S2k

W[2n+1,2m+1]
ω

:=
⊕

k∈⟦n,m−1⟧

S2k+1 ⊕ V

U[2n+1,2m+1]
ω

est donc donné par :

=

2n+ 1

2n+ 2
...
...
...
...

2m

2m+ 1







































U 0 0 · · · · · · 0 0

0

0
S2n+2

0

0
· · ·

0 0

0 0
...

...
. . . . . .

...

0 0

0 0
· · ·

0

0
S2m−2

0 0

0 0

0 0

0 0
· · · · · ·

0 0

0 0
S2m







































·







































S2n+1

0 0

0 0
· · · · · ·

0

0

0 0

0 0
S2n+3

0

0
· · ·

0

0
...

...
. . . . . .

...

0 0

0 0
· · ·

0

0
S2m−1

0

0

0 0 · · · · · · 0 0 V







































−Iz
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=



























































Uα2n+1 − z Uβ2n+1 0 0 · · · · · · 0

α2n+2γ2n+1 α2n+2δ2n+1 − z β2n+2α2n+3 β2n+2β2n+3 0 · · · · · · 0

γ2n+2γ2n+1 γ2n+2δ2n+1 δ2n+2α2n+3 − z δ2n+2β2n+3 0 · · · · · · 0

0 0 α2n+4γ2n+3 α2n+4δ2n+3 − z ∗∗ 0 · · · 0

0 0 γ2n+2γ2n+2 γ2n+2δ2n+2 ∗∗ 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...

0 · · · α2m−2γ2m−3 α2m−2δ2m−3 − z β2m−2α2m−1 β2m−2β2m−1 0

0 · · · γ2m−2γ2m−3 γ2m−2δ2m−3 δ2m−2α2m−1 − z δ2m−2β2m−1 0

0 · · · 0 0 α2mγ2m−1 α2mδ2m−1 − z β2mV

0 · · · 0 0 γ2mγ2m−1 γ2mδ2m−1 δ2mV − z



























































Soit z ∈ C et Φ ∈ ℓ2([2n+ 1, 2m+ 1],CL) vérifiant U[2n+1,2m+1]
ω

Φ= zΦ.
Si on pose Ψ = W[2n+1,2m+1]

ω
Φ donc V[2n+1,2m+1]

ω
Ψ = zΦ, on obtient Φ = z−1V[2n+1,2m+1]

ω
Ψ.

Autrement dit, dans le formalisme des matrices de scattering (ou S-matrices) on a :

Φ2n+1 = z−1UΨ2n+1,

 

Ψ2n+1

Ψ2n+2

!

= S2n+1

 

Φ2n+1

Φ2n+2

!

,

 

Φ2n+2

Φ2n+3

!

= z−1S2n+2

 

Ψ2n+2

Ψ2n+3

!

, · · · · · ·

· · · · · ·

 

Ψ2m−1

Ψ2m

!

= S2m−1

 

Φ2m−1

Φ2m

!

,

 

Φ2m

Φ2m

!

= z−1S2m

 

Ψ2m

Ψ2m

!

, VΦ2m+1 = Ψ2m+1.

Cela donne le diagramme suivant :

4) U[2n+1,2m]
ω

:= V[2n+1,2m]
ω

·W[2n+1,2m]
ω

− zI .

Les conditions au bord U et V sont placées dans V etW d’une façon où on obtient exactement

2m− (2n+ 1) + 1 L-ligne et L-colonne en commençant par 2n+ 1.
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On construit V[2n,2m+1]
ω

et W[2n,2m+1]
ω

de la façon suivante :

V[2n,2m+1]
ω

:= U ⊕
⊕

k∈⟦n+1,m−1⟧

S2k ⊕ V

W[2n,2m+1]
ω

:=
⊕

k∈⟦n,m−1⟧

S2k+1

=

2n+ 1

2n+ 2
...
...
...

2m− 1

2m































U 0 0 · · · · · · 0

0

0
S2n+2

0

0
· · ·

0

0
...

...
. . . . . .

...

0

0
· · ·

0

0
S2m−2

0

0

0 · · · · · · 0 0 V































·































S2n+1

0 0

0 0
· · ·

0 0

0 0

0 0

0 0
S2n+3 · · ·

0 0

0 0
...

...
. . .

...
...

0 0

0 0
· · ·

0

0
S2m−1































− zI

=



























































Uα2n+1 − z Uβ2n+1 0 0 · · · · · · 0

α2n+2γ2n+1 α2n+2δ2n+1 − z β2n+2α2n+3 β2n+2β2n+3 0 · · · · · · 0

γ2n+2γ2n+1 γ2n+2δ2n+1 δ2n+2α2n+3 − z δ2n+2β2n+3 0 · · · · · · 0

0 0 α2n+4γ2n+3 α2n+4δ2n+3 − z ∗∗ 0 · · · 0

0 0 γ2n+2γ2n+2 γ2n+2δ2n+2 ∗∗ 0 · · · 0
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...

0 · · · ∗∗ δ2n+2α2n+3 − z δ2nβ2n+1 0 0

0 · · · 0 α2m−2γ2m−3 α2m−2δ2m−3 − z β2m−2α2m−1 β2m−2β2m−1

0 · · · 0 γ2m−2γ2m−3 γ2n+2δ2n+1 δ2n+2α2n+3 − z δ2nβ2n+3

0 · · · 0 0 0 Vγ2m−1 Vδ2m−1 − z



























































Soit z ∈ C et Φ ∈ ℓ2([2n+ 1,2m],CL) vérifiant U[2n+1,2m]
ω

Φ= zΦ.
Si on pose Ψ =W[2n+1,2m]

ω
Φ donc V[2n+1,2m]

ω
Ψ = zΦ, on obtient Φ= z−1V[2n+1,2m]

ω
Ψ. Autrement

dit, dans le formalisme des matrices de scattering (ou S-matrices) on a :

Φ2n+1 = z−1UΨ2n+1,

 

Ψ2n+1

Ψ2n+2

!

= S2n+1

 

Φ2n+1

Φ2n+2

!

,

 

Φ2n+2

Φ2n+3

!

= z−1S2n+2

 

Ψ2n+2

Ψ2n+3

!

, · · · · · ·

· · · · · ·

 

Φ2m−2

Φ2m−1

!

= z−1S2m−2

 

Ψ2m−2

Ψ2m−1

!

,

 

Ψ2m−1

Ψ2m

!

= S2m−1

 

Φ2m−1

Φ2m

!

, z−1VΦ2m+1 = Ψ2m+1.

Cela donne le diagramme suivant :
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4.3 Borne sur les moments fractionnaires de la fonction de

Green

Les estimations des moments fractionnaires de la fonction de Green ont occupé une

place prépondérante dans les preuves de localisation pour le modèle auto-adjoint d’Anderson,

illustrées notamment dans les travaux [91, 16, 92]. Notre démarche pour évaluer ces moments

débute par l’établissement d’une borne supérieure de leurs espérances, qui reste constante en

fonction du paramètre spectral. Nous nous inspirerons de la méthode de E.Hamza présentée

dans [90], tout en ajustant la suite des opérateurs pour que l’argument soit en accord avec

la configuration matricielle du modèle. Cette borne supérieure constituera par la suite un

outil clé pour prouver la décroissance exponentielle de ces moments fractionnaires.

Pour a, b ∈ Z, a < b, on note

G[a,b]
ω
(z) =

�

U[a,b]
ω
− z
�−1

, et pour k, l ∈ Z, G[a,b]
ω
(z, k, l) = 〈ek,

�

U[a,b]
ω
− z
�−1

el〉.

Théorème 4.3.1.

Soit s ∈]0, 1
4], il existe C(s)> 0, pour tout z ∈ C∗ \ S1 et tous k, l ∈ Z tels que |k− l|> 4 :

E
�

∥G[a,b]
ω
(z, k, l)∥s

�

≤ C(s).

Démonstration. Puisque (Uω − z)−1 = 1
2z

�

(Uω + z) (Uω − z)−1 − I
�

, il est facile de voir qu’il
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existe 0< eC(s)<∞ tel que

E [∥Gω(z, k, l)∥s]≤ eC(s)
n

E
h









�

(Uω + z) (Uω − z)−1
�

k,l










si

+ IL

o

Il suffit donc de prouver l’existence de 0< e

eC(s)<∞ tel que

E
h









�

(Uω + z) (Uω − z)−1
�

k,l










si

≤ eeC(s)

pour tout z ∈ C \ S1 et tous k, l ∈ Z. Nous utilisons la méthode de la perturbation de rang

fini pour établir une telle borne sur la résolvante modifiée.

4.3.1 Perturbations de rang fini

On rappelle l’expression de la matrice de scattering S2n(ω) :

S2n(ω) = S2n(α, U2n(ω), V2n(ω)) =

 

α ρ(α)U2n(ω)

V2n(ω)eρ(α) −V2n(ω)α∗U2n(ω)

!

on écrit maintenant les phases unitaires V2n(ω) sous la forme :

V2n(ω) =
e

eVω2neiθω2n où eeVω2n = eV
ω

2nDω2n

�

eVω2n

�∗
∈ U(L)∩HL(C).

Cela va nous permettre d’écrire :

S2n(ω) =

 

IL 0

0 e

eVω2neiθω2n

! 

α ρ(α)U2n(ω)

eρ(α) −α∗U2n(ω)

!
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et comme

Uω = VωWω

=

�

⊕

k∈Z
S2k

�

◦ sL

�

⊕

k∈Z
S2k+1

�

=

 

⊕

k∈Z

 

IL 0

0 e

eVω2keiθω2k

! 

α ρ(α)U2k(ω)

eρ(α) −α∗U2k(ω)

!!

◦ sL

�

⊕

k∈Z
S2k+1

�

=
⊕

k∈Z

 

IL 0

0 e

eVω2keiθω2k

! 

⊕

k∈Z

 

α ρ(α)U2k(ω)

eρ(α) −α∗U2k(ω)

!!

◦ sL

�

⊕

k∈Z
S2k+1

�

= YωV′ωWω.

Pour k ̸= l paires, posant A= {k+ 1, l + 1} ⊂ Z et soient a = 1
2

�

θωk + θ
ω
l

�

, b = 1
2

�

θωk − θ
ω
l

�

,

et définissons

η j =







a j ∈ A

0 j /∈ A

ξ j =



















b j = k+ 1

−b j = l + 1,

0 j /∈ A

Ensuite, posons E j = (0;0; . . . 0; IL; 0; . . . 0) où IL est dans la jième position. on définit les

matrices diagonales par L-blocs, Da, Db et bD :

DaE j =
e

eVωj eiηωj E j

DbE j =
e

eVωj eiξωj E j

bDE j =







E j j paire

e

eVω2keiθω2k j impaire

En utilisant ces définitions, nous pouvons poser Yω = bDDbDa et on a :

Uω = YωV′ωWω

= bDDbDaV′ωWω

= YωDaXω.
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avec l’opérateur unitaire Xω = Db
bDV′

ω
Wω indépendant de a.

On a aussi les deux égalités :

Da = Y−1
ω
UX−1

ω
.

De plus, on peut voir que Uω −YωXω est un opérateur de rang fini. Soit PA la projection

orthogonale sur le sous-espace engendré par
�

X−1
ω

e j : j ∈ A
	

. Notons que
�

X−1
ω

e j : j ∈ Z
	

est

une base orthonormale de l2(Z). Vu la définition des opérateurs on peut montrer que :

PAY−1
ω
UωX−1

ω
PA = e−ia I2.

De plus,

PAX−1
ω
Y−1
ω
UωPA = e−ia I2.

En effet :

pour u dans
�

X−1
ω

e j : j ∈ A
	

, il existe a et b réels tels que u= aX−1
ω

ek+1 + bX−1
ω

el+1.

Donc,

X−1
ω
Y−1
ω
Uωu= aX−1

ω
Daek+1 + bX−1

ω
Dael+1 = e−ia

�

aX−1
ω

ek+1 + bX−1
ω

ek+1

�

= e−iau.

D’autre part, Uω −YωXω = Yω (Da − I)Xω = 0 sur Im(I − PA) le sous espace engendré par
�

X−1
ω

e j : j ∈ Z\A
	

car Da − I = 0 sur Im(I − PA).

Comme (YωXω)
−1Uω = e−ia sur l’image de PA, on peut écrire :

Uω = YωXω(I − PA) +UωPA

= YωXω(I − PA) +YωXω (YωXω)
−1UωPA

= YωXω(I − PA) + e−iaYωXωPA.

Pour z ∈ C∗ \ S1, posons

Fz = PA (Uω + z) (Uω − z)−1 PA.

bFz = PA (YωXω+ z) (YωXω − z)−1 PA.
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Dans la suite on enlève les ω pour simplifier les calculs. On fait la somme afin d’obtenir

bFz + bF
∗
z = PA

�

(YX+ z)(YX− z)−1 +
�

(YX+ z)(YX− z)−1
�∗�

PA.

= PA

�

((YX− z)−1)∗ [(YX− z)∗(YX+ z) + (YX+ z)∗(YX− z)] (YX− z)−1
�

PA.

= PA

�

((YX− z)−1)∗
�

(YX)∗YX− z̄YX+ z(YX)∗ − |z|2 + (YX)∗(YX)− z(YX)∗ − z(YX)− |z|2
�

(YX− z)−1
�

PA.

= PA(2I − 2|z|2)
�

(YX− z)−1
�∗
(YX− z)−1PA.

Sur l’image de PA, cela implique que bFz + bF ∗z < 0 pour |z| > 1. Par conséquent, −ibFz est un

opérateur dissipatif. De même, −ibF−1
z est également un opérateur dissipatif. Dans le cas où

|z|< 1, nous avons ibFz, ibF−1
z qui sont dissipatifs.

Ensuite, utilisons le fait que (x + z)(x − z)−1 = 1+ 2z(x − z)−1, pour obtenir

Fz − bFz = PA

�

(Uω + z) (Uω − z)−1 − ((YωXω) + z)((YωXω)− z)−1
�

PA.

= PA

�

I + 2z(Uω − z)−1 − (I + 2z(YωXω)− z)−1)
�

PA.

= −2zPA

�

(YωXω − z)−1 − (Uω − z)−1
�−1

PA.

En appliquant l’identité de la résolvante, on obtient :

Fz − bFz = −2zPA

�

(YωXω − z)−1(Uω −YωXω)(Uω − z)−1
�−1

PA.

Comme, Yω(Da − I)Xωest nul partout et vaut XωYω(e−ia − 1)I2 sur ImPA, il vient :

Fz − bFz = −2zPA

�

(YωXω − z)−1(YωXω)PA(e
−ia − 1)PA(Uω − z)−1

�

PA

car

Uω −YωXω = YωXω(I − PA) + e−iaYωXωPA−YωXω.

= YωXω −YωXωPA+ e−iaYωXωPA−YωXω

= YωXω
�

e−iaPA− PA

�

= YωXω
�

e−iaPAPA− PAPA

�

= YωXωPA(e
−ia − 1)PA.
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Ainsi

Fz − bFz = −2zPA(YωXω − z)−1YωXωPA(e
−ia − 1)PA(Uω − z)−1PA

= −PA(YωXω − z)−1YωXωPA(e
−ia − 1)PA(2z(Uω − z)−1)PA

Puis grâce à l’égalité 2z (Uω − z)−1 = (Uω + z) (Uω − z)−1 − I , il s’ensuit que

Fz − bFz = PA(YωXω − z)−1YωXωPA(e
−ia − 1)[Fz − I]PA

= −PA [I + z(YωXω)] (YωXω − z)−1YωXωPA(e
−ia − 1)[Fz − I]PA

= PA

�

1
2
(I + (YωXω + z)(YωXω − z)−1)PA(e

−ia − 1)[I − Fz]
�

PA

= PA

�

1
2
(I + F̂z)(e

−ia − 1)[I − Fz]
�

PA.

Donc :

PA(Fz − F̂)PA = PA

�

1
2
(I + F̂z)(e

−ia − 1)(I − Fz)
�

PA,

On peut donc écrire :

Fz − bFz =
1
2
(I + F̂z)(e

−ia − 1)(I − Fz).

ce qui est équivalent à :

Fz

�

I +
1
2
(I + F̂z)(e

−ia − 1)
�

= Fz +
1
2
(I + F̂z)(e

−ia − 1).

⇐⇒ Fz

�

I +
1
2
(I + (e−ia − 1) +

1
2

F̂z)(e
−ia − 1)

�

=
1
2
(e−ia − 1) + F̂z

�

I +
1
2
(e−ia − 1)

�

⇐⇒ Fz
1
2
(e−ia − 1)

�

e−ia + 1
e−ia − 1

I + F̂z)

�

=
1
2
(e−ia − 1)

�

I + F̂z
e−ia + 1
e−ia − 1

�

On pose ma := −i
�

e−ia+1
e−ia−1

�

et on trouve :

Fz(i.ma + F̂z) = I + i.ma I F̂z
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Ainsi :

Fz(i.ma + F̂z) = I + i.ma F̂z

⇐⇒ Fz = (F̂z + i.ma I)−1 − i.ma F̂z(Fz + i.ma I)−1

⇐⇒ Fz = −(−i(−i F̂z +ma I)−1) + imaFz(I − i.maF−1
z )Fz)

−1

⇐⇒ Fz = −i(−i F̂z +ma I)−1) + ima(I − i.maF−1
z )
−1

Donc Fz = −i(−i F̂z +ma I)−1 − i(−iF−1
z −m−1

a I)−1. (4.1)

Rappelons que :

Fz = PA(Uω + z)(Uω − z)−1PA

qui s’identifie à une matrice 2× 2 associée au colonnes k et l et aux lignes k et l de (Uω +

z)(Uω−z)−1 dans la base orthonormée {X−1
ω

ek;X−1
ω

ek}. Puis par passage à la base canonique

{ek, el}, on en déduit que :

〈X−1
ω

ek|FzX−1
ω

el〉= 〈ek|XωFzX−1
ω

el〉= 〈ek|(Uω + z)(Uω − z)−1el〉.

En prenant le module, en passant à la puissance s et en prenant l’espérance partielle par

rapport à θ{2n+1,k} et θ{2n+1,l} on peut suivre la fin de la preuve de [79] avec τ ≡ 1. Par

conséquent,

∫∫

�

�




ek | (Uω + z) (Uω − z)−1 el

�





s
dµ
�

θ{2n+1,k}

�

dµ
�

θ{2n+1,l}

�

≤
∫ 2π

0

∫ 2π

0

�

�




X−1
ω

ek | FzX−1
ω

el

�





s
dθ{2n+1,k}dθ{2n+1,l}

≤
∫ 2π

0

∫ 2π

0

∥Fz∥
s dθ{2n+1,k}dθ{2n+1,l}

≤ 2

∫ π

−π

�

∫ 2π

0

∥Fz∥
s da

�

d b,

où nous somme passés aux variables a et b et légèrement élargi le domaine d’intégration

dans le rectangle 0≤ a ≤ 2π,−π≤ b ≤ π. Nous majorant ∥Fz∥s l’intégrale en a en utilisant

4.1,
∫ 2π

0

∥Fz∥
s da ≤

∫ 2π

0










�

−ibFz +ma I
�−1









s
da+

∫ 2π

0










�

−ibF−1
z −m−1

a I
�−1









s
da
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En rappelant que ma a des singularités en a ∈ {0,2π}, nous effectuons le changement de

variables x = ma :

∫ 2π

0








PA

�

−ibFz +ma

�−1
PA










s
da = lim

ε→0

∫ 2π−ε

ε








PA

�

−ibFz +ma

�−1
PA










s
da

= lim
R→∞

∫ R

−R

2
x2 + 1








PA

�

−ibFz + x
�−1

PA










s
d x

= 2
∑

n∈Z

∫ n+1

n

1
x2 + 1








PA

�

−ibFz + x
�−1

PA










s
d x

≤ 2
∑

n∈Z

1
(|n| − 1)2 + 1

∫ n+1

n








PA

�

−ibFz + x
�−1

PA










s
d x ,

où la dernière inégalité découle du fait que pour tout n ∈ Z,

min
x∈[n,n+1]

�

x2 + 1
�

≥ (|n| − 1)2 + 1.

Étant donné que −ibFz est un opérateur de rang fini dissipatif, le Lemme (3.1) de [36] affirme

l’existence d’une constante 0< C3 <∞ indépendante de PA, telle que

L eb
�¦

x ∈ [n, n+ 1] : ∥PA

�

−ibFz + x
�−1

PA∥> t
©�

≤ C3
1
t

.

En intégrant par tranches, nous concluons que

∫ n+1

n








PA

�

−ibFz + x
�−1

P s
A








 d x =

∫ ∞

0

L eb
�n

x ∈ [n, n+ 1] :







PA

�

−ibFz + x
�−1

PA








> t1/s
o�

d t

≤ C3

�

1+
s

s+ 1

�

,

où nous avons utilisé queL eb
�¦

x ∈ [n, n+ 1] : ∥PA

�

−ibFz + x
�−1

PA∥> t1/s
©�

≤max
�

1, C3 t−1/s
	

.

En insérant ce résultat dans l’équation 4.3.1 et en notant que PA est un opérateur de rang

fini, cela implique

∫ 2π

0








PA

�

−ibFz +ma

�−1
PA










s
da ≤ 2eC3

�

1+
s

s+ 1

�
∑

n∈Z

1
(|n| − 1)2 + 1

.
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Enfin, en notant que
∑

n∈Z
1

(|n|−1)2+1 est une série convergente, nous pouvons conclure que

∫ 2π

0

∥PA

�

−ibFz +ma

�−1
PA∥sda ≤ C4,

avec C4 dépendant uniquement de s. Ensuite, nous montrons l’existence d’une constante

0< C5(s)<∞ telle que

∫ 2π

0








PA

�

−bF−1
z −m−1

a

�−1
PA










s
da ≤ C5(s).

Puisque m−1
a a une singularité en a = π, alors

∫ 2π

0








PA

�

−bF−1
z −m−1

a

�−1
PA










s
da = lim

ε→0

�

∫ π−ε

0

+

∫ 2π

π+ε

�








PA

�

−bF−1
z −m−1

a

�−1
PA










s
da.

Comme précédemment, nous effectuons un changement de variables en posant y = −m−1
a

et utilisons le fait que −ibF−1
z est un opérateur dissipatif, ainsi que l’affirmation du Lemme

(3.1) de [36], pour obtenir

∫ 2π

0








PA

�

−bF−1
z −m−1

a

�−1
PA










s
da = 2 lim

R→∞

∫ R

−R

d y
1

y2 + 1





PA(−ibF−1
z + y)−1PA







s

≤ C5(s).

Ces bornes prouvées, ainsi que l’équation (4.3.1), concluent la preuve pour le cas |z|> 1. Le

cas |z|< 1 est réalisé de manière similaire avec −ibFz et −ibF−1
z remplacés respectivement par

ibFz et ibF−1
z .

4.4 Les lemmes de réduction

Dans cette section, nous visons à concentrer notre étude sur des structures de longueurs

impaires, puis sur celles à longueurs finies. Cette réduction implique la nécessité de garantir

l’inversibilité de α et d’utiliser le nouvel aléa introduit dans la section 2.4. On fixe dans ce

qui va suivre a, b ∈ Z, |a− b|> 4.
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4.4.1 Réduction aux éléments appropriés

Le but de cette partie est d’estimer, en espérance, les éléments de type




G[a,b]
ω
(z, 2n, 2m)







s

et




G[a,b]
ω
(z, 2n+ 1,2m)







s
par des éléments de type





G[a,b]
ω
(z, 2n, 2m+ 1)







s
et




G[a,b]
ω
(z, 2n+ 1, 2m+ 1)







s
,

dont nous connaissons les expressions explicites grâce au corollaire 4.5.1. La difficulté dans

la preuve de la réduction aux éléments paires consiste à pouvoir majorer les colonnes (et

les lignes) paires de la matrice de Green par les colonnes (et les lignes) impaires, ou plus

facilement à une somme. On commence par un lemme qui va nous permettre d’avoir une

relation de récurrence utile pour le reste de la preuve :

Lemme 4.4.1.

Soit l ∈ ⟦a, b⟧ Pour tout k,∈ ⟦a+ 1, b− 1⟧; k ̸= l et tout z ∈ C \ S1,

�

γ−1
k
∗
γk−1

�

G[a,b]
ω
(z, k− 1, l) + γ−1

k
∗[δk + zα∗k]G

[a,b]
ω
(z, k, l) + zG[a,b]

ω
(z, k+ 1, l) = 0. (4.2)

zG[a,b]
ω
(z, k, l) + β−1

k
∗ �
αk+1 + zδ∗k

�

G[a,b]
ω
(z, k+ 1, l) + β−1

k
∗
βk+1G[a,b]

ω
(z, k+ 2, l) = 0. (4.3)

On a des inégalités similaires pour les colonnes.

Démonstration. On a par la définition de la résolvante :

�

(U[a,b]
ω
− zI)G[a,b]

ω
(z)
�

(k, l) =

(

IL si k = l

0 si k ̸= l

Donc pour k paire et l ̸= k, k+ 1 on trouve :

�

(U[a,b]
ω
− zI) · G[a,b]

ω
(z)
�

(k, l) = (U[a,b]
ω
− zI)(k,∗) · G[a,b]

ω
(z,∗, l) = 0

Cela donne par la structure 5-diagonale de l’opérateur :

αkγk−1G[a,b]
ω (z, k−1, l)+(αkδk−1−zIL)G

[a,b]
ω (z, k, l)+βkαk+1G[a,b]

ω (z, k+1, l)+βkβk+1G[a,b]
ω (z, k+2, l) = 0 (4.4)

Et pour k+1 on trouve de la même façon :

�

(U[a,b]
ω
− zI) · G[a,b]

ω
(z)
�

(k+ 1, l) = (U[a,b]
ω
− zI)(k+ 1,∗) · G[a,b]

ω
(z,∗, l) = 0

Cela donne

γkγk−1G[a,b]
ω (z, k−1, l)+γkδk−1G[a,b]

ω (z, k, l)+(δkαk+1−zIL)G
[a,b]
ω (z, k+1, l)+δkβk+1G[a,b]

ω (z, k+2, l) = 0 (4.5)
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On multiplie (4.4) par δkβ
−1
k à gauche, puis on fait la différence :

�

δkβ
−1
k αkγk−1 − γkγk−1

�

G[a,b]
ω
(z, k− 1, l)

+[δkβ
−1
k (αkδ− zI)− γkδk−1]G

[a,b]
ω
(z, k, l)

+[δkβ
−1
k βkαk+1 − (δkαk − zI)]G[a,b]

ω
(z, k+ 1, l)

+[δkβ
−1
k βkβk+1 −δkβk+1)]G

[a,b]
ω
(z, k+ 2, l) = 0.

Cela donne après simplification :

�

(δkβ
−1
k αk − γk)γk−1

�

G[a,b]
ω
(z, k− 1, l)

+[δkβ
−1
k (αkδk−1 − zI)− γkδk−1]G

[a,b]
ω
(z, k, l)

+[zI]G[a,b]
ω
(z, k+ 1, l) = 0.

D’après les identités (2.2)· · · (2.9) on a :

(αkγ
−1
k δk − βk) = γ

−1
k
∗
et β∗kαk = −δ∗kγk⇔ αkγ

−1
k = −β

−1
k
∗
δ∗k.

Ce qui permet d’écrire :

�

γ−1
k
∗
γk−1

�

G[a,b]
ω
(z, k− 1, l) + γ−1

k
∗[δk + zα∗k]G

[a,b]
ω
(z, k, l) + zG[a,b]

ω
(z, k+ 1, l) = 0. (4.6)

On peut trouver une égalité similaire en multipliant (4.5) par αkγ
−1
k et faire la différence :

�

αkγ
−1
k γkγk−1 −αkγk

�

G[a,b]
ω
(z, k− 1, l) + [(αkγ

−1
k γkδk−1)− (αkδk−1 − zI)]G[a,b]

ω
(z, k, l)

+[αkγ
−1
k (δkαk+1 − zI)− βkαk+1]G

[a,b]
ω
(z, k+ 1, l) + [δkγ

−1
k δkβk+1 − βkβk+1]G

[a,b]
ω
(z, k+ 2, l) = 0.

Pour obtenir :

[zI]G[a,b]
ω
(z, k, l)

+
�

(αkγ
−1
k δk − βk)αk+1 − zαkγ

−1
k

�

G[a,b]
ω
(z, k+ 1, l)

+[(αkγ
−1
k δk − βk)βk+1]G

[a,b]
ω
(z, k+ 2, l) = 0.

D’après les identités (2.2)· · · (2.9) pour tout n on a :

αkγ
−1
k δk − βk = β

−1
k
∗

et β∗kαk = −δ∗kγk⇔ αkγ
−1
k = −β

−1
k
∗
δ∗k.
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Ce qui permet d’écrire :

zG[a,b]
ω
(z, k, l) + β−1

k
∗ �
αk+1 + zδ∗k

�

G[a,b]
ω
(z, k+ 1, l) + β−1

k
∗
βk+1G[a,b]

ω
(z, k+ 2, l) = 0. (4.7)

Pour trouver les égalités pour les colonnes l (en fixant k) il suffit de refaire le même procédé

en commençant par la multiplication dans le sens inverse :

�

G[a,b]
ω
(z)(U[a,b]

ω
− zI)

�

(k, l) =

(

IL si k = l

0 si k ̸= l
.

Pour exploiter ces relations il faut pouvoir inverser δk + zα∗k. C’est l’objet du lemme

suivant.

Lemme 4.4.2.

Si α est inversible alors, pour tout ε > 0, k ∈ Z et z ∈ Sε, δk+zα∗k est inversible presque sûrement.

Démonstration. Soit z ∈ Sε et k ∈ Z. On pose :

Ωinv = {ω ∈ Ω; δk + zα∗k ∈ GLL(C)}

= {ω ∈ Ω; eρ−1[zVk(ω)α
∗ −α∗Uk(ω)] ∈ GLL(C)}

= {ω ∈ Ω; det[zVk(ω)α
∗ −α∗Uk(ω)] ̸= 0}

Pour montrer que P(Ωinv) = 1, il suffit de montrer que :

∃(U0; V0) ∈ Ω; det(zV0α
∗ −α∗U0) ̸= 0

puisque l’on travaille avec la mesure de Haar et que α est inversible.

Si z ̸= 1 on pose (U0; V0) = (IL; IL) Dans ce cas :

det(zV0α
∗ −αU0) = det(zα∗ −α∗) = (1− z)L(−1)L detα∗ ̸= 0.

Si z = 1, il suffit de prendre (U0; V0) = (i IL; IL), dans ce cas :

det(zV0α
∗ −α∗U0) = det(α∗ − iα∗) = det((1− i)α∗ = (1− i)L detα∗ ̸= 0.
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Remarque 4.4.1.

On définit Ωinv comme dans la démonstration précédente :

Ωinv = {ω ∈ Ω; det[zVk(ω)α
∗ −α∗Uk(ω)] ̸= 0}

Pour ω ∈ Ωinv l’égalité 4.4.1 devient :

G[a,b]
ω
(z, k, l) =

�

γ−1
k
∗[δk + zα∗k]

�−1 �
γ−1

k
∗
γk−1G[a,b]

ω
(z, k− 1, l) + zG[a,b]

ω
(z, k+ 1, l)

�

. (4.8)

= [δk + zα∗k]
−1
�

γk−1G[a,b]
ω
(z, k− 1, l) + zγ−1

k
∗
G[a,b]
ω
(z, k+ 1, l)

�

. (4.9)

Lemme 4.4.3.

Pour tout s ∈]0;1], il existe une constante finie C(s,α) > 0 telle que pour tout z ∈ C dans

et k, l ∈ Z :

E[∥(δk + zα∗k)
−1∥s]≤ C(s,α).

Démonstration.

E
�

∥(δk + zα∗k)
−1∥s

�

=

∫

Ω0

∥(−zVk(ω)αUk(ω) +α)
−1∥sdω

=

∫

Ω0

1
σL(α− zVk(ω)αUk(ω))s

dω

Ici, σL représente la Lième valeur singulière, soit la plus petite valeur singulière. En utilisant

la forme de Vk(ω) et Uk(ω) défini à la section 2.4 du chapitre 2 et en posant pour tout k ∈ Z

e

eUωk = eUωk Dωk (eU
ω
k )
∗

e

eVωk = eUωk bD
ω
k (eV

ω
k )
∗

σL (α− zVkαUk)
−s = σL

�

α− zeiθωk eeVωk α
e

eUωk eiΘωk

�−s

Nous pouvons simplifier certaines expressions. En effet, nous savons que θωk , Θωk ,
e

eUωk et eeVωk
sont mutuellement indépendantes. De plus, θωn = diag{θωn,1, . . . ,θωn,L}, et les (θ

ω
n,k)k∈⟦1;L⟧ sont

i.i.d., de même pour (Θωn,k)k∈⟦1;L⟧. Par conséquent, nous pouvons alors remplacer θωn par
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θωn,1IL et Θωn par Θωn,1IL, cela donne :

E
�

σL

�

α− zeiΘωk eeVωk α
e

eUωk eiθωk

�−s�

= E
�

σL

�

α− zeiΘωk,1 eeVωk α
e

eUωk eiθωk,1

�−s�

= E
�

σL

�

α− zei(Θωk,1+θ
ω
k,1)eeVωk α

e

eUωk

�−s�

.

Ensuite, nous exprimons eeUωk = (
e

eUωk )
1
2 (eeUωk )

1
2 et eeVωk = (

e

eVωk )
1
2 (eeVωk )

1
2 dans U(L)∩ HL(C). Nous

obtenons ainsi :

E
�

σL

�

α− zei(Θωk,1+θ
ω
k,1)eeVωk α

e

eUωk

�−s�

= E
�

σL

�

α− zei(Θωk,1+θ
ω
k,1)(eeVωk )

1
2 (eeVωk )

1
2α(eeUωk )

1
2 (eeUωk )

1
2

�−s�

= E
�

σL

��

(eeVωk )
1
2

�∗
α
�

(eeUωk )
1
2

�∗
− zei(Θωk,1+θ

ω
k,1)(eeVωk )

1
2α(eeUωk )

1
2

�−s�

.

Étant donné que (eeUωk )
1
2 et (eeVωk )

1
2 appartiennent à U(L)∩H(C), on trouve

�

(eeVωk )
1
2

�∗
= (eeVωk )

1
2 et

�

(eeUωk )
1
2

�∗
= (eeUωk )

1
2 .

Cela permet d’écrire

E
�

σL

�

α− zei(Θωk,1+θ
ω
k,1)eeVωk α

e

eUωk

�−s�

= E
�

σL

�

�

(eeVωk )
1
2α(eeUωk )

1
2 − zei(Θωk,1+θ

ω
k,1)(eeVωk )

1
2α(eeUωk )

1
2

�−s��

E
�

σL

�

(eeVωk )
1
2
�

α− zei(Θωk,1+θ
ω
k,1)α

�

(eeUωk )
1
2

�−s�

= E
�

σL

�

(1− zei(Θωk,1+θ
ω
k,1))α

�−s�

.

En outre :

σL

�

(1− zei(Θωk,1+θ
ω
k,1))α

�

≥ min
k∈⟦1;L⟧

|1− zei(Θωk,1+θ
ω
k,1)|.(σL(α)) = min

k∈⟦1;L⟧
|1− zei(Θωk,1+θ

ω
k,1)|.σL(α)

Par conséquent, nous obtenons l’inégalité sur l’espérance partielle :

Eθ ,Θ[∥(δk + zα∗k)
−1∥s]≤

∫

S1×S1

1

min
k∈⟦1;L⟧

|1− zei(Θωk,1+θ
ω
k,1)|s.(σL(α))s

d(θ ,Θ)

≤
∫

S1

1
|1− ze−iθ |s.(σL(α))s

d(θ )

≤
1

(σL(α))s

∫

S1

1
|1− ze−iθ |s

d(θ ).

D’après [90],
∫

T
1

|1−ze−i(θ )|s d(θ ) = C(s)<∞. D’où en prenant l’espérance sur U(L)×{−1,1}L×
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U(L)× {−1, 1}L de cette espérance partielle, on obtient le résultat voulu.

En combinant les résultats tirés des deux derniers lemmes, nous sommes maintenant

prêts à aborder la partie centrale de la démonstration, celle qui constitue l’essence même de

notre démarche pour établir le lemme général de la réduction au cas pair.

Lemme 4.4.4.

Sous la condition de l’inversibilité de α, on a l’inégalité suivante pour s ∈]0; 1
2[ :

E
�

∥G[a,b]
ω
(z, k+ 1, l)∥s

�2
≤ C1E

�

∥G[a,b]
ω
(z, k, l)∥2s

�

+ C2E
�

∥G[a,b]
ω
(z, k+ 2, l)∥2s

�

.

De même pour les colonnes, on a l’inégalité suivante :

E
�

∥G[a,b]
ω
(z, k, l + 1)∥s

�2
≤ eC1E

�

∥G[a,b]
ω
(z, k, l)∥2s

�

+ eC2E
�

∥G[a,b]
ω
(z, k, l + 2)∥2s

�

.

Démonstration. Pour ω ∈ Ωinv l’égalité 4.4.1 devient :

G[a,b]
ω
(z, k, l) =

�

γ−1
k
∗[δk + zα∗k]

�−1 �
γ−1

k
∗
γk−1G[a,b]

ω
(z, k− 1, l) + zG[a,b]

ω
(z, k+ 1, l)

�

.

= [δk + zα∗k]
−1
�

γk−1G[a,b]
ω
(z, k− 1, l) + zγ−1

k
∗
G[a,b]
ω
(z, k+ 1, l)

�

.

Cela donne

∥G[a,b]
ω
(z, k, l)∥ ≤ ∥(δk + zα∗k)

−1∥
�

∥γk−1.G[a,b]
ω
(z, k− 1, l)∥+ | z | ∥γ∗kG[a,b]

ω
(z, k+ 1, l)∥

�

.

Il suffit maintenant d’utiliser l’inégalité de Hölder puis le lemme précèdent 4.4.3 pour pouvoir

conclure.

Proposition 4.4.1 ( Réduction à des éléments appropriés (sous condition)).

Supposons que α ∈ GLL(C) tel que ∥α∥< 1. Soit s ∈]0, 1
4[ et soient k, l ∈ Z tels que |k−l|> 4.

Il existe 0< C(s)<∞ vérifiant :

E
�

∥G[a,b]
ω
(z, k, l)∥s

�2
≤ C(s)

1
∑

i, j=0

E(∥G[a,b]
ω
(z, 2n+ 2i, 2m+ 1+ 2 j)∥4s)

1
2 ,

pour tout z ∈ Sε et n, m tels que k ∈ {2n, 2n+ 1} et l ∈ {2m, 2m+ 1}.

Démonstration. On suit dans cette preuve [79] :

�

E
�



G[a,b]
ω
(z, 2n, l)







s��2
≤ C2

¦

E
�




G[a,b]
ω
(z, 2n+ 1, l)







2s
�

+E
�




G[a,b]
ω
(z, 2n− 1, l)







2s
�©
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Par conséquent, il découle du dernier lemme 4.4.4 que pour |n − m| /∈ {0, 1} et pour tout

s ∈]0, 1
4[

�

E
�



G[a,b]
ω
(z, 2n, 2m)







s��2
≤ C3

�

�

E
�




G[a,b]
ω
(z, 2n+ 1, 2m+ 1)







4s
��1/2

+
�

E
�




G[a,b]
ω
(z, 2n+ 1, 2m− 1)







4s
��1/2

+
�

E
�




G[a,b]
ω
(z, 2n− 1, 2m+ 1)







4s
��1/2

+
�

E
�




G[a,b]
ω
(z, 2n− 1, 2m− 1)







4s
��1/2 	

.

De la même façon :

�

E
�



G[a,b]
ω
(z, 2n+ 1, l)







s��2
≤ C2

¦

E
�




G[a,b]
ω
(z, 2n+ 2, l)







2s
�

+E
�




G[a,b]
ω
(z, 2n, l)







2s
�©

donne

�

E
�



G[a,b]
ω
(z, 2n+ 1,2m)







s��2
≤ C3

�

�

E
�




G[a,b]
ω
(z, 2n+ 2, 2m− 1)







4s
��1/2

+
�

E
�




G[a,b]
ω
(z, 2n+ 2,2m+ 1)







4s
��1/2

+
�

E
�




G[a,b]
ω
(z, 2m, 2m− 1)







4s
��1/2

+
�

E
�




G[a,b]
ω
(z, 2m, 2m+ 1)







4s
��1/2 	

.

Enfin, on utilise l’inégalité de Jensen pour majorer les autres termes (2n, 2m+ 1) et (2n+

1, 2m+ 1) et pour s ∈]0, 1
4[ et k, l :

E
�




G[a,b]
ω
(z, k, l)







2s
�

≤
�

E
�




G[a,b]
ω
(z, k, l)







4s
��1/2

.

4.4.2 Réduction au volume fini approprié

Nous allons maintenant simplifier la tâche en démontrant qu’il suffit de majorer la norme

des moments de la fonction de Green finie pour aboutir à une conclusion probante. Cette

démarche repose sur la comparaison entre les blocs de la matrice infinie et ceux de la matrice

finie.

Proposition 4.4.2 (Réduction au volume fini approprié).
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Pour s ∈]0,1/2[, on a :

E
�

∥G[a,b]
ω
(z, k, l)∥s

�2
≤ C(s)E

�

∥G[k,l]
ω
(z, k, l)2s∥

�

pour tout z ∈ {x ∈ C/0< ∥x | − 1|< 1/2} et tous k, l ∈ [a+ 1, b− 1], |k− l|> 4.

Démonstration. Nous ne traitons que le cas k = 2n, l = 2m avec |k− l| ≥ 4 et m, n ∈ Z.

En utilisant la définition de U[x ,y]
ω

, nous avons

U[a,b]
ω
= U[a,2n−1]

ω
⊕U[2n,b]

ω
+ Γ e

n

où Γ e
n est donné par

Γ e
n(k, l) =































































































−β2n−2α+ β2n−2V, k = 2n− 2, l = 2n− 1

−β2n−2β2n−1, k = 2n− 2, l = 2n

−δ2n−2α+δ2n−2V, k = 2n− 1, l = 2n− 1

−δ2n−2β2n−1, k = 2n− 1, l = 2n

−α2n+2γ2n+1, k = 2n, l = 2n− 1

−α2n+2δ2n+1 +α2n+2U , k = 2n, l = 2n

−γ2n+2γ2n+1, k = 2n+ 1, l = 2n− 1

−γ2n+2δ2n+1 + γ2n+2U , k = 2n+ 1, l = 2n

0, sinon.

On note Gn
ω
(z) = G[a,2n−1]

ω
(z)⊕ G[2n,b]

ω
(z). En utilisant la première identité de la résolvante,

nous avons

G[a,b]
ω
(z)− Gn

ω
(z) = −G[a,b]

ω
(z)Γ e

n Gn
ω
(z).

Par conséquent, pour tout m≥ n+ 2, on obtient

G[a,b]
ω
(z, 2n, 2m)

= {1+ (β2n−2β2n−1)G
[a,b]
ω
(z, 2n, 2n− 2) + (α2n+2γ2n+1)G

[a,b]
ω
(z, 2n, 2n− 1) (4.10)

+ (α2n+2δ2n+1 +α2n+2U) e−iθ2n G[a,b]
ω
(z, 2n, 2n)

+ (γ2n+2δ2n+1 + γ2n+2U)G[a,b]
ω
(z, 2n, 2n+ 1)}G[2n,b]

ω
(z, 2n, 2m).
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De même, on peut réécrire U[2n,2m]
ω

comme

U[2n,b]
ω

= U[2n,2m]
ω

⊕U[2m+1,b]
ω

+ Γ o
m

où Γ o
m est donné par

Γ o
n (k, l) =































































































−α2m−2γ2m−1 + Vγ2m−1, k = 2m, l = 2m− 1

−α2m−2δ2m−1 + Vδ2m−1, k = 2m, l = 2m

−β2mα2m+1, k = 2m, l = 2m+ 1

−β2mβ2m+2, k = 2m, l = 2m+ 2

−γ2m+1γ2m−1, k = 2m+ 1, l = 2m− 1

−γ2m+1δ2m +α2n+2U , k = 2m+ 1, l = 2m

−δ2m+1α2m+1 + Uα2m+1, k = 2m+ 1, l = 2m+ 1

−δ2n+1β2m+2 + Uβ2m+2, k = 2m+ 1, l = 2m+ 2

0, sinon.

Maintenant, si nous posons Gm
ω
(z) = G[2n,2m]

ω
(z)⊕ G[2m+1,b]

ω
(z), encore une fois, nous voyons

que

G[2n,b]
ω

(z)− Gm
ω
(z) = −Gm

ω
(z)Γ o

mG[2n,b]
ω

(z)

Ainsi, pour tout m≥ n+ 2

G[2n,b]
ω

(z, 2n, 2m) (4.11)

= {1− [−(α2m−2γ2m−1 + Vγ2m−1)G
[2n,b]
ω

(z, 2m− 1,2m)− (α2m−2δ2m−1 + Vδ2m−1)G
[2n,b]
ω

(z, 2m, 2m)

− (γ2m+1δ2m +α2n+2U)G[2n,b]
ω

(z, 2m+ 1,2m)− (β2mβ2m+2)G
[2n,b]
ω

(z, 2m+ 2,2m)]}G[2n,2m]
ω

(z, 2n, 2m)

En insérant ceci dans l’équation (4.10), puis on applique l’inégalité de Hölder et le Théorème

4.3.1, on obtient pour tout 0< s < 1/2,0< ε < 1,

�

E
�



G[a,b]
ω
(z, 2n, 2m)







s��2
≤ C(s,ε)E

�




G[2n,2m]
z (z, 2n, 2m+ 1)







2s
�

,

cela donne le résultat requis pour pour tout z ∈ {x ∈ C : 0 < ∥x | − 1| < 1
2} et tous n, m tels

que m≥ n+ 2. La preuve est analogue dans le cas où n≥ m+ 2.
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4.5 La décroissance exponentielle du cas réduit

Maintenant que nous avons simplifié notre étude aux moments fractionnaires d’éléments

de la forme G[2n,2m+1]
ω

(z, 2n, 2m + 1), nous nous apprêtons à démontrer que l’espérance de

tels objets décrôıt de manière exponentielle. Plus précisément, nous montrons que :

Il existe s ∈]0,1[, C > 0 et κ > 0 tels que :

E
�

∥G[2n,2m+1]
ω

(z, 2n, 2m+ 1)∥s
�

≤ Ce−κ|m−n|

pour tout ε ∈]0,ε0[, pour tout z ∈ Sε \ S1 et pour |m− n|> 2.

La suite de ce chapitre est consacrée à la preuve de ce résultat crucial. Cependant, dans

le cadre spécifique de notre étude sur les scattering zippers, l’approche directe, en particulier

concernant le second point du plan de preuve donné au début de la section 4.2, se révèle

complexe :

Dans le cas scalaire, nous pourrions envisager d’utiliser la formule d’inversion matricielle

classique :

M−1 =
1

det M
t com M

Cependant, cette méthode entrâıne une perte d’information sur la structuration en blocs

de la matrice, ce qui nous empêche de suivre la démarche adoptée dans [79], où, dans un

contexte scalaire, cette information reste intacte.

Pour surmonter cette difficulté, nous nous tournerons vers l’utilisation du complément

de Schur dès le début. Cette approche nous confronte à une quantité spécifique que nous

devons évaluer : il est crucial de borner l’espérance de sa norme par une constante. Cela

représente une étape essentielle pour avancer dans notre démonstration, en tenant compte

de la structure en blocs de la matrice, une considération fondamentale pour notre cas de

scattering zipper.

4.5.1 Une expression explicite de la fonction de Green

Compte tenu de la concordance entre la dimension des blocs dans la matrice de Green

et celle des blocs dans les matrices de transfert, nous formulons une expression détaillée de

la fonction de Green. Cette expression s’appuie directement sur les dimensions des blocs

impliqués dans le produit des matrices de transfert, soulignant l’importance cruciale de la

taille des blocs pour cette formulation.
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En s’inspirant des notations de [78], on pose :

T2m+1(z,ω).T2m(z,ω) . . . T2n(z,ω) := T (z, 2n, 2m+ 1) =

 

A2m+1
2n (z) B2m+1

2n (z)U

C2m+1
2n (z) D2m+1

2n (z)U

!

Notons que nous supprimons la dépendance en ω des différentes quantités puisque le carac-

tère aléatoire ne joue aucun rôle dans la discussion qui suit.

Lemme 4.5.1.

Soit U et V dans U(L) et m, n tel que |m− n|> 2 :

1. Les quantités suivantes sont inversibles :

(a) C2m+1
2n (z)± VA2m+1

2n (z).

(b) B2m+1
2n (z)U ± A2m+1

2n (z).

2. Les quantités suivantes se trouvent dans le disque de Siegel DL = {Z ∈ML(C); Z Z∗ < 1} .

(a) (C2m+1
2n )− VA2m+1

2n )−1(V B2m+1
2n − D2m+1

2n ).

(b) (D2m+1
2n U − C2m+1

2n )(B2m+1
2n U − A2m+1

2n )−1.

(c) (D2m+1
2n U + C2m+1

2n )(B2m+1
2n U + A2m+1

2n )−1.

Démonstration.

1.a) et 2.a) découlent directement du Théorème 1 dans [78].

Pour démontrer 1.b) et 2.b), on applique le théorème 1 de [78] sur T (z, 2n, 2m + 1)−1 =

L T (1
z̄ , 2n, 2m+ 1)∗L

=L

 

A2m+1
2n (1

z̄ ) B2m+1
2n (1

z̄ )U

C2m+1
2n (1

z̄ ) D2m+1
2n (1

z̄ )U

!∗

L =

 

A2m+1
2n (1

z̄ )
∗ −C2m+1

2n (1
z̄ )
∗

−(B2m+1
2n (1

z̄ )U)
∗ (D2m+1

2n (1
z̄ )U)

∗

!

On trouve que −VA2m+1
2n (1

z̄ )
∗ − (B2m+1

2n (1
z̄ )U)

∗ = −(A2m+1
2n (1

z̄ )V
∗ + B2m+1

2n (1
z̄ )U)

∗ est inversible

Donc A2m+1
2n (1

z̄ )V
∗ + B2m+1

2n (1
z̄ )U est inversible. Comme l’application z 7→ 1

z̄ est une bijection

sur C∗, on peut déduire que B2m+1
2n (z′)U+A2m+1

2n (z′)V ∗ est inversible pour tout z′ ∈ C∗. Puisque

ce résultat est vrai quelque soit les conditions initiales U et V unitaires, on prend V ∗ = IL

puis V ∗ = −IL pour montrer 1.b). De la même façon on montre 2.b) et 2.c).

Corollaire 4.5.1.

Il existe ε1 > 0 tel que pour tous U , V ∈ U(L) et z dans {z ∈ C; 1− ε1 < |z|< 1+ ε1}

1. Les quantités suivantes sont inversibles :

• C − zVA.

• zBU − A.
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2. Les quantités suivantes sont dans DL = {Z ∈ML(C); Z Z∗ < 1}.

• (C − zVA)−1(zV B − D).

• (zDU − C)(zBU − A)−1.

Démonstration.

On commence par ecrire :

C − zVA= C − VA+ (1− z)VA

= [I + (1− z)VA(C − VA)−1](C − VA).

Or

(C − VA)(C − VA)−1 = I ⇐⇒ VA(C − VA) = C(C − VA)− I

ce qui donne :

C − zVA= z[I +
1− z

z
C(C − VA)−1](C − VA).

Comme C − VA est inversible, on a l’équivalence :

(C − zVA) est inversible ⇐⇒















∥(1− z)VA(C − VA)−1∥< 1

ou






1−z
z C(C − VA)−1





< 1

Pour montrer l’inversibilité de C − zVA, il suffit d’avoir l’une de ces deux conditions :

1. |(1− z)|∥A(C − VA)−1∥< 1.

ou

2. |1−z|
|z| ∥C(C − VA)−1∥< 1.

Il suffit donc de prendre z dans un voisinage de 1 pour assurer l’une de ces deux conditions.

On peut déduire :

∃ε1 > 0; ∀z ∈ B(1,ε1), C − zVA est inversible ∀V ∈ U(L)

Comme ce résultat est vrai pour tout V unitaire, ce résultat reste vrai pour eiθV mais cela

revient à multiplier z par eiθ ou encore B(1,ε1) par eiθ . On construit donc un recouvrement

de S1 avec des boules B(eiθ ,ε1) on peut donc extraire un recouvrement fini θ1,θ2, . . .θp.

On a bien C − zVA est inversible pour tout z dans la couronne {z ∈ C; 1−ε1 < |z|< 1+ε1}.

La preuve est identique pour zBU − A et pour (C − zVA)−1(zV B − D)< 1.
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Lemme 4.5.2.

Soit ε > 0. Pour tout z ∈ {x ∈ C/0< 1− |x |< ε1} et |m− n|> 2 :

•) G[2n,2m+1]
ω

(z, 2n, 2m+ 1) =
�

(C2m+1
2n − VA2m+1

2n ) + (D2m+1
2n − V B2m+1

2n )U
�−1
(L2m+1

2n − V K2m+1
2n )

•) G[2n+1,2m+1]
ω

(z, 2n+ 1,2m+ 1) =
�

(C2m+1
2n+1 − VA2m+1

2n+1 ) + z(D2m+1
2n+1 − V B2m+1

2n+1 )U
∗
�−1
(L2m+1

2n+1 − V K2m+1
2n+1 )

avec

K2m+1
2n =

1
z

V2m+1 eρ
−1V2m eρ

−1 + V2m+1 eρ
−1α∗U∗2mαeρ

−1

L2m+1
2n = U∗2m+1αeρ

−1V2m eρ
−1 + zU∗2m+1 eρ

−1U∗2mαeρ
−1

U, V ∈ U(L), les deux conditions aux bords 2n et 2m+1.

Démonstration. •) On sait que la quantité G[2n,2m+1]
ω

(z, 2n, 2m+ 1) correspond à la compo-

sante φ2n de la solution Φ de l’équation (U[2n,2m+1] − z)Φ= ξ pour ξk = δ2m+1,k I .

On applique le Lemme 4 de [78] :

 

φ2m+1

ψ2m+1

!

=

 

φ2m+1

Vφ2m+1

!

=T2m+1(z,ω).T2m(z,ω) . . . T2n+1(z,ω)

 

I 0

0 U

! 

φ2n

φ2n

!

+ T2m+1(z,ω).T2m(z,ω)

 

−z−1I

0

!

.

On remplace T2m+1(z,ω).T2m(z,ω) par son expression donné dans la définition 2.3.2

=

 

A2m+1
2n B2m+1

2n

C2m+1
2n D2m+1

2n

! 

I 0

0 U

! 

φ2n

φ2n

!

+

 

K2m+1
2n

L2m+1
2n

!

.

On multiplie la première ligne par V et on calcul la différence pour trouver :

φ2n =
�

(C2m+1
2n − VA2m+1

2n ) + (D2m+1
2n − V B2m+1

2n )U
�−1
(L2m+1

2n − V K2m+1
2n ).

•) Pour G[2n+1,2m+1]
ω

(z, 2n+ 1, 2m+ 1), on suit les mêmes étapes. Puis il suffit de remarquer

que

Uψ2n+1 = zφ2n+1 + ξ2n+1 = zφ2n+1

=⇒ ψ2n+1 = zU∗φ2n+1
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Cela donne

 

φ2m+1

Vφ2m+1

!

=

 

A2m+1
2n+1 B2m+1

2n+1

C2m+1
2n+1 D2m+1

2n+1

! 

I 0

0 zU∗

! 

φ2n

φ2n

!

+

 

K2m+1
2n+1

L2m+1
2n+1

!

.

On multiplie par V puis on fait la différence pour trouver l’expression donnée dans l’enoncé.

Remarque 4.5.1.

.

Pour les autres cas, G[2n+1,2m]
ω

(z, 2n+ 1, 2m) et G[2n,2m]
ω

(z, 2n, 2m), les équations :

VΨ = zΦ+ ξ et WΦ= Ψ,

donnent :

Vψ2m+1 = zφ2m+1 + I ou encore ψ2m+1 = zV ∗φ2m+1 + V ∗.

Donc il faut multiplier la première ligne par zV ∗, rajouter V ∗ et faire la différence pour

avoir :

G[2n,2m]
ω

(z, 2n, 2m) = [C2m
2n − zV ∗A2m

2n − V ∗ + (D2m
2n − zV ∗B2m

2n − V ∗)U]−1(L2m
2n − V ∗K2m

2n − V ∗).

Remarque 4.5.2.

Soit ∥.∥ une norme sous-multiplicative sur Mn(C) ; il existe κ > 0 tel que :

∥G[2n,2m+1]
ω (z, 2n, 2m+ 1)∥= ∥

�

(C2m+1
2n − VA2m+1

2n ) + (D2m+1
2n − V B2m+1

2n )U
�−1
(L2m+1

2n − V K2m+1
2n )∥

≤ ∥
�

(C2m+1
2n − VA2m+1

2n ) + (D2m+1
2n − V B2m+1

2n )U
�−1 ∥.∥L2m+1

2n − V K2m+1
2n ∥

≤ κ∥
�

(C2m+1
2n − VA2m+1

2n ) + (D2m+1
2n − V B2m+1

2n )U
�−1 ∥.

En effet :

∥L2m+1
2n − V K2m+1

2n ∥= ∥U
∗
2m+1αeρ

−1V2m eρ
−1 + zU∗2m+1 eρ

−1U∗2mαeρ
−1 − V

�

1
z

V2m+1 eρ
−1V2m eρ

−1 + V2m+1 eρ
−1α∗U∗2mαeρ

−1
�

∥

≤ ∥eρ−1∥2
�

∥α∥.∥ρ−1∥+
1
| z |
+ ∥α∥∥eρ−1∥2(| z | +∥α∥)

�
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Pour ∥α∥< 1 et ε ∈]0,1[, par le lemme 4.2.1 et comme z ∈ Sε :

≤
1

1− ∥α∥2

�

∥α∥
p

1− ∥α∥2
+

1
1− ε

+ (1− ε)∥α∥+ ∥α∥2
�

≤ κ.

L’estimation de la matrice de Green à l’aide des matrices de transfert présente une

complexité notable : dans le contexte scalaire, ce processus est rendu possible grâce à la

propriété | a · b |=| a | · | b |. Toutefois, dans l’univers des matrices, cette relation directe ne

tient pas, car nous disposons seulement de la sous-multiplicativité des normes. Ainsi, nous

opterons pour une méthode différente.

4.5.2 Des matrices de transfert à la fonction de Green

Notre première étape consiste à établir une minoration de la norme des inverses des

matrices de transfert, qui correspond à la norme des matrices de transfert elles-mêmes.

Cette procédure met en lumière l’apparition d’un nouveau terme dont il est nécessaire de

majorer la norme de façon uniforme par une constante.

Lemme 4.5.3.

Soit ε ∈ (0, 1). Il existe κε > 0 tel que pour tout z ∈ Sε \ S1 et tous m, n ∈ Z tels que

|m− n|> 2 :

∥(T 2m+1
2n (z))−1∥ ≥ κε

∥G[2n,2m+1]
ω

(z, 2n, 2m+ 1)∥
∥H2m+1

2n (F2m+1
2n )−1 − G2m+1

2n (E2m+1
2n )−1∥

(4.12)

où

E2m+1
2n =(C2m+1

2n − VA2m+1
2n ) + (D2m+1

2n − V B2m+1
2n )U . (4.13)

F2m+1
2n =(D2m+1

2n − V B2m+1
2n )U − (C2m+1

2n − VA2m+1
2n ). (4.14)

G2m+1
2n =A2m+1

2n + V ∗C2m+1
2n + (B2m+1

2n + V ∗D2m+1
2n )U . (4.15)

H2m+1
2n =(B2m+1

2n + V ∗D2m+1
2n )U − (A2m+1

2n + V ∗C2m+1
2n ). (4.16)

Remarque 4.5.3.

κ peut être choisi de sorte qu’il ne dépende que de la norme de la matrice α.

Démonstration. Tout au long de cette démonstration, nous omettrons les indices 2n et

2m+ 1 pour plus de concision. Par un calcul direct, et en utilisant les expressions données
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dans (4.13), (4.14), (4.15), et (4.16), nous obtenons :

(T 2m+1
2n (z))−1 =

�

A BU
C DU

�−1
=
�

1p
2

�−V IL
IL V ∗

�

�−1 � (C−VA)+(D−V B)U (D−V B)U−(C−VA)
A+V ∗C+(B+V ∗D)U (B+V ∗D)U−(A+V ∗C)

�−1 � 1p
2

� IL −IL
IL IL

�

�−1

=
�

1p
2

�−V IL
IL V ∗

�

�−1

 

E F

G H

!−1
�

1p
2

� IL −IL
IL IL

�

�−1
.

Deuxième étape :

E = (C − VA)+ (D− V B) est inversible, on peut donc calculer l’inverse de

 

E F

G H

!

grâce au

complément de Schur (Voir Annexe A) :

 

E F

G H

!−1

=

 

E−1 + E−1F(M
E )
−1GE−1 E−1F(M

E )
−1

(M
E )
−1GE−1 (M

E )
−1

!

,

où (M
E ) = H − GE−1F est le complément de Schur de E.

On obtient donc : Thus, we obtain :

(T 2m+1
2n (z))−1 =

 

1p
2

 

−V IL

IL V ∗

!!−1 

E−1 + E−1F(M
E )
−1GE−1 E−1F(M

E )
−1

(M
E )
−1GE−1 (M

E )
−1

! 

1p
2

 

IL −IL

IL IL

!!−1

.

Troisième étape :

Par passage à la norme de Frobenius, on obtient :

∥T (z, 2n, 2m+ 1)−1∥= ∥

 

E−1 + E−1F(M
E )
−1GE−1 E−1F(M

E )
−1

(M
E )
−1GE−1 (M

E )
−1

!

∥.

puisque les matrices 1p
2

�−V IL
IL V ∗

�

and 1p
2

� IL −IL
IL IL

�

sont unitaires.

On sait que la norme de Frobenius d’une matrice carrée est toujours supérieure à la somme

des normes de ses blocs, Donc :

∥

 

E−1 + E−1F(M
E )
−1GE−1 E−1F(M

E )
−1

(M
E )
−1GE−1 (M

E )
−1

!

∥ ≥ ∥E−1F(M
E )
−1∥.

D’autre part et par la sous-multiplicativité de la norme de Frobenius on peut utiliser le fait
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que

∀X , Y ∈Mn(C) ; Y ̸= 0 ∥X∥ ≥
∥X Y ∥
∥Y ∥

pour montrer que

∥E−1F(M
E )
−1∥ ≥

∥E−1F(M
E )
−1.
�

F(M
E )
−1
�−1
∥

∥
�

F(M
E )−1

�−1
∥

≥
∥E−1∥
∥(M

E )F−1∥
.

On a donc l’inégalité suivante :

∥T (z, 2n, 2m+ 1)−1∥ ≥
∥E−1∥
∥(M

E )F−1∥
.

Pour conclure, il suffit de remarquer que

(M
E )F

−1 = HF−1 − GE−1 et κ∥G[2n,2m+1]
ω

(z, 2n, 2m+ 1)∥ ≤ ∥E−1∥.

où κ est la constante obtenu à la remarque 4.5.2.

4.5.3 Une majoration sous condition

Dans cette partie, nous cherchons à montrer qu’il existe Cα,ε > 0 :

∥H2m+1
2n (F2m+1

2n )−1 − G2m+1
2n (E2m+1

2n )−1∥ ≤ Cα,ε.

Pour y parvenir, nous proposons une stratégie qui consiste à construire une suite de matrices.

Cette suite est conçue de manière à créer une progression qui, bien qu’elle puisse sembler

complexe au premier abord, est en réalité une série de valeurs qui augmentent selon un

modèle particulier, que nous appelons ”sous-arithmético-géométrique”. Cette progression

particulière finit par atteindre un seuil maximal, ce qui signifie qu’elle ne dépasse pas une

certaine limite, à condition de respecter certaines règles liées à α et ε.

Nous démontrons que cette limitation du terme est effectivement possible, en supposant

que les valeurs de α et ε respectent une condition spécifique. On fixe ∥.∥ la norme de

Frobenius.

Lemme 4.5.4.

Il existe r0 ∈]0, 1[ Pour ε > 0 et α ∈ ML(C) non nul tels que ∥α∥ < r0, on a pour tout
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z ∈ Sε \ S1 et |m− n|> 2, il existe une constante Cε,α

∥H2m+1
2n (F2m+1

2n )−1 − G2m+1
2n (E2m+1

2n )−1∥2 ≤ Cε,α.

Démonstration.

Étape 1 : Lors des calculs suivants, nous omettons les indices 2n, 2m+1. En utilisant (4.13),

(4.14), (4.15), et (4.16), nous avons :

HF−1 − GE−1 = ((B + V ∗D)U − (A+ V ∗C)) ((D− V B)U − (C − VA))−1

− (A+ V ∗C + (B + V ∗D)U) ((D− V B)U + (C − VA))−1

= (BU − A+ V ∗(DU − C)) (DU − C − V (BU − A))−1

− (BU + A+ V ∗(DU + C)) (DU + C − V (A+ BU))−1 .

Selon le lemme 4.5.1, BU −A, BU +A, DU − C , et DU + C sont inversibles, et et on trouve :

HF−1 − GE−1 = −V ∗
�

IL − (DU − C)(BU − A)−1V ∗
�−1
+ V ∗

�

IL − V (BU − A)(DU − C)−1
�−1

+ V ∗
�

IL − (DU + C)(BU + A)−1V ∗
�−1
− V ∗

�

IL − V (BU + A)(DU + C)−1
�−1

.

(4.17)

On pose M = (DU−C)(BU−A)−1V ∗ et N = (DU+C)(BU+A)−1V ∗, alors, selon le Lemme 4.5.1,

ces deux matrices sont inversibles et appartiennent à DL. Par conséquent, IL −M et IL − N

sont inversibles, ainsi que IL −M−1 et IL −N−1. De plus, on a (IL −M−1)−1 = −M(IL −M)−1

et (IL − N−1)−1 = −N(IL − N)−1.

En réécrivant (4.17), on obtient

HF−1 − GE−1 = V ∗
�

−(IL +M)(IL −M)−1 + (IL + N)(IL − N)−1
�

. (4.18)

En appliquant la norme de Frobenius et sachant que V ∗ est unitaire et que M , N ∈ DL,

∥HF−1 − GE−1∥ ≤ 2
�

∥(IL −M)−1∥+ ∥(IL − N)−1∥
�

. (4.19)

Nous commencerons par majorer ∥(IL − M2m+1
2n )−1∥. Puisque, d’après le Lemme 4.5.1,

M2m+1
2n ∈ DL, on a

∥(IL −M2m+1
2n )−1∥ ≤

1
1− ∥M2m+1

2n ∥
.
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Où encore :

∥
�

(D2m+1
2n U − C2m+1

2n )(B2m+1
2n U − A2m+1

2n )−1V ∗ − I
�−1 ∥ ≤

1

1− ∥(D2m+1
2n U − C2m+1

2n )(B2m+1
2n U − A2m+1

2n )−1V ∗∥

Pour montrer que la quantité à droite est bornée, il est nécessaire de prouver l’existence

d’une constante C < 1 indépendante de n et m, telle que :

∥(D2m+1
2n U − C2m+1

2n )(B2m+1
2n U − A2m+1

2n )−1V ∗∥ ≤ C .

Étape 2

 

A2m+1
2n (z) B2m+1

2n (z)U

C2m+1
2n (z) D2m+1

2n (z)U

!

= T (z, 2m+ 1,2n) = T2m+1(z,ω).T (z, 2m, 2n)

=

 

W 2m+1(z) X 2m+1(z)

Y 2m+1(z) Z2m+1(z)

!

.

 

A2m
2n (z) B2m

2n (z)U

C2m
2n (z) D2m

2n (z)U

!

avec

W 2m+1
2m (z) =

1
z

V (2m+1)
ω

(eρ(α))−1V (2m)
ω
(eρ(α))−1 + V (2m+1)

ω
(eρ(α))−1α∗(U (2m)

ω
)∗(ρ(α))−1,

X 2m+1
2m (z) =−

1
z

V (2m+1)
ω

(eρ(α))−1V (2m)
ω
(eρ(α))−1α∗ − V (2m+1)

ω
(eρ(α))−1α∗(U (2m)

ω
)∗(ρ(α))−1,

Y 2m+1
2m (z) =− (U (2m+1)

ω
)∗α(eρ(α))−1V (2m)

ω
(eρ(α))−1 − z(U (2m+1)

ω
)∗(eρ(α))−1(U (2m)

ω
)∗α(eρ(α))−1,

Z2m+1
2m (z) =(U (2m+1)

ω
)∗α(eρ(α))−1V (2m)

ω
(eρ(α))−1α∗ + z(U (2m+1)

ω
)∗(eρ(α))−1(U (2m)

ω
)∗α(ρ(α))−1,

Cela donne les relations suivantes :

A2m+1
2n (z) =W 2m+1A2m

2n (z) + X 2m+1C2m
2n (z)

B2m+1
2n (z)U =W 2m+1B2m

2n (z)U + X 2m+1D2m
2n (z)U

C2m+1
2n (z) =Y 2m+1A2m

2n (z) + Z2m+1C2m
2n (z)

D2m+1
2n (z)U =Y 2m+1B2m

2n (z)U + Z2m+1D2m
2n (z)U
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On fait la somme et la différence pour trouver :

A2m+1
2n (z)± B2m+1

2n (z)U =W 2m+1(A2m
2n (z)± B2m

2n (z)U) + X 2m+1(C2m
2n (z)± D2m

2n (z)U).

C2m+1
2n (z)± D2m+1

2n (z)U =Y 2m+1(A2m
2n (z)± B2m

2n (z)U) + Z2m+1(C2m
2n (z)± D2m

2n (z)U).

On obtient la relation

(D2m+1
2n U−C2m+1

2n )(B2m+1
2n U−A2m+1

2n )−1 =
�

Y 2m+1(A2m
2n (z)− B2m

2n (z)U) + Z2m+1(C2m
2n (z)− D2m

2n (z)U)
�

×
�

W 2m+1(A2m
2n (z)− B2m

2n (z)U) + X 2m+1(C2m
2n (z)− D2m

2n (z)U)
�−1

Sous la condition de l’inversibilité de W 2m+1
2m , nous factorisons W 2m+1

2m (A2m−1
2n −B2m−1

2n U) à droite

dans l’inverse pour obtenir :

(D2m+1
2n U − C2m+1

2n )(B2m+1
2n U − A2m+1

2n )−1

=
�

Y 2m+1
2m + Z2m+1

2m (C2m−1
2n − D2m−1

2n U)(A2m−1
2n − B2m−1

2n U)−1
�

(W 2m+1
2m )−1

×
�

IL + X 2m+1
2m (C2m−1

2n − D2m−1
2n U)(A2m−1

2n − B2m−1
2n U)−1(W 2m+1

2m )−1
�−1

.

Cette manipulation va nous imposer ces conditions :

1) L’inversibilité de W 2m+1.

2) ∥(X 2m+1)±1∥< 1 et ∥(W 2m+1)±1∥< 1.

Ce qui est coûteux en terme d’hypothèse et cela va affaiblir les résultats. On procède d’une

autre façon.

Sous la condition d’inversibilité de W 2m+1
2m et en supposant que

∥X 2m+1
2m ∥ · ∥(W

2m+1
2m )−1∥< 1, (4.20)

en utilisant la série de Neumann, nous pouvons écrire :

∥(D2m+1
2n U − C2m+1

2n )(B2m+1
2n U − A2m+1

2n )−1∥

≤
(∥Y 2m+1

2m ∥+ ∥Z2m+1
2m ∥ · ∥(C

2m−1
2n − D2m−1

2n U)(A2m−1
2n − B2m−1

2n U)−1∥) · ∥(W 2m+1
2m )−1∥

1− ∥X 2m+1
2m ∥ · ∥(C

2m−1
2n − D2m−1

2n U)(A2m−1
2n − B2m−1

2n U)−1∥ · ∥(W 2m+1
2m )−1∥

.
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Par conséquent, nous trouvons :

∥
�

IL −M2m+1
2n

�−1
∥ ≤

1
1− ∥(D2m+1

2n U − C2m+1
2n )(B2m+1

2n U − A2m+1
2n )−1∥

≤
1

1− (∥Y 2m+1
2m ∥+∥Z2m+1

2m ∥)·∥(W 2m+1
2m )−1∥

1−∥X 2m+1
2m ∥·∥(W 2m+1

2m )−1∥·∥(C2m
2n −D2m

2n U)(A2m
2n−B2m

2n U)−1∥

sous la condition

(∥Y 2m+1
2m ∥+ ∥Z2m+1

2m ∥ · ∥(C
2m−1
2n − D2m−1

2n U)(A2m−1
2n − B2m−1

2n U)−1∥) · ∥(W 2m+1
2m )−1∥

1− ∥X 2m+1
2m ∥ · ∥(C

2m−1
2n − D2m−1

2n U)(A2m−1
2n − B2m−1

2n U)−1∥ · ∥(W 2m+1
2m )−1∥

< 1. (4.21)

ce qui est impliqué par la condition

(∥Y 2m+1
2m ∥+ ∥Z2m+1

2m ∥+ ∥X
2m+1
2m ∥) · ∥(W

2m+1
2m )−1∥ ≤ 1. (4.22)

puisque ∥(C2m−1
2n − D2m−1

2n U)(A2m−1
2n − B2m−1

2n U)−1∥< 1. Nous posons, avec n toujours fixé,

xm := ∥X 2m+1
2m ∥ , ym := ∥Y 2m+1

2m ∥ , zm := ∥Z2m+1
2m ∥ , wm := ∥(W 2m+1

2m )−1∥ (4.23)

et pour tout m≥ n+ 1,

f (n)m = ∥(D2m+1
2n U − C2m+1

2n )(B2m+1
2n U − A2m+1

2n )−1∥. (4.24)

Avec ces notations, nous écrivons :

∥
�

IL −M2m+1
2n

�−1
∥ ≤

1

1− f (n)m

≤
1

1− ymwm+zmwm

1−xmwm f (n)m−1

≤
1− xmwm f (n)m−1

1− ymwm − zmwm − xmwm f (n)m−1

≤
1

1− ymwm − zmwm − xmwm f (n)m−1

Ainsi, nous obtenons une relation de récurrence pour tout m≥ n+ 1 :

f (n)m ≤ ymwm + zmwm + xmwm f (n)m−1. (4.25)

Étape 3 : Notre objectif est maintenant de montrer que la suite ( f (n)m )m≥n+1 est uniformément

bornée à la fois en m et n, par une constante strictement inférieure à 1, au moins pour |m−n|

suffisamment grand. En itérant la relation sub-arithmético-géométrique (4.25) et toujours
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sous l’hypothèse xmwm < 1, on obtient :

∀m≥ n+ 1, f (n)m ≤ (ymwm + zmwm)(1+ xmwm + · · ·+ (xmwm)
m−n−1) + (xmwm)

m−n f (n)m−n

(4.26)

=
ymwm + zmwm

1− xmwm
+
�

f (n)m−n −
ymwm + zmwm

1− xmwm

�

(xmwm)
m−n (4.27)

≤
ymwm + zmwm

1− xmwm
+
�

1−
ymwm + zmwm

1− xmwm

�

(xmwm)
m−n (4.28)

puisque nous savons que pour chaque m, n, f (n)m < 1, en utilisant le lemme 4.5.1. Il reste à

estimer le terme
ymwm+zmwm

1−xmwm
. En utilisant le lemme 4.2.1, on obtient :

∀m ∈ Z, ym ≤ (1+ |z|)
∥α∥

1− ∥α∥2
, xm ≤

�

1+
1
|z|

�

∥α∥
1− ∥α∥2

et zm ≤ ∥α∥
|z|+ ∥α∥
1− ∥α∥2

. (4.29)

Ensuite, pour estimer wm, nous écrivons :

(W 2m+1
2m (z))−1 =

�

1
z

V (2m+1)
ω (eρ(α))−1V (2m)

ω (eρ(α))−1 + V (2m+1)
ω (eρ(α))−1α∗(U (2m)

ω )∗(ρ(α))−1
�−1

,

= z
�

V (2m+1)
ω (eρ(α))−1V (2m)

ω (eρ(α))−1
�−1 �

IL + zV (2m+1)
ω (eρ(α))−1α∗(U (2m)

ω )∗(ρ(α))−1
�

V (2m+1)
ω (eρ(α))−1V (2m)

ω (eρ(α))−1
�−1�−1

.

En utilisant le lemme 4.2.1,

∥V (2m+1)
ω (eρ(α))−1α∗(U (2m)

ω )∗(ρ(α))−1
�

V (2m+1)
ω (eρ(α))−1V (2m)

ω (eρ(α))−1
�−1 ∥ ≤ |z|∥α∥

(2−
p

1− ∥α∥2)2

1− ∥α∥2
. (4.30)

Pour tout ε > 0 et tout z ∈ Sε, la borne supérieure dans (4.30) tend vers 0 lorsque ∥α∥ tend

vers 0. Ainsi, il existe r1 ∈ (0, 1) indépendant de ε tel que, pour tout α vérifiant ∥α∥ ≤ r1

et tout z ∈ Sε, on a |z|∥α∥ (2−
p

1−∥α∥2)2

1−∥α∥2 < 1. Pour un tel α, W 2m+1
2m (z) est inversible et, en

utilisant à nouveau le Lemme 4.2.1,

∀m ∈ Z, wm = ∥(W 2m+1
2m (z))−1∥ ≤

|z|(2−
p

1− ∥α∥2)2

1− |z|∥α∥ (2−
p

1−∥α∥2)2
1−∥α∥2

=
|z|(1− ∥α∥2)(2−

p

1− ∥α∥2)2

1− ∥α∥2 − |z|∥α∥(2−
p

1− ∥α∥2)2
.

(4.31)

En combinant (4.29) et (4.31), pour tout α tel que ∥α∥ ≤ r1, pour tout ε > 0 et tout z ∈ Sε,

∀m ∈ Z, xmwm ≤
(1+ |z|)∥α∥(2−

p

1− ∥α∥2)2

1− ∥α∥2 − |z|∥α∥(2−
p

1− ∥α∥2)2
:= µz,α. (4.32)
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et

∀m ∈ Z,
ymwm + zmwm

1− xmwm
≤

�

(1+ |z|) ∥α∥1−∥α∥2 + ∥α∥
|z|+∥α∥
1−∥α∥2

�

|z|(1−∥α∥2)(2−
p

1−∥α∥2)2

1−∥α∥2−|z|∥α∥(2−
p

1−∥α∥2)2

1−
�

1+ 1
|z|

�

∥α∥
1−∥α∥2

|z|(1−∥α∥2)(2−
p

1−∥α∥2)2

1−∥α∥2−|z|∥α∥(2−
p

1−∥α∥2)2

=
∥α∥ (1+ 2|z|+ ∥α∥) |z|(2−

p

1− ∥α∥2)2

1− ∥α∥2 − (2|z|+ 1)∥α∥(2−
p

1− ∥α∥2)2
:= λz,α. (4.33)

Pour tout ε > 0 et tout z ∈ Sε, les deux quantités λz,α et µz,α tendent vers 0 lorsque ∥α∥

tend vers 0. Par conséquent, on peut trouver un r2 ∈ (0, 1), indépendant de ε, tel que pour

tout α vérifiant ∥α∥ ≤ r2 et tout z ∈ Sε, µz,α ∈ (0,1). Ensuite, pour un tel α, µ|m−n|
z,α tend vers

0 lorsque |m−n| tend vers l’infini. De plus, on peut aussi trouver un r3 ∈ (0,1), indépendant

de ε, tel que pour tout α vérifiant ∥α∥ ≤ r3 et tout z ∈ Sε, λz,α ∈ (0, 1
2].

À partir de ces deux faits et de l’inégalité (4.28), on déduit que pour tout ε ∈ (0, 1),

pour tout α vérifiant ∥α∥ ≤ r0 := min(r1, r2, r3), il existe un p0 > 2 et un C̃r0,p0
∈ (0, 1) tels

que pour tous m, n ∈ Z, |m− n| ≥ p0, et tout z ∈ Sε,

0< f (n)m ≤ λz,α + (1−λz,α)µ
|m−n|
z,α ≤ C̃r0,p0

. (4.34)

En suivant exactement la même procédure, on obtient la même borne C̃r0,p0
pour le second

terme ∥(IL −N)−1∥, puisque le changement de signe devant A et C ne modifie pas toutes les

estimations en norme. On déduit finalement le résultat avec Cr0,p0
= 2

1−C̃r0,p0
.

Une discussion sur les conditions établies dans la démonstration précédente

Pour terminer la démonstration, il reste à discuter les hypothèses faites lors des étapes

précédentes. En particulier, nous devons donner des conditions sur α pour satisfaire les

conditions d’inversibilité de W 2m+1
2m et pour satisfaire les conditions (4.20) et (4.22). En fait,

l’inversibilité de W 2m+1
2m a été discutée dans (4.30) et est impliquée par la condition ∥α∥ ≤ r1.

La condition (4.20) est impliquée par λz,α < 1 et est en particulier satisfaite pour ∥α∥ ≤ r2.

La condition (4.22) est également impliquée par λz,α < 1 et conduit à la même condition sur

α.

On peut mieux comprendre cela en regardant la courbe de les fonctions :

f (x) =
x (1+ 2|z|+ x) |z|(2−

p
1− x2)2

1− x2 − (2|z|+ 1)x(2−
p

1− x2)2
:= λz,x
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et

g(x) =
(1+ |z|)x(2−

p
1− x2)2

1− x2 − |z|x(2−
p

1− x2)2
:= µz,x

pour x ∈ (0,1)

La courbe de la fonction f pour ε= 0.1

On fixe ε = 0.1. Nous cherchons à déterminer les valeurs de ∥α∥ dans l’intervalle [0, 1]

pour lesquelles les paramètres λ et µ sont à la fois bien définies et respectent les conditions

λ < 1 et + µ < 1. Autrement dit, nous souhaitons identifier la plus petite valeur de x dans

l’intervalle [0, 1] pour laquelle la fonction f est définie et vérifie la condition f (x) < 1.

On trouve graphiquement que la condition λ < 1 suffit pour conclure. On peut prendre

r0 ≤ 0.15411502422

Après avoir établi la réduction et prouvé la décroissance exponentielle dans le cas réduit,

nous sommes en mesure de démontrer la décroissance exponentielle pour le cas général.

4.6 La décroissance exponentielle du cas général

Pour prouver l’estimation de la décroissance pour la fonction de Green générale, cela

revient à combiner tout les résultats précédents.
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Théorème 4.6.1.

Il existe r0 > 0, s ∈]0,1[, ε′ > 0, Cs,r0
> 0 et a > 0, tels que pour tout α ∈ GLL(C)

avec ∥α∥< r0, tout ε ∈]0,ε′] et pour tout k, l ∈ Z et tout z ∈ Sε \ S1 :

E (∥Gω(z, k, l)∥s)≤ Cs,r0
e−a|k−l|.

Démonstration. Pour |k− l|> 4 il est clair qu’il existe m, n ∈ Z tels que k ∈ {2n, 2n+1}, l ∈

{2m, 2m+ 1} et |m− n| > 1. Ainsi, en utilisant le Lemme 4.4.1, nous obtenons qu’il existe

0< κ(α, s)<∞ tel que

(E [∥Gω(z, k, l)∥s])2 ≤ κ(α, s)
1
∑

i, j=0

�

E
�

∥Gω(z, 2n+ 2i, 2m− 2 j + 1)∥4s
��1/2

≤ κ(α, s)
1
∑

i, j=0

�

E
�




G[2n+2i,2m−2 j+1]
z (2n+ 2i, 2m− 2 j + 1)







4s
��1/2

,

où la deuxième inégalité découle du lemme 4.4.2. Ensuite, le résultat du Lemme 4.6.1 donne

qu’il existe s0 ∈]0,1[, 0< C1 <∞, a > 0 tel que

(E [∥Gω(z, k, l)∥s0])2 ≤ C1κ(α, s)
1
∑

i, j=0

e−a|2n−2m+2i+2 j|.

Enfin, par l’inégalité triangulaire et la définition de m, n nous avons

|2n− 2m− 1+ 2i + 2 j| ≥ ∥k− l| − |(2n− k)− (2m+ 1− l) + 2i + 2 j∥

≥ |k− l| − 6.

Ainsi, en prenant C2 = 4C1κ(α, s)e5a, il s’ensuit que

E [∥Gω(z, k, l)∥s0]≤ C2e−a|k−l|.

Pour |k− l| ≤ 4, nous utilisons le lemme de la borne uniforme 4.3.1 pour montrer qu’il existe

0< C3 <∞ tel que

E [∥Gω(z, k, l)∥s0]≤ C3e4ae−a|k−l|.

En choisissant C =max
�

C2, C3e4a
	

, nous obtenons le résultat requis.



Chapitre 5

La localisation dynamique

Dans ce chapitre, nous allons prouver la localisation dynamique et ainsi nous démontrons

le principal résultat de la thèse, le théorème 1.1.1. Pour cela, nous allons nous baser sur

deux choses importantes : premièrement, l’utilisation de la décroissance exponentielle des

moments de la résolvante, déjà démontrée précédemment, pour avoir une estimation d’ordre

deux sur la résolvante ; deuxièmement, nous relions l’opérateur à sa résolvante grâce à un

lemme général sur les opérateurs unitaires.

5.1 Estimation des moments d’ordre deux

On définit ε′ comme le minimum de ε0 et ε1, soit ε
′ := min(ε0,ε1). Le paramètre ε0,

mentionné dans un corollaire antérieur, est choisi pour garantir des exposants de Lyapounov

strictement positifs sur la couronne Sε0
introduite dans le lemme 3.4.6. Par ailleurs, ε1,

mentionné dans le corollaire 4.5.1 du chapitre 4, permet d’obtenir des expressions explicites

pour les fonctions de Green.

Théorème 5.1.1.

Il existe ε′ > 0, il existe r0 > 0, il existe Cr0
> 0 et a > 0 tels que pour tout ε ∈]0,ε′] et tout

z ∈ Sε \ S1, pour tout α ∈ GLL(C) avec ∥α∥ ≤ r0, et tout {k, p} et {l, q} dans Z× ⟦1; L⟧ :

E
�

(1− |z|2)
�

�〈e{k,p}| (Uω − z)−1 e{l,q}〉
�

�

2
�

≤ Cr0
e−a(k−l)

Démonstration. On pose comme précédemment

e

eVωn = eV
ω

n
eDωn
�

eVωn
�∗

111
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On décompose l’opérateur de Scattering Zipper de la façon suivante :

Uω = VωWω

=

�

⊕

k∈Z
S2k(ω)

�

◦ sL

�

⊕

k∈Z
S2k+1(ω)

�

=

 

⊕

k∈Z

 

IL 0

0 e

eVω2ke−iθω2k

! 

α ρ(α)U2k(ω)

ρ̃(α) −α∗U2k(ω)

!!

◦ sL

�

⊕

k∈Z
S2k+1(ω)

�

=

 

⊕

k∈Z

 

IL 0

0 e

eVω2ke−iθω2k

!! 

⊕

k∈Z

 

α ρ(α)U2k(ω)

ρ̃(α) −α∗U2k(ω)

!!

◦ sL

�

⊕

k∈Z
S2k+1(ω)

�

=

 

⊕

k∈Z

 

IL 0

0 e

eVω2k

!! 

⊕

k∈Z

 

IL 0

0 e−iθω2k

!! 

⊕

k∈Z

 

α ρ(α)U2k(ω)

ρ̃(α) −α∗U2k(ω)

!!

◦ sL

�

⊕

k∈Z
S2k+1(ω)

�

= YωDωU′ωWω.

Afin d’alléger les notations on pose Xω = U′ωWω. On définit pour δ = (δ1, . . . ,δL) ∈ CL :

Yδ
ω

:=
⊕

k∈Z

 

IL 0

0 e

eVω2ke−i(θω2k+δ)

!

.

Uδ
ω

:= Yδ
ω
U′
ω
Wω = YδωXω.

Soit k = 2n + 1 un bloc impair. Soit P2n+1 la projection sur ce 2n + 1-ième bloc donc sur

vect(e2n+1, .., e2n+1+L). On peut la représenter matriciellement :

P2n+1 = diag(0, . . . , 0, IL, 0, . . . , 0) avec IL dans la 2n+ 1 ième position.

On pose η2n+1 = e−i(θω2n+1+δ) − e−iθω2n+1 . On obtient alors :

Uδ
ω
= Yω(Dω +η2n+1P2n+1)Xω

= Uω +Yωη2n+1P2n+1Xω.

Par la résolvante géométrique :

∀z ∈ C \ S1, (Uδ
ω
− z)− (Uω − z)−1 = −(Uδ

ω
− z)−1 [Yωη2n+1P2n+1Xω] (Uω − z)−1.
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On multiplie à gauche par Xω et à droite par Yω :

Xω(Uδω − z)Yω −Xω(Uω − z)−1Yω = −Xω(Uδω − z)−1Yω [η2n+1P2n+1]Xω(Uω − z)−1Yω.

On pose Fδ(z) := Xω(Uδω − z)−1Yω et F(z) = Xω(Uω − z)−1Yω. Alors

Fδ(z)− F(z) = −Fδ(z)(η2n+1P2n+1)F(z).

Soit (e{n,l})n∈Z,l∈{1,...,L} la base canonique de l2(Z)⊗CL. Alors pour δ = (0, . . . ,δk, 0 . . . 0) on

trouve que :

η2n+1 = diag(0, . . . , e−i(θω2n+1,k+δk) − e−iθω2n+1,k , 0 . . . 0) = (0, . . . ,η2n+1,k, 0 . . . 0).

De plus ,

〈e{2n+1,l}|(Fδ(z)− F(z))e{2n+1,k}〉= 〈e{2n+1,l}|(−Fδ(z)(η2n+1P2n+1)F(z))e{2n+1,k}〉

Notons ici qu’en fixant un bloc 2n + 1, on pose Fδ(z, l, k) := Fδ(z, {2n + 1, l}, {2n + 1, k}).

avec les notations de la base de ℓ2(Z)⊗CL utilisées précédemment.

Cela nous permet d’écrire :

Fδ(z, l, k)− F(z, l, k) = −〈e{2n+1,l}|(Fδ(z)η2n+1,kP2n+1,kF(z)e{2n+1,k}〉

= −〈e{2n+1,l}|(Fδ(z)η2n+1,kF(z, k, k)e{2n+1,k}〉

Ainsi :

Fδ(z, l, k) = F(z, l, k)− 〈e{2n+1,l}|(Fδ(z)η2n+1,kF(z, k, k)e{2n+1,k}〉

= F(z, l, k)−η2n+1,kFδ(z, k, k)〈e{2n+1,l}|F(z)e{2n+1,k}〉

= F(z, l, k)−η2n+1,kF(z, k, k)Fδ(z, l, k).

D’où :

F(z, l, k) =
�

1+η2n+1,kF(z, k, k)
�

Fδ(z, l, k).

Et finalement :

Fδ(z, l, k) =
F(z, l, k)

1+η2n+1,kF(z, k, k)
∈ C. (5.1)
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Par ailleurs pour m ∈ Z et k, l ∈ {1, . . . , L} :

|Fδ(z, l, k)|2 ≤
∑

y∈Z

|Fδ(z, y, k)|2

= ∥Xω(Uδω − z)−1Yωe2n+1∥2l2(Z), ∀n ∈ Z

= 〈Xω(Uδω − z)−1Yωe{2n+1,k}|Xω(Uδω − z)−1Yωe{2n+1,k}〉

= 〈e{2n+1,k}|
�

Xω(Uδω − z)−1Yω
�∗
Xω(Uδω − z)−1Yωe{2n+1,k}〉

= 〈e{2n+1,k}|Y∗ω
�

(Uδ
ω
− z)−1

�∗
(Uδ

ω
− z)−1Yωe{2n+1,k}〉

Or pour tout opérateur unitaire U :

�

(U− z)−1
�∗
= −

1
z̄
(U−

1
z
)−1U.

En effet :

�

(U− z)−1
�∗
=
�

(U− zU∗U)−1
�∗
=
�

((I − zU∗)U)−1
�∗

=
�

U−1(I − zU∗)−1
�∗
=
�

(I − zU∗)−1
�∗
(U−1)∗

=

�

�

z(
1
z
−U∗)

�−1
�∗

U=
1
z̄

�

�

(
1
z
−U∗)

�−1
�∗

U

= −
1
z̄

��

(U∗ −
1
z
)
�∗�−1

U= −
1
z̄

�

(U−
1
z̄
)
�−1

U.

On revient à l’estimation précédente :

|Fδ(z, l, k)|2 ≤ 〈e{2n+1,k}|Y∗ω

�

−
1
z̄
(Uδ

ω
−

1
z̄
)−1Uδ

ω

�

(Uδ
ω
− z)−1Yωe{2n+1,k}〉

= −
1
z̄
〈Yωe{2n+1,k}|YωDδ

ω
Xω(Uδω −

1
z̄
)−1(Uδ

ω
− z)−1Yωe{2n+1,k}〉

= −
1
z̄
〈e{2n+1,k}|DδωXω(U

δ
ω
−

1
z̄
)−1(Uδ

ω
− z)−1Yωe{2n+1,k}〉

= −
1
z̄
〈(Dδ

ω
)∗e{2n+1,k}|Xω(Uδω −

1
z̄
)−1(Uδ

ω
− z)−1Yωe{2n+1,k}〉

= −
1
z̄
〈ei(θ2n+1,k+δk)e{2n+1,k}|Xω(Uδω −

1
z̄
)−1(Uδ

ω
− z)−1Yωe{2n+1,k}〉.
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Or par l’identité de la résolvante,

(Uδ
ω
− z)−1 − (Uδ

ω
−

1
z̄
)−1 = −(Uδ

ω
− z)−1[Uδ

ω
− z −Uδ

ω
+

1
z
](Uδ

ω
−

1
z̄
)−1

= (z −
1
z̄
)(Uδ

ω
− z)−1(Uδ

ω
−

1
z̄
)−1

= (
|z|2 − 1

z̄
)(Uδ

ω
− z)−1(Uδ

ω
−

1
z̄
)−1.

On trouve ainsi :

∑

y∈Z

|Fδ(z, y, k)|2 = −
e−i(θω2n+1,k+δk)

z̄
〈e{2n+1,k}|Xω(Uδω − z)−1(Uδ

ω
−

1
z̄
)−1Yωe{2n+1,k}〉

= −
e−i(θω2n+1,k+δk)

1− |z|2
〈e{2n+1,k}|Xω

�

(Uδ
ω
− z)−1 − (Uδ

ω
−

1
z̄
)−1
�

Yωe{2n+1,k}〉

= −
e−i(θω2n+1,k+δk)

1− |z|2

�

〈e{2n+1,k}|Xω(Uδω − z)−1Yωe{2n+1,k}〉 − 〈e{2n+1,k}|Xω(Uδω −
1
z̄
)−1Yωe{2n+1,k}〉

�

et puisque ((Uδ
ω
− z)−1)∗ = −1

z̄ (U
δ
ω
− 1

z̄ )
−1Uδ

ω
= −1

z̄U
δ
ω
(Uδ

ω
− 1

z̄ )
−1, on a :

〈e{2n+1,k}|Xω(Uδω −
1
z̄
)−1Yωe{2n+1,k}〉 = −z̄〈e{2n+1,k}|Xω(Uδω(U

δ
ω
− z)−1)∗Yωe{2n+1,k}〉

= −z̄〈Uδ
ω
X∗
ω

e{2n+1,k}|(Uδω − z)−1)∗Yωe{2n+1,k}〉

= −z̄〈YωDδ
ω

e{2n+1,k}|((Uδω − z)−1)∗Yωe{2n+1,k}〉

= −z̄〈YωDδ
ω

e{2n+1,k}|((Uδω − z)−1)∗Yωe{2n+1,k}〉

= −z̄ei(θω2n+1,k+δk)〈Yωe{2n+1,k}|((Uδω − z)−1)∗Yωe{2n+1,k}〉.

Or (Uδ
ω
− z)(Uδ

ω
− z)−1 = I ce qui est équivalent à :

(Uδ
ω
− z)−1 = −

1
z
(I −Uδ

ω
(Uδ

ω
− z)−1).
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D’où :

− z̄ei(θω2n+1,k+δk)〈Yωe{2n+1,k}|
�

(Uδ
ω
− z)−1

�∗
Yωe{2n+1,k}〉= −z̄ei(θω2n+1,k+δk)〈

�

(Uδ
ω
− z)−1

�

Yωe{2n+1,k}|Yωe{2n+1,k}〉

= −z̄ei(θω2n+1,k+δk)〈
�

1
z
(I −Uδ

ω
(Uδ

ω
− z)−1)

�

Yωe{2n+1,k}|Yωe{2n+1,k}〉

= ei(θω2n+1,k+δk)〈
�

(I −Uδ
ω
(Uδ

ω
− z)−1)

�

Yωe{2n+1,k}|Yωe{2n+1,k}〉

= ei(θω2n+1,k+δk)
�

〈Yωe{2n+1,k}|Yωe{2n+1,k}〉 − 〈Uδω(U
δ
ω
− z)−1Yωe{2n+1,k}|Yωe{2n+1,k}〉

�

= ei(θω2n+1,k+δk)
�

1− 〈e{2n+1,k}|DδωXω(Uδω − z)−1Yωe{2n+1,k}〉
�

= ei(θω2n+1,k+δk)
�

1− 〈(Dδ
ω
)∗e{2n+1,k}|Fδ(z)e{2n+1,k}〉

�

= ei(θω2n+1,k+δk)
�

1− ei(θω2n+1,k+δk)Fδ(z, k, k)
�

.

Alors :

∑

y∈Z

|Fδ(z, y, k)|2 =
ei(θω2n+1,k+δk)

1− |z|2
�

〈e{2n+1,k}|Xω(Uδω − z)−1Yωe{2n+1,k}〉 − 〈e{2n+1,k}|Xω(Uδω − z)−1Yω)e{2n+1,k}〉
�

=
ei(θω2n+1,k+δk)

1− |z|2
�

Fδ(z, k, k)− ei(θω2n+1,k+δk)[1− ei(θω2n+1,k+δk)]Fδ(z, k, k)
�

=
1

1− |z|2
�

e−i(θω2n+1,k+δk)Fδ(z, k, k) + ei(θω2n+1,k+δk)Fδ(z, k, k)− 1
�

=
1

1− |z|2
�

2Re(e−i(θω2n+1,k+δk)Fδ(z, k, k))− 1)
�

=
1

1− |z|2
�

|Fδ(z, k, k)|2 − |e−i(θω2n+1,k+δk) − Fδ(z, k, k)|2
�

Or par (5.1) :

Fδ(z, l, k) =
F(z, l, k)

1+η2n+1,kF(z, k, k)
,

ce qui permet d’écrire :

∑

y∈Z

|Fδ(z, l, k)|2 =
1

1− |z|2

�

|F(z, k, k)|2 − |ei(θω2n+1,k+δk)(1+η2n+1,kFδ(z, k, k))− F(z, k, k)|2

|1+η2n+1,kF(z, k, k)|2

�

=
1

1− |z|2

�

|F(z, k, k)|2 − |ei(θω2n+1,k+δk) + F(z, k, k)− eδk F(z, k, k))− F(z, k, k)|2

|1+η2n+1,kF(z, k, k)|2

�

=
1

1− |z|2

�

|F(z, k, k)|2 − |eiθω2n+1,k − F(z, k, k)|2

|1+η2n+1,kF(z, k, k)|2

�
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Ainsi

0≤ |Fδ(z, l, k)|2 ≤
1

1− |z|2

�

|F(z, k, k)|2 − |ei(θω2n+1,k − F(z, k, k)|2

|1+η2n+1,kF(z, k, k)|2

�

De plus si F(z, k, k) = 0 alors :

0≤
1

1− |z|2





0−
�

�eiθω2n+1,k − 0
�

�

2

|1|



⇔ 0≤
1

|z|2 − 1

ce qui est impossible car |z|< 1.

On peut alors écrire :

(1− |z|2)|Fδ(z, l, k)| ≤
1− |1− eiθω2n+1,k(F(z, k, k))−1|−1

|η2n+1,k + (F(z, k, k))−1|2
(5.2)

Notons également que (1− |z|2)|Fδ(z, l, k)|2 est positif et |1− eiθω2n+1,k(F(z, k, k))−1| ≤ 1. On a

alors pour tout δ :

|Fδ(z, k, k)|=
�

�〈e{2n+1,k}|Fδ(z)e{2n+1,k}〉
�

�

=
�

�〈e{2n+1,k}|Xω(Uδω − z)−1Yωe{2n+1,k}〉
�

�

≤ ∥e{2n+1,k}∥∥Xω(Uδω − z)−1Yωe{2n+1,k}∥ par l’inégalité de Cauchy-Schwarz

≤ ∥e{2n+1,k}∥∥Xω(Uδω − z)−1Yω∥∥e{2n+1,k}∥l2(Z)⊗CL

= ∥(Uδ
ω
− z)−1∥ ≤

1
1− |z|

.

Puis :

Fδ(z, l, k) =
F(z, l, k)

1+η2n+1,kF(z, k, k)

=
1

η2n+1,k + (F(z, k, k))−1
.
F(z, l, k)
F(z, k, k)

. (5.3)

Or :

F(z, k, k) =
1

η2n+1,k + (F(z, k, k))−1
× 1

et

1− |z| ≤ |η2n+1,k + (F(z, k, k))−1|.

Soit encore

1− |η2n+1,k + (F(z, k, k))−1| ≤ |z|.
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Rappelons que η2n+1,k = e−i(θω2n+1,k+δk) − e−iθω2n+1,k et pour δk ∈ [0, 2π] tel que :

e−iδk =
1− eiθω2n+1,k(F(z, k, k))−1

|1− e−iθω2n+1,k(F(z, k, k))−1|
.

Donc

1−
�

�

�

�

eiθω2n+1,k
1− eiθω2n+1,k(F(z, k, k))−1

|1− e−iθω2n+1,k(F(z, k, k))−1|
− eiθ2n+1,k + (F(z, k, k))−1

�

�

�

�

≤ |z|

⇔ 1−
�

�

�

�

1− eiθω2n+1,k(F(z, k, k))−1

|1− e−iθω2n+1,k(F(z, k, k))−1|
− (1− eiθ2n+1,k(F(z, k, k))−1)

�

�

�

�

≤ |z|

⇔ 1−
�

�

�

�

1− e−iθω2n+1,k(F(z, k, k))−1 − (1− eiθ2n+1,k(F(z, k, k))−1)|1− eiθ2n+1,k(F(z, k, k))−1|
|1− e−iθω2n+1,k(F(z, k, k))−1|

�

�

�

�

≤ |z|

⇔ 1−
�

�

�

�

1− e−iθω2n+1,k(F(z, k, k))−1|
|1− e−iθω2n+1,k(F(z, k, k))−1|

�

�

�

�

|1− |1− eiθω2n+1,k(F(z, k, k))−1| | ≤ |z|

⇔ 1−
�

�1− |1− e−iθω2n+1,k(F(z, k, k))−1|
�

� | ≤ |z|.

Or |1− e−iθω2n+1,k(F(z, k, k))−1| ≤ 1, ce qui permet de montrer que :

1−
�

�1− |1− eiθω2n+1,k(F(z, k, k))−1|
�

�= 1− (1− |eiθω2n+1,k(F(z, k, k))−1|) = |eiθω2n+1,k(F(z, k, k))−1|

et comme 1− |z|2 ≤ 1− |1− eiθ2n+1,k F(z, k, k)|2 et par (5.3) :

(1− |z|2)|Fδ(l, k, z)|2 ≤
1−

�

�1− eiθω2n+1,k(F(z, k, k))−1|
�

�

2

|η2n+1,k + (F(z, k, k))−1|2
|F(z, l, k)|2

|F(z, k, k)|2
(5.4)

Par (5.2) et (5.4) et en utilisant le fait que :

∀x ∈ R,∀s ∈ (0,1), min(1, |x |s)≤ |x |s,

il vient que :

(1− |z|2)|Fδ(l, k, z)|2 ≤
1−

�

�1− eiθω2n+1,k(F(z, k, k))−1
�

�

2

|η2n+1,k + (F(z, k, k))−1|2
|F(z, l, k)|s

|F(z, k, k)|s
.

Soit avec la définition de η2n+1,k :

(1− |z|2)|Fδ(l, k, z)|2 ≤
1−

�

�1− eiθω2n+1,k(F(z, k, k))−1
�

�

2

|e−iδ − (1− eiθ2n+1,k(F(z, k, k)))−1|2
|F(z, l, k)|s

|F(z, k, k)|s
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Posons y = 1− eiθ2n+1,k(F(z, k, k))−1. Alors |y|< 1 et on peut écrire :

(1− |z|2)|Fδ(z, l, k)|s|= |e−iθ2n+1,k(1− y)|s = |1− y|s.

On obtient :

(1− |z|2)|Fδ(z, l, k)|2| ≤
(1− |y|2)|1− y|s

|e−iδ − y|2
|F(z, l, k)|s

Par passage à l’espérance :

E
�

(1− |z|2)|F(z, l, k)|2
�

=
1

2π

∫ 2π

0

E((1− |z|2))|F(z, l, k)|2)dδ

De plus, par invariance par rotation de la mesure de Haar sur le cercle unité, les variables

aléatoires e−iθ2n+1,k+δk et e−iθ2n+1,k ont la même loi. D’où :

1
2π

∫ 2π

0

E
�

(1− |z|2)|F(z, l, k)|2
�

dδ =
1

2π

∫ 2π

0

E
�

(1− |z|2)|Fδ(z, l, k)|2
�

dδ.

Par le théorème de Fubini

1
2π

∫ 2π

0

E

�

1
2π

∫ 2π

0

(1− |z|2)|Fδ(z, l, k)|2dδ

�

= E

�

(1− |z|2)
1

2π

∫ 2π

0

|Fδ(z, l, k)|2dδ

�

≤ E

�

1
2π

sup
|y|<1

∫ 2π

0

(1− |y|2)|1− y|s

|e−iδ − y|2
|F(z, l, k)|sdδ

�

et comme |1− y|s ≤ 2s pour y ∈ C; |y|< 1,

≤ 2sE

�

|F(z, l, k)|s × sup
|y|<1

1
2π

∫ 2π

0

(1− |y|2)
|e−iδ − y|2

dδ

�

Dans [79], grâce à un calcul de résidus, il est démontré que pour tout y ∈ C avec |y| < 1,

on a
∫ 2π

0
1−|y|2

|eiδ−y|2 dδ = 2π. D’où

E
�

(1− |z|2)|F(z, k, l)|2
�

≤ 2sE (|F(z, k, l)|s) pour tout s ∈]0, 1[,

D’après la structure bande de XωYω on a :

E
�

(1− |z|2)
�

�〈e{2n+1,k}|(Uω − z)−1e{2n+1,k}〉
�

�

2
�

= E
�

(1− |z|2)
�

�〈e{2n+1,k}|Y∗(Uω − z)−1Ye2n+1,l〉
�

�

2
�

= E
�

(1− |z|2)
�

�〈Ye{2n+1,k}|∗(Uω − z)−1Ye2n+1,l〉
�

�

2
�

.
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D’autre part, d’après la structure de bande de X∗
ω
on a :

E (|F(z, l, k)|s) = E
��

�〈e{m,l} | Xω(Uω − z)−1Yωe{2n+1,k}〉
�

�

s�

= E
��

�〈X∗
ω

e{m,l} | (Uω − z)−1Yωe{2n+1,k}〉
�

�

s�
.

On remplace e{m, j} par son écriture initiale dans la base canonique em+L j, puis on applique

l’inégalité de Minkowski et le fait que les coefficients de Xω sont bornés pour pouvoir écrire

E (|F(z, l, k)|s)≤ C1(s)
∑

j−p≤4L

E
��

�〈X∗
ω

em+L j|(Uω − z)−1Yωe{2n+1,k}〉
�

�

s�
.

Or, comme Yω est diagonale par bloc avec des blocs unitaires dans U(L),

∀m, n ∈ Z,∀l, k ∈ {1, . . . , L},
�

�〈e{mL+ j} | (Uω − z)−1Yωe{2n+1,k}〉
�

�≤ ∥Gω(z, m̃, 2m+ 1)∥s

où m̃ est le blocs qui contient mL + j et qui vaut
�mL+ j

L

�

. Donc

E (|F(z, l, k)|s)≤ C1(s)
∑

j−p≤4L

E
�

∥Gω(z,
�

mL + j
L

�

, 2m+ 1)∥s
�

.

Maintenant, il reste à lier E (|F(z, l, k)|s) et E
�

(1− |z|2)
�

�〈e{m,l}| (Uω − z)−1 e{2n+1,k}〉
�

�

2
�

.

Soit k, l dans Z, comme Yω est une somme directe de matrices de la forme

 

IL 0

0 e

eVω2ke−iθω2k

!

,

on distingue deux cas. Le cas où k est un bloc pair où Yωek = ek où on trouve :

E
�

(1− |z|2)
�

�〈el | (Uω − z)−1 ek〉
�

�

2
�

=E
�

(1− |z|2)
�

�〈el | (Uω − z)−1Yωek〉
�

�

2
�

=E
�

(1− |z|2)
�

�〈Xωel | (Uω − z)−1Yωek〉
�

�

2
�

=E
�

(1− |z|2) |〈Xωel |F(z)ek〉|
2
�

.

Dans le cas où k est un bloc impair où Yωek = ek, on obtient :

�

�〈el | (Uω − z)−1 ek〉
�

�

2
=
�

�〈Xωel | (Uω − z)−1YωY∗ωe{m,k}〉
�

�

2
=
�

�〈Xωel |F(z)Y∗ωe{m,k}〉
�

�

2

=

�

�

�

�

�

L
∑

j=1

〈Xωel |F(z)(V ∗m) j,ke{m, j}〉

�

�

�

�

�

2

=

�

�

�

�

�

L
∑

j=1

(V ∗m) j,k〈Xωel |F(z)e{m, j}〉

�

�

�

�

�

2
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On obtient par l’inégalité de Cauchy-Schwarz

�

�〈el | (Uω − z)−1 ek〉
�

�

2 ≤

�

L
∑

j=1

�

�(V ∗m) j,k

�

�

2

��

L
∑

j=1

�

�〈Xωel |F(z)e{m, j}〉
�

�

2

�

comme V ∗m est unitaire, ∥V ∗m∥2 = 1 et
∑L

j=1

�

�(V ∗m) j,k

�

�

2 ≤ 1. Cela permet d’écrire

�

�〈el | (Uω − z)−1 ek〉
�

�

2 ≤
L
∑

j=1

�

�〈Xωel |F(z)e{m, j}〉
�

�

2
.

D’où, pour k = mL + j

E
�

(1− |z|2)
�

�〈el | (Uω − z)−1 ek〉
�

�

2
�

≤
L
∑

j=1

E
�

(1− |z|2)
�

�〈Xωel |F(z)e{m, j}〉
�

�

2
�

Par la structure de bande de l’opérateur Yω, il existe une constante C2(s) telle que :

E
�

(1− |z|2)
�

�〈el | (Uω − z)−1 ek〉
�

�

2
�

≤ C2(s)
∑

|p−q|≤4L

L
∑

j=1

E
�

(1− |z|2) |F(z, p, j)|2
�

≤ C2(s) 2s
∑

|p−q|≤4L

L
∑

j=1

E (|F(z, p, j)|s)

≤ C1(s)C2(s) 2s
∑

|p−q|≤4L

L
∑

j=1

∑

|q−p|≤4L

E
�











Gω

�

z,
hq

L

i

,
�

mL + j
L

��













s�

.

On termine la preuve avec l’estimation de la décroissance exponentielle sur ∥Gω (z, q, mL + j)∥s

et le fait que les trois sommes ont chacune un nombre fini de termes.

5.2 La preuve de la localisation dynamique

Théorème 5.2.1 (La localisation dynamique).

Il existe r0 > 0 tel que pour tout α ∈ GLL(C) et ∥α∥ ≤ r0, il existe Cr0
> 0 et b > 0, tels que

pour tous {k, p} et {l, q} dans Z× {1, ..., l},

E
�

sup
n∈Z

�

�




e{k,p},Un
ω

e{l,q}
��

�

�

≤ Cr0
e−b|k−l|,

Avant de prouver le Théorème 5.2.1, nous prouvons le lemme suivant qui joue un rôle

central dans la preuve de la localisation dynamique.
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Lemme 5.2.1.

Soit U un opérateur unitaire. Alors pour n ∈ Z,

Un = lim
r→1+

1− r2

2π

∫ 2π

0

�

U − reiθ
�−1 �

U−1 − re−iθ
�−1

einθdθ .

Démonstration. On reprend la preuve donnée dans [90] En utilisant que U est unitaire,

nous avons
�

U−1 − re−iθ
�−1
= −

1
r

eiθU
�

U −
1
r

eiθ
�−1

.

Par conséquent, en utilisant l’identité de résolvante, nous obtenons

�

1− r2
� �

U − reiθ
�−1 �

U−1 − re−iθ
�−1
= eiθ

�

r
�

U − reiθ
�−1
−

1
r

�

U −
1
r

eiθ
�−1

�

Ainsi nous avons

1− r2

2π

∫ 2π

0

�

U − reiθ
�−1 �

U−1 − re−iθ
�−1

eiθndθ =

∫ 2π

0

�

r
�

U − reiθ
�−1
−

1
r

�

U −
1
r

eiθ
�−1

�

eiθ (n+1) dθ
2π

Ensuite, nous évaluons les intégrales du côté droit. Puisque,

∫ 2π

0

r
�

U − reiθ
�−1

eiθ (n+1) dθ
2π
=
∞
∑

k=0

rk+1U−k−1

∫ 2π

0

eiθ (k+n+1) dθ
2π
=
∞
∑

k=0

rk+1U−k−1δk,−(n+1),

il s’ensuit que
∫ 2π

0

r
�

U − reiθ
�−1

eiθ (n+1) dθ
2π
=







r−nUn si n< 0

0 si n≥ 0

De manière similaire, nous avons que

−
∫ 2π

0

1
r

�

U −
1
r

eiθ
�−1

eiθ (n+1) dθ
2π
=
∞
∑

k=0

rkU k

∫ 2π

0

e−iθ (n−k) dθ
2π
=
∞
∑

k=0

rkU kδk,n.

Ainsi, l’intégrale donne

−
∫ 2π

0

1
r

�

U −
1
r

eiθ
�−1

eiθ (n+1) dθ
2π
=







rnUn si n≥ 0

0 si n< 0

En combinant les deux intégrales et en prenant la limite lorsque r → 1+ nous obtenons le
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résultat requis.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 5.2.1.

Démonstration. (Localisation dynamique)

Puisque
�

�

�

¬

ek |
�

Uω − reiθ
�−1 �
U−1
ω
− re−iθ

�−1
el

¶

�

�

� ≤ 1
(1−r)2 , nous pouvons utiliser le Théorème

de Fubini avec le Lemme 5.2.1 et la continuité du produit scalaire pour conclure que pour

tous k, l ∈ Zd et tout n ∈ Z




ek | Un
ω

el

�

= lim
r→1+

�

1− r2
�

∫ 2π

0

eiθn
¬

ek |
�

Uω − reiθ
�−1 �
U−1
ω
− re−iθ

�−1
el

¶ dθ
2π

= lim
r→1+

�

1− r2
�

∫ 2π

0

eiθn
∑

j∈Zd

¬

�

Uω − reiθ
�−1

ek | e j

¶¬

e j |
�

Uω − reiθ
�−1

el

¶ dθ
2π

,

où nous avons utilisé que
�

�

U−1
ω
− re−iθ

�−1�∗
=
�

Uω − reiθ
�−1

. Par conséquent, en utilisant le

Théorème de Fubini et le Lemme de Fatou , nous avons

E
�

sup
n∈Z

�

�




ek | Un
ωel

��

�

�

≤ lim inf
r→1+

∫ 2π

0

∑

j∈Zd

E
n

�

1− r2
�

�

�

�

¬

e j |
�

Uω − reiθ
�−1

ek

¶

�

�

�

�

�

�

¬

e j |
�

Uω − reiθ
�−1

el

¶

�

�

�

o dθ
2π

.

(5.5)

En utilisant l’inégalité de Hölder, nous voyons que

E
n

�

1− r2
�

�

�

�

¬

e j|
�

Uω − reiθ
�−1
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≤ Ce−b[|k− j|+|l− j|],

où la dernière inégalité, avec 0 < C <∞ et b > 0, découle du théorème 4.6.1. En insérant

cette estimation dans 5.5 et en utilisant l’inégalité triangulaire, nous obtenons

E
�

sup
n∈Z

�

�




ek | Un
ω

el

��

�

�

≤ Ce−b/2|k−l|
∑

j∈Zd

e−b/2[|k− j|+|l− j|]

Finalement, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous voyons que

∑

j∈Zd

e−b/2[|k− j|+|l− j|] ≤ C1,b

ce qui termine la preuve.
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Annexe A

Complément de Schur

Le complément de Schur d’une matrice par blocs est défini comme suit :

Supposons que m, n soient des entiers strictement positif, et que A, B, C , D soient respective-

ment des matrices deMm(C),Mm×n(C),Mn×m(C), etMn(C).

M =





A B

C D





de sorte que M soit une matrice de Mm+n(C). Si D est inversible, alors le complément de

Schur du bloc D de la matrice M est la matrice deMm(C) définie par

M/D := A− BD−1C .

Si A est inversible alors Le complément de Schur du bloc A de la matrice M est la matrice

deMn(C) définie par

M/A := D− CA−1B.

L’inverse de M peut être exprimé en impliquant D−1 et l’inverse du complément de Schur :

M−1 =





(M/D)−1 −(M/D)−1BD−1

−D−1C(M/D)−1 D−1 + D−1C(M/D)−1BD−1





La relation ci-dessus provient des opérations d’élimination qui impliquent D−1 et M/D. Une

dérivation équivalente peut être faite en échangeant les rôles de A et D. En égalant les

expressions pour M−1 obtenues de ces deux manières différentes, on peut établir le lemme
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d’inversion de matrice, qui relie les deux compléments de Schur de M : M/D et M/A.



Annexe B

Scattering matrices unitaires (S-matrices)

Dans ce chapitre on va se baser sur l’article de F.Caspers [93] pour donner les notions de

base sur les S-matrices puis on introduit le graphe d’un flux de signal afin de montrer l’utilité

physique des matrices de scattering à coefficients matriciels. En explorant des concepts

théoriques comme les scattering zippers, on découvre que les matrices de scattering possèdent

une caractéristique d’unitarité, un aspect qui nous éclaire sur le comportement universel des

ondes dans divers systèmes.

Cette propriété d’unitarité, bien que mise en lumière par des modèles théoriques, joue un rôle

clé dans la compréhension des réseaux RF passifs et sans pertes. Les matrices de scattering

unitaires sont essentielles pour analyser ces réseaux, garantissant que l’énergie qui arrive est

soit complètement passée à travers soit totalement renvoyée, sans perdre d’énergie. Cette

propriété est décrite par l’équation S∗S = I , où S∗ est la matrice adjointe de S, et I est la

matrice identité, soulignant l’unitarité des matrices S dans ces systèmes. Cette discussion

est présentée à la page 70 dans l’œuvre de Caspers [93].

Par ailleurs, les éléments passifs courants tels que les résistances, les condensateurs, et

les transformateurs (à l’exception des composants utilisant des matériaux magnétisés ou

des plasmas) illustrent la réciprocité au sein de leurs matrices S, manifestée par la symétrie

Si j = S ji pour tout i et j. Cette propriété de réciprocité est également traitée à la page 70.

Concernant les dispositifs à deux ports symétriques et réciproques, il est souligné que les

coefficients de réflexion aux ports d’entrée et de sortie sont équivalents (S11 = S22), et que

la transmission entre les ports est symétrique (S21 = S12), illustrant ainsi une uniformité de

comportement de transmission à travers le réseau.
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Figure 1 : Exemple d’un réseau à 2 ports : une impédance en série Z

Le symbole ”S” provient du terme ”scattering”, utilisé pour décrire les phénomènes de

dispersion dans les analyses à haute fréquence. Lorsqu’on examine les réseaux électroniques

dans ces fréquences, il est souvent préférable de les analyser en termes d’ondes plutôt qu’à

travers les paramètres traditionnels de tension ou de courant. Cette méthode offre l’avantage

de simplifier la définition des plans de référence. L’introduction d’une description basée sur

les ondes incidentes et réfléchies s’est avérée être pratique pour cette raison. Ainsi, un réseau

comportant quatre terminaisons est considéré comme un dispositif à deux ports, tandis qu’un

réseau avec 2n terminaisons est vu comme un dispositif à n ports. Pour les configurations

avec un nombre impair de terminaisons, tel qu’un dispositif à trois terminaisons, il est

possible d’assigner un point de référence commun, transformant ainsi effectivement une

terminaison en deux ports. Par conséquent, un dispositif à trois terminaisons est reconfiguré

en un dispositif à quatre terminaisons, ce qui équivaut à un dispositif à deux ports. La

règle générale pour la conversion est que, pour un nombre impair de terminaisons, une

terminaison supplémentaire est ajoutée. Pour l’analyse des réseaux comportant un nombre

impair de ports, une méthode de conversion en un nombre pair de ports est adoptée pour

simplifier l’analyse. Un réseau à trois pôles peut ainsi être conceptualisé comme un réseau à

quatre pôles, équivalent à un système à deux ports. Cette approche est expliquée à la page

67 dans [93]. la figure 1 illustre un dispositif à deux ports composé d’une unique impédance

en série Z .

Prenons pour exemple un dispositif à deux ports simple, constitué d’une impédance Z

mise en série. Les impédances de source et de charge sont désignées respectivement par ZG

et ZL. Si Z = 0 et ZL = ZG (avec ZG étant une valeur réelle), cela résulte en une adaptation

de charge optimale, assurant ainsi la transmission maximale de puissance à la charge, où



B.1. Définition 129

U1 = U2 = U0/2. Il est à noter que toutes les tensions et courants mentionnés se réfèrent à

leurs valeurs de crête. Les connexions entre les composants sont supposées être de longueur

électriquement négligeable. Les liaisons possédant une longueur électrique significative sont

représentées par des lignes doubles ou épaisses. Notre objectif désormais est de relier U0, U1

et U2 aux variables a et b.

Les ondes se dirigeant vers le n-port sont a = (a1, a2, . . . , an), les ondes s’éloignant du

n-port sont b = (b1, b2, . . . , bn). Par définition, les courants entrant dans le n-port sont

comptabilisés positivement et les courants sortant du n-port négativement. L’onde a1 entrant

dans le n-port au port 1 est dérivée de l’onde de tension entrant dans une charge adaptée.

B.1 Définition

La relation entre ai et bi (pour i = 1 . . . n) peut être exprimée comme un système de n

équations linéaires (ai étant la variable indépendante et bi la variable dépendante) :

b1 = S11a1 + S12a2 (B.1)

b2 = S21a1 + S22a2. (B.2)

ou, sous forme matricielle :

b= Sa

La signification physique de S11 est le coefficient de réflexion d’entrée avec la sortie du

réseau terminée par une charge adaptée (a2 = 0). S21 est la transmission directe (du port 1

au port 2), S12 la transmission inverse (du port 2 au port 1) et S22 le coefficient de réflexion

de sortie.

Lors de la mesure du paramètre S d’un n-port, tous les n ports doivent être terminés par

une charge adaptée (pas nécessairement de même valeur pour tous les ports), y compris le

port connecté au générateur (générateur adapté).

En utilisant les équations B.1 et B.2, nous trouvons le coefficient de réflexion d’une

impédance unique ZL connectée à un générateur d’impédance source Z0 (Fig. 1, cas ZG = Z0

et Z = 0) :

S11 =
b1

a1

�

�

�

�

a2=0

=
U1 − I1Z0

U1 + I1Z0
=

ZL − Z0

ZL + Z0
= Γ =

(ZL/Z0)− 1
(ZL/Z0) + 1

ce qui est la formule familière pour le coefficient de réflexion Γ (parfois aussi noté ρ comme
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dans scattering zipper).

Déterminons maintenant les paramètres S de l’impédance Z dans la Fig. 1, en supposant

à nouveau ZG = ZL = Z0. À partir de la définition de S11, nous avons

S11 =
b1

a1
=

U1 − I1Z0

U1 + I1Z0

U1 = U0
Z0 + Z

2Z0 + Z
, U2 = U0

Z0

2Z0 + Z
, I1 =

U0

2Z0 + Z
= −I2

⇒ S11 =
Z

2Z0 + Z

et de manière similaire, nous obtenons

S21 =
b2

a1
=

U2 − I2Z0

U1 + I1Z0
=

2Z0

2Z0 + Z
.

En raison de la symétrie de l’élément, S22 = S22 et S12 = S21. Veuillez noter que dans ce cas,

nous obtenons S11 + S21 = 1. La matrice S complète de l’élément est alors

S=

 

Z
2Z0+Z

Z0+Z
2Z0+Z

Z0+Z
2Z0+Z

Z
2Z0+Z

!

.

B.2 Le graphe de flux de signal (SFG)

Le graphe de flux de signal (SFG) est une représentation graphique d’un système d’équa-

tions linéaires ayant la forme générale

y=Mx+M′y

où M et M ′ sont des matrices carrées avec n lignes et colonnes, x représente les n va-

riables indépendantes (sources) et y les n variables dépendantes. Les éléments de M et M′

apparaissent comme des coefficients de transmission du chemin du signal. Lorsqu’il n’y a

pas de boucles de signal directes, comme c’est généralement le cas dans la pratique, l’équa-

tion précédente se simplifie en y = Mx, ce qui est équivalent à la définition habituelle des

paramètres S

b= Sa.

Le SFG peut être dessiné sous forme de graphe orienté. Chaque onde ai et bi est représentée

par un nœud, chaque flèche représente un paramètre S.
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Pour des problèmes généraux, le graphe de flux de signal (SFG) peut être résolu en appli-

quant la règle de Mason. Pour des circuits pas trop compliqués, une manière plus intuitive

est de simplifier étape par étape le SFG en appliquant les trois règles suivantes :

Les trois règles pour simplifier les diagrammes de flux de signal.

— Additionner le signal des branches parallèles.

— Multiplier les signaux des branches en série.

— Résoudre les boucles.
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Exemples de 2n-port

Exemples de S-matrices unitaires de taille paire, reprise de [93]

B.3 Application de Scattering Zipper dans SFG

Cette partie explore l’intégration de l’opérateur de Scattering Zipper dans l’analyse et la

modélisation des graphes de flux de signal (SFG). Nous démontrons comment une matrice

de scattering unitaire peut représenter efficacement un système composé de L-port passif,

et comment cela se rapporte aux S-matrices dans les configurations de scattering zipper.

À travers la définition de l’opérateur V et de son homologue impair W, on va fournir de

nouvelles perspectives sur la modélisation des suites de L-ports et leur application dans la

conception des systèmes de transmission sans perte.

Les systèmes de transmission et les réseaux sont au cœur de nombreuses applications en

ingénierie et en physique. Le concept de scattering zipper, initialement développé pour étu-

dier la propagation et la localisation des ondes, offre un cadre prometteur pour analyser ces

systèmes. En particulier, l’utilisation de matrices de scattering unitaires ouvre de nouvelles

voies pour la modélisation des systèmes L-port passifs.

Nous établissons le lien entre les matrices de scattering unitaires de taille L et les L-ports

passifs. Un L-port, dans ce contexte, est un dispositif permettant la transmission d’énergie

sans perte entre différents points. Lorsque L est pair, la configuration s’aligne avec celle des

S-matrices dans les scattering zippers, permettant une modélisation cohérente avec le fait

qu’on a un nombre paire d’entrée et un nombre pair de sorties. Exemple :
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Figure B.1 – Exemple de S-matrice

La concaténation des événements de scattering pairs conduit à la formulation de l’opé-

rateur V, représentant une série de L-ports fonctionnant de manière indépendante. Cette

configuration est visuellement assimilable à des L-ports disposés horizontalement, comme le

montre la figure ci-dessous :

Illustration de l’opérateur Vω, représentant une série de L-ports.

De façon similaire, l’opérateur Vω est représenté comme une somme directe des matrices

S impaires :

Illustration de l’opérateur Wω, représentant une série de L-ports.

Les configurations finies mettent en lumière quatre scénarios de branchement, déterminés

par la parité de la condition initiale. En référence à la propriété B.1 mentionnée dans la sous-

section précédente, il a été démontré qu’un branchement en série de deux signaux peut être
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modélisé par le produit des matrices associées. À titre d’exemple, U[2n,2m]
ω

peut être envisagé

comme deux branches en série, V[2n,2m]
ω

et W[2n,2m]
ω

:

Représentation schématique d’un système complet de 2L-ports.

Chaque flèche dans la figure représente une connexion entre les premiers L ports d’un 2L-

port pair et les seconds L ports d’un 2L-port impair. Ainsi, chaque 2L-port comprend en

réalité deux ensembles de L ports, ce qui peut signifier que chaque 2L-port est doté de deux

connexions : une entrante et une sortante.

Cette configuration est cohérente puisque, en effectuant le produit des deux opérateurs

W et V, chaque matrice S impaire interagit avec deux matrices S paires, et vice-versa.

Ceci est rendu possible par le fait que chaque matrice S (ou 2L-port) est constituée de

2× L dimensions (ou ports). L’uniformité de l’amplitude de transmission, exprimée par la

condition αn = α, indique que chaque port partage une propriété de réflexion identique à

travers le système. En outre, l’introduction de variations aléatoires dans les phases unitaires

simule les variations et les imperfections inhérentes aux processus de fabrication.



Bibliographie

[1] Philip W Anderson. Absence of diffusion in certain random lattices. Physical review,

109(5) :1492, 1958.

[2] Ad Lagendijk, Bart van Tiggelen, and Diederik S Wiersma. Fifty years of anderson

localization. Physics today, 62(8) :24–29, 2009.
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