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Résumé :

Cette these établit une démonstration de la localisation dynamique pour le modele du
Scattering Zipper aléatoire, c’est-a-dire le fait que la probabilité de présence des paquets
d’ondes décroit de maniere exponentielle par rapport a leur distance a 1’état initial.

L’opérateur de Scattering Zipper est le produit de deux opérateurs unitaires par bloc,
perturbés multiplicativement a gauche et a droite par des phases unitaires aléatoires. Cette
configuration produit un opérateur unitaire aléatoire et 5-diagonal par blocs. Cet opérateur
modélise la concaténation d’événements de scattering impliquant un nombre pair d’entrées
et de sorties.

Pour démontrer le phénomene de localisation pour cet opérateur, nous avons recours a
la méthode des moments fractionnaires. Nous prouvons d’abord la continuité et la stricte
positivité des exposants de Lyapounov dans une couronne entourant le cercle unité, ce qui
entraine la décroissance exponentielle d'une puissance de la norme des produits de matrices
de transfert.

Nous établissons ensuite une formulation explicite des coefficients de la résolvante finie
a partir des coefficients des matrices de transfert grace au complément de Schur. De plus,
nous démontrons que, lorsque les coefficients de Verblunsky sont identiques, inversibles et
de norme inférieure a une constante, il y a décroissance exponentielle de la résolvante infinie,
induisant ainsi la décroissance exponentielle des fonctions propres de I'opérateur.

Abstract :

This Ph.D. thesis establishes a proof of dynamical localisation for the random Scatte-
ring Zipper model, i.e. the fact that the probability of presence of wave packets decreases
exponentially with respect to their distance from the initial state.

The Zipper Scattering operator is the product of two unitary operators per block, mul-
tiplicatively perturbed on the left and right by random unitary phases. This configuration
produces a random 5-diagonal unitary operator per block. This operator models the conca-
tenation of scattering events involving an even number of inputs and outputs.

To demonstrate the localisation phenomenon for this operator, we use the method of
fractional moments. We first prove the continuity and strict positivity of the Lyapunov
exponents in a ring around the unit circle, which leads to the exponential decay of a power
of the norm of the products of transfer matrices.

We then establish an explicit formulation of the coefficients of the finite resolvent from
the coefficients of the transfer matrices using Schur’s complement. In addition, we show that
when the Verblunsky coefficients are identical, invertible and of norm less than a constant,
there is an exponential decay of the infinite resolvent, inducing an exponential decay of the
eigenfunctions of the operator.
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1.1 Résultats principaux

Un scattering zipper est un systeme obtenu par concaténation de systemes élémentaires
de diffusion unitaire. L’opérateur de Scattering Zipper agit sur [2(Z,CL) et est défini par :

Vweq, U, =V, W

w
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So(w) S_1(w)
S,(w) ’ S1(w)

avec
p(a)U,(w) )

51(0) = 5,(a, Uy(), V() =
GO oS TR T (Vn(w)ﬁ(a) V(@) U(w)

pour un a tel que ||a|| <1, et ou p(a)=(1 —aa*)% et pla)=(1 —a*a)%.
Les suites (V,(w)),ez €t (U,(w)),ez sont des matrices unitaires aléatoires et tirées aléatoi-
rement de cette facon :

Définition 1.1.1.
Nous procédons comme suit :

— Tirage d’une suite {(ﬁ;’,dn)}nez de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme
sur U(L) x {—1,1}".

— Tirage d’une suite {(Vn”,d;)}nez de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme
sur U(L) x {—1,1}".

— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0,27], on
les note (@r‘zl)nez, e, (@r‘:L Dnez-

— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d suivant la loi uniforme sur [0,27], on
les note (8 Jnezs - - > (05 Inez-

Avec ces tirages, nous définissons les phases unitaires (U,(w)),ez €t (V. (w)),er de la ma-
niere suivante, pour tout n dans Z :

U,(w) = e TD(U*)".

Avec
— Oy =diag{®y,,...,02 }; (67,,...,0) € [0,2m]E.
— D = diag{d,} = diag{d, 1, ...,dn }; (dp1,---,dy ) € {=1,1}".
— U® eU(L).

Notons que ﬁfﬁ:’(ﬁf)* est dans U(L)YNH(L) et U (ew) = e’ ﬁfﬁr‘l"(ﬁr‘l")* est dans U(L).
On définit de la méme facon :

17 107w i6¢
Vo(w) = VoDV e)yeldr,
Pour cette nouvelle paramétrisation, on pose

Q, = (U(L) x {~1,1}* x[0,27]") x ([0,27]* x U(L) x {—1,1}").
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munit de :

Py = (Haar(U(L)) ® Haar({—1,1})" ® (Lebpg 2.1)%")®((Lebpo 221)®" ® Haar(U(L)) x Haar({—1,1}").

~

Le tirage des (fl';”, d,, 6“, Ve dr’l, @;‘)j) se fait d’une fagon indépendante dans (£2,, Py).

n,j> 'n? ,
Dans cette these, notre objectif principal est de démontrer un résultat concernant la
localisation dynamique pour la famille {U,},eq. On commence par définir ey ;; 1= e;1.;,

ce qui correspond a la j-itme composante dans le L-bloc numéro i, ou {e;},cz est la base
canonique de ¢2(Z).

Théoréme 1.1.1.
Il existe 1o > 0 tel que pour tout a € GL(C) avec |la|| < rg, il existe C, >0 et b >0 tels
que pour tous {k,p} et {l,q} dans Z x[1,...,L],

E [sup |<e{k,p}, Ule{l,q}>|:| < Croe_blk_”.
nez

Cela signifie que la famille {U,} cq satisfait la condition de la localisation dynamique
exprimée dans le théoreme 1.1.1. Ce résultat repose sur un certain nombre de résultats
intermédiaires. Tout d’abord, faisant suite au résultat de la stricte positivité des exposants
de Lyapounov sur S! démontré par Boumaza et Marin, on démontre leur stricte positivité
sur une couronne de type S, := {z € C;1—€ < |z| < 1+ €}. La démonstration se fait en
combinant le résultat de leur positivité sur le cercle unité et la continuité sur la couronne S,
pour € < ¢, < 1. Cette preuve est présentée dans le chapitre 3.

Puis, on étudie les moments fractionnaires du noyau de la résolvante restreinte, voir
section 4.1 pour la définition. On commence par montrer qu’ils sont uniformément bornés :

Théoreme 1.1.2.
Pour z dans S*, et pour tout s € (0,1/4) et tous k,l € Z tels que |k —1| > 4, il existe
0 < C(s) < oo wvérifiant :

E (IG1(z,k, D) < C(s).

Ensuite, on démontre la décroissance exponentielle de la résolvante réduite.

Théoréme 1.1.3.
Il existe € > 0, il existe ry > 0, il existe s, €]0,1[, il existe Csyr, > 0 et x>0 tels que pour
tout a € GL;(C) avec ||a|| < rg, tout s €]0,s,] et tout € €]0,€’],

E (||G£)2”’2m+1](z, 2n,2m + 1)||5) < CeXIm—nl

pour tout z €S_\ S et pour tout m et n dans Z tels que |m—n| > 2.

Ce dernier résultat constitue le coeur central de la preuve. Contrairement aux approches
traditionnelles, comme celle utilisée par Hamza, Joye et Stolz, qui se basent sur I’expression
de la fonction de Green en termes des fonctions propres afin d’obtenir la décroissance expo-
nentielle grace aux matrices de transfert, nous devons adopter une méthode différente. La
configuration en blocs de notre modele ne nous permet pas d’appliquer directement cette
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stratégie. Par conséquent, nous utilisons le complément de Schur en guise d’alternative.
Cette méthode nous permet d’identifier un terme critique dont ’espérance de la norme doit
étre bornée pour démontrer la décroissance du cas réduit.

On se ramene a ce cas réduit a 'aide de deux lemmes de réduction. On commence par
montrer qu’il suffit de traiter les opérateurs de scattering zipper de tailles paires.

Lemme 1.1.1.

Soit a € GL,(C) et soit € > 0. Soient a,b dans Z, | a—Db |> 4. Soit s € (0,1/4) et
soit k,l € [a+2,b—2] tels que |k —1| > 4 . Soit n,m € Z tels que k € {2n,2n + 1} et
l€{2m,2m+ 1}. Il existe 0 < C(s) < oo wvérifiant :

1
E (16122, k, DIF)” < C(s) Y L E(IGIY)(z, 2n + 2i, 2m + 2j + 1)]|*)}
i,j=0

pour tout z €S, \ S'.

La preuve revient a majorer la norme des blocs "pairs” ||G£f’b](z, 2n,2m)|| et ||G£f’b](z, 2n+
1,2m)|| par les normes des blocs "impairs” | Gl%(z, 2n, 2m+1)|| et ||GL*?1(z, 2n+1,2m+1)|I.
Une condition nécessaire pour établir cela est I'inversibilité de a. Celle-ci permet d’obtenir
le lemme suivant.

Lemme 1.1.2.
Si a est inversible, alors pour tout € > 0, pour tout k € Z et pour tout z € S,, la matrice
a +2Vi(w)oyU(w) est inversible presque surement, et pour tout s €]0,1[, il existe C(s) >
0 tel que

Vnez, E(|I(a;— V(@) Uy () ) < C(s).

Cela est nécessaire pour conclure la premiere réduction. On passe a la deuxieme et on
montre qu’il suffit de traiter le cas fini.

Lemme 1.1.3.
Pourse€(0,1/2), on a :

E(IG,(z k, DI < CHE (1G5, k, 1))

pour tout z € {x € C|0 < |||x|| —1| < 1/2} et tous k,l € Z tels que |k—1| > 4.

La preuve repose sur l'identité de la résolvante géométrique. Combinant les deux lemmes
précédents, 1.1.1 et 1.1.3, ainsi que le théoreme 1.1.3 de la décroissance exponentielle du cas
réduit, on obtient la décroissance du cas général :

Théoreme 1.1.4.
Il existe ry > 0, s €]0,1[, ¢ > 0, C;,, > 0 et a > 0, tels que pour tout a € GL;(C)
avec ||a|| < ry, tout € €]0,€’] et pour tout k,l €Z et tout z €S, \ S* :

E(lG,(z,k DIF) < C, e,

De ce dernier théoreme on peut déduire une estimation d’ordre 2 sur les coefficients de
la résolvante.
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Théoreme 1.1.5.
Il existe € > 0, il existe ry > 0, il existe C,, >0 et a> 0 tels que pour tout € €]0, €’'] et tout
z €S, \S, pour tout a € GL,(C) avec ||a|| < 1y, et tout {k,p} et {l,q} dans Z x [1;L] :

_ 2 e
E((l_lzlz)|<e{k,p}|(Uw_Z) 1€{z,q})| )S C,e atk=D)

Ce dernier théoreme est un énoncé sur les moments d’ordre 2 de la résolvante. Plus géné-
ralement, pour obtenir la propriété de localisation dynamique, on utilise le lemme suivant :

Lemme 1.1.4.
Soit U un opérateur unitaire. Alors, pour n € Z,

1—r? 2 9\—1 -
U" = lim f (U — re‘e) (U_1 — re_‘e) e"?do.
r—1+ 27 0

1.2 Introduction

Dans ce chapitre, nous esquissons brievement I'histoire de la localisation d’ Anderson, tout
en présentant son contexte physique et sa définition mathématique, ainsi que les méthodes
employées pour sa démonstration. Nous débutons par un survol général de la localisation
d’Anderson, puis nous mettons en lumiere les premieres recherches axées sur des modeles
auto-adjoints. Les modeles d’Anderson et les opérateurs de Jacobi, ce dernier étant une
généralisation des modeles d’Anderson, seront introduits, et leurs résultats respectifs en
termes de localisation seront également discutés. La transition vers les modeles unitaires
sera justifiée a travers une approche basée sur les polynomes orthogonaux, passant des po-
lynomes orthogonaux sur ’axe réel, qui sont étroitement liés aux opérateurs de Jacobi, aux
polynomes orthogonaux sur le cercle unité, qui sont directement associés aux matrices ou
opérateurs CMV, des opérateurs unitaires. Ces derniers, ainsi que leurs résultats de locali-
sation, seront exposés de maniere autonome. Ensuite, nous explorerons une approche alter-
native en nous penchant sur des modeles inspirés par la physique de la matiere condensée,
tels que le modele d’anneau magnétique, le modele de Blatter-Brown, le modele d’Anderson
unitaire et le modele de Chalker-Coddington. Nous introduirons également une version des
marches quantiques, qui est directement liée aux opérateurs unitaires mentionnés précédems-
ment. Enfin, nous donnons une présentation succincte du modele étudié dans cette these, le
Scattering Zipper, en soulignant les liens et les similitudes avec les modeles précédemment
discutés.

Cela se reflete également dans les méthodes mathématiques qui ont été utilisées pour
la prouver. En d = 1, des outils robustes issus de la théorie des systemes dynamiques
unidimensionnels sont disponibles, en particulier des résultats sur les asymptotiques des
produits

1.3 Histoire de la localisation d’Anderson

En 1958, Anderson a élaboré un modele, maintenant nommé en son honneur, afin de
déchiffrer les effets quantiques du désordre dans des matériaux comme les alliages et les
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environnements amorphes [1].

Deux phénomenes notables émergent dans le cadre de ce modele : la localisation d’An-
derson, soit I'inhibition du transport électronique en raison du désordre, et la transition
d’Anderson dans les environnements désordonnés tridimensionnels, qui anticipe ’existence
d’une frontiere de mobilité distinguant les régions d’énergie des états localisés d’une région
d’états étendus. Imaginez lancer une balle dans une piece jonchée d’obstacles. En temps
normal, la balle rebondirait dans diverses directions. Cependant, dans le scénario de la
localisation d’Anderson, la "balle”, qui pourrait étre une onde électromagnétique, sonore
ou quantique, demeure bloquée en un point spécifique. Ceci se produit lorsque le milieu a
travers lequel 'onde se propage est fortement désordonné, a l'instar d’un semi-conducteur
comportant des impuretés.

Le phénomene de la localisation d’Anderson a des répercussions dans divers domaines
tels que I’électronique, I'optique et 'acoustique. Il est crucial de souligner que la localisation
d’Anderson differe de la "localisation faible”, qui est en quelque sorte une phase initiale a
la localisation d’Anderson, et de la "localisation de Mott”, qui est attribuée a des interac-
tions électriques intenses entre les particules, plutét qu’a un désordre dans le milieu [2].
La localisation d’Anderson est un phénomene pivot en physique de la matiere condensée.
Les recherches d’Anderson, ainsi que celles de Mott et van Vleck, leur ont valu le prix No-
bel de physique en 1977 pour leurs recherches théoriques fondamentales sur la structure
électronique des systemes magnétiques et désordonnés.

Mathématiquement, on dit d’une famille d’opérateurs aléatoires qu’elle a la propriété de
localisation d’Anderson, ou encore qu’elle est exponentiellement localisée sur un intervalle
I, lorsque :

1- le spectre est non vide et presque surement purement ponctuel dans I (Localisation
spectrale),

2- les fonctions propres correspondant aux valeurs propres dans I décroissent exponen-
tiellement vers zéro a l'infini.

Les études mathématiques rigoureuses du modele d’Anderson et d’autres modeles d’opéra-
teurs aléatoires ont débutées dans les années 1970. La premiere démonstration de la loca-
lisation d’Anderson pour un modele unidimensionnel continu, ou le potentiel est un bruit
blanc, a été fournie par Goldsheid, Molchanov et Pastur en 1977 [3]. Plusieurs années apres,
une démonstration de la localisation pour le modele d’Anderson unidimensionnel discret a
été apportée par Kunz et Souillard [4], modele introduit dans [5]. Depuis, I’étude des opé-
rateurs aléatoires a émergé comme un domaine significatif de la physique mathématique,
engendrant une vaste activité de recherche et une multitude de résultats mathématiques.

Bien que la transition d’Anderson et les états étendus demeurent largement méconnus,
la théorie spectrale des opérateurs de Schrodinger et d’autres opérateurs auto-adjoints H,
utilisés pour modéliser les hamiltoniens des systemes mécaniques quantiques, a une his-
toire riche. L’étude des propriétés spectrales est principalement motivée par leur lien étroit,
par exemple via le théoreme R.A.G.E [6], avec les propriétés dynamiques de 1’évolution
temporelle correspondante e #¢, soit la propagation de paquets d’ondes sous I’équation de
Schrédinger dépendant du temps i, ¥ = HW.

Cependant, pour les opérateurs ayant un spectre singulier continu ou un spectre ponc-
tuel dense, des types spectraux courants dans les modeles mécaniques quantiques de milieux
désordonnés tels que les opérateurs de Schrodinger quasipériodiques ou aléatoires, le théo-
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reme R.A.G.E ne fournit pas d’information dynamique précise. Des outils robustes sont
disponibles pour étudier le phénomene de la localisation d’Anderson.

Ainsi, une grande partie de la recherche sur les hamiltoniens dans les systemes désor-
donnés a été axée sur la détermination directe des propriétés dynamiques. Par exemple, il
a été prouvé que les hamiltoniens aléatoires de type Anderson manifestent une localisation
dynamique dans divers régimes d’énergie, c’est-a-dire que les paquets d’ondes demeurent
localisés dans I'espace a tous les temps [7, 8, 9, 4].

Des études sur 'existence de la transition de localisation-délocalisation pour le Hamil-
tonien de Landau aléatoire sont également disponibles [10].

Plusieurs méthodes puissantes ont été développées pour prouver la localisation d’Ander-
son, notamment la méthode d’analyse multi-échelle (MSA) développée en 1983 par Frohlich
et Spencer [11], avec d’excellentes introductions a la MSA disponibles dans [12] et [13], et
I’état de ’art de ce qui peut étre atteint avec I’analyse multi-échelle de type Frohlich-Spencer
présenté dans [14] et article de survol [15]. La méthode des moments fractionnaires (FMM),
introduite par Aizenman et Molchanov en 1993 [16], a également été largement utilisée. Se-
lon [17], bien que la MSA ait produit des résultats dans des situations inaccessibles par une
approche basée sur la FMM, la FMM est mathématiquement plus élémentaire, en particulier
pour le cas du modele discret classique d’Anderson, et permet de prouver des résultats plus
forts sur la localisation dynamique que ceux pouvant étre obtenus par la MSA.

Il existe des différences notables entre les modeles unidimensionnels et multidimension-
nels, ou différents mécanismes physiques sont a l'origine des effets de localisation. En di-
mension un, que ce soit en utilisant la MSA ou la FMM, pour démontrer la localisation, les
exposants de Lyapounov sont introduits : leur positivité est cruciale pour obtenir la décrois-
sance exponentielle. Pour un état de 'art des résultats, voir [18]. Pour des travaux récents
sur les exposants de Lyapounov dans les modeles quasi-unidimensionnels, voir [19, 20, 21].

Une littérature abondante sur la localisation d’Anderson et, plus généralement, sur la
physique des systemes quantiques désordonnés est disponible, et on peut par exemple consul-
ter [22, 23, 24, 13, 12]. Pour une introduction compléte a la physique de la matiére condensée,
la référence classique d’Anderson [25] ou 'ouvrage plus récent de Girvin et Yang [26] peuvent
étre consultés. Pour des lectures supplémentaires sur les aspects physiques de la localisation
d’Anderson et sa manifestation dans divers domaines de la physique, le lecteur est dirigé
vers [27, 28, 29].

En dernier lieu, une source idéale pour continuer la lecture et se familiariser avec 1’état
de lart est le livre de Aizenman et Warzel [6].

1.4 Modeles auto-adjoints

Dans cette section, nous présentons les exemples les plus emblématiques concernant les
modeles auto-adjoints aléatoires, en exposant leurs résultats en termes de localisation, qu’elle
soit dynamique ou d’Anderson.

Dans le but de faciliter la compréhension des modeles qui seront discutés ultérieurement,
nous débutons par une introduction des concepts fondamentaux.
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Famille ergodique

Définition 1.4.1 (Famille aléatoire d’opérateurs auto-adjoints ergodique).
Soit (2, o,P) un espace de probabilité complet et {T;},c,a un groupe de transformations
mesurables et préservant la mesure P.

1. Un ensemble A € o est dit invariant sous ['action de {T;} lorsque Ti_lA = A pour
tout i € 7.

2. {T;} est dit ergodique si tout ensemble invariant est de mesure nulle ou égale a 1.

3. Si {T.} est ergodique, on dit qu’un potentiel x — V, (x) pour x € R% et w € Q est
74 -transitif (par rapport a {T;},cpa ) lorsque :

Viez!,Vx e R, Vp ,(x) =V, (x —i).

De meéme, si {Ty}yeR est un groupe de transformations mesurables et préservant la

mesure P, on dit que V,,(x) est RY-transitif par rapport {Ty}y lorsque :

€Rd
Yy e R4, Vx € RY, VTyw(x) =V, (x—Yy).

4. On dit qu’une famille mesurable d’opérateurs auto-adjoints {H,}, ., est Z:-ergodique
(resp. RY-ergodique) lorsqu’il existe une famille d’opérateurs unitaires U, définie par
U,¢(x)=¢p(x— y) telle que :

Viez',VoweQ,Hy,, =UH,U;.
L’intérét de cette définition est que, pour tout w € Q et tout i € Z¢,
o(Hy,)=0(UH,U) =0 (H,).

Dans la suite de ce texte, cela conduit a l'existence d’un ensemble déterministe égal P-
presque strement au spectre de H,,.

Le spectre presque-siir

On commence par les théoremes de Pastur et de Kunz-Souillard / Kirsch-Martinelli qui
nous assurent que pour une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints, presque stirement
leur spectre est indépendant de w :

Théoréme 1.4.1 (voir [30]).
Soit {H,},cq une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints. Alors il existe un ensemble
Y CR fermé tel que ™ = o (H,) P-presque sturement.

L’ensemble ¥ est appelé le spectre presque sir de la famille {H,} cq-

On démontre également une version unitaire pour 'opérateur de Scattering Zipper aléa-
toire dans le chapitre suivant.
Ce résultat se transpose directement aux cas des types spectraux :
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Théoreme 1.4.2.
Soit {H,},,cq une famille ergodique d’opérateurs auto-adjoints. Alors il existe des ensembles Z.
et X, fermés dans R tels que P-presque sturement,

pps Lisc

Zop = Opp (H,), 2,=04(H,) e X,=0,(H,).

De plus, le spectre essentiel et le spectre discret de H,, sont P-presque surement constant.

La démonstration du théoreme 1.4.1 s’adapte directement a ces types de spectre en
considérant les projecteurs spectraux associés.

1.4.1 Modele d’Anderson discret

Nous commencons par la version la plus étudiée, le Laplacien négatif continu
A — 2 2
A=—>"8%/3x
J
est substitué par son équivalent discret hy, qui opere sur u € £2 (Zd) comme suit :

(h)(M)=— > u(n+k), nez

kezd,|k|=1

ot1 pour tout k € Z4, |k| = |ky| + ...+ |kyl.
En physique, ’hamiltonien h est souvent rencontré de maniere plus directe, non pas comme
une discrétisation d’un opérateur différentiel, mais dans le contexte de ce qui est nommé
I’approximation du modele de liaison forte (ou tight-binding approximation, qui néglige les
interactions entre les atomes du réseau).

Tout comme le Laplacien continu, le Laplacien discret est unitairement équivalent a un
opérateur de multiplication via la transformée de Fourier. Un calcul révele que hy est borné
et auto-adjoint. Le spectre de hy est :

o (hy) = [—2d, 2d].

Soit w = (w,),ez¢ Un ensemble de variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d.) indexées par Z9. 1l est parfois utile de conceptualiser une maniére
dont des variables aléatoires i.i.d. peuvent étre réalisées comme des fonctions mesurables sur
un espace probabiliste (£, ./, P). La construction standard est ’espace produit infini

(€, «,P) = (X) (R, By, 1),

nezd

ou .« et P désignent respectivement la o-algebre et la mesure générées par la pré-mesure
o o d ,

induite par u sur les ensembles cylindriques de Borel dans Q = R% . Cela est cohérent avec
la notation w = (w,),cz« car les composantes w, de w € Q sont maintenant des variables
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aléatoires i.i.d. sur © avec une distribution commune u.
Le modele d’Anderson discret est une famille aléatoire d’opérateurs (h,,)eq sur £ (Zd),
défini pour w € Q par

(h,u) (n) = (hou) (n) + w,u(n), nez.

En introduisant le potentiel aléatoire V,, : Z¢ — R défini pour tout n € Z par V,(n) = w,,
nous pouvons également exprimer

VC()EQ, hw=h0+Vw.

Le modele d’Anderson h,, peut étre envisagé comme 1’hamiltonien régissant le mouvement
quantique d'un électron isolé dans un cristal désordonné. Le potentiel aléatoire V, (n) = w,
(pour n € Z4) décrit alors un solide constitué de noyaux situés aux sites n du réseau Z¢
et portant des charges électriques aléatoires w,. Les énergies possibles pour 1’électron sont
fournies par le spectre o (h,,) de I'hamiltonien d’Anderson h,,.

Il découle de la théorie générale des opérateurs ergodiques, dont le modele d’Anderson
est un cas particulier, que o (h,) est presque surement déterministe, c¢’est-a-dire qu’il existe
un sous-ensemble fermé ¥ de R tel que

o(h,)=X% presque sirement.

Théoréme 1.4.3 ([17]).
Le spectre presque sur du modéle d’Anderson est donné par

Y = o (hy) + supp u.

La localisation du modele d’Anderson peut étre caractérisée soit par des propriétés spec-
trales soit par des propriétés dynamiques de I’hamiltonien.

Définition 1.4.2.

Soit I € R un intervalle ouvert. On dit que {h,},cq présente une localisation spectrale
dans T si {h,},eq @ presque surement un spectre ponctuel dans I, c’est-a-dire que I ne
contient aucun spectre continu de {h,},cq, €t ses fonctions propres pour toutes les valeurs
propres dans I décroissent exponentiellement.

Si I est un intervalle non trivial contenu dans le spectre presque sur de (h,), qui est
une union d’intervalles, alors la localisation spectrale dans I signifie nécessairement que le
spectre consiste en un ensemble dense de valeurs propres. Ce phénomene est tres différent
et beaucoup plus subtil que 'apparition de valeurs propres discretes isolées, ce qui est la
situation classique rencontrée dans les hamiltoniens atomiques ou moléculaires.

Définition 1.4.3.
On dit que {h,},cq manifeste une localisation dynamique dans I s’il existe des constantes
C <00 et u>0 telles que

E (sup |<e]-, e o1, (h,) ek>|) < Ce MK

teR
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pour tous j,k € Z%. Ici, {e;}jeze est la base orthonormée canonique dans Z4, ej(k) = 0,
et E(+) est lespérance par rapport a la mesure de probabilité P. De plus 1,(h,,) est le projec-
teur spectral sur I associé a h,,

Cette définition indique que la probabilité qu'un systeme, d’état initial e;, se retrouve
dans I’état e, apres n unités de temps, reste extrémement faible a mesure que la distance
entre k et [ augmente. Cette faiblesse est telle qu’elle décroit exponentiellement avec 1'aug-
mentation de cette distance.

La localisation dynamique, sous cette forme, affirme que les solutions de ’équation de
Schrodinger dépendante du temps h,y = id,) demeurent localisées dans ’espace, unifor-
mément pour tous les temps. C’est dans ce sens que les physiciens parlent de localisation :

sup |||X|pe_ith‘°ﬂ1 (hw)IIJ” < 00  presque sirement,
te

ou
E(sup |||X|pe_“hwﬂl(hw)1/)||2) << oo,
t

ou X est I'opération de position. La localisation dynamique n’est pas seulement un énoncé
physiquement plus intéressant que la localisation spectrale, elle est aussi une propriété ma-
thématiquement plus forte : il est montré dans [7] que la localisation dynamique dans I
implique la localisation spectrale dans I.

Pour discuter des contextes ou une localisation, qu’elle soit spectrale ou dynamique,
est physiquement anticipée, il est utile d’introduire un parametre de désordre supplémen-
taire A > 0 dans le modele d’Anderson et de définir

h,,=hy+AV,,

P(Aw, € B) = ps(B) := u(B/A)

ou V,(n) = w, et u, est la distribution des variables aléatoires i.i.d. Aw,. u, est étalée sur
des supports plus larges pour des A plus grands, correspondant a une plus grande gamme
de charges aléatoires possibles dans un milieu de type alliage.

Ainsi, A >> 1 représente le cas d’un grand désordre et A << 1 représente un petit désordre.

Les physiciens ont établi ce qui suit :
- En dimension d = 1, tout le spectre de h,, ; est localisé pour toute valeur du désordre A > 0.
- En dimension d > 2, tout le spectre est localisé a grand désordre, c’est-a-dire pour A >> 1.
Pour un petit désordre A, des comportements différents apparaissent en dimensions d = 2
et d = 3. Pour d = 2, tout le spectre est toujours localisé, mais peut-étre sous une forme
plus faible que pour d = 1, par exemple, un faible niveau (ou type faible) de transport quan-
tique pourrait étre possible. D’autre part, en dimension d = 3, la transition d’Anderson
est observée. Il y a des régions localisées pres des bords de bande du spectre presque sir,
séparées par des bords de mobilité d’une région d’états étendus au centre du spectre. Les
états étendus sont interprétés comme l'existence d'un transport quantique au sens ou les
moments devraient étre infinis pour p suffisamment grand. L’attente physique pour d = 3
est que cela commence a p = 1/2, ce qui correspond a la présence d’'un mouvement diffusif.
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Mathématiquement, la localisation a été prouvée pour trois régimes différents :

— Pour toutes les énergies et un désordre arbitraire en d = 1.

— Dans n’importe quelle dimension et pour toutes les énergies a désordre suffisamment
grand.

— Pour le bas de variables aléatoires indépendantes qui permettent de prouver la positi-
vité des exposants de Lyapounov.

Une présentation complete de la preuve de localisation de Kunz-Souillard pour le modele
d’Anderson unidimensionnel peut étre trouvée dans [22]. Pour un apergu un peu plus récent
des résultats sur la localisation unidimensionnelle, voir [18].

Pour le modele d’Anderson unidimensionnel, la premieére preuve capable de gérer n’im-
porte quelle distribution a été donnée dans [31], basée sur I’analyse multi-échelle. En 2019 [32]
a fourni une preuve succincte de la localisation d’Anderson et de la localisation dynamique
(pour le modele d’Anderson unidimensionnel avec une distribution arbitraire) en utilisant
des exposants de Lyapounov positifs en conjonction avec des estimations de type grandes
déviation, (LDT) et des résultats de Craig-Simon. En 2020, une localisation dynamique forte
a été prouvée dans [33] en suivant cette méthode.

La premiere démonstration de localisation spectrale pour des potentiels non constants,
qui ne requiert qu'un moment fini et aucune régularité supplémentaire sur la distribution,
a été fournie par Carmona, Klein et Martinelli en 1987 [31]. Cette avancée significative a
résolu le probleme de la localisation pour le désordre de Bernoulli et s’est basée sur une ana-
lyse multi-échelle. Plus récemment, plusieurs nouvelles preuves en dimension un ont émergé.
Notamment, les travaux de [34, 35, 32] exploitent les exposants de Lyapounov positifs. La
démonstration présentée dans [32] propose un argument particulierement concis, utilisant
certaines idées introduites par Jitomirskaya en 1999 dans 1’étude de l'opérateur presque
Mathieu. Les arguments dans [34, 35, 32] s’appliquent tous aux potentiels bornés. Ces avan-
cées dans la compréhension de la localisation d’Anderson en dimension un ont enrichi la
connaissance du comportement des systemes quantiques désordonnés, en particulier dans le
contexte des potentiels aléatoires.

1.4.2 Modele d’Anderson continu

L’opérateur de fond déterministe est défini comme

opérant dans L? (Rd), ou V, un potentiel périodique, réel et borné, dans L*° (Rd).
Considérons un modele de type Anderson continu, exprimé sous la forme

H,=H,— ) .U,

nezd

ol w = (w,),ez¢ €st un ensemble de variables aléatoires i.i.d. avec une densité bornée p et
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supp p = [0, W) 11 est connu que le spectre de H,, est presque surement déterministe,

oc(H,)=X p.s.

et E; :=infX =info (HO - wmaxz Un)
n

ot 1, =1, ¢, et A;(n) désigne le cube unitaire dans RY centré en n € Z4.
Introduisons une hypothese pertinente uniquement pour la la méthode des moments
fractionnaires FMM

Hypothese 1.4.1.
Les potentiels de site unique U,(x) = U(x —n) sont des translations d’une fonction de bosse
non négative U, caractérisée par l’existence de 0 <r; <r, < 00 et 0 <¢; < ¢, < 00 tels que

gy S U S Colljyr,)-

Des résultats similaires ont été initialement obtenus dans [36], ot une “condition de
recouvrement” de la forme
U=>cl,, ¢>0,

était requise pour le potentiel de site unique.
Le théoréme suivant, qui est un cas particulier d’un résultat dans [37], énonce que :

Théoréme 1.4.4 ([17]).

Pourd<3 et0<s<1i

5. il existe des constantes 6 > 0,u >0 et C < 00 telles que

E(||1,(H, —E—ie) " 1,[) < ce

pour tous E € [E;,E;+68],e >0 et k,{ € Z4.

Dans ce théoreme, Stolz utilise la norme de la résolvante localisée 1, (H, —E —ie) ' 1,
(parfois appelée "fonction de Green étalée”) comme analogue continu de la fonction de Green
discrete G(x,y; E +i€).

Dans [36], il est établi que la décroissance exponentielle des moments fractionnaires de
la fonction de Green étalée entraine a la fois la localisation spectrale et dynamique :

(a) Presque surement, pour chaque w, H,, possede un spectre purement ponctuel dans
[E{,E, + 6] avec des fonctions propres qui décroissent exponentiellement.

(b) 11 existe des constantes u > 0 et C < o0 telles que

E (lslllp |1xg (H,) 1gg, £, 457 (L) ﬂe”) < Ce
gl<1

pour tous les k,£ € Z%, ot le supremum est pris sur les fonctions de Borel g : R — C.
Pour prouver le Théoreme 1.4.4, 'approche globale comprend les étapes principales sui-
vantes :
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1. Bornes a priori : Il est démontré qu’il existe une constante C < ©0, pour chaque
E, € (E,Ey) et 0 <s <1, telle que

E(||1.(H,—E—ie)"'1,|) <cC,

uniformément pour E € [E;,E,],€ > 0 et k,£ € Z%. Sous une condition de recouvre-
ment, [36] a montré que la majoration est valide pour toutes les énergies, avec une
constante C qui croit polynomialement en E.

2. Queues de Lifshits : Cela fournit le début d’une procédure itérative pour démontrer
la décroissance exponentielle (voir par exemple [13] et [36]).

3. Découplage géométrique : Pour plus de détails, voir [37] ou [17].

La principale difficulté réside dans le fait que les arguments de la théorie des perturbations
de rang un et deux, qui ont été efficaces pour le modele d’Anderson discret, ne s’appliquent
pas directement dans le cas continu. Chaque potentiel de site unique dans ce dernier est une
perturbation de rang infini, qui a au mieux certaines propriétés de compacité par rapport
au Laplacien. Pour que les idées centrales derriere la méthode des moments fractionnaires
soient opérationnelles dans ce contexte, une compréhension plus approfondie de certains
aspects de la théorie des opérateurs impliqués était nécessaire. Ces questions ont été résolues
dans [36] et [37]. Des travaux antérieurs dans [38] ont étendu certains aspects de la méthode
des moments fractionnaires aux modeles continus, mais ont encore utilisé des arguments
de perturbation de rang fini, en considérant par exemple des modeles continus avec des
interactions ponctuelles aléatoires.

En outre, une extension des idées derriere ’analyse multi-échelle est présentée dans [39],
permettant de prouver la localisation au bas du spectre pour les modeles d’Anderson-
Bernoulli continus.

1.4.3 Modele d’Anderson a valeurs matricielles

Dans la section présentée, les résultats de [40] sont mis en avant. Considérant [ comme
un entier positif et définissant Z, = Z x [1,...,L], avec I’équivalence £?(Z;,) = (> (Z, (Cl),
I’hamiltonien d’Anderson sur cet espace est réécrit comme H = H,+V ol

(Hoy)(n) =—y(n—1)—(n+1) et (Vy)(n) =V(n)(n) pour n € Z.

La matrice V(n) est une matrice de taille L de la forme :

(™ -1 0 -~ 0 \
-1 wg") -1 -~ 0
vin=| 0 -1 o
»
\ 0 0 -1 o
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ou les cog.”) pour n € Z et j € {1,...,1} sont des variables aléatoires réelles, et les V(n)
sont des variables aléatoires matricielles de taille [ x [ i.i.d. L’équation aux valeurs propres
associée a H est :

—p(n+1)—y(n—1)+ V(n)y(n) = Eyp(n), avec ¢ € 1*(Z,C').

Les matrices de transfert Tf de taille 21 x 21 sont définies par :

Tf:( V() —EI —I )
I 0

ou les Tf sont des matrices aléatoires i.i.d. avec des valeurs dans Sp;(R), le sous-groupe
symplectique de SL(2l,R).

En considérant uf comme la distribution de probabilité commune des matrices de trans-
fert, les hypotheses nécessaires pour prouver la localisation sont exprimées en termes de
uE. Si une mesure de probabilité u sur Sp;(R) satisfait les deux conditions suivantes : u a
un moment fini, c¢’est-a-dire f llg|l"u(g) < oo pour un certain n > 0, et que la théorie des
matrices aléatoires (voir [41]) peut étre appliquée. Ces hypotheses sur uf sont cruciales pour
montrer que les exposants de Lyapounov, y,(E),...,y;(E), sont strictement positifs :

r1(E)>--->7/(E) > 0.

Dans [40], Klein, Lacroix et Speis ont démontré qu’avec une probabilité de un, le spectre de H
est purement discret et, sous certaines conditions, ils ont montré la localisation exponen-
tielle. Bien que la localisation exponentielle pour le modele d’Anderson en une dimension soit
bien comprise (voir [4, 42, 43, 31, 44]), le résultat le plus général est attribué a Carmona,
Klein et Martinelli [31], qui ont prouvé que si la distribution de probabilité du potentiel
n’est pas concentrée en un seul point et possede un moment fini, alors la localisation est
assurée. Dans les dimensions supérieures, la localisation exponentielle a été démontrée prin-
cipalement a forte désordre ou a basse énergie (voir [11, 45, 46, 47]). Les auteurs de [40]
étendent les résultats de Carmona, Klein et Martinelli [31] & la bande unidimensionnelle, et
prouvent également les estimations probabilistes qui impliquent la localisation exponentielle
(voir [40]).

Plus récemment,une version continue du modele d’Anderson matriciel a été étudié par
Boumaza dans [48]. L’opérateur est défini comme suit :

2

d
H(w)=— 2

I+ Z VCE”)(x —{n),

nez

ot il opere sur L?(R) ® CN, avec N > 1 un entier, Iy la matrice identité d’ordre N, et £ >0
un nombre réel. Les fonctions x — Vé”)(x) sont des fonctions matricielles symétriques, a
support dans [0,£] et uniformément bornées par rapport a x, n, et w. La suite (Vi”))nez est
constituée de variables aléatoires i.i.d.

Boumagza a prouvé que, sous des hypotheses pertinentes sur le groupe de Fiirstenberg,
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la famille d’opérateurs exhibe des propriétés de localisation, tant du point de vue spectral
que dynamique, sur un intervalle I. Apres avoir examiné les propriétés de régularité des
exposants de Lyapounov et de la densité d’états intégrée, il a établi une estimée de Wegner
et a appliqué une analyse multi-échelle pour prouver la localisation de ces opérateurs. Un
exemple dans cette classe d’opérateurs, pour lequel les hypotheses nécessaires sur le groupe
de Fiirstenberg peuvent étre prouvées, a également été introduit dans [48]. Cet exemple est
I'opérateur agissant sur L?(R) ® CN défini par :

, e (x—€n) 0

d
Hg(w)z—@®IN+VO+ZZ: ,
ne

0 cho,(\?)l[O’“(x —{n)

ou £ > 0 est un nombre réel représentant la longueur de la portée des interactions aléatoires,
C1,--.,Cy sont des nombres réels non nuls, et V; est 'opérateur de multiplication par une
matrice tridiagonale ayant une diagonale nulle et des coefficients égaux a 1 sur les diagonales
supérieure et inférieure.

Boumaza a démontré que, sous des hypotheses appropriées sur le groupe de Fiirsten-
berg de H(w), cet opérateur présente des propriétés de localisation sur un certain intervalle
de R. Ces hypotheses ne sont pas satisfaites pour tous les opérateurs, mais elles le sont pour
Popérateur Hy(w), qui est Z-ergodique et dont la partie potentielle est uniformément bornée
en X, n et w en raison de la bornitude de supp v. Il a également démontré que H(w) présente
une localisation dynamique forte (SDL) sur un certain intervalle, ce qui implique que H(w)
présente une localisation d’Anderson sur le méme intervalle. Les méthodes algébriques utili-
sées permettent de traiter des distributions singulieres des parametres aléatoires et d’utiliser
des résultats algébriques sur la génération de sous-groupes de Lie denses dans des groupes
de Lie réels semi-simples connexes, grace aux travaux de Breuillard et Gelander.

1.4.4 Les opérateurs de Jacobi : une généralisation du modele d’Anderson
discret

En 1848, Jacobi a initié une exploration des formes quadratiques J, , dans [49], définies
comme suit :

n n—1
_ 2
Jop (X150, x,) = E byx; +2 E QX X s 1>
k=1 k=1

De maniere équivalente, on peut étudier les matrices de la forme :

(b, a4 0 ... 0)
a, b, a, ... O

J=]1 0 a, by ... O

\O O« I
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Il a trouvé que les valeurs propres de J étaient les zéros du dénominateur de la fraction
continue

1

2
a

b1 —Z— ! 2

a

bz—Z—%

Au moment ou le théoreme spectral a fait son apparition, Toeplitz [50], Hellinger-
Toeplitz [51], et surtout Stone [52], ont reconnu que les matrices de Jacobi servaient de
modeles universels pour les opérateurs autoadjoints, A, possédant un vecteur cyclique, @,.
La cyclicité implique que les {Akcpo} ;: , sont linéairement indépendants, et en appliquant le
processus d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on obtient des polynoémes p;(A) de degré
exactement j avec des coefficients principaux positifs tels que les

¢; =p;(A)p,

forment une base orthonormale de 5. La mesure spectrale du, définie par

f x"du(x) = (@0, A"¢o) »

est directement liée aux parametres de Jacobi a, b. Les polynomes orthogonaux p;(x) asso-
ciés a du et les parametres de Jacobi sont liés par la relation de récurrence :

xp;j(x) = aj;1pj41 + bjap;(x) +a;pj_1(x)

(o p_, =0).

Les opérateurs de Jacobi peuvent étre une généralisation des opérateurs d’Anderson
discrets. une version aléatoire a été étudiée dans [53]. Les opérateurs de Jacobi aléatoires
sont donnés par :

Jop(n) =t,(n=1Yp(n—1)+t,(np(n+ 1)+ V,(n)y(n),

ou {Vw(n)}:i_oo et {tw(n)};’z_oo sont deux processus indépendants et identiquement distri-
bués, indépendants les uns des autres dans un espace de probabilité Q construit de la fagon
suivante :

Soit £, 'ensemble R* x R avec une mesure de probabilité u; sur R*, u, sur R et u :=
Uy X Uy sur Qy. @ = Q2 P = p” et w(n) = (w;(n), w,(n)), on pose t,(n) = wy(n) et
V,(n) = w,(n).
Lorsque la variable aléatoire t,(n) = 1 presque surement, il s’agit du modele d’Anderson en
une dimension.
Dans [53], Rangamani a étendu Pargument de [32] au cas de Schrodinger non borné, ainsi
qu’au cas de Jacobi non borné et singulier.

Sous la condition, V,(0) n’est presque surement pas constant et d’autres conditions
données par la finitude de certains moments de ces processus, la localisation est prouvée
dans [53] dans les trois contextes spécifiques suivants :
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1. V,(0) est non borné et t,(0) =1 presque sturement. Il s’agit simplement du modele
d’Anderson avec un potentiel non borné, récupérant le résultat de Carmona, Klein et
Martinelli.

2. V,(0) est borné (mais pas presque surement constant), tandis que t,,(0) est non borné
et/ou singulier, c¢’est-a-dire t,(0) € (0, 00) presque strement (au lieu de t,(0) € [M;,
M, | presque surement avec 0 < M; < M,).

3. V,(0) est non borné, et t,(0) est non borné et/ou singulier de la méme maniere.

1.5 Des opérateurs auto-adjoints aux opérateurs unitaires

Nous avons exploré la littérature concernant les opérateurs auto-adjoints aléatoires. Dans
la section suivante, nous aborderons les travaux établis relatifs aux opérateurs unitaires.
Toutefois, avant de procéder, nous établirons la connexion entre ces deux types de modeles
et exposerons les raisons, physiques ou mathématiques, sous-jacentes a cette relation.

1.5.1 Une approche par les polynomes orthogonaux

Nous avons vu dans la section précédente que les parametres de Jacobi sont liés de fagon
directe et naturelle aux polynomes orthogonaux sur ’axe réel par une relation de récurrence.
Dans cette section, nous introduisons une version unitaire des opérateurs de Jacobi qui sont
liés de fagon similaire aux polynomes orthogonaux sur le cercle unité. Nous décrivons ce
modele en détail et nous exposons les différentes variantes aléatoires et matricielles ainsi
que les travaux antérieurs et les résultats de localisation pour ce modele :

1.5.1.1 Operateurs CMV (version unitaires de Jacobi)

Les opérateurs CMV (Cantero-Morales-Veldzquez) sont intrinsequement liés a I’étude des
polynomes orthogonaux sur le cercle unité et, par conséquent, jouent un role crucial dans
I’analyse spectrale d’opérateurs unitaires en général. Ces opérateurs sont reconnus comme
les analogues unitaires des opérateurs de Jacobi, et I'opérateur de Scattering Zipper est
percu comme une généralisation matricielle des CMV.

L’histoire des opérateurs CMV, spécifiquement ceux avec des coefficients scalaires a; €
C,k € Z est fascinante : les matrices unitaires semi-infinies a cing-diagonales associées ont
été introduites pour la premiere fois par Bunse-Gerstner et Elsner en 1991 [54], puis discu-
tées en profondeur par Watkins en 1993 [55]. Plus tard, ces matrices ont été redécouvertes
par Cantero, Moral, et Velazquez (CMV) dans [56]. Simon, dans [57], a non seulement intro-
duit la notion de matrices unitaires doublement infinies a cing-diagonales mais a également
inventé le terme "matrices CMV étendues”.

0E
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[a_o aiPo  P1Po \
—Po — Ay —P1Q
APy —Q®y 03Py P3P
€= Pap1  —P20; —03Qy —P30
AuP3  —0d3  AsP4  PsPg
PaP3s  —P4Qs —0sQy —Ps504

On définit également la matrice CMV infinie associée a (@,),cz, une suite de nombres
complexes, comme 'opérateur agissant sur £2(Z, C) donné par la matrice infinie suivante :

AoP_1 —Ael_y A0 P1Po

PoP-1 —PoA-1 —A1& —P1%

&= APy 00 A3Py  P3Pa
P2P1 —P201 —A3Ay; —P3Qy

APz —0yd3  OsP4  PsPg

P4P3  —Pqltz —Os0ty —Ps50y

Les matrices CMV ont été initialement introduites dans I’étude des polynoémes orthogo-
naux sur le cercle unité. Elles apparaissent dans la représentation de I'application f — zf

sur L2(S!, du) dans la base donnée par I'orthonormalisation de Schmidt de 1'ensemble de

polynomes de Laurent {1,2,2_1,22,2_2, .. } selon le produit scalaire habituel sur L? (Sl, d,u)

oll u désigne une mesure de probabilité sur S' qui n’a pas de support fini.

Les matrices CMV semi-infinies jouent un role analogue aux matrices de Jacobi dans le
contexte des polynomes orthogonaux sur I'axe réel. Soit du; la mesure spectrale associée
au vecteur ;. Ces matrices sont associ¢es a I'opérateur de multiplication par la variable
indépendante z € S' dans l'espace L(S',du), lorsqu’elles sont exprimées dans une base
orthogonale de polynomes de Laurent en gz, relativement a la mesure du. Elles sont ca-
ractérisées par une suite {a;};ey, connue sous le nom de coefficients de Verblunsky, qui
sont définis par la construction des polynomes orthogonaux par rapport a du. Il existe une
correspondance bijective entre les coefficients de Verblunsky et la mesure du sur S!.

Chaque opérateur unitaire cyclique peut étre représenté par une matrice CMV infinie,
comme discuté dans [58].

Pour I'analogie avec les parametres de Jacobi, a partir d'une telle mesure de probabilité
sur S', on peut former les polynéomes orthogonaux P,(z) et trouver {an}:zo € S, de telle
sorte que

an(z) = Pn+1(z) + dnznpn(l/é)
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Alors que Verblunsky en [59] a défini les a, d’une maniére équivalente, il a prouvé un
théoreme (appelé théoreme de Verblunsky dans [57, 60]) qui affirme que cette application
du — {a,}>2, est bijective.

En dehors du contexte des polynomes orthogonaux sur le cercle unité, Bourget, Howland
et Joye [61] ont introduit une famille de matrices doublement infinies avec trois ensembles
de parametres qui, pour des choix spéciaux des parametres, se réduit a des matrices CMV
des deux cotés sur Z. De plus, il est possible de relier les matrices de blocs Jacobi unitaires
au probleme des moments trigonométriques (et donc aux matrices CMV), comme discuté
par Berezansky et Dudkin [62, 63].

Soit I'espace de probabilité Q = S%, avec des éléments w = {w,},., € Q. Désignons u”
par P.

Pour introduire de I'aléatoire dans les matrices CMV étendues, soit ¥ une mesure de
probabilité de Borel supportée par un ensemble compact S du disque unité ouvert dans C
qui contient au moins deux points. Soit Q = S% et prenons (@,(®)),c; = (W,) ez € Q une
suite de variables aléatoires i.i.d. de loi commune v. En particulier, les w, pourraient étre
des variables de Bernoulli.

La suite de Verblunsky aléatoire (a,(w)),c; définit une matrice CMV étendue aléa-
toire &,,. La famille {&,} ,cq est Z-ergodique. Pour une telle famille ergodique, il n’y a pas
d’analyse multi-échelle ou d’approche Kunz-Souillard disponible, et le premier résultat de
localisation dans le cas de Bernoulli se trouve dans la section 7 de [34] :

Théoreme 1.5.1.

Il existe un ensemble 2 C S' qui contient au plus trois points tels que, pour tout inter-
valle compact 1 € S'\9D, la famille {&,} ,cq présente une localisation d’Anderson et une
localisation dynamique sur I.

La preuve se fonde sur la positivité et les grandes déviations des exposants de Lyapounov.
Ce résultat a également été obtenu en 2021 par Zhu dans [64] avec des techniques légerement
différentes. Dans les deux cas, les démonstrations reposent sur le théoreme de Fiirstenberg
et des estimations de grandes déviations.

Il existe une connexion profonde entre les matrices CMV et les marches quantiques dé-
finies par une piece unique et un seul décalage, comme présenté dans [65, 66]. En effet, a
chaque marche quantique définie par une piece unique et un seul décalage, on associe un opé-
rateur CMV aléatoire comme expliqué dans [66, 34]. Cela permet de déduire des propriétés
spectrales et dynamiques de ces marches quantiques a partir de ’étude de I'opérateur CMV
aléatoire associé.

Le modele CMV a potentiel singulier aléatoire a également été étudié dans [34] en 2019 en
tant que proche parent du modele Anderson, pour lequel une nouvelle preuve de localisation
a également été donnée dans [34]. La preuve CMV dans [34] repose sur certains résultats
de [67]. Voir aussi [68], ou une preuve courte de la localisation d’Anderson pour une grande
classe d’opérateurs quasi-unidimensionnels avec des potentiels singuliers est présentée. Mais
cela ne semble pas applicable aux matrices CMV.

Récemment, Zhu dans son article [64], en conjonction avec divers travaux tels que [32,
33, 68, 53, 69], élabore un schéma général pour établir la localisation dans des contextes
unidimensionnels aléatoires et présente deux résultats principaux :

— I démontre Iexistence d’un ensemble 2 C S! qui contient au plus trois points, de sorte
que &, manifeste une localisation d’Anderson sur tout intervalle compact .# C S'\ 2.
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— 11 établit I'existence d'un ensemble 2 C S' qui contient au plus trois points, de sorte
que &,, manifeste une localisation dynamique sur tout intervalle compact .# C S'\ 2.

L’existence de tels ensembles d’énergies critiques est due au Théoreme de Fiirstenberg.

1.5.1.2 Les matrices CMV a valeurs matricielles

Une version matricielle des matrices de CMV a été étudiée en 2010 par [70] afin de
démontrer des versions locales et globales de théoremes d’'unicité de type Borg-Marchenko
pour les opérateurs CMV avec des coefficients de Verblunsky matriciels. Soit L € N et
supposons que a = {a;},ey est une suite de matrices L x L avec des coefficients complexes
telle que ||ay || < 1 et soit k, € Z.

On définit deux suites de matrices auto-adjointes positives de taille L :

Pk = IL_azak’ kEZ:

51(2 IL—akOLi, k eZ.

Soit S; une suite de matrices unitaires par bloc 2 x 2 a coefficients matriciels de taille L.

_a oY
S, = k Pr , keZ.
Pr a4

On définit les opérateurs unitaires V et W sur £2(Z)®C! par leurs représentations matricielles
dans la base standard de £?(Z) ® Ct par

SZk—Z SZk—l

SZk 52k+1

L’opérateur unitaire U sur £2(Z) ® Ct est défini par :

U=VW
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ou sous forme matricielle dans la base standard de ¢*(Z) ® Ct, par

0 —app_; —ao@’; —Po%  PoP1

U= PoP-1  Polt; —oga;  agP; 0
0 —QyP; —Ayd] —Py03 PoP3
O P2P1 P20 —azas azps O

Les matrices de transfert T(z, k),z € C\{0}, k € Z, sont définies par

5—1 5—1
Pr X 20

-1 -1 =1 %
Z Pr Pr X

, sik est impair,

T(z,k) =1 (1.1)
—1 % —1

play p
koK k , sik est pair.
~ 1

\ Py ﬁ;lak

Le théoreme d’unicité de type Borg-Marchenko a été formulé pour la premiere fois dans
le contexte des opérateurs de Schrédinger scalaire sur des demi-droites :

7 Les m-fonctions de Weyl-Titchmarsh associées a 'opérateur caractérisent de maniere
unique le potentiel.”
Ce résultat a été publié par Marchenko en 1950. Le traité approfondi de Marchenko sur la
théorie spectrale des opérateurs de Schrodinger unidimensionnels [71], répétant la preuve de
son théoreme d’unicité, est ensuite paru en 1952.

L’opérateur unitaire U sur £2(Z) ® CL, et plus précisément I'opérateur CMV sur demi-
réseau correspondant U, , dans 0%(N) ® Ck, est pertinent en raison de sa relation étroite
avec le probleme des moments trigonométriques et donc avec les mesures finies sur le cercle
unité S!. Cette relation offre une fenétre sur I'analyse spectrale des opérateurs unitaires et,
par extension, sur les propriétés des mesures associées.

Le cas ot les coefficients a; prennent des valeurs matricielles est nettement moins étudié
que celui ou ils sont scalaires. En particulier, il n’y a pas encore de résultats concernant la
localisation pour le modele CMV a valeurs matricielles, ce qui ouvre un champ de recherche
potentiel pour explorer comment les techniques et les résultats du cas scalaire peuvent étre
généralisés ou adaptés au contexte matriciel. Les questions concernant la nature du spectre,
la présence de phases de localisation ou de transport, et les propriétés dynamiques des états
quantiques dans ce contexte matriciel restent des sujets ouverts et intéressants pour les
recherches futures.

Une autre approche peut étre considérée est celle qui vient de la physique et précisément
des travaux de Hamza, Stolz, Joye et Ash. Nous verrons cela dans le chapitre suivant.
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1.5.2 Une approche par I’équation de Schrédinger

Dans cette section, nous nous pencherons sur les opérateurs unitaires, inspirés des opé-
rateurs auto-adjoints fréquemment utilisés en physique. Nous débuterons par une discréti-
sation de I’équation de Schrodinger, sur un anneau ou une bague métallique, en employant
les matrices de scattering. Cette approche nous conduit a la structure cing-diagonale obser-
vée dans les matrices CMV. Par la suite, nous présenterons le modele de Blatter-Browne,
suivi d'une généralisation en dimension supérieure avec le modele d’Anderson unitaire. En-
fin, nous introduirons un modele unitaire qui sonde 'effet quantique de Hall : le modele de
Chalker-Coddington.

1.5.2.1 Modele d’anneau Magnétique

Considérons un électron circulant dans un anneau métallique ou le champ magnétique
au centre de I'anneau varie avec le temps de maniere linéaire. Selon les lois de Maxwell, ce
flux induit une force électrique constante le long de I'anneau. Par conséquent, I’électron est
soumis a cette force ainsi qu’a la force provoquée par la structure métallique périodique de
I'anneau. On s’appuie dans cette section sur I'article de Joye [72].

Une question soulevée dans les références [73, 74, 75] est de savoir si, a long terme,
I’électron acquiert une énergie illimitée en raison de cette force constante, ou si les défauts
de la structure métallique de 'anneau limitent sa croissance énergétique.

Pour résoudre ce probleme, on fait certaines approximations et on considere un régime
particulier : on néglige la courbure et la largeur de I'anneau, et on suppose que la force
constante est de faible intensité. Cela permet de développer un modele périodique unidi-
mensionnel en utilisant la variable angulaire x € [0,27). L’hamiltonien correspondant est
donné par :

H(t)=(—id, —at)*+ V,(x), sur L*((0,2m]),

avec des conditions aux limites périodiques. Ici, le parametre a est considéré comme
petit et V, est une fonction réelle. L’évolution temporelle de 'hamiltonien se traduit par des
fonctions de bande périodiques E;(t) pour k € N. En raison de la lente variation temporelle de
I’hamiltonien, le théoreme adiabatique de la mécanique quantique stipule qu’une condition
initiale proportionnelle & un vecteur propre de H(0) évoluera, a tout moment ultérieur, vers
une solution appartenant a I’espace propre correspondant de H(t), a I'ordre principal en a.
Cette évolution ne subit qu'une phase qui dépend du potentiel V, au fil du temps.

L’opérateur d’évolution effectif est construit sur la base des considérations ci-dessus
comme suit : pendant la premiere moitié de la période, les deux niveaux avec les indices 2k
et 2k + 1,k > 0, présentent un croisement évité pendant cette période et évoluent indépen-
damment des autres, selon un certain processus de diffusion. Au cours de la demi-période sui-
vante, le méme scénario se déroule, sauf que I’ensemble des niveaux indépendants impliqués
dans un croisement évité porte les indices 2k — 1,2k, (sauf pour I’état fondamental). Pour
un ensemble donné de deux niveaux présentant un croisement évité, avec des indices k—1, k,
avec k > 1, le processus de diffusion est modélisé par une matrice unitaire 2 x 2 générale :

. ree % it ek
Sk = e_lek (12)

: —i ia,
itye " et
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Figure 1.1 — Reprise de [72]

avec
A5 Yies Gk S [O, 27T) et I, tk (S [O, 1], tel que T"f + ti =1.

Le coefficient t; donne I'amplitude de transition de Landau-Zener associée au croisement
évité et dépend uniquement de l’écart minimal affiché par les fonctions de bande et de
leur comportement local a cet endroit. Lorsque k = 0,5, est remplacé par une phase, s,.
L’opérateur d’évolution effectif sur une période, également appelé opérateur de monodromie,
prend la forme matricielle suivante sur [2(N) dans une base orthonormale de vecteurs propres
de H(0)

S1 So

S3 Sy
U=0U,U, ouU,= U, =
Ss S

Soit la base {e;};ey telle que H(0)e, = E(0)e, pour k € N. 1l est important de noter que
dans U,, les blocs 2 x 2 sont décalés d’un indice par rapport a ceux de U, le long de la
diagonale, et que s, représente un bloc 1x 1. Lorsque le potentiel périodique V, contient une
composante aléatoire due aux impuretés dans I'anneau métallique, la structure de U devient
5-diagonale. Dans ce contexte, toutes les matrices S, deviennent aléatoires, transformant
I'opérateur de monodromie en un opérateur unitaire aléatoire que nous notons U,, ou w
indique une certaine configuration des parametres aléatoires.

Il est souvent plus simple de considérer que l'opérateur U, agit sur [%(Z) plutot que
sur [2(N). Cela signifie que tous les indices k sont considérés comme des éléments de Z au
lieu de N, que Q = {’]I‘Z}, P = ®z V. Plusieurs de ces choix sont étudiés dans [76, 77]. Un
exemple important dans la physique est présenté dans la section suivante.
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1.5.2.2 Modeéle de Blatter Browne

Les travaux de blatter browne [74] étudient la dynamique des électrons dans une bague
métallique parcourue par un flux magnétique dépendant du temps.

L’ensemble BB est constitué de matrices infinies a deux cotés définies sur 12(Z), par rap-
port a la base canonique, en tant que produit de deux opérateurs, chacun étant une somme
directe infinie de matrices unitaires 2x 2, avec des représentations matricielles décalées d’une
unité.

On pose Pj ;117 = 1) (jl +|j +1){j + 11, les opérateurs de BB sont définis par

U=VW

ou V= Z Prokok+1152x Prok 2k, W= Z Progs1,2k+2152k+1 Pk 1,2k 2]
keZ kezZ

Dans [74] les matrices de scattering unitaires S, € U(2) sont donnée par :

—ia .
ree” k1t

S, =e % _ , avec
s [ 404
ity reeck

(re, ) €[0,177, 7‘,% + fi =1, (6, )€ (T)

Remarque 1.5.1. — Clette paramétrisation des matrices de transfert est équivalente a
celle donné dans 1.2. En effet il est démontré dans [61] qu’un changement approprié
des phases des vecteurs de base revient a fizer toutes les phases {yi}reny @ 2€70.

— Afin de distinguer entre 'opérateur semi-infini et ['opérateur infini, nous notons par
“opérateur de monodromue” le premier et BB ou Blatter Browne le second.

Ainsi, tous les opérateurs de Blatter Browne ont une structure de matrice infinie cing-
diagonales comme les CMV.

Les opérateurs de ce type sont étudiés dans [61]. Voir [76] pour une version aléatoire des
opérateurs BB et [78, 30] pour une généralisation aux opérateurs de scattering zippers qui
sont similaires et construits via des matrices de scattering de dimensions supérieures.

Dans [58](le Lemme 2.5) on trouve que n’importe quel opérateur unitaire peut étre
représenté par une somme directe de matrices BB d’un type particulier, ce qui fait des
matrices BB des matrices universelles.

Les matrices CMV (infinies) Ugyy sont définies comme des cas spéciaux des matrices BB
avec des matrices de scattering paramétrées par les coefficients de Verblunsky {a;} ., donnés

par
—r et 1—r A e /1 — re
Sk = = —1 ,

1—r?2 re iy/1—r2  re/zm

ot a; = rre. Cela correspond aux choix particuliers 6, = n/2 et v, = 7/2— ;. On
peut faire I'hypothese suivante : les amplitudes de transition entre les niveaux voisins sont
déterministes et prennent toutes la méme valeur, tandis que les phases des matrices de
diffusion sont aléatoires. Cette hypothese est certainement une simplification, mais elle rend



26 Chapitre 1. Introduction

également le probleme plus intéressant, dans le sens ou les transitions vers des niveaux
d’énergie supérieure et inférieure sont également probables; indépendamment de 1’énergie.
Par conséquent, les phases aléatoires jouent un role clé a travers leurs interférences. En 2009
Hamza, Joye et Stolz ont démontré la localisation dynamique par la méthode des moments
fractionnaires sous les hypotheses suivantes (voir [79, 58]) :

Hypothése A : Les coefficients (t;,r,) ont tous la méme valeur (t,r) €]0,1[?, pour
tout k > 0.
Les cas triviaux sont t =0, ou U,, est diagonal, et r = 0, ou le spectre absolument continu
de U, coincide avec le cercle unité S, voir [61].

Ensuite, nous supposons que le caractere aléatoire entre dans l'opérateur U, par le
biais de phases qui sont i.i.d. sur le cercle unitaire. Nous formalisons cela comme suit.
Soit (9, %,P) un espace de probabilité, ol Q est identifi¢ & TV, T = R/27Z le tore, et
P = ®enPs, ot P = v pour tout k € N et v est une mesure de probabilité fixée sur T, et F
est la tribu engendrée par les cylindres. Nous définissons un ensemble de variables aléatoires
sur (2, Z,P) comme suit :

O : 2> T, tel que 6° =cw,, keN.

Ces variables aléatoires {6}y sont donc i.i.d. sur T.
Hypothese B : Soit D,, = diag {e‘ieﬁo} dans la base {e;} oy Supposons que dv(t) = 7(0)d0,
ou 0 <t eL*([0,2n)).

On définit les opérateurs U, :

U, =D,U (1.3)
avec
(r re —t? \
—t 2 —rt
rt r*> rt —t?
U=
—t2 —tr r? —rt
rt r?

Le spectre de U(t) est donné par I'arc :
o (U(1)) =2(t) = {e : 9 € [—Aq, A9, Ao := arccos(r?*—t?)}

Le spectre est symétrique par rapport a I'axe réel et s’étend du point unique {1} pour t =0
et & S! ensemble du cercle unitaire pour t = 1. Le spectre est purement absolument continu
pour t > 0 (voir par exemple Proposition 6.1 dans [61]).

Théoréme 1.5.2 ([79)).
Sous les hypotheéses A et B. Soit t € (0,1) arbitraire et désignons par E [’espérance par
rapport a w. Alors, il existe a > 0,C < 00 tels que
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E[sup |(e; | U”wek>|] < Ce @K,

nez

Par conséquent, pour tout p >0, nous avons

2
n .
sug”Xprcp” < 00  presque surement,
ne

ou l'opérateur X est défini par Xe, = key, pour tout k € N. De plus, le spectre de U, est
purement ponctuel et les fonctions propres décroissantes exponentiellement.

C’est un résultat de localisation dynamique dans l'espace énergétique. Cela montre que
I’énergie de l'électron dans l'anneau métallique désordonné ne croit pas de maniere non
bornée avec le temps, malgré la force constante agissant sur lui. Cependant, notez qu’il
existe des circonstances différentes ou le spectre de U peut étre purement ponctuel, mais
'énergie peut croitre avec le temps [80].

Une version généralisée en dimension supérieure est discutée dans la section suivante.

1.5.2.3 Modéle d’Anderson unitaire

Dans cette section on introduit une version aléatoire en dimension supérieure, nommée
les opérateurs d’Anderson unitaires. Ces opérateurs sont des généralisations de modeles
physiques unidimensionnels de transport quantique et tirent leur nom de ’analogie avec le
modele Anderson discret de la physique de 1’état solide. Ils consistent en un produit d’un
opérateur unitaire déterministe et d’un opérateur unitaire aléatoire. Le modele d’Anderson
unitaire est un opérateur aléatoire unitaire agissant sur £ (Zd) de la forme :

Ud,w = DwUd

Un opérateur unitaire déterministe Uy sur [ (Zd), parfois appelé opérateur unitaire
"libre” ou "Laplacien unitaire” multidimensionnel, est définit suivant [79] ou [81] en considé-
rant [2(2%) comme ®;.1=1 [2(Z) de sorte que pour tout k € Z%, e, ~ e, ®...® ¢ .

Nous définissons U,(t) par
Uy(t) = ®;~1:1U(t),

ou U(t) est I'opérateur définit dans la fin de la section précédente 1.3 Le spectre de Uy(t)
est donné par :

o(Ug(t)) = {e : 9 € [—dAg,d Ao}

Dans le modele d’Anderson unitaire, le parametre t joue le role d’un parametre de désordre,
ou de petites valeurs de t correspondent a un grand désordre. Cela signifie que Uy, est
dominé par sa partie diagonale.

Pour la définition de la matrice de phase aléatoire D, on considere 1’espace de probabi-
lité (2, Z,P), ou Q = TZd(T =R/2nZ), F est la o-algebre engendrée par les cylindres de
Borel, et P = Qyeze¢ U4, OU 4 est une mesure de probabilité non triviale sur T.

Les {Qf}kezd sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées a
valeurs dans T, avec une distribution commune u.
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L’opérateur diagonal D,, dans > (Zd) est donné par :

_ —ib?
D, e, =¢e ke

La similitude avec le modele d’Anderson discret unidimensionnel est : 'opérateur uni-
taire U joue le role du laplacien discret invariant par translation A et la matrice diagonale
aléatoire invariant par les 2-translations D, est similaire a I’'opérateur potentiel aléatoire dia-
gonal V. La somme —A + V, est remplacée par le produit DU, car nous traitons avec des
opérateurs unitaires. Bien que U, # e {(A*%) cet opérateur peut étre considéré comme un
générateur efficace d’'une dynamique discrete d'une particule sur un réseau unidimensionnel.

La définition de D,, et la périodicité de U garantissent que 'opérateur Uy ,, est ergodique
par rapport au décalage de 2 dans Q. Uy, hérite également de la structure 5-diagonale de
I'opérateur original U. La théorie générale des opérateurs ergodiques, comme par exemple
présentée dans le chapitre V de [31] pour le cas auto-adjoint, s’applique également au cadre
unitaire. En particulier, dans [79] on montre I'existence du spectre presque sire de Uy ,,. Il
en va de méme pour les parties absolument continues, singulierement continues et le spectre
purement ponctuel. De plus, Hamza, Joye et Stolz, ont pu caractériser ¥ a I’aide du support
de u et du spectre de U(t);

Y =exp(—isupp u)o(U(t)) = {ei“ ra€[—dAg,dAy]— supp,u} .

avec
suppu := {a | u((a—e€,a+ €)) > 0 pour tout € > 0}.

L’égalité est démontrée par Joye dans [77] pour le modele unidimensionnel, mais I’argument
se généralise a une dimension quelconque d’apres Hamza, Joye et Stolz [79] : Leur principal
objectif était d’explorer différents états d'un systéme quantique dirigé par le propagateur
unitaire U, et d’identifier les régions ou ce systeme présente une localisation dynamique.
Pour établir cette localisation dynamique, Hamza, Joye et Stolz ont introduit des méthodes
basées sur les moments fractionnaires. Ces méthodes impliquent également une analyse
minutieuse des fonctions de Green, qui décrivent les corrélations spatiales du systeme quan-
tique. En utilisant ces techniques, ils ont démontré que la localisation dynamique pouvait
étre établie dans des régions spécifiques du spectre de U, et que la localisation dynamique
conduit souvent a une localisation spectrale.

1.5.2.4 Modéele de Chalker-Coddington (CC)

Le modele de Chalker-Coddington (CC), mis en avant par Chalker et Coddington, ex-
plore la transition quantique de Hall, un phénomene crucial dans la physique quantique. Ce
modele décrit le mouvement d’un électron dans un espace bidimensionnel (2D), soumis a
un champ magnétique perpendiculaire puissant et a un potentiel électrique aléatoire limité,
qui est supposé avoir des points fixes hyperboliques formant les nceuds d’un graphe.

Dans ce scénario, ’électron se déplace le long des arétes orientées d'un graphe, ou les
neeuds sont classés en deux catégories : "pairs” et "impairs”, avec des arétes reliant les noeuds
pairs aux nceuds impairs les plus proches et inversement.

L’opérateur U® définit plus bas décrit I’évolution instantanée de I’électron, avec les arétes
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étiquetées selon leurs points médians et orientées pour simuler le passage pres des points
fixes hyperboliques du potentiel. Ce passage est caractérisé par les matrices de diffusion S
associées aux noeuds pairs et impairs.

Pour formaliser cela, deux parametres r,t € [0,1] sont introduits, avec r? + t2 = 1,
représentant les coefficients de réflexion et de transition. On définit q = (q;,q,,q3) € T° ol
T =R/(27Z), et on pose une expression spécifique pour S(q) :

S(q):(ch‘h ()_)(t _r)(% 0)
0 qiq; rt 0 g5

§2(j — 1)+ 1,2(k+ 1))

8|2(j — 1) + 1,2k +1)
8|25 + 1,2k + 1)

527 +1,2Kk)

o=2(-1)+1+1/22k+1+1/2)
= (27 +1/2,2k+1/2)

€

N e . 27.)? ,
Le modele est caractérisé par I'espace des configurations Q = (11‘6)( ) , avec & étant la
o-algebre générée par les cylindres de Borel, et P = )57 A% ou A est la mesure de Haar
sur T.

On pose
(2], 2k) = (w,(2],2k), 0,(2j + 1,2k + 1))

ou
we(2]: 2k) = (wl(zjﬁ Zk): 602(2], 2k)7 (1)3(2], Zk))

ct
©,(2],2k) = (w4(2],2Kk), w5(2], 2k), we(2], 2k)).

Avec ces notations, une famille d’opérateurs unitaires {U®}, .o est introduite, agissant
sur £2(Z?), ot pour chaque w € Q, U® est défini par ses éléments

Uﬁ’n = <em | Uweﬂ>

pour (m,n) € Z*x Z? et (e,,),,cz2 Teprésente la base canonique de £2(Z?). On a U® =0 sauf
pour les blocs suivants pour tout j,k dans € Z :



30 Chapitre 1. Introduction

ue. . Ue. ;
S (we(zj, 2]{)) = (j]+1,2k),(2],2k) Ef]+1,2k),(2]+1,2k+1) , (14)
U(Zj,2k+l),(2j,2k) U(Zj,2k+1),(2j+1,2k+l)

S (wo(zj + 1’2]{ + 1)) = ( Ugj+2,2k+2),(2j+2,2k+1) Uéj+2,2k+2),(2j+1,2k+2) ) (1‘5)
U8j+1,2k+1),(2j+2,2k+1) Uéj+1,2k+1),(2j+1,2k+2)

Pour une interprétation physique complete de cette famille d’opérateurs unitaires, ap-
pelée le modele de Chalker-Coddington, nous renvoyons a [82]. En réécrivant cette famille
sous une famille d’opérateurs unitaire équivalents, on obtient des matrices du groupe de
Lorentz U(L, L). On associe a cette suite de matrices de transfert un groupe de Furstenberg
et les L les plus grands exposants de Lyapounov sont positifs.

Il est démontré dans [82] (Théoreme 6.1) que ces exposants de Lyapounov sont tous
distincts et strictement positifs. Ce résultat est obtenu en montrant que le groupe de Furs-
tenberg est égal au groupe de Lorentz complet U(L, L). Par connexité, il suffit de montrer
que les algebres de Lie sont égales. Cette reconstruction de l'algebre de Lie du groupe de
Lorentz a partir des matrices de transfert est tres proche de celle effectuée dans la prochaine
section sur le modele de Scattering zipper aléatoire. La construction de [82] a fortement
inspiré celle de [30].

En utilisant le résultat de stricte positivité des exposants de Lyapounov, la Méthode des
Moments Fractionnaires de maniere similaire a [79] et 'utilisation de la moyenne spectrale
(ce qui est I'une des raisons pour lesquelles 'aléatoire est donné par la mesure de Haar et
non une mesure singuliere), le résultat de localisation suivant est obtenu en 2012 dans [83] :

Théoreme 1.5.3.

Soit L € N et supposons que les coefficients de réflexion et de transmission vérifient rt # 0.
Soit ¢ 'angle tel que (t,r) = (cos(p),sin(y)). Alors, il existe p, > 0 tel que si |<,0 mod §| <
@Yo, le modele de Chalker-Coddington sur le cylindre présente une localisation dynamique
sur ’ensemble presque sur de son spectre.

Eloigné du contexte des polynomes orthogonaux et des matrices CMV, Darticle rédigé
par Joachim Asch, Olivier Bourget et Alain Joye, référencé sous [58], établit une connexion
intéressante avec le concept de marche quantique.

1.6 Marche Quantique (QW)

On introduit maintenant un modele important qui a un lien direct avec les matrices CMV
et I'opérateur BB.
L’ensemble QW des marches quantiques simples & une dimension agissant sur C*®[%(Z),

. . 2 2
est caractérisé comme suit : pour (aj,ﬁj) € C? tels que |a]-| + |[3’J| =1et m; €T, on pose :

C(J')=e_i"j( % =P
B, G

i G
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L’opérateur de la piece (coin operator) est donné par :

M= > c(i)elj)l.

jezd

Le déplacement (shift) prend la forme :

S=>1-1)(-1|®[j—1)(jl+ |+ 1)(+1| & |j + 1){jl.

€z
La marche quantique correspondante est désignée par :
Uow = SML

La dépendance vis-a-vis des parametres sera notée Ugw(a, 8,m). Nous notons d’abord que
la représentation matricielle de Ugw(a, 8,0) dans C?2®1%(Z) ~ 1*(Z) prend la forme d'une
matrice BB, dans une base appropriée.
Une marche quantique Uqyy(a, 3,0) est une matrice BB U(r, 0, v,y) avec des parametres
donnés ci-dessous, lorsqu’elle est exprimée dans la base définie par I: C2 ® [*(Z) — 1%(Z)
telle que :

I[[+1®k)=|2k), I|—1®k)=|2k+1).

Des calculs dans [58] conduisent a

IUQW(a’ ﬂ: 77)1_1 = U(r) 9; V, Y):

ou les parametres (r, 0, v,y) sont déterminés par les matrices de scattering.

01 . Ca;
S2j+1 Zi( ) et Sy; =—ie_“71'( g ! ) .
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La représentation matricielle de IUgw(at, B,m)I" est donnée par :

UQW(a: ﬂ: 77) =

[

e_”]—l d—l
0
O e_lnoﬂo e_lnodo
—e N /3_1 0 0

0 0

e_an aO _e—”)oﬂo

\

e~im By

e May

._}

Inversement, a toute matrice BB correspond un opérateur de marche quantique explicite

qui représente la matrice BB. L’argument repose sur une symétrie de parité que possedent

les marches quantiques simples.

simple sur C? ® [2(Z), modulo la multiplicité.

de celles de l'opérateur QW correspondant, puisque

n

O -1
W™, VYneZ
o U

2n __
UQW_W(

Comme (—1) = e*™_on a pour le spectre :

o (U(r,8,v,v))=0c(U(r,0,v,0)) et

Toute matrice BB, et donc toute matrice CMV, peut étre décrite par un opérateur QW.

D’apres [58] tout opérateur cyclique unitaire peut étre représenté par une marche quantique

Toutes les propriétés de propagation de la matrice BB sont facilement obtenues a partir

o(U(r,0,v,7))=0 (Uéw (re',it, {0 +j77:})).

Voir [84, 85] pour plus de propriétés spectrales en dimension supérieure.

Maintenant on présente le modele principale de cette these.
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1.7 Scattering Zippers aléatoires

Un 7scattering zipper” est un systeme qui est apparu en 2011, formé en enchainant
des événements de diffusion, chacun ayant un nombre fixe et pair de canaux de sortie et
d’entrée. Pour chaque élément de diffusion et pour tous les éléments pris individuellement

)
le nombre de canaux de sortie est égal au nombre de canaux d’entrée. Plus précisément,
un “scattering zipper” est décrit par une suite (S,),c; de matrices de diffusion dans le sous-

ensemble U(2L),,, du groupe unitaire U(2L). Ce sous-ensemble est défini par

U(2L),,, = {S(a,U,V) € U2L) | a*a < I, et U,V € U(L)}

a p(a)U
Vp(a) —Va'U

L’opérateur de "scattering zipper” U associé & la suite (S,), .o, agit sur I'espace £2 (Z)® C*

ot S(a, U, V) = ( ) avee p(a) = (I, — aa®)? et pla) = (I, — a*a)?.

et est défini comme suit :

U=VW

ol les opérateurs unitaires V et W agissent respectivement sur £2(Z) ® C* selon les regles

suivantes :

ou s, est U'opérateur de translation défini par

st P(Z)eC - (*(z)eCh

(Vn)nEZ = (Vn+1)neZ .

En utilisant la factorisation des matrices CMV, le modele de scattering zipper peut étre
considéré comme une variante des matrices CMV avec des coefficients matriciels.

Une version aléatoire est introduite en 2015 dans [30], définie comme suit : soit , =
U(L) xU(L) et 9B, la tribu borélienne sur U(L) x U(L). Soit P, = v, ® v, ou v, est la mesure

de Haar sur U(L). L’espace de probabilité est alors défini comme suit :

(Q, B,P) = (@ Qp,(X) B, ®PO) .

nez nez nez
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Puis on note :

YVoeQetnez, w,=U,(w),V,(w)) € Q.

Soit (a,),e; une suite de matrices dans #;(C) indépendantes de w, telles que, pour
tout n € Z, &’ a,, <Ij. Alors, pour tout n € Z, S, (w) = S (a,, U,(w), V,(w)) € U(2L);,,, ot la
suite ((U,(w), V,(w))),c; est une suite de variables aléatoires i.i.d sur I'espace de probabilité
(R0, By, Py). La famille d’opérateurs {U,},,cq est appelé "scattering zipper”. Nous donnons
plus de détails sur le modele dans la section suivante et nous présentons les derniers résultats

obtenu sur 'ergodicité et le spectre presque str de l'opérateur.



Chapitre 2

Le modele de Scattering Zipper

Dans ce chapitre, nous débuterons par la présentation de la premiere version détermi-
niste des scattering zippers, une innovation de Laurent Marin et Hermann Schulz-Baldes
[78]. Ensuite, nous introduirons le premier modele aléatoire développé par Hakim Boumaza
et Laurent Marin [30], en exposant leurs contributions a la théorie spectrale de ce modele.
Ils ont démontré I'existence d'un spectre presque sir, en s’appuyant sur un argument d’er-
godicité. Nous conclurons par la présentation d’une version aléatoire plus restreinte, mais

qui s’avere étre mieux adaptée a I’analyse de la localisation dynamique.

2.1 Scattering Zippers déterministes

Le systeme de Scattering zipper est obtenu en concaténant des événements de diffusion
avec un nombre pair de canaux d’entrée et de sortie, contrairement au modele de Chalker-
Coddington qui ne considere que deux canaux d’entrée et deux canaux de sortie.

Notre modele est décrit par une suite (S,,),ez de matrices de scattering dans le groupe des
matrices unitaires U(2L) et deux matrices U et V de taille L, pour modéliser les bords dans
le cas fini. Dans le cas infini, il n’y a pas de bords donc il n’est pas nécessaire d’introduire U

et V. Soit L un entier supérieur & 1. Le Scattering Zipper est donné par (S,)nez, une famille

(SR
U(2L),, = € U(2L); B inversible
y O

L’opérateur de Scattering zipper agit sur [*(Z) ® Ct et est défini par :

de matrices dans

U=VW

35
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avec

Les blocs de taille 2L x 2L de V sont décalés par L par rapport a ceux de W.
Soit z € C et ® € £3(Z)®CL vérifiant U = z®. Si on pose ¥ = W donc V¥ = z®, on obtient

& = z7'VW¥. Autrement dit,dans le formalisme des matrices de scattering (ou S-matrices) on

)=o) () ) ()0
=S , =z S, =zS, . (2.1)
v o, o, v, o, v,

cela donne le diagramme suivant :

8,
= Ss

v W
215, TS 27185

Proposition 2.1.1.

Avec les notations présentées précédemment,

1. on a légalité :

Uu2L);,, = {(a g),/} inversible} ={S(a,U,V),aa* <1 et U,V eU(L)}
Y

avec
1
a (1—aa*)fU)

S(a,U,V) = !
V(l—a*a)? —Va*U

2. On a les équivalences :

BeGL(C) < y€GL,(C) < aa*<1 < 66" <1
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Démonstration. 1. On va commencer par le deuxiéme point. Soit S € U(2L);,,, donc
a p
S§*S =8S8*=1d. On pose S = .
Yy O

a. Calculons S* :
a U V. alU, + LU. V.
< Su,v>=( p ' s ' Yar = { 1+ L, s ' )or
=(aU; + BUy, V) + (YU, +0U,, Vo) = (Uy, a*Vy + v* Vo) + (Uy, B*V + 17 Vo),
iy U, at Y\ (W )
u,) \p* &)\,
a* *
Ainsi §* = Y .
[3* 5*

On obtient deux systemes d’équations :

S*S = 1d donne

a'a+yy=1 (2.2)
pfa+0o*y=0 (2.3)
B*p+6"6=1 (2.4)
a'B+y6=0 (2.5)
S§S* =1d donne
aad*+pBp =1 (2.6)
ay*+p6"=0 (2.7)
Yy + 60" = (2.8)
ya*+6B* =0 (2.9)

b. Maintenant on va montrer la premiere équivalence # € GL,(C) < y € GL,(C)

On suppose B inversible.
Donc par (2.3) on a :
a=—p*5%y.

On injecte la derniere relation dans (2.2). On obtient :

(—a*/j*_15* + Y*)Y =1.
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D’ou l'inverse a gauche. D’autre part par (2.7)
5 =—ya*p* .
On injecte la derniere relation dans (2.6) et on obtient :
1y —ap 5 =1.

Ainsi y est inversible. De la méme maniere on montre le sens réciproque et on

trouve f € GL,(C) < y € GL,(C).

c. Montrons la deuxieme équivalence v € GL,;(C) < aa* < 1.
Pour le sens direct il suffit de remarquer que yy* est auto-adjoint et yy* > 0. Or
par 'hypothese de y est inversible, on trouve que yy* > 0. Ainsi, par (2.2) on
trouve que aa* < 1.
Réciproquement, aa* <1 = yy*>0
= (yr*uw,u) >0,Yu #0
= (yu,yu) >0,Yu#0
= ||yul| > 0, Yu # 0.
Donc yu =0 <> u=0. Ainsi Kery =0 et y est inversible.

d. De la méme de facon on montre I’équivalence # € GL(C) <= 66" < 1.

D’ou les équivalences.

2. Montrons le premier point. Comme 3* est inversible, il existe une unique décomposition

polaire et on pose, pour U unitaire,
pr=U(BB)? = UL —aa’)>.

De méme on montre que
y=V(1-— aa*)%.
D’autre part,

S=—ya'pl=—vV(Q1- a*a)%a*(l — o¢o¢*)771 U.

Or l'application z — (1 —z)% est continue sur {|z| < 1} donc on peut I'étendre a

{M e #,(C); MM* < 1} (voir [78]) .
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De plus (1 —Z)% = _,¢2z" On trouve donc :

1- a*a)%a* = ch(a*a)” = Z c,a’(aa™)' =a*(1— aa*)%. (2.10)

nez nez

Ainsi 6 =—-Va*U.

Pour simplifier I’écriture on pose :

S(a,U,V):( ¢ p(a)U)

Vp(a) —Va'U

avec p(a) =(1 —aa*)% et p(a)=(1-— a*a)%. Dans le reste on note p et p au lieu de p(a)

et p(a) sauf mention du contraire.

2.2 Scattering Zippers aléatoires

Dans cette section, on va se baser sur 'article [30] de Boumaza et Marin. Soit Q, =
U(L) x U(L), A, la tribu borelienne sur Q, = U(L) x U(L) pour la topologie usuelle sur
le groupe de Lie et Py = v® v avec v la mesure de Haar sur U(L). On définit 'espace de
probabilité :

(Q, B,P) = ()", ®nez Bos ®pezPo)

Pour w € Q et n € Z, on note w, = (U,(w), V,(w)) € Q.
Soit (a,)nez une suite de matrices dans ., (C) telle que pour tout n€ Z, a’a,, < 1.
On considere la matrice unitaire S,(w) € U(2L);,, définie par :

Sp(w) = S(a,, Up(w), Vo (w)).

Comme dans le modele déterministe on définit les opérateurs V,, W, et U, =V W, associés

a la suite (S,(w))pez-

Remarque 2.2.1.
La suite (w,),ey €St une suite de matrices aléatoires indépendantes identiquement distri-
buées, par contre la suite (S,(w))nez €St une suite de matrices aléatoires indépendantes

mais pas nécessairement identiquement distribuées car elle dépend de la suite (a,),ez-
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Définition 2.2.1.
On appelle Scattering Zipper aléatoire associé a la suite (S, (w)) ez la famille d’opéra-
teurs aléatoires {U,}cq-

La suite (a,)ney est appelée la suite de Verblunsky associée a {U,}.
Pour étudier les propriétés spectrales de Scattering Zipper aléatoire, on a besoin de
I'ergodicité. Pour assurer 1'ergodicité on va faire une hypothese :
La suite de Verblunsky est constante non nulle, a, = a,Vn € Z.

Cette hypothese va donner de plus le caractere i.i.d de la suite (S,(w)),ez €t par la suite
pour les matrices de transfert qui est essentiel pour le reste. Il existe un ensemble & C S* tel
que ¥ =0o(U,), P-presque surement. X est appelé le spectre presque-sir de {U,} ,cq-

De méme, il existe des ensembles 3, &, et ¥, fermés de S! tels que :

pp»

pr = Gpp(Uw): 2:ac = oac(Uw) et Zsc = Gsc(Uw)-

2.3 Matrices de transfert et exposants de Lyapounov

Les matrices de transfert

Un des ingrédients nécessaires pour étudier le comportement asymptotique des fonctions

v \Ijn+1
matrices de scattering de U,,,(2L) dans le groupe U(L, L).

d P
d’onde de U, est une relation entre ( n) et ( HH). On définit une transformation ¢ des

Définition 2.3.1.
Le groupe de Lorentz U(L, L) est défini comme l’ensemble des matrices de taille 2L x 2L qui

préservent & par l'action de conjugaison. Nous définissons & comme suit :

I 0
e=" :
O _IL
Pour toute matrice M € U(L, L), elle vérifie I’égalité :

MY2M=%.
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On introduit ensuite une transformation ¢ définie pour les matrices de scattering de
U,,.(2L) dans le groupe de Lorentz U(L,L). Cette transformation préserve également la

matrice de Lorentz Z.

Proposition 2.3.1.
L’application :
¢ UQRL),, — U(L,L)

a f y—6f7'a 6B~
y o e P

est une bijection et pour tout {,{’,n et n’ dans Ct on a l’équivalence :
/
S g/ = TI/ <= ¢(S) ¢ = "f)/ (2.11)
4 U U ¢

@ est bien définie car B est inversible. On vérifie avec des calculs simples que ¢ a pour

Démonstration.

ensemble d’arrivée U(L, L) i.e :

Sy ZLe(S)=<«£.

De plus, ¢ est inversible et d’inverse donné par :

ffa b)) [ —dlc¢ a
’ c d]] \a=bd2c bd

cela donne I’équivalence. Puis

o(e)-()= (2 ) 6)- )
“)-()

On peut voir la derniere équivalence en regardant ces figures .

Corollaire 2.3.1.

On a l’équivalence entre :
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e
&
<
i
g

HH

Figure 2.1

1. U, 2=2% et U=W,_.

2. Vn€Z on a:

(\P) = (27" Spn(w)) (q’)
¢2n \IIZn—l
d,,, 0,

( o 1) = 90(52n+1(w))( 2 )
\P2n+1 (I>2n

Ce dernier corollaire nous donne les relations suivantes :

2n 0

Pon -1 -1 P
Vnez, ( ) = (27 S (@))p(Szn1(w)) ... p(z7 Sa(w)) (S (w)) (\IJ) (2.12)

et

\P2n+1 -1 -1 \Ijl
Vn e Z, ( ) = @(San1 (@)@ (27 Sg(w) ... p(Ss(@))p(27 Sy(w)) (q)) (2.13)

2n+1 1

La premiere impression qu’on obtient en regardant le corollaire est que les matrices de

transfert vont étre définies de cette facon :

I ()= { 0(z7!S,(w)) sinest paire.

¢(S,(w)) sinestimpaire.

Mais avec cette définition on va perdre le caractere “identiquement distribuée” qui nous

donne 'existence des exposants de Lyapounov. On procede autrement alors. Pour w € Q,n €
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Z et z € C, On pose

T(z, @) 1= ¢(27 Syn(@)). (S 1 (@)
. 2T Vo pt —Vyatp VonotD ' Vo
_(—U;“np‘la U0 )(—U;‘n_lp‘la Uppap™ )
[ Ven(w) O 2o —p et (Vo (w) 0 pt —pla
_( 0 Uzn(w)*) (—aﬁ—l zp”! )( 0 U2n_1(w)*) (—aﬁ—l pt
Définition 2.3.2.

Soit z€ C, n€Z et w € Q. On appelle la n-iéme matrice de transfert associée a

Vopérateur U,, la matrice T,(2,w).

On remarque ici que le matrices de transfert sont dans U(L, L) que lorsque 2z est dans le
cercle unité.
Avec cette définition, on a donné une suite i.i.d de matrices de transfert ce qui va nous

permettre de définir les exposants de Lyapounov.

2.4 Le Scattering Zipper avec le nouvel aléa

2.4.1 Premiere approche

En explorant les approches faisant appel aux opérateurs de CMV et a l'équation de
Schrodinger aléatoire, il semble approprié de développer une méthode qui tire avantage de
ces deux cadres théoriques. Au lieu de générer deux suites indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.), (U,())nez €t (V(w))nez dans U(L) suivant la mesure de Haar, on va
decomposer en faisant apparaitre un facteur appartient simultanément a U(L) et H;(C) —
c’est-a-dire, I’ensemble des matrices qui sont a la fois unitaires et hermitiennes. La premiere

initiative se concrétise par la réalisation des étapes suivantes :

— Tirage d’une suite (INJ;‘))HEZ de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur
U(L)NH,(C).
— Tirage d’une suite (\Z{”)nez de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur

U(L) NH,(C).

— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d suivant la loi uniforme a valeurs dans

[0,27], on les note (8 )nez, - - -» (0,7 Inez-
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— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans [0,27], on les note
(©7 nezs -+ -5 (O} Dnez-
Avec ces tirages, nous définissons les phases unitaires (U, (w)),ez €t (V,(w)), ez de la maniere

suivante. Pour tout n dans Z et tout w € Q :

e 0 0
0 e 0o |- e
U,(w)= U® =eU®
0 0 e©ns

avec @ = diag{(@r‘l‘fl), ceeh (@;‘jL)}. On pose de la meéme facon :

eier?,)l 0 e 0
_ 0 el ... 0 o
Vi(w)=Ve| o | =vee.
0 0 elont

avec 02 =diag{(0,..., 9&)}

n,1°

Sous cette nouvelle paramétrisation, (U,(w)),ez €t (V,(w)),ez sont deux suites i.i.d. de

variables aléatoires suivant la loi :

U ® Ay ®Asr... ® Aoy

v
L—fois

ou
1. py est la "mesure de Haar” sur ’ensemble des matrices unitaires U(L) N H,(C).
2. Ay, est la mesure de Lebesgue sur [0,27].

Dans cette partie on va explorer I'ensemble des matrices unitaires et hermitiennes (auto-
adjointe) au méme temps, on commence par donner la définition puis on va essayer de

trouver une mesure sur cet ensemble.

2.4.1.1 Définition

L’intersection entre ces deux groupes consiste en des matrices qui sont a la fois unitaires et
auto-adjointes. Une telle matrice doit satisfaire a la fois U = U* et UU* = I. Cela implique

que U? = I, ce qui signifie que ces matrices sont des matrices d’involution (leur propre



2.4. Le Scattering Zipper avec le nouvel aléa 45

inverse). Elles ont des valeurs propres qui sont nécessairement 1 ou —1, car pour une valeur
propre A de U, nous avons U?v = A%v = v, ce qui implique A? = 1.

D’autre part, puisque U est hermitienne, elle peut étre diagonalisée par une matrice
unitaire V, telle que :

U=VDV*

ou D est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de U. Dans ce cas, D contiendra
uniquement des 1 et des —1 sur sa diagonale, correspondant aux valeurs propres de U.

On a besoin de définir une mesure sur U(L) N H;(C). La premiere intuition est de
construire un groupe localement compact afin de considerer la mesure de Haar sur ce groupe.

Bien que les matrices unitaires et hermitiennes forment des ensembles qui sont des
groupes sous certaines opérations (par exemple, les matrices unitaires sous la multiplica-
tion et les matrices hermitiennes pour I'addition), I'intersection de ces ensembles ne forme
pas un groupe en raison principalement de I’absence de fermeture sous la multiplication
matricielle.

Pourquoi U(L) N H;(C) munit de la multiplication usuelle n’est pas un groupe? car
la multiplication de deux matrices hermitiennes A et B peut ne pas donner une matrice
hermitienne :

SiA,Be€ H,(C), alors AB ¢ H,;(C)

car (AB)* = B*A* = BA# AB si A et B ne commutent pas.

Il n’est donc pas possible de définir directement une mesure de Haar sur U(L) N H,;(C)
en utilisant la structure de groupe. Nous allons procéder de maniere différente :
Au lieu de tirer des matrices dans U(L) N H;(C), on tire des couples (U, (£1,...,£1)) dans
U(L) x {—1,1}". On consideére ensuite la mesure de Haar sur le produit U(L) x {—1,1}" par :

Haar(U(L)) ® Haar({—1,1}")
ou plus généralement,
Haar(U(L)) ® (B(p))®" avec B(p) est la loi de Bernoulli de parametre p.

On prend p = % pour retrouver la mesure de Haar sur {—1,1}%.

Définition 2.4.1 (Nouvel aléa).

Nous procédons comme suit :
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— Tirage d’une suite {([7r‘1*’,dn)}nGZ de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme

sur U(L) x {—1,1}".

— Tirage d’une suite {(Vnw’dr/l)}nez de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme

sur U(L) x {—1,1}".

— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d suivant la loi uniforme sur [0,27], on

les note (8 Jnez> - - > (05 Inez-

— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur [0,27], on

les note (©) Inezs - - -» (O Inez-

Avec ces tirages, nous définissons les phases unitaires (U,(w)) ez €t (V,(w)),ez de la maniére

swvante, pour tout n dans Z :
Up(w) = e TD(U*)".
Avec

— 0¢ = diag{®?,,...,0¢}; (02,,...,0°,) € [0,2n]".

n,1’° n,1’°

— Dy = diag{d,} = diag{d,,,...,d,}.
o f]'r‘l*’ e U(L).

Notons que ﬁrj”D,j’(INJ;‘))* est dans U(L)NH(L) et U,(w) = eie?ﬁ;"Dr‘l"(ﬁr‘f’)* est dans U(L).

On définit de la méme facon :
V() =VeD'(Ve)yel,
Pour cette nouvelle paramétrisation, on pose
Qo = (U(L) x {—1,1}* x[0,27]") x ([0,27]* x U(L) x {—1,1}").
munit de :
Po (Haar(U(L)) ® Haar({—1, 11" ® (Lebyg 25" )®((Lebjg2:)®" ® Haar(U(L)) x Haar({—1,1})").

Le tirage des (lN]r‘l",dn, @r‘l"j, \7;", dr/w Grf’j) se fait d’une facon deux a deux indépendante

dans (Q,,Py).
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2.4.2 Seconde approche

Nous pouvons également définir une autre mesure sur un sous-ensemble de H; (C)NU(L) :
S*:={UDU*; Ue€ U(L) et D=diag(*1,...,£1)}.

Avec une convention spécifique pour la matrice diagonale D : commencer par des +1, suivi
de -1, ce qui équivaut a effectuer un changement de base. Ensuite, nous définissons une

relation d’équivalence sur U(L) :
U =V ¢’il existe D diagonale; UDU* = VDV™.

Avec cette relation d’équivalence, on peut noter pour U et V appartenant a la méme classe

d’équivalence :
UDU*=VDV* < DU*=U"VDV* < DU'V =U*VD.

Ceci équivaut a dire que U*V commute avec D. Soit M une matrice unitaire telle que
MD = DM. Compte tenu de la structure par blocs de D, il s’ensuit que M doit également

présenter une structure par blocs, et pour

D =diag{1,...,1,—1,...,—1},
foi b foi
a 1o1s 01Ss

On déduit que
M e U(a)® U(D).

Ce raisonnement nous autorise a exprimer, par passage au quotient :

= U Te v~ Y.t o
a+b=L a+b=L
On introduit ensuite une nouvelle mesure u* sur S*, définie par passage au quotient de la
mesure de Haar sur U(L).
En procédant a la définition d’'une mesure sur des ensembles spécifiques via le passage
au quotient, et en établissant ensuite une mesure dérivée sur S* par rapport a la mesure
de Haar sur U(L), notre approche évoque les principes sous-jacents a la construction des

espaces LP en analyse fonctionnelle.
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Définition 2.4.2 (Nouvel aléa’).

Nous procédons comme suit :
— Tirage d’une suite (U®) ez dans S* de variables aléatoires i.i.d. suivant la mesure p*.
— Tirage d’une suite ans e variables aléatoires i.i.d. suivant la mesure U™ .
T d’ te (V@) nez dans ST d bles aléat d tl *

— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d suivant la loi uniforme a valeurs dans

[0,27], on les note (0 )nezs - -5 (05 Inez-
— Tirage de L suites de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans [0,27], on les note
G W (-
Avec ces tirages, nous définissons les phases unitaires (U,(w)) ez €t (V,(w)),ez de la maniére
sutvante, pour tout n dans Z :
U (w)=e®" I:J,;”
Avec
— ©) =diag{®y,,...,07 }; et (07,,...,07 ) € [0,27]".
— U es™,
On définit de la méme facon :

V. (w)= \7n°’ 6y,

Pour cette nouvelle paramétrisation, (U,(w),V,(w)) sont un couple de variables aléatoires

dans

Qo= (ST x (SH)) x (SN x §*).

munit de :
(Haa7(5+) ® (Haar(Sl)®L) ® ((Haar(Sl)®L ® Haa7(5+)) .

Voici une liste des résultats ou il est nécessaire d’utiliser le nouvel aléa, sous I'une de nos
deux approches, pour établir les preuves.

1. Théoreme 4.3.1.

2. Lemme 4.4.3.

3. Théoréme 5.1.1.



Chapitre 3

Les exposants de Lyapounov

Sommaire

3.1 Imtroduction........... .00
3.2 Les exposants de Lyapounov .. ....................
3.3 La positivité des exposants de Lyapounov sur S* .........
3.4 Continuité et positivité des exposants de Lyapounov loin de S!
3.4.1 La continuité des exposants de Lyapounov . . .. ... ..
3.4.2 La stricte positivité des exposants de Lyapounov . . . . .

3.5 La décroissance exponentielle des matrices de transfert ... ..

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous appuierons sur le contenu du chapitre précédent et emploie-

rons la structure des matrices de transfert pour définir les exposants de

démontrerons ensuite leur positivité sur le cerle unité, en s’appuyant sur les propriétés de
p-contractivité et de L,-fortement irréductibilité du groupe de Furstenberg, une preuve déja
établie par Hakim Boumaza et Laurent Marin en 2015 [30]. Dans la seconde partie, nous
nous efforcerons de prouver la continuité loin de S!, afin d’offrir une définition de la résol-
vante qui, par définition, est établie en dehors du spectre. Pour ce faire, nous démontrerons
d’abord la continuité sur une couronne entourant le spectre, puis nous exploiterons ce résul-

tat de continuité en le combinant avec le précédent résultat sur la positivité pour attester

de la positivité sur une plus petite couronne mais contient également S!.

49

Lyapounov. Nous
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L ,-forte irréductibilité et p-contractivité

Dans cette sous-section, nous présenterons deux définitions pour démontrer la positivité
des exposants de Lyapounov. Mais avant cela, nous aborderons ici les concepts de puissances
extérieures, essentiels pour la définition ultérieure des exposants de Lyapounov.

Nous nous appuyons sur les définitions proposées dans [41, 86], tout en les adaptant au

contexte complexe.

Définition 3.1.1 (p-iéme puissance extérieure de C*).

Pourp € {1,...,L}, APC! désigne I’espace vectoriel constitué de formes p-linéaires alternées
sur le dual de C*, (C*)*. Cet espace vectoriel est nommé la p-iéme puissance extérieure de
Ct. Pour des vecteurs u,,...,u, dans C" et des formes fy,...,f, dans (C")*, nous définis-

sons !

(s A AU )(frs -5 fp) = det((fi(w)), )

Chaque vecteur de la forme u; A ... Au, est dit un p-vecteur décomposable. Ces p-vecteurs

décomposables permettent d’établir une base pour APCE.

Nous introduisons un produit scalaire sur A’CE. Pour deux ensembles de vecteurs (uj, ..., u,)

et (vy,...,v,) de Ck, le produit scalaire des p-vecteurs décomposables est défini par :
(up Ao Ay, vy Ao AY,) = det(((ug, vi)); ;)

ol {.,.) est le produit scalaire standard sur Ct. La norme associée est notée || - ||.

Il reste & expliciter l'action d’un élément de GL,;(C) sur APCt. Si M € GL,(C), nous
définissons un automorphisme APM de APC! pour les p-vecteurs décomposables comme
suit :

(ANPM)(uy A ... Au,) = Muy A... AMu,
Cette définition assure la propriété de multiplicativité : AP(MN) = (APM)(APN).
La norme de I'automorphisme A’ M, induite par la norme ||-|| sur APCE, est définie par :

| AP M| = sup{[[(A"M)v]| : v € APC, Iv]| = 1}.

Définition 3.1.2 (La sous-variété p-lagrangienne de C?L).
Soit (e, ...,ey) la base canonique de C*. Pour p €{1,...,L}, L, est la sous-variété p-

lagrangienne de C*", le sous-espace de APC*" engendré par {Me, A...AMe,|M € Sp;(C)}.
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ot Sp; (C) est le groupe symplectique définit dans la section 3.3.2.

Définition 3.1.3 (L,-forte irréductibilité et p-contractivité).
Soit L>1.

1. Soit T wune partie de Sp;(C) et p un élément de {1,...,2L}. Soit L, la sous variété
p-lagrangienne de C*. On dit que T est L,-fortement irréductible s’il n’existe pas

d’union finie U de sous-espaces stricts de L, tel que /\pM(U) = U pour tout M € T .

2. Soient I une partie de GL; (C) et p un entier dans {1,...,L —1}. On dit que T est
p-contractant s’il existe une suite (M,)eny dans T tel que la limite suivante existe

et soit une matrice de rang 1 :
NP M,

lim ————.
n=0o || AP M|

3.2 Les exposants de Lyapounov

Pour un systeme aléatoire donné, on mesure la vitesse a laquelle les perturbations aug-
mentent ou diminuent en utilisant des indicateurs statistiques tels que la variance ou la
moyenne de la perturbation. Les exposants de Lyapounov sont définis comme les taux de
croissance ou de décroissance de ces indicateurs statistiques. Si ces taux sont positifs, cela
signifie que les perturbations augmentent avec le temps, ce qui indique que le systéeme est
instable, ce qui augmente la chance d’avoir la localisation puisque il y aura plus d’interfé-
rences. Si les taux sont négatifs, cela signifie que les perturbations diminuent avec le temps,
ce qui indique que le systeme est stable ce qui peut entrainer la délocalisation. En général,
les exposants de Lyapounov dans un systeme dynamique permettent de décrire le compor-
tement asymptotique d’une suite de matrices aléatoires afin de comprendre la dynamique
associée a cette suite. Ceux-ci caractérisent aussi le spectre absolument continu d’un opéra-
teur aléatoire, d’apres la théorie de Kotani [87].

Dans le cas d'un systeme dynamique aléatoire, ces exposants peuvent étre définis de dif-
férentes manieres, la plus courante est celle introduite par Furstenberg en 1985 pour des

matrices (A?),ez dans GLy(K) donnée par :
- 1
> i = lim =E(log|| A (A%, ...A)I])
l:1 n—)OOn

ot AP est la p-ieme puissance extérieure de la matrice A® | ...A (voir [88]).

Dans ce travail on va utiliser la définition qui s’appuie sur le théoreme ergodique multiplicatif
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d’Oseledets (voir [[89], théoreme 3.4.1 page 134]) qui marche dans un cadre plus général, et

qui fait appel a un cocycle.

Définition 3.2.1.
Un cocycle sur un systeme dynamique (Q, B,P,(0,),e;) est une application

®:Qx [ — K" vérifiant :
— ®(w,0)=1I,, YV weq.
— ®(w,n+p)=3(0,(w),n)0d(w,p), Y weQ, V(p,n)el?
Soit Q = (2,)%, % la tribu produit et P = (P,)®%, pour w € Q et n € Z, on note

w, = (Un(w)z Vn(w)) € QO'

On définit la transformation de 2-décalage 7, : Q+— Q par :
Yoe,VneZ,(1,(w)), = W,

T, est ergodique sur (Q, 4,P).
On commence par construire le cocycle engendré par les matrices de transfert T(z, 75(w)) =

T, (2, ) : on pose ® le cocycle sur le systeme dynamique (2, 98, P, (77),cz) défini pour tout
z et w par

T(z, 70 Y (w))...T(z, w) sin>0

(P(Z)wﬁn): IZL Si TlZO

T(z, 73 (w)) ... T(z,7,(0))™" sin<0

Par les relations (2.12) et (2.13) on remarque que pour z € S! et w € Q, le comportement

asymptotique de la fonction d’onde associée a la valeur propre z est le méme que celui de la

suite ||(®(z, w,n)),ezll, pour nimporte quelle norme sur M, (C).

Proposition 3.2.1.

Soit z € S'. Pour P-presque tout w €Q on a :

1. Les deux limites
U(z,w):= lim (®(z, w,n)*®(z, w,n)*" = lim (®(z, w,n))d(z, w,n))"*"
n—-+00 n—-—00

existent.

2. Soit 0 < Ay (2, w) < ... < A(z,w) les différentes valeurs propres de W(z,w). Alors il

existe Ai(2) = 0 tel que A (2, w) = A (2), pour P-presque tout w € Q.
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Démonstration.

Selon [[89],remarque 3.4.10] on peut appliquer le théoréeme d’Oseledets dans C* au lieu de
R2L,

Pour le premier point, c’est une application directe du théoreme ergodique multiplicatif
d’Oseledets [[89], Théoreme 3.4.11] sur le cocycle ®.

Le deuxieme point, c’est une application du méme théoreme en utilisant 'ergodicité du

systeme dynamique (2, B, P, (7]),ez)- ]

On appelle Q; ., un sous ensemble de Q tel que :
— P(Qyq) = 1.

— Yw e Y(z, w) existe.

Lyap>

— Vo €Qpyqp, Yk €{1,...2L}; L1 (2, ) = A (2).

Définition 3.2.2.
Soit k€ {1,...,2L}. On pose :

V z €S',74(2) :=1og(A(2))

Les v, sont les exposants de Lyapounov associés a la famille {U,} ,cq-

3.3 La positivité des exposants de Lyapounov sur S*

Définition 3.3.1.

Soit z €S, u, la loi commune des matrices T(z, To(w)).

Le groupe de Fiirstenberg G(z) est le plus petit sous groupe fermé de U(L,L) contenant le
support de wu, :

G(z) = (suppu,) C U(L, L),

ot 'adhérence est celle de la topologie usuelle de Moy (C).

(T(2,7"(w))),ez est une suite i.i.d de matrices aléatoires dans U(L, L) et comme la mesure
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de Haar sur U(L) est supportée par U(L, L) on obtient :

G(z) = ({T(z, wp), w €suppy,})
= <{T(Z, wO): w e Q}>

HE ol ) [
= Ty(2) Ty, (U, W, Uy, Vo) € U(L)*
0 (Uy) 0 (Uy)

Définition 3.3.2.

On pose

(o -
j_IL 0

Le groupe des matrices symplectiques (complexe) d’ordre 2L est le sous groupe de GLy;(K)

formé par les matrices M vérifiant :

M gM =g

On le note Sp; (K).

Dans la proposition 3.4 de [41], on montre que si le groupe de Fiirstenberg est p-

contractant et L,-fortement irréductible alors on a la séparation des exposants de Lyapounov.

Théoréme 3.3.1 (Boumaza-Marin 2015’[30]).

Sous lhypothése "Nn € Z, a, = a”, pour tout z € S*,on a
71(2) > 712(2) > ... > 7, (2) > 0.

Démonstration. On procede comme dans le théoréme 6.1 de [82].

Soit z € S*. Dans [30], il est démontré que G(z) = U(L, L). Notre aléa est légerement different
de celui de [30] mais dans les deux cas, le support de la mesure selon laquelle on tire
aléatoirement les phases est U(L) tout entier vu qu’on multiplie les matrice unitaires de
valeurs propres 1 ou —1 par des rotations aléatoires d’angles tirés uniformément dans [0, 27].

Donc la premiere et la deuxieme étape de la preuve de la proposition 2 de [30] sont toujours
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valides avec notre nouvel aléa. Le reste de la preuve est identique. Puis, par [21] on trouve :

U(L,L)=CSp,(C)C",

1[I, —il
C=_— |t L
V2\1, i,

Comme les résultats de [[41],IV.3] sont dans Sp;(R), on va se ramener dans le cas réel en

avec

introduisant I’application :
M (C) = My (R)

. A —B (3.1)
m: A+iB~— .
B A

Donc nt(Sp;(C)) = n(C*U(L,L)C) C Sp,.(R).
Le lemme 6.3 de [82] et le lemme 6.4 de [82] nous donnent que 7t(Sp;(C)) est L,,-fortement ir-
réductible pour tout p € {1,...,L}. Montrons maintenant que 7(Sp,(C)) est 2p-contractant.
On va adapter de [82] dans le cas du scattering zipper.

D’apres la proposition (2.1) de [41] on trouve, par la proposition (3.4) de [41], v}, > 1,41

On trouve que les L premiers exposants de Lyapounov sont strictement positifs. O

3.4 Continuité et positivité des exposants de Lyapounov loin

de S!

Parmi les éléments clés pour 1’élaboration de la méthode des moments fractionnaires, la
continuité et la positivité des exposants de Lyapounov occupent une place prépondérante.
Le théoreme 1 de [30], nous donne la positivité de ces exposants, mais cette affirmation reste
limitée au cercle S!.

Afin de manipuler la résolvante de maniere efficace, il est nécessaire de choisir un para-
metre spectral z situé en dehors de S'. L’objectif de cette partie est donc double. Premie-
rement, nous nous attacherons a démontrer la continuité des exposants de Lyapounov au
sein d'une couronne spécifique, définie par S, := {2z € C; |1 —€| < |z] < 1+ €}, qui englobe
S*. Deuxiémement, en nous appuyant sur le théoréme 1 de [30], nous mettrons en évidence
la positivité de ces exposants dans cette couronne, établissant ainsi un lien crucial entre la

théorie spectrale et les propriétés dynamiques du systeme étudié.
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3.4.1 La continuité des exposants de Lyapounov

Soit ||| une norme sous-multiplicative de M,;(C). Soit 0 <p <L, € >0, v € P(C*) et
z€S,.:={2€C; 1—e<|z|<1+¢€}.

On pose
| AP T, (z, )V

VIl

ol les T,(z,w) sont les matrices de transfert définies a la définition 2.3.2 et P(C?L) est

®(z,v) =E(n

)

I'espace projectif associé a C3.

Lemme 3.4.1.

Soit € > 0, il existe C; > 0 tel que :

Vnez, z€8, et weQ, ||T,(z,w)| <C.

Démonstration.

Pour simplifier on note p = p(a) et p = p(a)
Von(w) 0 zip —p et [ Vo (w) 0 pt —pla*
T(z, 0) = g ~
0  Upy(w) J\—ap™ zp7 0 Upypy(@) J\—ap™  p7}
Donc
2—15—1 _5—1 a* 5—1 _5—1 ot
e | e Y B
—ap™t  zp —ap P

2_15_1 _5—1 (X* 5—1 _5—1 a*
| R I ) I I
—ap zp —ap P
<z I+ et + llap I+ Izl DA~ + 17 T+ llap ™ I + oD

Pour z tel que 1—e <|g| <1+e¢€:

1 _ _ _ —
< (o 1+ o™l + o™+ G+ o1 )
(o™l o™ Ml + el o™ -0~ 11+ Dl ™11

On pose ¢, := max{ﬁ; 1+ €} et on trouve

_ _ _ _ 2
< (cclle I+l el + lladl-lio ™M +ccllo 1)
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Comme 1 <c,,

< c2llp7MPP 2 +2llall)®

et par le lemme 4.2.1

< 4c? L

< — 1 +]la 2:=Ca6
S (el =G

Cq.e est une constante finie une fois que |la|| < 1.

Corollaire 3.4.1.

Soit € > 0. Soit p€ 1,...,L. Il existe C, > 0 indépendante de m,n,z et w telle que :
VzeS,VneZ,YweQ, |IANPT,(z,w)|<C,.

Démonstration.

L’inégalité vient du lemme précedent et le fait général :
si M € GL,;(C) alors || AP M|| < ||M]P

Cela vient de la décomposition polaire de M. On peut trouver la preuve dans [41] lemme

5.3 et 5.4. 0

Lemme 3.4.2.

Soit € > 0, il existe C3> 0 telle que :
VneZ,Vw e, V2,2, €S,, |IT,(21,w) —T,(z5, 0)| < C3 ]2, —2, | .

Démonstration.

” Tn(zlﬁ C()) - Tn(ZZ: C())”

.y Vo () 0 207 —p | (Vo (@) 0 pt =l
0 Ugn(w)* J\—ap™"  zp7! 0 Upypg (@) J\—ap™  p7!

Von(w) 0 2 —plat | [ Voo (w) 0 pt —pla
- X ~1 -1 X ~1 S
0 Upn(@)* )\ —ap Zop 0 Uppa(@)* J\ —ap P

Vo O 'pt —prat _ z'pt —plat Von-r 0 pt —pla
0 U —apt  zp! —apt  zp! 0 U; ,)\—ap™t p!
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ﬁ_l —5_1(1* (21—1 _ 22_1)5_1 0
<if ] L
—ap P 0 (z1—22)p

Comme [laf| < 1, il existe C; > 0 telle que :

(27 =2, )0 ! 0
”Tn(zh w)_Tn(ZZJ O))” < Cé“ ! 2 1 ”
0 (21 —2)p
Nfo=1_ o—1yx—1 -1 S 1y 121 %2
< CGllGz =2 )p I+ IGz —z)p~ 1 < Gillp ”(W+ |21 —25)
1-%2
Comme 2, et 2, sont dans un compact de C et que |z;| > 1—e¢, ﬁ ﬁ
Par le lemme 4.2.1 on trouve :
1T, (2, ) — T (25, )| < C/ —— (1+ ! )lz 2| < Culz —2
n 1> n 2> — 3 1_||a||2 (1—6)2 1 21 = 31°1 21

O

Maintenant on va donner le lemme qui prouve au premier lieu la continuité des matrices

avant 'enoncer le lemme de la continuiter des matrices de transfert.

Lemme 3.4.3.

Soit pe{1,...,L}. Soit € >0, il existe C4, > 0 telle que :
VneZ, Vo €Q,Vz,2, €S, [N T, (21, 0) = APT, (25, w)Il < C | 21— 2,

Démonstration.
Comme les matrices de transfert sont inversibles, on peut reproduire le raisonnement de [86]

page 118 et utiliser 'inégalité suivante :
IAPM — APN|| < [IN = MI[([IN[[P7 + [[M]] - [IN][P7 + ...+ [ M]P)
Puis il suffit d’appliquer le lemme 3.4.1 et le lemme 3.4.2 pour conclure. O

Lemme 3.4.4.

L’application (z,v) — ®(z,Vv) a les propriétés suivantes :

1. L’application v — ®(z,v) est continue sur P(L,).
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2. 1l existe une constante C, telle que pour tout 2z,, 2, €S, :

sup [|®(z;,v) —®(25,v)| < Clz; — 2,
veP(Lp)

3. La fonction
Se x P(L,) - R

® :(z,v)— d(z,v)

est continue.

Démonstration. On commence par montrer le premier point. On a, d’apres le corollaire
b

3.4.1 que APT,(2z,w) est uniformément bornée en z et w et on peut montrer que :

| AP T, (2, w)v||
vl

AC>0; VzeS, et VoeQ; In <In||AP T, (z,w)|| <In(C,)

donc si v,, = v dans P(L,) Il suffit d’appliquer le théoreme de convergence dominée pour

montrer que :

I(APT, (2, co)vmll) — E(”(Aan(z’ co)V||) = &(z,v).

1Vl vl

®(z,v,,) = ]E(

Pour la deuxieme assertion, on commence par prendre z; et 2, dans S.. On a :

|| /\p Tn(zla CO)V“)

®(z,,v)—P(2,,Vv) =E(ln
' 2 | AP T (25, )V

In ( IIAan(zl,w)Vll)

IAP T, (22,0)v |l

(L Tteon),

AP T, (2o, V| (”Aan(zZ,w)v”) | (3.2)

IAP T, (z1,0)v I

On écrit ensuite,

AP T (21, @IVI| =[AP Ty (21, @) - AT (2, 0) 7 - AT, (25, )V |

< || NP Tn(zla C()) AP Tn(zb w)_lll : || NP Tn(ZZa C())V”
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Ou encore :

AP T (2, w)V
I TG ol _

n\~2>

Et de la méme fagon on trouve :

AP T (25, )V
” n(2: )||<

n\~1>

Ainsi

” /\p Tn(zlaw)v”
| In

”/\an(Zz, )| ) |S In (maX{H AP TH(Z1, w) AP Tn(zz, a))—lll; H AP Tn(zz’ ) AP Tn(Zh w)—ln})

D’autre part,

Il Tn(ZI; CO)Tn(Zz; C0)_1” <[ (AP Tn(zb w)— AP Tn(ZZ) w)). AP Tn(z2a w)_l + Il

< AP Tz, @) LI (AP T (21, 0) = AP T (25, @) || + 1.

De méme on trouve :
| AP To(29, @) - AT, (2, ) 7| < 1T (21, @) LN (AP T, (21, ) — AP Ty (29, ) || + 1.

cela donne 'inégalité suivante :

1o (10 Tao ol

et < n | max (I AP TyGeis )} ILAP Ty, ) = A Ty o)1
n\<2, >

Comme :

Vx>0,ln(x)<x-—1,

par le lemme 3.4.1, On trouve :

|| /\p Tn(Zl,O))V”
|E{In

1A T, o, co)vll) | <GP (AP Tz, @)l = 1 AP Tz, ).

Le lemme 3.4.3 assure l'existence d'une constante C, > 0 telle que :
| AP To(21, @) = AT (25, )| < Cy | 21— 25 | -

Pour le troisieme point, il suffit de combiner les deux points précédents. Soit € > 0 on prend
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de plus (2, v;) et (2,,V,) suffisamment proches pour avoir :

| (21, V) — B(2,, Vo) | <[ D(21, V1) — (2, V1) | + | (29, V1) — B(25, V) |
<Clz —2,|+e€

<eC’.

Ce qui acheve la preuve. n

On rappelle ces résultats généraux : si u, est une mesure de probabilité induite par la loi
commune des matrices de transfert et G(z) le sous-groupe de Furstenberg est p-contractant
et L,-fortement irréductible alors il existe une unique mesure v, sur P(C*) invariante sui-
vant u,. On envoie le lecteur a [41] pour la preuve.

Ces derniers résultats vont pouvoir nous aider a prouver la continuité des exposants de Lya-

pounov. On commence par montrer le caractere p-contractant et L,-fortement irréductible :

Lemme 3.4.5.
Soit z €S, u, la loi commune des matrices T(z,7T,(w)). Alors G(z) est p-contractant et

L,-fortement irréductible pour tout p.

Démonstration.

On commence par énoncer un point crucial dans la preuve, la proposition 2 de [30] :
Vz € C*; Lie(U(L, L)) € Lie(G(2)).

Comme on travail dans le cadre des groupes algébriques et U(L,L) est connexe, on peut
déduire que :

Vz € C*; U(L,L) C G(2).

Le premier point est donné par cette derniere inclusion et le fait que le groupe U(L, L) est
p-contractant d’apres [30], cela donne le méme caractere a G(z).

Pour le deuxiéme point, on procede comme [82]. Soit p = 1 et # une réunion finie de
sous espaces strictes de L,. Soit 70 : My (C) — M4 (R) I'application introduite dans 3.1.
On a :

n(C*U(L,L)C) c n(C*G(2)C).
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Or n(C*U(L,L)C) = Spy(R) est L,-fortement irréductible. Donc
IM € n(C*U(L,L)C); A*M(#)# W
Comme (C*U(L,L)C) c n(C*G(2)C), on peut écrire :
IM € n(C*G(2)C); NPM(H#)# W

ou encore

IM € G(z); A*M(#)#W
D’ou la L,-forte irréductibilité. ]
Théoréme 3.4.1.
L application z — (y1 + 74+ +7,)(2) est continue surS..

Démonstration.
Le dernier lemme nous assure l’existence d'une unique mesure invariante v, telle que 1'on

puisse écrire :

| AP T, (2, w)vl|

w0

Vze€S, ri@)+...+7,(z)= J In
On montre d’une fagon identique a [90] que :
Vz € S,, application z — v, est faiblement continue
Ce qui va nous donner I’écriture sous forme d’intégral des exposants de Lyapounov :
r1(@) ... +7r,(2) = f ®(z,v) dv,(v)

La continuité de & montrée au dessus va nous donner la continuité des exposants de Lya-

pounov sur S,. O

3.4.2 La stricte positivité des exposants de Lyapounov

Lemme 3.4.6.
Il existe un €y > 0 tel que pour tout € €]0, €,[, les exposants de Lyapounov sont strictement

positifs sur S,.
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Démonstration.
L’argument de la continuité des exposants de Lyapounov sur S, et leur stricte positivité sur

S* montrée par Boumaza et Marin dans [30] nous impliquent la positivité sur S,.

3.5 La décroissance exponentielle des matrices de transfert

L’objectif de cette section est de prouver la décroissance exponentielle des matrices de
transfert au sein d'une couronne incluant S'. Nous nous appuyions sur la stricte positivité

des exposants de Lyapounov pour établir ce résultat.

Lemme 3.5.1.
Pour tout compact K de C, il existe des constantes finies strictement positives C(K) et a(K)

ainst que s(K) dans l'intervalle 10;1[ tels que :
E(llTn(z, w)...T,(z, co)vll_s) < Ce™ ™

Pour tout z € K,v un vecteur unitaire et n assez grand.

Démonstration.
Soit s > 0 et v unitaire,
Etape 1
E(||T,(2, ®)... Ty(z, 0)v|*) = E (e nUITEe)-Tue) D)

Comme pour tout x €R on a : e < 1+ x + x2el]

E (e_s ln(”T"(Z’”)"'Tl(z’“’)v||)) <1—sE(In||T,(z,w)...T,(z, w)v|])

+5°E (ln T, (z,)...T(z, w)v|* ln(”T“(Z"")"'Tl(z"")v”))
Par I'inégalité de Holder :

E(||Tn(z, w)...Ty(z, co)v||_5) <1—sE(In||T,(2,w)... T,(z, w)v|)

1/2 1/2
+5°E (In|T,(z, @)... Ty(z, 0)v[[*) " E (21T Do)
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Or les Ti(z, w) sont ii.d et ||T,(z, w)|| =T, (z,w) || < 00 car T,(z,w) = T,(z,w)*. Donc
k=n
E(In||T,(z, w)... T1(z, w)v]]) < ZE(lnllTk(z,w)ll) < nE(In[|T,(z, w)I1)
k=1

Par la suite on trouve :
E(IT,(z, ®)... Ty(z, w)v[|™) £ 1—sE(In|| T,(z, )... T;(z, 0)v|])

+s**E(In || T, (2, )| ) E(In || T, (2, @)*)?.

Puisque z est dans un compact, il existe C; et C, tels que :
E(IT.(z,@)... Ty(z, 0)v[|*) £ 1 =sE(In||T,(z, w)... T1(z, 0)Vv||) + s*n*C, C}.

Etape 2

Pour z € S,, et par le théoréme 1 de [78] :
1
Jim ~E(|T,(z, ). Ty(z, @)vl)) = 1:(z) > 0.

Or les exposants de Lyapounov sont continus par rapport a la variable spectrale z. On pose

donc ¥ = sup{y(2);z € S'}. 1l existe donc ny € N telle que pour tout n > n, on a
1 -
BT,z ). Ty(z, VD < 7,
On obtient en particulier pour n,
1 -
—E(IT, (2 @)... TGz, V) < 7.
0
On trouve donc
E (||Tn0(z, w)...Ty(z, w)v||_s) <1—snyy; +52ngC1C2"°.

z . ~ n ’ .
Pour s assez proche de zéro la fonction s — —snyy +52ngC1 C,° est négative et converge vers

0. Pour 0 < e < 1, il existe s tel que € = —snyy +s°n2C,C,"
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On écrit donc

E(||T,,(z, w)... Ti(z, w)v[[") < 1—e.

Etape 3

Soit n > n,. Par la division euclidienne, ils existent q et r tels que n =qny+r :
E (||Tn(z, w)...T,(z, o))vll_s) <E (IIan0+r(z, ) ... Tgno11(2, ©) Ty, (2, 0)... Ti(z, w)vll_s) .
Par la sous-multiplicativité de la norme et le caractere i.i.d des matrices de transfert :

< E(ITgng+r (2, ) .- - Tpgea (2, 0)[I7°)-E(II T,

qno

(z,w)...Ty(z, )V|*)
On utilise I'inégalité ||A||™! < |JA7}|| pour A une matrice inversible :

< B[ Tynyr (25 @) - - Tyngs1 (2, @) THIF)E( Ty (2, ) ... Ty (2, )V (1)
Utilisant toujours le faite que les matrices de transfert sont i.id :

< E(ITy(z, @) ) -E(| Tgn, (2, ) ... To(z, 0)v]| ™)

Mo
Comme r < ng et ||T;(z, w)|| =1,

<E(ITy(z, @) ) E( Tgny (2, @) - .. Ty (2, @)V [I7)

No

Pour conclure il suffit d’écrire

Jj=q
Tyn, (2, 0)... Ti (2, 0) = l_[ T, (2, @) ... T(i1ypy 41 (2, @)
j=1

C’est un produit de q "paquets” i.i.d de longueur ny, on trouve donc :
E(IT.(2, @) ... Ti(z, 0)v[| ™) S E(| T, (2, @) ) OE(|| T, (2, @) ... Ty (2, 0)v]| )"
Par la derniere inégalité de I’étape 2 on obtient :

E(||Tn(z, w)...T(z, co)v||_s) <E(||T,(z, ) [)*(1 —€)? < Ce "
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avec a > 0. O

Corollaire 3.5.1 (Décroissance exponentielle des matrices inverses).

Pour tout s > 0 il existe C < 00 et a >0 tels que :
E(I(To(z, @)... T,(z, ) ) < C(s)e

Pour tout v unitaire dans C, n et m € N.

Démonstration.

La preuve est analogue a la précédente, il suffit de remarquer que
* —1 1 *
VneN,we,,etz2€C: T,(z3,0) =2LT,(w,-)Z.
Z

et

lim E(|(Tn(z, ) ... Ty(z,w)) " v|]) = —y,(2) <O.

[n—m|—o00 |Tl — m|
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4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de fournir une démonstration de la décroissance exponentielle
des moments fractionnaires de la matrice de Green. Nous entamerons notre analyse par une
simplification du probleme, s’alignant sur les approches décrites dans les travaux antérieurs.
Ensuite, nous adopterons une nouvelle stratégie pour établir la décroissance exponentielle

dans le cas simplifié.

4.2 La méthode des moments fractionnaires

La méthode des moments fractionnaires consiste a démontrer que les moments d’ordre
s > 0 de la résolvante décroissent d’une facon exponentielle ou encore :

Il existe €4,5 €]0,1[ , C >0 et k > 0 tels que :
E (|G, (2, k, D) < Ce ™

Pour tout € €]0,¢,], tout z €S, \ S* et |m—n| > 2.

Le schéma habituel a suivre pour établir la décroissance exponentielle des moments
fractionnaires est organisé de cette facon :

1. Montrer la décroissance exponentielle des matrices de transfert.

2. Ecrire une expression explicite de la fonction de Green en fonction des solutions de

I'équation (U, —2)¢ =0 comme dans [79]
THEOREM 5.1. Ifl =2n orl =2n + 1, then the matriz elements of G, are given by

-

o, k<lork=101=2n
(5.5) G.(kl)=cd "

orer k>lork=I1l=2n+1,

Fzﬂl

where ¢ = —————==7—.

9'92”.4»1 9'92”. - WZHS‘DQFH»I

3. La réduction au cas pair : cela revient a majorer les blocs impairs de la résolvante finie
par ceux qui sont pairs.

4. La réduction au cas fini : cela revient a majorer les moments fractionnaires des blocs

de la résolvante (infinie) par les blocs de la résolvante finie.
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Dans notre cas, le second point n’est pas réalisable en raison de la structure matricielle du
modele. Nous allons donc procéder différemment, en deux étapes : d’abord, nous majorons
la norme de la fonction de Green en la multipliant par un produit d’une quantité non
constante et la norme des inverses des matrices de transfert qui, nous 'avons déja établi,
décroit exponentiellement. Ensuite, nous démontrons que la premiere quantité est bornée,

sous une condition portant sur la norme de a.

4.2.1 Résultats préliminaires

Nous débutons par ’exposition de résultats préliminaires essentiels pour les estimations

a venir, avant de nous pencher sur les définitions applicables au cas fini.

Lemme 4.2.1.
Soit L > 1. Soit ||.|| une norme subordonnée sur M;(C). Pour a € #,;(C) tel que ||a]| <1

et p=(I, —aa*)z , on a les inégalités suivantes :
L lpllz v1—|al?
2. llpll<2—v1—|lal?

-1
3 Mlp™ Nl = —= ” =

-1
2—4/1—|a|i?

4 lp~Hl =

Démonstration. 1. Comme ||a|| €]0, 1[, on trouve que
p’=I,—aa* = I; =p*+aa* = ||| =p*+aa’]| < [lp* + [laa’]|

= 1<|lpl*+llal* = lpl> = 1—lall*.
D’ou la premiere inégalité.

2. On commence par rappeler le développement en séries entieres :

JI—z=1— 222n(2 2" Viz| < 1.

2n)

Comme |laa*||<1let p=(I,—aa*)z =1, + D0 oy (ea’ )",

2n
loll < 1+ ) oot 22n(2 s eV <1 +Z%n(aa*)“n

n>1 n>1
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n _ _lall2
<143 :mz S(lal) < 1+1—yT=TalP.
D’ou la deuxieme inégalité.

3. pour la troisieme, on va procéder de la méme facon que la premiere inégalité.

On commence par rappeler le développement en séries entieres :

%) n
= Z " Vz| < 1.
n=0
)
comme |aa®||<1et p= (I, —aa*)” _IL + Dy o (@)
I aa’)"|| <1 +Z aa”)"|
n>1 n>1

suz( D oy < ——

» _
= 2 1—lell?
D’ou la troisieme inégalité.
4. Pour la quatrieme, il suffit de constater que pour une norme sous-multiplicative, nous

avons .

<Al
IIA |
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4.2.2 Scattering Zippers finis

Dans cette section, nous détaillerons les quatre scénarios de troncation paire-impaire
pour 'opérateur de scattering zipper. L'importance de cette étape réside dans le fait que
tronquer un opérateur unitaire n’est pas systématiquement adéquat. Nous appuierons cette

notion par des explications détaillées et des représentations graphiques.

an /5n
On se donne S, =

e U, (2L) et U,V € U(L).
Tn On

1) U[Zn,2m+1] - V[Zn,2m+1] . W[Zn,2m+1] —g]
w w w

Les conditions au bord U et V sont placées dans V et W d’une facon o1 on obtient exactement
2m+1—2n+1 L-ligne et L-colonne en commencant par 2n.

On construit V2m2mHl e Wi2n2m+il de Ja facon suivante :

V%n,2m+l] — @ Soi
ke[n,m]

wienemil.— e B Sy, eV

ke[n,m—1]
U%n’zmﬂ] est donc donné par :
m (g oo(U 0o 0 )
2n
2n+1 0 0
0 0 0 SZn+1 0
52n+2 0 0
= —zI
0 0
SZm—2 0 0
) Szm—l
2m 00
S,
2m+1\ 0 0 00 J\o - 00 V|
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(a2n U—z Ban®oni1 BanBans1 0 0 \
YonU Oonloni1 —32 O2nPaons1 0 0
0 Aoni2Yone1  Qo2nt202n11 — 3 Bont22n+s Bon+2Baon+s 0
0 Y2n+2Y 2n+1 Yon+202n+1 Oont2Qonss — % Oon+2B2n+3 0
0 0 0 QAontaY2n+3 Aon44Oons3 — 2 ok 0
0 0 0 Yon+4Y2n+3 Yon+402n+3 oo 0
0 0 Xom—2Y2m—3 Aym—209m—3—% Bom—202m—1 Bom—2Bom—1 0
0 0 Yom—2Y2m—3 Yom—202m—3 Oom—20om—1—% 02Bon+3 0
0 0 0 0 AomY2m—1 Ao Oom—1 —2 BomV
0 0 0 0 YomY2m-1 YomOam-1 6amV —z}
Soit z € C et ® € £3([2n,2m + 1],C") vérifiant UL2»?m+1e = 2.
Si on pose ¥ = ngn’zmﬂ]@ donc Vf”’zmﬂ]\IJ =2®, on obtient ® = z_lVEf”’zmH]\I/.
Autrement dit, dans le formalisme des matrices de scattering (ou S-matrices) on a :
(I)Zrl — ‘"I"Zn \II2n+1 q)2n+1
\Ilzn = U(Pzn, =2 ]'Szn , = Szn+1 ......
CI)2n+1 \I/2n+1 \IIZn+2 q>2n+2
P, v, v, b,
“““ am =Z_152m—2 a2 > 2 = Som—1 2 > V@i = Yoy
Pom1 Yorm—1 Yorn Pom
Cela donne le diagramme suivant :
lI’2;: IIIZnH \I’E:HZ leZn+3 \I’2m—l \I!Zm LIJZNH'I
4 Y Y A 2 L A 4 4
% é Z_l S A A E S r 3 Z_l S
o S In ') In
=8 I o0 000
o S S
-1 = U Intl m-1 [a
vy v + + vy v + + Y v A
¢2n ¢2n+l (I)Zn+2 q)ZnJrS ¢2mfl (I)zm (I)ZHH—I

2) Ut2n2ml —zJ = yi2n2ml. yyi2n2ml_ g

Les conditions au bord U et V sont placées dans V et W dune fagon ot on obtient exactement
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2m—2n+1 L-ligne et L-colonne en commengant par 2n.

On construit VEf"’Zm] et Wg"’zm] de la fagon suivante :

vizml.= B Sy eV.
kel[n,m—1]

W=y e P Sy
ke[n,m—1]

U[wz"’z’"] est donc donné par :

2n (Szn oo 0\ (U o0 = o 00)
0

2n+1 00 0 0 0 0

S 0 0 0 0
2n+2
0
—zI
S 0 O
2m—3
00 0 S 0 "
e 2m—2
2m—1 0 0
DU S,
am \o o - - 00 V 0 00
a2nU -2z ﬂ2na2n+1 ﬂZnﬁZnJrl 0 0
YonU Ognloni1 —2 OonBaon+1 0 0
0 Aoni2¥Yone1  Oon+202ni1 —2 Bon+2®anss Ban+2Bonts 0
0 Y2n+2Y 2n+1 Yon+202n41 Oont2Qonss — 2 Oon+2Baon+s 0
0 0 0 Aon+4Y2n+3 A2n1402013 =2 *x 0
0 0 0 Yon+4Y 2n+3 Yon+402n+3 ok 0
0 T 0 Oont2lonss —2 O2nBan+1 0 0
0 T 0 AXom—2Y2m—3 Aom—20om—3—2 Bom—2%am—1 Bom—2Bom—1
0 T 0 Yom—2Y2m—3 Yon+202n41 Oont+2lonis — 2 OonBon+s
\ o . 0 0 0 VY i V6, 1 —2

Soit z € C et ® € (*([2n,2m], C") vérifiant UZM?me = 2.
Si on pose ¥ = W222mg done V2M2mIy = 2¢, on obtient & =z 'VI2*2my. Autrement dit,
dans le formalisme des matrices de scattering (ou S-matrices) on a :

® v W L
\DZH = U(I>2n: o = 2715211 o > 2 = 52n+1 R IS
¢2n+1 \I/2n+1 \112n+2 ¢2n+2
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Pom _ Yom—2 Yom—1 Qom1 _
...... m =g 182m—2 m , m = SZm—l " , 2 1Vq>2m+1 = \p2m+l'
Pom1 Yom—1 Yo Pom

Cela donne le diagramme suivant :

\1’211 \I!2n+1 ‘Ilzn+2 “IJ)_m-:s \Ijz;nq \I’2m LI"erH
£ Y ¥ Y v T Y ¥ P
_1 F' N F N _1 P o ]V
agg e% i SZn Y S sy z Slgm-g i
% ¥ * 00 00
S B S S
= - U ntl Im-1
vy v + + vy v A 2 4 + +
(an ¢2n+1 ¢2rH—2 ¢2n+3 ¢2rr1—1 <D2m ¢2m+1
3) U5n+1,2m+1] = V5n+1,2m+1] . W5n+1,2m+1] —g]

Les conditions au bord U et V sont placées dans V et W dune fagon ot on obtient exactement
2m+1—(2n+ 1)+ 1 L-ligne et L-colonne en commencant par 2n.

On construit V2n2m+ll ot wyi2n2m+il de 1a fagon suivante

V%n+1,2m+1] = U ) @ Szk

keln+1,m]
W[2n+1,2m+1] = EB 52k+1 eV
¢ kel[n,m—1]
pi2ntL2mtl] est done donné par :
o+l (U 00 o 00\(5 00 0)
-
2n+2 0 00 0
52n+2
0 00 S 0 0
2n+3
0 0
= —Iz
00 0
SZm—Z
00 00 00 0 0
SZm_l
2m 00 00 00 0
SZm
2m+1\oo 00 Jloo « « 00 Vv
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Udgpi1 —2 UPans1 0 0 0
Aont2Yons1  Aons2O2ni1 —2 Bant2on+3 Bant2Ban+s (UREN 0
Yan+2Y2n+1 Yan+202n41 Oons2lonss —2 Oons2Baonss (UREN 0

0 0 A2n+4Y 2n+3 Aoni402n43—2 Fox 0

0 0 Yon+2Y2n+2 Yon+202n+2 Fok 0

0 Aom—2Y2m—3 Aom—209m—3—2 Bom—202m—1 Bom—2B2m—1 0

0 Y2m—2Y2m—3 Yom—202m—3 Oom—2®om_1—2  Oam_afom 0

0 0 0 ®omY2m—1 AomOom—1—2 BomV

0 0 0 YomY2m—1 YomO2m—1 OomV —2

Soit z € C et ® € {3([2n+ 1,2m + 1],C*) vérifiant U212+ = 29,
Si on pose ¥ = WizntL2mtllg qone VE2rH2mHlly = 28, on obtient & = z~!V2ntl2milly,

Autrement dit, dans le formalisme des matrices de scattering (ou S-matrices) on a :

_ Yoni1 Pont1 Pont2 _ Uons2
Pont1 =2 1U\p2n+1’ " = Son+1 " > " =z 152n+2 ! PR
Yont2 Pon42 Pont3 Yons3
Vo1 Pom1 ¢, _ v,
""" " = Som-1 " > "=z Som ", V@1 = Yomy1-
\IJZM q>2m cI)2m \Ijzm

Cela donne le diagramme suivant :

W \P2n+2 q’?ﬂﬂ ‘PZm—l LI’zm LIJ2m+]
A A 4 Y v rFuy y Y Y 4
=] k=1 B i} u
3 B R Ziszm
]
% i S S o 00 00 S
= = 4l Int in-1 LJ
V
4 + + Yy v + + ____________ 4 + v ¥ A

4) UEfn+1,2m] = V[2n+1,2m] . Wgn+1,2m] —4I.

w

Les conditions au bord U et V sont placées dans V et W d’une fagon o1 on obtient exactement

2m—(2n+1)+ 1 L-ligne et L-colonne en commencant par 2n + 1.




76 Chapitre 4. La décroissance exponentielle des moments fractionnaires

On construit V2m2mHl e Wi2n2m+il de Ja facon suivante :

vzmil.—ye @ SyeVv

w
kel[n+1,m—1]
WE?H,ZTTH—l] = @ 52k+1
kel[n,m—1]
omt1 (U 00 - - 0\ [ 00 00 )
52n+1
on+2 | 0 0 0 0
0 San 0 0 0 0
52n+3
- 0 00 |—al
0 0 0
S.
om—11| 0 0 ) 0 0 0
SZm—l

2m {0 o e 00 V} \ 0 0 0 )

Uagpi1 —2 UPans1 0 0 0
Aont2Yons1  Aon+2O2ni1 —2 Bont2%on+3 Bont2Ban+s (UREE 0
Yan+2Y2n+1 Yon+202n41 Oont2Qons3 —% Oons2Baonss 0

0 0 Aon+4Y 2n+3 Aoni402ns3 —3 Hok 0

0 0 Yaon+2Y2n+2 Yon+202n+2 Hox (UREE 0

0 Hok Oons2lonss —3 OonBant1 0 0

0 0 Aom—2Y2m—3 Aym—209m—3—2 Bom—2Qom—1 Bom—2Bom—1

0 Y2m—2Y2m—3 Yon+202n11 Oont2Qonss —2 OonBants

0 0 0 0 VYom_1 Voyp1—%

Soit z € C et ® € (3([2n+1,2m],C") vérifiant UL212me = 2.
Si on pose ¥ = W2L2mlg donc V2M+12mIy = 2, on obtient & =z V2 1L2my, Autrement

dit, dans le formalisme des matrices de scattering (ou S-matrices) on a :

_ Yont1 o041 o042 _ Uons2
q)ZT'lJrl =2z 1U\p2n+1’ " = Szn+1 " , " =g 1SZH+2 n y o e
\112n+2 ¢2n+2 (I)2n+3 \I}2n+3
Pom _ Yom—2 Yom—1 Qom1 _
""" " =5 S ", " =S0m "L TV = Uy
Pom1 Yom—1 Yo @om

Cela donne le diagramme suivant :
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\Ilzm—l \1‘2,“ l:[JZHHI

(o]
[z r+uz
[p)
[wzT+uz)h

+

—
>
g

4.3 Borne sur les moments fractionnaires de la fonction de

Green

Les estimations des moments fractionnaires de la fonction de Green ont occupé une
place prépondérante dans les preuves de localisation pour le modele auto-adjoint d’Anderson,
illustrées notamment dans les travaux [91, 16, 92]. Notre démarche pour évaluer ces moments
débute par I’établissement d’une borne supérieure de leurs espérances, qui reste constante en
fonction du parametre spectral. Nous nous inspirerons de la méthode de E.Hamza présentée
dans [90], tout en ajustant la suite des opérateurs pour que I'argument soit en accord avec
la configuration matricielle du modele. Cette borne supérieure constituera par la suite un

outil clé pour prouver la décroissance exponentielle de ces moments fractionnaires.

Pour a,b € Z, a < b, on note

G(Ej"b](z) = (UE:"”’] —z)_l , et pour k,l €7, G([f’b](z,k,l) = (e, (UEf’b] —z) e)-

Théoréme 4.3.1.
Soit s €]0, %r], il existe C(s) > 0, pour tout z € C*\ S! et tous k,l €Z tels que |k—1|>4 :

E (|G (2, k, D) < C(s).

Démonstration. Puisque (U, —z) ' = % [(Uw +2)(U,—2) "' —1I ], il est facile de voir qu’il
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existe 0 < C(s) < oo tel que
E[|IG,(z,k, DIF] < E(s) {E [“((Uw +2) (U, —z)—l)k’lHS} 4 IL}

11 suffit donc de prouver l'existence de 0 < C(s) < 0o tel que

A —

e[|, +nw,-»7),,[]= o

pour tout z € C\ S* et tous k,l € Z. Nous utilisons la méthode de la perturbation de rang

fini pour établir une telle borne sur la résolvante modifiée.

4.3.1 Perturbations de rang fini

On rappelle 'expression de la matrice de scattering S,,(w) :

p(@)Upy(w) )

S =S , Ugp > Von =
2n(0) = S, Usn (@), Vol 0) (Vzn(w)ﬁ(a) —Vyp(w)a* Uy, (w)

on écrit maintenant les phases unitaires V,,(w) sous la forme :

Sw 02\ S Tono (7o)
Von(w) = Ve on V2 = VD2 (V) € U(L)NH(C).

Cela va nous permettre d’écrire :

S, (w)= Ip _ 0 a  p(a)Uy(w)
o 0 Vel |\ pla) —aUsy(w)
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et comme

Uw = www
- (Dsa)ost ( Dsis)
kez keZ

I, 0 a  pl@Uy(@))) ( )
~ chw — ° S +
(@(o v;,:el@u)(p(a) —a*l@(w))) ] §B e
I 0 a  pla)Uy(w) L ( )
— ~ e (e] S +
@(o V;;;e’%)(k@(ﬁ(a) —a*Uzk(w))) i k@ e

=Y,V W,.

Pour k # [ paires, posant A= {k+ 1,l + 1} C Z et soient a = (9]:*’ + 61‘*’), b=

1
2
et définissons
a jEA
ny=
0 j¢A
b j=k+1
E;=4—-b j=I1+1,
0 jEA

Ensuite, posons E; = (0;0;...0;1;;0;...0) ou I est dans la j position. on définit les

matrices diagonales par L-blocs, D,, Dy et D :

_ :a) in®
Dan = V] el Ej

_ S i
DbEj = VJ e i Ej

- E; j paire

DE; =

= iQw . . .
V;;{’elezk J impaire
En utilisant ces définitions, nous pouvons poser Y, =DD,D, et on a :

U,=Y,V.W,
=DD,D, V. W,
=Y,D,X,.
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avec l'opérateur unitaire X, = DbﬁVzo W,, indépendant de a.
On a aussi les deux égalités :

D, =Y_'UX_".

De plus, on peut voir que U, —Y X, est un opérateur de rang fini. Soit P, la projection
orthogonale sur le sous-espace engendré par {X;lej 1j GA}. Notons que {X;lej 1j € Z} est

une base orthonormale de [%(Z). Vu la définition des opérateurs on peut montrer que :
P,Y_'U,X_'P,=e"I,.

De plus,
PX]'Y_'U,P,=e"I,.

En effet :
pour u dans {X;lej 1 EA} , il existe a et b réels tels que u = aX;lekH + bX;lelH.
Donc,
X YU u = aX ' Dyerr + bX 'Dyey = e (aXleryr + DX e ) = e u.

D’autre part, U, —Y_ X, =Y, (D,—I)X, =0 sur Im(I — P,) le sous espace engendré par
{x“le;: j € Z\A} car D,—I =0 sur Im(I —P,).

Comme (Y,_,X,,) " U, = e sur 'image de P,, on peut écrire :

U, = Ycuxw(I - PA) + U, Py
= Y(z)xw(l - pA) + Ycoxa) (Ycoxw)_l Uo)PA

=Y, X,I—P)+e Y, X,P,.
Pour z € C*\ S!, posons

F,=P,(U, +2)(U,—2)"" P,

l/:\z = PA (Ycuxa)+ Z) (Ycuxw _Z)_l PA'
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Dans la suite on enleve les w pour simplifier les calculs. On fait la somme afin d’obtenir

P+ B = B[ (VX4 )X =)0+ (VK +2)(¥X—2)71) ] .
=Py [(YX—2) ") [(YX —2)"(YX +2) + (YX + 2)"(YX —2)] (YX —2) ! | P,
= P4 [(YX—2)71) [(YX)'YX = 2YX + 2(YX)" — [zl + (YX)*(YX) = 5(YX)" —5(YX) — |*] (YX —2) '] Pp.

= P21 —2|z*) ((YX—2)71)" (YX —2) 7P,

Sur 'image de P,, cela implique que 1/7; + f;‘ < 0 pour |z| > 1. Par conséquent, —iI?Z est un
opérateur dissipatif. De méme, —il/’\z_1 est également un opérateur dissipatif. Dans le cas ou
|z| < 1, nous avons iF,, il/f\z_1 qui sont dissipatifs.

Ensuite, utilisons le fait que (x +2)(x —2)™* =1+ 2z(x —2)™!, pour obtenir

F,—F,=P,[(U,+2)(U,—2)" = ((Y,X,) +2)(Y,X,)—2)"]P,.
=P, [I+22(U, —2)" — (I +22(Y,X,)—2) )] P,
= —22P,[(Y. X, —2) " — (U, —2)"'] P,

En appliquant I'identité de la résolvante, on obtient :

-~

F,—F, =—22P,[(Y, X, —2) " (U, — Y, X, )(U, —2)"] " P..

Comme, Y, (D, — )X est nul partout et vaut X,Y,,(e™**—1)I, sur ImP,, il vient :

-~

Fz - Fz = _ZZPA [(waw _Z)_l(Ya)Xw)PA(e_ia - 1)PA(Ua) _Z)_l] PA
car

U,-Y,X,=Y,X,I-P)+e Y, X, P,—Y,X,.
=Y, X, Y, X, P, +e Y, X P,—Y,X,
=Y,X,[e“P,—P,]
=YX, [e PPy —PyP,]

=Y, X, P,(e“—1)P,.
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Ainsi

F,—F, = _ZZPA(Ywa - Z)_lwawPA(e_ia - 1)PA(U(0 - Z)_lpA

= _PA(Y(L)XO) - Z)_lwawPA(e_ia - 1)PA(ZZ(Uw - z)_l)PA
Puis grace a D'égalité 2z (U, —2) " = (U, +2) (U, —2)"" —1, il s’ensuit que

F,—F, =Py(Y X, —2) Y, X, Py —1)[F,—I]P,
=—P, [ +2(Y,X,)] (Y, X, —2) 'Y, X, Py(e = 1)[F,—I]P,

= By 30+ (V% +2)(Y, X, —2) DR~ DI - E] |,

- PAE(I +ﬁz)(e—fa—1)[1—Fz]]PA.

Donc :

P\(F,—F)P, = PAE(I +ﬁz)(e—i“—1)(1—Fz)]PA,

On peut donc écrire :

—~ 1 n .
F,—F, = +E) e~ 1)U-F).

ce qui est équivalent a :
1 A —ia 1 r —ia
F;I+§U+gXe —1) =E+§U+&Xe —1).
1 —ia 1., —ia 1 —ia ” 1 —ia
@:P;I+§U+@ -—D+§QXe —1) :5@ '—D+le+§@ —1)

1 . a4l 1 . |
<:'>in(e_la_]')(Z—ia_lI-l_Fz)) = E(e_la_]-) (I+FZZ—ia_1)

e 941
eia—1

On pose m, := —i( ) et on trouve :

F,(im,+F)=1+im,F,
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Ainsi :

F(i.m,+E)=1+im,F,
< F,=F +imI) " —imFE (F,+imI)™"
— T 1y ; : “I\g V-1
< F, = —(—i(—iF, + m,I)"")+im,F,(I —i.m,F ")F,)
& F, =—i(—if, + mI) ) +im (I —i.m,F, )™

Donc F, =—i(—if, + m,I) ' —i(—iF, ' —m')7". (4.1)

Rappelons que :
Fz = PA(Uw +Z)(Uw _z)_lpA

qui s’identifie & une matrice 2 x 2 associée au colonnes k et [ et aux lignes k et [ de (U, +
2)(U,—2)~" dans la base orthonormée {X_'e,; X e, }. Puis par passage & la base canonique

{ex, e}, on en déduit que :
(X el X o) = (e X F X ley) = (e (U, +2)(U, —2)ey).

En prenant le module, en passant a la puissance s et en prenant l’espérance partielle par
rapport & yp,414 €t O(z,41 o0 peut suivre la fin de la preuve de [79] avec T = 1. Par

conséquent,

j j ex | Wy +2) Uy =2 &) dbt(Omenss) dbt (Bianers))

21 27
= J J |<X;lek | FZX;161>||S dOpons1 13400111
0 0

27 27
< J J IF " d65011.0d 020110
0 0
27

< 2J U ||FZ||5da)db,
—T 0

oll nous somme passés aux variables a et b et légerement élargi le domaine d’intégration

dans le rectangle 0 < a < 2m,—n < b < . Nous majorant ||F,||* 'intégrale en a en utilisant

A1,
27 27
~ -1
J ||FZ||SdaSJ “(—ineraz)
0 0

27
s Y 1118
da [ =mn [
0
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En rappelant que m, a des singularités en a € {0,2n}, nous effectuons le changement de

s 2m—e
P, dazlingJ
€—
. fR 2
= lim
R—oo x2+1
n+1
=2
Zf x2+1
1 n+1
<2 _
Z(|n|—1)2+1fn

nez

variables x =m, :

27
JO

N

P, (—il?z + ma)_l P, (—il?Z + ma)_1 P,|| da

S

P, (—iF, + x)_l P,|| dx

S

dx

P,(—iF, +x) P,

P, (~iF, +x) "' Py dx,

ou la derniere inégalité découle du fait que pour tout n € Z,
min _(x*+1)>(In|—1)*+1.

x€[n,n+1]

Etant donné que —iF, est un opérateur de rang fini dissipatif, le Lemme (3.1) de [36] affirme

I’existence d’une constante 0 < C; < o0 indépendante de P,, telle que
~ - 1
2eb({x eln,n+1]:1IPy(=iF, +x) " Pyl > ¢}) < Co

En intégrant par tranches, nous concluons que

f”“ —waeb({xe[n,n+1]:

< 63(1+L),
s
oll nous avons utilisé que Leb ({x €[n,n+1]: P, (—iF, +x)_1 Pl > tl/s}) < max{1,Cyt '}

P,(—iF,+x) P

P, (—iF, +x)" PAH > tl/s}) dt

+1

En insérant ce résultat dans I’équation 4.3.1 et en notant que P, est un opérateur de rang

fini, cela implique

27
L

P, (—il?z + ma)

( s+1)Z(|n|—1)2+1



4.4. Les lemmes de réduction 85

Enfin, en notant que ZneZ m est une série convergente, nous pouvons conclure que

2n
0

avec C, dépendant uniquement de s. Ensuite, nous montrons l'existence d'une constante

J~2n
0

0 < Cs5(s) < oo telle que

P(—F'— m;l)‘1 P, “da< Cs(s).

b4

Puisque m;l a une singularité en a = 7, alors
2n T—€ 2n
-1 -1 -1 s . 51 -1 -1 $
Po(=E]'=m ') " Py|| da=lim + Py(—F'—m;') " B|| da.
0 0 T+e
Comme précédemment, nous effectuons un changement de variables en posant y = —m;l

et utilisons le fait que —il?z_1 est un opérateur dissipatif, ainsi que I'affirmation du Lemme

(3.1) de [36], pour obtenir

27
J;

Ces bornes prouvées, ainsi que ’équation (4.3.1), concluent la preuve pour le cas |z| > 1. Le

5 8 1
e _ap1 -1
da_leirgoJ_Rdyy2+1||PA( iF,' +y)'P,

S

P (-F'—m') P,

< Cs(s).

cas |z] < 1 est réalisé de maniere similaire avec —iF, et —in_l remplacés respectivement par

iF, et iF . O

4.4 Les lemmes de réduction

Dans cette section, nous visons a concentrer notre étude sur des structures de longueurs
impaires, puis sur celles a longueurs finies. Cette réduction implique la nécessité de garantir
I'inversibilité de a et d’utiliser le nouvel aléa introduit dans la section 2.4. On fixe dans ce

qui va suivre a,b € Z, |a— b| > 4.
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4.4.1 Réduction aux éléments appropriés

Le but de cette partie est d’estimer, en espérance, les éléments de type ||G£f"b I(z,2n, 2m)||s
et ||G£j”b](z, 2n+1, 2m)||s par des éléments de type ||G£f’b](z, 2n,2m + 1)”3 et ||G£f"b](z, 2n+1,2m+ 1)||s,
dont nous connaissons les expressions explicites grace au corollaire 4.5.1. La difficulté dans
la preuve de la réduction aux éléments paires consiste a pouvoir majorer les colonnes (et
les lignes) paires de la matrice de Green par les colonnes (et les lignes) impaires, ou plus
facilement a une somme. On commence par un lemme qui va nous permettre d’avoir une

relation de récurrence utile pour le reste de la preuve :

Lemme 4.4.1.

Soit 1 € [a,b] Pour tout k,€[a+1,b—1]; k#1 et tout z€ C\'S',
[ [b)(z k —1,1) + 72V (6, + 201G (5, k, 1) + 2G5,k +1,1) = 0. (4.2
Ve Ve ]G k= 1,0 + 7 6k + 201650 (2, k, D + 2605,k +1,1) = 0. (4.2)
2GL )z, kD) + B [ s + 267 | G0z, k+ 1, 1) + B Byt G4z, k +2,1) = 0. (4.3)
On a des inégalités similaires pour les colonnes.

Démonstration. On a par la définition de la résolvante :

sik=1

I
[a,b] _ 5 )Gla-b] k1) = L
[(UleY) —2D)GL(2)] (K, 1) { 0 skl

Donc pour k paire et [ # k,k+ 1 on trouve :

[(UEf’b] —zI)- G(Ef’b](z)] (k,D)= (UEf’b] —zI)(k,*)- GEf’b](z, *x1)=0
Cela donne par la structure 5-diagonale de I'opérateur :

Y ko1 Gz, k=1, D)+ (a8 —21)GL4P (2, K, D)+ Brage 1 G190 (2, k+ 1, D)+ B Brs1 GL2P (2, k+2,1) = 0 (4.4)
Et pour k+1 on trouve de la méme fagon :
[(Ulb) —21) - Gl¥)(2) ] (k +1,1) = (U —21)(k + 1, %) - GL)(z,,1) = 0

Cela donne

TiY k1 GEP (2, k—1,1) 47481 GEP)(z, k, 1)+ (B gy —21)GLP (2, k41, 1)+ 6 Bry1 G4 (2, k+2,1) = 0 (4.5)



4.4. Les lemmes de réduction 87

On multiplie (4.4) par &, & gauche, puis on fait la différence :

[5k/5k_1ak}’k—1 — Yk}’k—1:|G£fl’b](Z, k—1,1)
+[6B; (@ —21) = 78,1 1GLM(z, k, 1)
]
]

+[6:B;  Brtir1 — (8, —21)1G

Ef’b](z,k+ 1,0)
+[5kﬁk_1ﬁk/5k+1 — 81 Prs1) GEf’b](Z, k+2,1)=0.

Cela donne apres simplification :

[(5kﬁk_lak - Yk)Yk—l]GEf’b](Z, k—1,0)
+[6:B (e bpy —2I) — }’k5k_1]G£f’b](z, k,1)
+[211G ") (z,k +1,1) = 0.

D’apres les identités (2.2)---(2.9) on a :
(opr 8 — B =717" et Brap=—6}1r & arry =—B; " 6.
Ce qui permet d’écrire :

[yzl*yk_l] G([f’b](z, k—1,0)+ y;l*[5k + za”lz]G([f’b](z, k, 1)+ zG([f’b](z, k+1,1)=0. (4.6)

On peut trouver une égalité similaire en multipliant (4.5) par oy, " et faire la différence :

[ak}/zl}’k'}/k—l — ak}’k] G([f’b](z: k—1,0) + [(ayy 7i6i1) — (x6r s —ZI)]GE?’I’](Z, k,1)
+lagry (8royy —=I) —ﬁkakH]GEf’b](Z, k+ 1,0+ 8,77 6iBrr— ﬂkﬁkﬂ]GEf’b](Z, k+2,1)=0.
Pour obtenir :

[zI]GEf’b](z,k, 0)
+[ (e 8k — B —zairy ]Gz, k +1,1)
(v 8k — Bi)Brs1 Gz, k +2,1) = 0.

D’apres les identités (2.2)--+(2.9) pour tout n on a :

-1 _ p—1* _ -1 _ —1*
ak')/k 5]( _ljk = Py et ﬁ:ak = _5;')/]( (== ak')/k =Py 5;
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Ce qui permet d’écrire :
2GI )z, ke, D) + B [ aesr + 267 | GLP 2,k + 1, D) + B Byt G4z, k +2,1) = 0. (4.7)

Pour trouver les égalités pour les colonnes [ (en fixant k) il suffit de refaire le méme procédé

en commencant par la multiplication dans le sens inverse :

I, sik=1

Gletl) el — 2D | (k, D) = .
[GLP(z)(Uleb) —21)] (K, 1) {O Gk

O

Pour exploiter ces relations il faut pouvoir inverser 6, + za;. C’est l'objet du lemme

suivant.

Lemme 4.4.2.

Si a est inversible alors, pour tout € >0, k € Z etz €S, 6, +za; est inversible presque sirement.

Démonstration. Soit z €S, et k € Z. On pose :

Qiny = {w €Q; 6, +2za; € GL(C)}
={weQ; p7 [zVi(w)a" — a*Uy(w)] € GL,(C)}
={w € Q; det[zV, (w)a"—a*U,(w)] # 0}

Pour montrer que P(9;,,) =1, il suffit de montrer que :
A(Uy; Vy) € Q; det(zVya* —a*U,y) # 0

puisque l'on travaille avec la mesure de Haar et que a est inversible.

Siz # 1 on pose (Uy; Vy) = (I;;1;) Dans ce cas :
det(zV,a* — al,) = det(za* — a*) = (1 —2)"(—1)" deta* # 0.
Si z =1, il suffit de prendre (Uy; V) = (il;;I,), dans ce cas :

det(zV,a* — a*U,) = det(a* —ia*) = det((1 —i)a* = (1 —i)" deta* # 0.
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Remarque 4.4.1.

On définit Q;,, comme dans la démonstration précédente :
Qiny = {w € Q; det[zV(w)a" —a"U(w)] # 0}
Pour «w € Q;,, légalité 4.4.1 devient :

G([f’b](z, k,1)= (yzl*[Sk + zai])_l [yzl*yk_lG([f’b](z, k—1,0)+ zGEf’b](z, k+1, l)] . (4.8)
=[5, +2a T [ 11 G0z, k — 1,1) + 2y Gl (z,k + 1,1)]. (4.9)

Lemme 4.4.3.

Pour tout s €]0; 1], il existe une constante finie C(s,a) > 0 telle que pour tout z € C dans

etk,l€Z :
E[NI(6 +2a) '] < C(s, ).

Démonstration.

E[II(8, +2a)'I)] = J I(—zVi(w)aU(w) + @) Fdw

Qo

f ! dw
0 o (a—zVi(w)alUi(w))

Ici, o, représente la L™ valeur singuliere, soit la plus petite valeur singuliere. En utilisant

la forme de Vi(w) et Ur(w) défini a la section 2.4 du chapitre 2 et en posant pour tout k € Z
Ue = Oepe(Uey
ka — U]?’DZO(ka)*

O-L (a _ZVkaUk)_s e O‘L (a _Zeiez)vkwaﬁioei@l‘é’)

Nous pouvons simplifier certaines expressions. En effet, nous savons que 6;”, @}, INJI? et \7k‘°
sont mutuellement indépendantes. De plus, ¢ = diag{0%,,...,0,}, et les (0% )repr.7 SOnt

. . A w 7 w
i.i.d., de méme pour (G)n’k)ke[lﬂ. Par conséquent, nous pouvons alors remplacer 6 par
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0 1, et ©F par ©7 I, cela donne :

o= = o\ N~ -~
E(O‘L (a—zel@k Vk"’aUlfelek) )=E(0'L (a—ze‘@kJVk“’aU,j’elgk,l) )

00 10D B\
=E (O‘L (a —ze‘(ekxl”Lekvl)Vk“’an) ) .

Ensuite, nous exprimons 171?’ = (INJ,?)%((NJ,?)% et \7k‘° = (\7]{“’)%(\7{")% dans U(L)NH,;(C). Nous

obtenons ainsi :
(O« o= = - QW wy,~ = = = -
E(O‘L (a—zel(ekvlwki)vk‘”aU}j’) )=IE(0L (a—ze‘(gk,lwk,l)(Vk‘”)%(Vk”)%a(Uf)é(Uf)é) )
=50 (@) «(@1) —se ot @tad)t) ).
Etant donné que (ﬁ,ﬁ“ )% et (\7,:*’)% appartiennent & U(L) N H(C), on trouve
:w 1 * :w 1 :w 1 * :w 1
() =Wt et (@) =@
Cela permet d’écrire
E(O‘L (a—zei(eﬁl+gﬁl)\7k‘*’aU‘° ( ( (V‘”)ZOL(UQ))2 Zei(e,‘(f1+9,ff1)(‘7kw)%a(ﬁ’iu)%) ))
IE(O‘L ((\N/k“’)% (a—zei(e 1761 )(lNJ )%) ) (O‘L((l et +9k1))a) )
En outre :

o, ((1—2e©@a1*%1))q) > min |1 —2e @1t %D| (o, (a)) = min |1 —ze©1*%)| o, (a
L(( ) ) in | l.(o.(a)) ke[[u]]| l.op(a)

Par conséquent, nous obtenons I'inégalité sur I’espérance partielle :

1
E S +zal) '] < o 0.8
0.0L11(5x D] legl min |1— IR +9k1)|s (o () d( )
ke[1;L]
< J L d(6)
= o 1 —ze s (o (a))

1 1

-~ (o(a)) Jo [1—ze O

d(o).

D’apres [90], fqr md(e) = C(s) < 00. D’oll en prenant 'espérance sur U(L) x {—1,1}* x
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U(L) x {—1,1}" de cette espérance partielle, on obtient le résultat voulu. m

En combinant les résultats tirés des deux derniers lemmes, nous sommes maintenant
prets a aborder la partie centrale de la démonstration, celle qui constitue ’essence méme de

notre démarche pour établir le lemme général de la réduction au cas pair.

Lemme 4.4.4.

Sous la condition de 'inversibilité de a, on a l'inégalité suivante pour s €]0; %[ :

E (llGEf’b](z, k+1, l)||5)2 < CIIE(llGEf’b](z, k, l)||25) + C,E (||G£f’b](z, k+2, l)||25) .
De méme pour les colonnes, on a l'inégalité suivante :

E (llGEf’b](z, k,1+ 1)||5)2 < EIE(llGEf’b](z, k, l)||25) +C,E (||G£f’b](z, k, 1+ 2)||2$) .
Démonstration. Pour w € Q;,, 1'égalité 4.4.1 devient :

GEf’b](z, k,1)= (yzl*[&( + za;;])_l [y;l*yk_lGEf’b](z, k—1,0)+ zGEf’b](z, k+1, l)] .
=[5 +za;]l™ [yk_lGEf’b](z, k—1,0) +zy;1*G£f’b](z, k+1, l)] )

Cela donne
1GL2)(z, k, DIl < 105 +2a) Ml (71 -Gz, k= L,DII+ | 2 | [1y; G (=, k + 1, D).

Il suffit maintenant d’utiliser I'inégalité de Holder puis le lemme précedent 4.4.3 pour pouvoir

conclure. O

Proposition 4.4.1 ( Réduction a des éléments appropriés (sous condition)).
Supposons que a € GL;(C) tel que ||a|| < 1. Soits €]0, %[ et sotent k,l € Z tels que |k—1| > 4.

1l existe 0 < C(s) < oo wvérifiant :

1
E (|IG12)(z,k, DIF)” < C(s) Y L E(IGI“Y)(z, 2n + 2i, 2m + 1+ 2))]|1*)2,
i,j=0
pour tout z €S, et n,m tels que k € {2n,2n+ 1} et | € {2m,2m + 1}.

Démonstration. On suit dans cette preuve [79] :

(E[||6PE, 20,0 ]) < C, {E[||612)z,2n + 1, 0| |+ E[ | 612z, 2n — 1, D) |}
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Par conséquent, il découle du dernier lemme 4.4.4 que pour |n—m| ¢ {0,1} et pour tout
s €]0, %[
(E[)|6=,2n,2m)[']) < Cof (E[||61P (@, 2n +1,2m + 1)||45])1/2

+ E[ |G£§1,b](z,2n +1,2m— 1)”43])1/2

(
+
(

|
B[ |6z, 2n—1,2m + D|*])
+(E]]

E[ |Gl (z,2n—1,2m — 1)||‘“])1/2 }.

De la méme fagon :

(B[] E,2n+1,D|]) < ¢, {IE [||G£f’b](z,2n +2,0) 25] +E[||G£f’b](z,2n,l)

I

donne

i

+ (]E [||G£f’b](z, o2n+2,2m+1) 45])1/2

"

+ (]E [HGE:"Z’](Z, om,2m + 1)||“$])1/2 ).

(E[||61* )z, 2n +1,2m)|'])" < Co{ (E[ || 61z, 20 + 2,2m — 1)

+ (]E [”GES’“(Z, om,2m—1)

Enfin, on utilise I'inégalité de Jensen pour majorer les autres termes (2n,2m+ 1) et (2n+

1,2m+ 1) et pour s €]0, %[ et k,1 :

B[ [0, k0" ] < (B[ o k1) *]) .

4.4.2 Reéduction au volume fini approprié

Nous allons maintenant simplifier la tache en démontrant qu’il suffit de majorer la norme
des moments de la fonction de Green finie pour aboutir a une conclusion probante. Cette
démarche repose sur la comparaison entre les blocs de la matrice infinie et ceux de la matrice

finie.

Proposition 4.4.2 (Réduction au volume fini approprié).
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Pours€]0,1/2[, on a :
E (G142, k, DIF)” < CE(IIGH(z, k, )*]])

pour tout z € {x € C/0 < ||x|—1| < 1/2} et tous k,l €[a+1,b—1], |k—1]| > 4.

Démonstration. Nous ne traitons que le cas k = 2n,l =2m avec |k —1| >4 et m,n € Z.

En utilisant la définition de UE”C’Y 1. nous avons
plebl = ylen-1l g ylenbl 4 e

ou I'! est donné par

f

—Bon_oa + Pon_sV, k=2n—2,1=2n-1

—Bon—-2B2n—15 k=2n—2, [=2n

—0 900+ 09,5V, k=2n—-1,1=2n—-1

—63n-2B2n-1 k=2n—1,l=2n
LIk, 1) = —QgniaYani1s k=2n, l=2n-1

—Ogn4200n41 + AnipU, k=2n, [=2n
—Y2n+2V2n+1> k=2n+1,1=2n—-1
~Yon+202n41 T Yon2U, k=2n+1, [ =2n

0, sinon.

\

On note G"(z) = Gl**"(z) ® G!?»"](z). En utilisant la premiere identité de la résolvante,
nous avons

G([f’b](z) —Gl(2)= —G(Ef’b](z)f‘rf G (2).

Par conséquent, pour tout m > n+ 2, on obtient

GL)(z,2n, 2m)
= {1+ (BanoPon1)GL"" (2,21, 2 — 2) + (@42 2011 GLP (2, 20, 2n — 1) (4.10)
+ (a2n420 2041 + A2 U) e !0 GEf’b](z, 2n,2n)

+ (Yans20ome1 T Yane2U)GEP(z, 20, 2n + 1)}G2MP)(2, 20, 2m).
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De méme, on peut réécrire U2»*™ comme

[2n,b] _ t1[2n,2m] [2m+1,b] 0
pi2nb] = pl2n2ml g yyl2m+L.b] 4 po

w

ou I'° est donné par
m

—Qom—2Yom—1 T VYom—1, k=2m, [=2m—1

_ﬂZma2m+1: k= 2m, [=2m+1
_ﬂZmﬁ2m+2’ k= 2m, [=2m+2
F:(k:l): { —Yom+1Y 2m—1> k:2m+1, [=2m—1

_Y2m+152m + a2n+2Us k=2m+ 1, [=2m
—52m+1(12m+1+Ua2m+1, k:2m+1, l =2m+1

—0on1+1Pome2 T UPommin, k=2m+1, 1 =2m+2

\ 0, sinon.

Maintenant, si nous posons G'(z) = GEOZ”’ZT”](Z) ) G‘[fmﬂ’b](z), encore une fois, nous voyons
que

GP2MPl(2) — GM(z) = —GM(2)I° GE2P)(z)

Ainsi, pour tout m>n+2

G2M(z,2n,2m) (4.11)
={1—[—(azm2Yom1+ VYzm—1)G£,2n’b](Z, 2m—1,2m) — (dgm—202m-1+ VOam_1) G(E,zn’b](za 2m,2m)

— (Yams102m + Qons2 UGz, 2m + 1, 2m) — (By Bams2) G2 (2, 2m + 2, 2m) 1} GI2*™) (2, 2, 2m)

En insérant ceci dans I’équation (4.10), puis on applique 'inégalité de Holder et le Théoréeme

4.3.1, on obtient pour tout 0 <s <1/2,0<e <1,
(E[[|61 )z, 2n,2m)[ 1) < CGs, B[ || G2z, 20, 2m + 1) * ],

cela donne le résultat requis pour pour tout z€ {x € C:0 < ||x|—1| < %} et tous n,m tels

que m = n+ 2. La preuve est analogue dans le cas ou n > m+ 2. O
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4.5 La décroissance exponentielle du cas réduit

Maintenant que nous avons simplifié notre étude aux moments fractionnaires d’éléments

Gg”’zm“](z,Zn,Zm + 1), nous nous apprétons a démontrer que 'espérance de

de la forme
tels objets décroit de maniere exponentielle. Plus précisément, nous montrons que :

Il existe s €]0,1[, C > 0 et k¥ > 0 tels que :
E(||G£fn,2m+l](z,2n’2m + 1)”5) < Ce_Klm_nl

pour tout € €]0, €,[, pour tout z €S, \'S! et pour [m—n| > 2.

La suite de ce chapitre est consacrée a la preuve de ce résultat crucial. Cependant, dans
le cadre spécifique de notre étude sur les scattering zippers, I’approche directe, en particulier
concernant le second point du plan de preuve donné au début de la section 4.2, se révele
complexe :

Dans le cas scalaire, nous pourrions envisager d’utiliser la formule d’inversion matricielle

classique :

-1

= ‘com M
detM

Cependant, cette méthode entraine une perte d’information sur la structuration en blocs
de la matrice, ce qui nous empéche de suivre la démarche adoptée dans [79], ou, dans un
contexte scalaire, cette information reste intacte.

Pour surmonter cette difficulté, nous nous tournerons vers I'utilisation du complément
de Schur des le début. Cette approche nous confronte a une quantité spécifique que nous
devons évaluer : il est crucial de borner I'espérance de sa norme par une constante. Cela
représente une étape essentielle pour avancer dans notre démonstration, en tenant compte
de la structure en blocs de la matrice, une considération fondamentale pour notre cas de

scattering zipper.

4.5.1 Une expression explicite de la fonction de Green

Compte tenu de la concordance entre la dimension des blocs dans la matrice de Green
et celle des blocs dans les matrices de transfert, nous formulons une expression détaillée de
la fonction de Green. Cette expression s’appuie directement sur les dimensions des blocs
impliqués dans le produit des matrices de transfert, soulignant 'importance cruciale de la

taille des blocs pour cette formulation.
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En s’inspirant des notations de [78], on pose :

2m+1(z) BZm+1(Z)U
Toms1(2, 0). Top(2, ®) ... Ty (2, w) :==T(z,2n,2m+1) =

2m+1 2m+1
CymH(z) Dy (2)U

Notons que nous supprimons la dépendance en w des différentes quantités puisque le carac-

tere aléatoire ne joue aucun role dans la discussion qui suit.

Lemme 4.5.1.
Soit U et V dans U(L) et m,n tel que |m—n|>2 :

1. Les quantités suivantes sont inversibles :
(a) CIM1(z) £ VAZ™ ! (2).
(b) BZ(2)U A2 (z).
2. Les quantités suivantes se trouvent dans le disque de Siegel D, ={Z € M,(C); ZZ* < 1}.
(CL) (C2m+1) VAZnH—l) l(VBZm+1 D22,r1n+1 .
2m+1 2m+1y( g2m+1 2m+1y—1
(b) (D2m1U — C2m+1)(B2m1y — A1) 71,
(¢) (DIT1U + Cor ) (B U + A )~
Démonstration.
1.a) et 2.a) découlent directement du Théoreme 1 dans [78].

Pour démontrer 1.b) et 2.b), on applique le théoreme 1 de [78] sur T(z,2n,2m+1)"! =
£T(3,2n,2m+1)%

:Z(A?:H( ) B2m+1( )U)*g :( A2m+1( ) _C2m+1(%)* )

czmi(ly pmi(lyy @21y ()

On trouve que —VA%’T’:H(%)* (BzmH( W) = (A2m+1( W+ BzmH( )U)* est inversible
Donc A2™(1)V* + B2™1(2)U est inversible. Comme l'application z — £ est une bijection
sur C*, on peut déduire que BZ™! (2" )U+AZ™!(2')V* est inversible pour tout z” € C*. Puisque

ce résultat est vrai quelque soit les conditions initiales U et V unitaires, on prend V* =1,

puis V* = —I, pour montrer 1.b). De la méme fagon on montre 2.b) et 2.c). O

Corollaire 4.5.1.
Il existe €, > 0 tel que pour tous U,V € U(L) etz dans {z€C; 1—€; <|z| <1+ €1}

1. Les quantités suivantes sont inversibles :

o C—3zVA.
e zBU —A.
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2. Les quantités suivantes sont dans D, ={Z € #,(C); ZZ* < 1}.
e (C—2VA)Y(2VB—D).
e (2DU—C)(zBU —A)L.

Démonstration.

On commence par ecrire :

C—2zVA=C—VA+(1—2)VA
=[I+(1—2)VA(C —VA)'](C —VA).

(C—VA)NC—VA) ' =1 <> VA(C—VA)=C(C—VA)—I

ce qui donne :

1 —_
C—2VA=2[I + —2C(C —VA)](C —VA).
b4

Comme C — VA est inversible, on a I’équivalence :

(1 —2)VA(C —VA) | <1
(C —2VA) est inversible <= <{ ou
|=2c(c—vay?|| <1

Pour montrer I'inversibilité de C —2zVA, il suffit d’avoir 'une de ces deux conditions :

1. |(1=2)|JA(C—VA) | < 1.

ou

2. HHjic(c—vayt<1.

I1 suffit donc de prendre z dans un voisinage de 1 pour assurer I'une de ces deux conditions.

On peut déduire :
de; > 0; Vze€B(1,¢e;), C—2VA est inversible YV € U(L)

Comme ce résultat est vrai pour tout V unitaire, ce résultat reste vrai pour eV mais cela

0

revient & multiplier z par e ou encore B(1,¢€;) par e?. On construit donc un recouvrement

de S! avec des boules B(e?, e;) on peut donc extraire un recouvrement fini 6y, 6., ... 0,.
On a bien C —2VA est inversible pour tout z dans la couronne {z € C; 1—e; < |2| < 1+¢€,}.

La preuve est identique pour zBU —A et pour (C —2VA) (z2VB—D) < 1. H
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Lemme 4.5.2.

Soit € >0. Pour toutz€{x € C/0<1—|x|<e€;} etm—n|>2:

.) GE)ZH,Zm+1](Z’ Zn, 2m+ 1) — ((szrrln+1 _ VA2m+1) + (D2m+1 _ VBSZH—I)U)_]- (L2m+1 _ VK2m+1)

.) G([L)2n+1,2m+l](z’ 2n + 1’ 2m+ 1) — ((C2m+1 A2m+1) + Z(D2m+1 B2m+1)U*) (L2m+l VK2m+1

2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
avec
1
2m+1 ~—1 —1 k7% ~—1
K, V2m+1P Vo~ + Voin P Uy, ap
2m+1 * ~—1 ~—1 * —177% ~—1
L =U,,,12P Vomp ~ +2U m+1p U,,ap

U, V € U(L), les deux conditions aux bords 2n et 2m+1.

Démonstration. ) On sait que la quantité G2m2m*1(z, 2n,2m + 1) correspond & la compo-
sante ¢,, de la solution & de I'équation (U™ —2)® = & pour &, = 814l
On applique le Lemme 4 de [78] :

(¢2m+1) = ( Pamsa ) =Topm1(2, 0). Ty (2, @) ... Ty (2, @) (I 0) (Q‘bzn)
¢2m+1 V¢2m+1 0 U ¢2n

—z7'
+ T2m+1(z) w)'TZm(Za (1)) 0 .

On remplace Ty,,,1(2, ). Ty, (2, ) par son expression donné dans la définition 2.3.2

(A w10\ (o), (K
ez o J\o oo \azr
On multiplie la premiere ligne par V et on calcul la différence pour trouver :

¢2n — ((CZZ:‘H-I A2m+1) + (D2m+1 B2m+1)U) (L§TT+1 _ VK'ZZTIITI-Fl .

o) Pour GI2M*12m¥ll(5 20+ 1,2m + 1), on suit les mémes étapes. Puis il suffit de remarquer

que
UYoni1 = 2Poni1 + Eons1 = 2Poni1

= Yope1 =2U Py
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Cela donne
2m+1 2m+1 2m+1
¢2m+1 _ A2n+1 B2n+1 I 0 ¢2n + K2n+1
2m+1 2m+1 * 2m+1
Vo Conr1 Dopi 0 2zU Pon Lyt

On multiplie par V puis on fait la différence pour trouver I’expression donnée dans I’enoncé.

]

Remarque 4.5.1.

Pour les autres cas, GZ"2m(z,2n 4+ 1,2m) et GI2"*™(z,2n,2m), les équations :
VO =20 +& of W =0,

donnent :

Vomi1 =2Pomer 1 ou encore Yo =2V Popiq + V7

Donc il faut multiplier la premiere ligne par zV*, rajouter V* et faire la différence pour

avoir :

GE2n2ml(z,2n,2m) = [C2" —zV*AX" —V* + (D2™ — 2 V*B2M — V) UT H(L2M — V' K2 — V™).

Remarque 4.5.2.

Soit ||.|| une norme sous-multiplicative sur M, (C) ; il existe k > 0 tel que :

-1
||G[2n,2m+1](Z’ 2n,2m 1)” ” ((C221T+1 VA%T:-H) (D22,T+1 VB%ZH_I)U) (lggwl ‘7K22;n+1)“
-1

-1
< x|[((C2m*t —yAZmtly 4 (p2mH — yBZMhy) .

En effet :

NP _ _ 1 o R
L2 — VRS = ||Us , ap Vopp ' +2U5 0 Us ap 1—V(;Vzm+1p Won 4 Vo p Uy, ap 1)II

~ _ 1 ~
<llp 1II2[|IaII-|Ip 1||+m+||0£||||;O 1||2(|Z|+||Ot||)]
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Pour ||la]| <1 et € €]0,1[, par le lemme }.2.1 et comme 2z €S, :

__1 [ lall 1 +(1—e)||a||+||a||2]
1—llal* | T—Tal? "~ 1-e¢

<K.

L’estimation de la matrice de Green a l’'aide des matrices de transfert présente une
complexité notable : dans le contexte scalaire, ce processus est rendu possible grace a la
propriété |a-b|=|a|-| b |. Toutefois, dans 'univers des matrices, cette relation directe ne
tient pas, car nous disposons seulement de la sous-multiplicativité des normes. Ainsi, nous

opterons pour une méthode différente.

4.5.2 Des matrices de transfert a la fonction de Green

Notre premiere étape consiste a établir une minoration de la norme des inverses des
matrices de transfert, qui correspond a la norme des matrices de transfert elles-mémes.
Cette procédure met en lumiere 'apparition d’un nouveau terme dont il est nécessaire de

majorer la norme de fagon uniforme par une constante.

Lemme 4.5.3.

Soit € € (0,1). Il emiste k. > 0 tel que pour tout z € S, \ S' et tous m,n € Z tels que

lIm—n|>2 :
|G2r2m+1] (2 2n, 2m + 1)||
T2 ()| > & @ 4.12
”( 2n ( )) ” € ||H§T+1(F22rr1n+l)_l _ G§Z1+1(E§rr1n+1 _1” ( )
ol

EZM =(C2M —VAIM ) + (D2 — VBZMU. (4.13)
F22rrln+1 :(D§,T+1 _ VB;ZH—l)U _ (C22:l+1 _ VA%TrTlH-l . (414)
Gg:er_l :Airr;H—l + V*C22,;n+1 + (Bgrrln-i-l + V*DZZTT+1)U- <415)
Ho o =(By™ + VDU — (A5 + V7 Crh. (4.16)

Remarque 4.5.3.

K peut étre choisi de sorte qu’il ne dépende que de la norme de la matrice a.

Démonstration. Tout au long de cette démonstration, nous omettrons les indices 2n et

2m + 1 pour plus de concision. Par un calcul direct, et en utilisant les expressions données



4.5. La décroissance exponentielle du cas réduit 101

dans (4.13), (4.14), (4.15), et (4.16), nous obtenons :
— - - 1= _ _VB)U—(C— -1 —1 )L
e =(855)" = (H (0 ) CLMa@a D dniiad) ()
-1
_ -1 E F _ -1
-GG (5 ) e

Deuxieme étape :

E F
E = (C —VA)+ (D —VB) est inversible, on peut donc calculer I'inverse de ( ) grace au
G H

complément de Schur (Voir Annexe A) :

-1
_ e M e _ 1 My—
(E F) :(E Ly ETF(M)IGET ETF(Y) 1)
MN— — M N— ?
G H (%) 1GE™! (%) !
ot (¥)=H—GE™'F est le complément de Schur de E.

On obtient donc : Thus, we obtain :

2m+1¢, )1 — | L -V L R E_1+E_1F(%)_1GE_1 E_IF(%)_1 1 I, —I B
arort=((1 ) (A ) ()

Troisieme étape :

Par passage a la norme de Frobenius, on obtient :

E '+ E'F(MY1GE! EF(¥)H)?
IT(z,2n,2m+ 1) = ||( () () .

(F)'GE™ (5

. . 1 VI 1 I, —I .
puisque les matrices ﬁ( I VL*) and W ( I, ,LL) sont unitaires.
On sait que la norme de Frobenius d’une matrice carrée est toujours supérieure a la somme

des normes de ses blocs, Donc :

| (E—1+E—1F(%)—1GE—1 E'F(My
MN\— — M \—
(F)'GE™! (F)!

) = IETF(E) I

D’autre part et par la sous-multiplicativité de la norme de Frobenius on peut utiliser le fait
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que

XY
VXY € 4,(C) ;Y £0 |X] = M

pour montrer que

IETFCEY L (FCS) 1)) o _lE
I(FCL-1) ) T ICSF)

IEZFCE) I =

On a donc l'inégalité suivante :

E—l
I7(s,2n,2m+ 1) = e
ICE)F1|

Pour conclure, il suffit de remarquer que
(B)F'=HF'—GE™" et «||G2"* (5, 2n,2m+1)|| < |[E7Y.

ou k est la constante obtenu a la remarque 4.5.2. O

4.5.3 Une majoration sous condition

Dans cette partie, nous cherchons a montrer qu'il existe C, . >0 :

||H§;T+1(F22r?1+1)_1 _ G§?+1(E§Trln+1 —1” < Ca,e°

Pour y parvenir, nous proposons une stratégie qui consiste a construire une suite de matrices.
Cette suite est congue de manieére a créer une progression qui, bien qu’elle puisse sembler
complexe au premier abord, est en réalité une série de valeurs qui augmentent selon un
modele particulier, que nous appelons “sous-arithmético-géométrique”. Cette progression
particuliere finit par atteindre un seuil maximal, ce qui signifie qu’elle ne dépasse pas une
certaine limite, a condition de respecter certaines regles liées a a et €.

Nous démontrons que cette limitation du terme est effectivement possible, en supposant
que les valeurs de a et € respectent une condition spécifique. On fixe ||.|| la norme de

Frobenius.

Lemme 4.5.4.

Il existe ry €]0,1[ Pour € > 0 et a € M,(C) non nul tels que ||al| < ry, on a pour tout
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z €S, \S! et |m—n|> 2, i existe une constante C,,

||H§,T1n+1(F22:1n+1 —1 _G§T+1(E§Trln+l —1“2 < Ce,a'

Démonstration.
Etape 1: Lors des calculs suivants, nous omettons les indices 2n, 2m+1. En utilisant (4.13),

(4.14), (4.15), et (4.16), nous avons :

HF '—GE = ((B+V*D)U—(A+V*C))((D—VB)U —(C—VA))™"
—(A+V*C+(B+V*D)U)((D—VB)U +(C—VA) ™
= (BU—-A+V*(DU—C))(DU —C —V(BU —A))"}
—(BU4+A+V*(DU+C))(DU +C—V(A+BU)) .

Selon le lemme 4.5.1, BU—A, BU+A, DU —C, et DU + C sont inversibles, et et on trouve :

HF ' —GE' =—-V*(I,—(DU—C)(BU —A)—lv*)_1 +Vv*(1, —V(BU—A)(DU — c:)—l)_1

+Vv* (I, — (DU +C)(BU +A)_1V*)_1 —Vv*(I,—V(BU+A) (DU +C)™)
(4.17)

On pose M = (DU—C)(BU—A)"'V* et N = (DU+C)(BU+A)1V*, alors, selon le Lemme 4.5.1,
ces deux matrices sont inversibles et appartiennent a D;. Par conséquent, I;, —M et I, — N
sont inversibles, ainsi que I; —M ! et I;, —N~!. De plus, on a (I, — M ) ' =—-M({I, — M)
et ([,—N1)'=-N(,—N)"

En réécrivant (4.17), on obtient

HF ' —GE' =Vv*(—(I, + M)(I, - M) + (I, + N)(I, —N)™). (4.18)

En appliquant la norme de Frobenius et sachant que V* est unitaire et que M,N € D,

IHF' —GEY| < 2(lI(1, — M) + (T, — N) ). (4.19)

Nous commencerons par majorer ||(I; —Mzzr’l”+1 ~Y|. Puisque, d’apres le Lemme 4.5.1,

MZ2™'eD;, on a
1

||(I _M2m+1 —1” D
b 1—[IMzr|
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Ou encore :

-1 1

<

D2m+1U _ C2m+1 BZm+1U _A2m+1 —1 V* -1 <
“ I:( 2n 2n )( 2n 2n :l 1— ||(D22rr1n+lU _ C22:1n+1)(B§rr1n+1U —A%T:'H)_lv*”

Pour montrer que la quantité a droite est bornée, il est nécessaire de prouver l'existence

d’'une constante C < 1 indépendante de n et m, telle que :

||(D2221+1U_szrrln+1)(B§Z1+lU_Aérgwl)—lv*” <C.

Etape 2
A (z) B (2)U
=T(z,2m+1,2n) = Ty,,,1(2, 0).T(2,2m, 2n)
C2m N (z) DM (2)U
W2ml(z) X*mH(z) | [ASN(z) BIM(2)U
y2mi(z)  z2m(g) |\ C2'(z) D2M(2)U
avec

W™ (2) =%fom“)(ﬁ(a))_lVoﬂzm)(ﬁ(a))_l +VED(B(@) a (UE™) (p(a)) 7
X (z)=— %Vf’”ﬂ)(ﬁ (@) 'VED(BE(@) " at = vED(E((a) et (UZM) (p(a))

Yot (z) = = (UZ™ DY a(p(a)) V(B (@) —2(UZ™ DY (B(a)) (U™ a(B(a)) ™,
Zam(2) =(UZ™ VY a(p(a) VI (B(a)  a + 2 (U™ DY (B(a) T UE™ ) alp(a)) ™,

Cela donne les relations suivantes :

2 1 _ 2 1,2 2 1,2
AL () =WRMHLAZM (5) 4 X 2L C2M(5)
2 1 _ 2 1p2 2 112
B2 (3)U =W2mHB2M(2)U + X2 D2M(2)U
2 1 _v2 1,2 2 1,2
C2m (z) =Y 2 AT (5) + 22 G2 (2)

DI (2)U =Y*™'B2"(2)U + Z*™'D2™(2)U
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On fait la somme et la différence pour trouver :

AT (2) £ BI (2)U =W2MH(AT (2) £ B (2)U) + X*™H(C2M (=) £ D2 (2)U).

C2M(2) £ DI (2)U =Y 1AM (2) £ BIM(2)U) + Z*™H(C7 (2) £ D2 (2)U).

On obtient la relation
(DZM T U—CZm)(BIH U—ATM) T = [ YA (AT (2) — BIM(2)U) + 2™ (C2M(2) — D2 (2)U) ]

% [W2m+1(A37:(z) _BSZI(Z)U) +X2m+1(C’22TT(z) — DZZTT(Z)U)]—l

Sous la condition de I'inversibilité de W2™*! nous factorisons W2m+1(A2m—1—B2m=11) § droite
2m ) 2m 2n 2n

dans 'inverse pour obtenir :

2m+1 2m+1y, p2m+1 2m+1y—1
(Dzrrszr U— C21T+ )(Bzrrzn+ u _Azrr:l+

= [+t + 23 cart - pir o) — Bt o) (w )

— — — - — —17-1
L+ X3 - D - oy gy

Cette manipulation va nous imposer ces conditions :

1) L’inversibilité de W2m*1,

2) ||(X2m+1):t1|| < 1 et ||(W2m+1)ﬂ:1|| < 1.

Ce qui est cotteux en terme d’hypothese et cela va affaiblir les résultats. On procede d’une
autre facon.
Sous la condition d’inversibilité de WZZTTH et en supposant que

G - (W ™) 7 < 1, (4.20)

2m

en utilisant la série de Neumann, nous pouvons écrire :

||(D22rrln+1U _ C22:1+1)(B;T+1U _Aér:-kl -1 I
- (”Yzznrlnﬂ” + ||ZZm+1|| . ||(C22;n—1 _DzzzT_lU)(Azm_l _BST—I U)—IH) . ”(sz:lqﬂ —1”

2m 2n

L= X ICs " = D U = Bt ) - Wi )|
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Par conséquent, nous trouvons :

1 1
(1, —Mat) Il <
2n 1— ||(D22,T+1U _ CZZTT+1)(B§Z1+1U _A%TH -1 ”
< 1
- 1 Y I+ 1ZZm D Wt =]

1= [IXZmH | |(W2mH )1 |(C2m—D2m U)(AZm—B2mU)-L |
sous la condition

QY2+ 123 - NG = Dan - u) = B3 0) I - W) |

2m 2n 2n
- - - = <1. (421)
1= X311 (G5 = D3 U)Ag ™ — B Uy (W)
ce qui est impliqué par la condition
U 122+ 1 D - W) M < 1 (4.92)

puisque [[(CZ"' =D 'U)AZ ! — B2 'U) | < 1. Nous posons, avec n toujours fixé,
X =X Y = 10 S 20 = 1250, Wy = (W )7 (4.23)
et pour tout m>n+1,
fW = ||(Dim 1y — c2mH)(BEM U — A2 (4.24)

Avec ces notations, nous écrivons :

(n)
- 1—x,w
1025 1S o S e < nnf
1_ _  ImWmTmWm

(n)
1 —YmWm — ZnWn — Xmef n_1

m 1_memf,£,n_)1 m
< 1
- 1 _ _ _ (n)
yme Zme Xmefm_1

Ainsi, nous obtenons une relation de récurrence pour tout m=>n+1 :
frgn) S YW T 2aWy t memfn(zn—)l‘ <425)

Etape 3 : Notre objectif est maintenant de montrer que la suite ( fnS”))mZn +1 est uniformément
bornée a la fois en m et n, par une constante strictement inférieure a 1, au moins pour |m—n|

suffisamment grand. En itérant la relation sub-arithmético-géométrique (4.25) et toujours
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sous 1'hypothese x,,w,, <1, on obtient :

Vm=n+ 1, fn(ln) =< (.yme + mem)(]- +XWwy et (mem)m—n—l) + (xmwm)m_nf,fln_)n

(4.26)
w, +2.w w,. +32. W
— .ym m m"'m + (frgn_)n _ ym m m m) (xmwm)m—n (427)
1—x,w, 1—x,w,
w, +2.w w, +2. W
S .ym m m’'m + (1 _ .ym m m m) xmwm)m—n (428)
1—x,w, 1—x,w,

puisque nous savons que pour chaque m,n, fng”) < 1, en utilisant le lemme 4.5.1. Il reste a

estimer le terme Z272n%n Fp ytilisant le lemme 4.2.1, on obtient :
lletl] 1 el 2| + |l
Vmez, y, <(1+lz)—A o <142 <A o)
" 1—|a? " 2|/ 1—||al? " 1—|lalf?

Ensuite, pour estimer w,,, nous écrivons :

-1
W) = (SVE @) VI B + VG Y (@) )

— 2 (VDB VI ) ™) " (1, +2VE I E@) @ U (@) (VE (@) Ve (B ) )

En utilisant le lemme 4.2.1,

2= VI=TalP)*

1—{lall?

IVE™ (G (@) o (UEDY (o (@) (VE V(@) VED(BE(@) ™) Il < lzllall (4.30)

Pour tout € > 0 et tout z € S, la borne supérieure dans (4.30) tend vers 0 lorsque ||a|| tend

vers 0. Ainsi, il existe r; € (0,1) indépendant de € tel que, pour tout a vérifiant ||a|| < ry

2=/ 1-lal?)?

et tout z € S, on a |zl|||al| 1l

< 1. Pour un tel a, WZZTTH(Z) est inversible et, en

utilisant a nouveau le Lemme 4.2.1,

22— vI—TlalP? _ |zl —llal’)@—vI—TlalP)*
1—|z|||a||(2_1—"_1||;||||§”2)2 1=l = |z|llell(2 = vV/1—=]al?)2
(4.31)

En combinant (4.29) et (4.31), pour tout a tel que ||a|| < ry, pour tout € > 0 et tout z € S,

VmezZ, w, =W (=) <

(1+ 2Dl all2— VT —[[al?)? —
1—|lallz—lzlllall2— vVI—Tal?)? = °

VmeZ, xp,w, < (4.32)
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et

((1+|z|) llall +||a|||z|+||a||) zI(1—llal*)(2—4/ 1—]lal[?)?
YW + ZmWm _ 1=l 1=lal? J 1 alz—|zl|ali2— 4/ T-la]2)2

1=xuwn 1— (1 + L) lall__Isl0—llal)2—y/TlalP)?
Izl 1=-llal® 1—jjajl2—|z]l|all(2— 4/1—]lal2)2

_ llall (1 +2jz] +llalD 212 = VI —=TlalP)* _ N
1—llall2—lz| + Dllalle—vV1=[al?? ™

Pour tout € > 0 et tout z € S, les deux quantités A, , et u,, tendent vers 0 lorsque ||af|

YmeZzZ,

(4.33)

tend vers 0. Par conséquent, on peut trouver un r, € (0, 1), indépendant de €, tel que pour
tout a vérifiant [[a|| < r, et tout z €S, u, , € (0,1). Ensuite, pour un tel a, ,ulb,””a_m tend vers
0 lorsque |m—n| tend vers I'infini. De plus, on peut aussi trouver un r5 € (0, 1), indépendant
de €, tel que pour tout a vérifiant ||a|| < r; et tout z €S, A, , € (0, %].

A partir de ces deux faits et de I'inégalité (4.28), on déduit que pour tout € € (0,1),

pour tout a vérifiant ||al| < ry := min(ry, r,,75), il existe un po > 2 et un C, , € (0,1) tels

T0,Po

que pour tous m,n € Z, |m—n| = p,, et tout z €S,

~

0<fM<A +(1-2 umm<C

— TToPo”

(4.34)

En suivant exactement la méme procédure, on obtient la méme borne C pour le second

T0,Po
terme ||(I, —N)7!||, puisque le changement de signe devant A et C ne modifie pas toutes les

L (1 . 2
estimations en norme. On déduit finalement le résultat avec C, , = —F—. O
7 “r0,Po

Une discussion sur les conditions établies dans la démonstration précédente

Pour terminer la démonstration, il reste a discuter les hypotheses faites lors des étapes
précédentes. En particulier, nous devons donner des conditions sur a pour satisfaire les
conditions d’inversibilité de W2™?! et pour satisfaire les conditions (4.20) et (4.22). En fait,
inversibilité de W™ a été discutée dans (4.30) et est impliquée par la condition [lal| < 7.
La condition (4.20) est impliquée par A, , <1 et est en particulier satisfaite pour [la|| < r,.
La condition (4.22) est également impliquée par A, , <1 et conduit & la méme condition sur

a.

On peut mieux comprendre cela en regardant la courbe de les fonctions :

x (14202 +x)|zl(2— VI—x2)?

feo= 1—x2—(2lz| + Dx(2— vVI—x2)2
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t
‘ () = 1+ zDx(2—v1—x2)>
R T N Y S Ol

pour x € (0,1)

+2-1.01+x)-1.01 (2 - =) i
® 1r()()ix(]. 1 x) ( V1 x))

1_x2_(2-099+1)x(2_\/1_x?)

1+1.01 2— 1722
@ - oy %)

1427099)((27\/ﬁ)2

© B=(01

© D=1 : 0.6
h : Dreite(B, D) H 05
=y=1

A = Intersection(f, h, (0.1541150242236, 1))

= (0.1541150242236, 1) 03

C = Intersection(g. h, (0.2830179287069, 1))
= (0.2830179287069, 1)

=+ Saisie.

B pd:|

La courbe de la fonction f pour € =0.1

On fixe € = 0.1. Nous cherchons & déterminer les valeurs de ||a|| dans l'intervalle [0, 1]
pour lesquelles les parametres A et u sont a la fois bien définies et respectent les conditions
A <1et + u<1. Autrement dit, nous souhaitons identifier la plus petite valeur de x dans
Iintervalle [0,1] pour laquelle la fonction f est définie et vérifie la condition f(x) < 1.
On trouve graphiquement que la condition A < 1 suffit pour conclure. On peut prendre
ro <0.15411502422

Apres avoir établi la réduction et prouvé la décroissance exponentielle dans le cas réduit,

nous sommes en mesure de démontrer la décroissance exponentielle pour le cas général.

4.6 La décroissance exponentielle du cas général

Pour prouver 'estimation de la décroissance pour la fonction de Green générale, cela

revient a combiner tout les résultats précédents.
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Théoreme 4.6.1.
Il existe ry > 0, s €]0,1[, € > 0, C;,, > 0 et a > 0, tels que pour tout a € GL;(C)

avec ||al| < 1y, tout € €]0,€’] et pour tout k,l €7Z et tout z €S\ S! :
E(IG, (kD) < C e

Démonstration. Pour |k—1| > 4 il est clair qu'il existe m,n € Z tels que k € {2n,2n+1},1 €
{2m,2m+ 1} et |m—n| > 1. Ainsi, en utilisant le Lemme 4.4.1, nous obtenons qu’il existe

0 < k(a,s) < oo tel que

1/2

1
EG,(zkDIFD < x(a,s) D (E[IIG, (2,20 +2i,2m — 2 + 1)||*])

i,j=0

1
< x(a,s) Z (IE [ ||GZ[2n+2i,2m—2j+1](2n +2i,2m—2j + 1)||45D1/2 ’

i,j=0

ou la deuxieme inégalité découle du lemme 4.4.2. Ensuite, le résultat du Lemme 4.6.1 donne

qu’il existe s, €]0,1[,0 < C; < 00,a > 0 tel que

1
(ELIG, (2, kDI DY < Crr(ays) D e,
i,j=0

Enfin, par I'inégalité triangulaire et la définition de m,n nous avons

12n—2m—1+2i +2j] > [k—1] — |(2n — k) — (2m + 1 — 1) + 2i + 2j|
> [k—1|—6.

Ainsi, en prenant C, = 4C,x(a,s)e>?, il s’ensuit que
EL1G, .k, D] < Cpe™1,

Pour |k—1| < 4, nous utilisons le lemme de la borne uniforme 4.3.1 pour montrer qu’il existe
O<C3<oo telque
E[IG, (2, k, D] < Cyete kL,

En choisissant C = maX{CZ, Cge4a}, nous obtenons le résultat requis. O



Chapitre 5

La localisation dynamique

Dans ce chapitre, nous allons prouver la localisation dynamique et ainsi nous démontrons
le principal résultat de la these, le théoreme 1.1.1. Pour cela, nous allons nous baser sur
deux choses importantes : premierement, 1'utilisation de la décroissance exponentielle des
moments de la résolvante, déja démontrée précédemment, pour avoir une estimation d’ordre
deux sur la résolvante ; deuxiemement, nous relions 'opérateur a sa résolvante grace a un

lemme général sur les opérateurs unitaires.

5.1 Estimation des moments d’ordre deux

On définit € comme le minimum de €, et €;, soit €’ := min(ey, €;). Le parametre €,
mentionné dans un corollaire antérieur, est choisi pour garantir des exposants de Lyapounov
strictement positifs sur la couronne S, introduite dans le lemme 3.4.6. Par ailleurs, €,
mentionné dans le corollaire 4.5.1 du chapitre 4, permet d’obtenir des expressions explicites

pour les fonctions de Green.

Théoréme 5.1.1.
Il existe € > 0, il existe ry > 0, il existe C,, >0 et a> 0 tels que pour tout € €]0, €’'] et tout
z €S, \S!, pour tout a € GL;(C) avec ||la|| < 1y, et tout {k,p} et {l,q} dans Z x [1;L] :

_ 2 —a(k—
E((1— 122 |{epp| (U —2) " egq)|*) < Crpe D

Démonstration. On pose comme précédemment

o = 7o (70)

n n

111
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On décompose 'opérateur de Scattering Zipper de la fagon suivante :

=V, W

@ SZk(w)) °s (@ Szk+1(w))

kez kez

Lo @ p()Uy() ( )
o Sors
%(o Toe )(p(a) —a*Uzk(w))) D)
Lo @ p()Uy(w) ( )
~ ) Sors
@(o v))(@(pw —a*Uzka D)

I, 0 I 0 a  p(a)Uy(w) L( )
= rQw ° S + ( )
kez(o VZ‘Z)) (@(0 e—z%)) (@(ﬁ(a) —a*Uzk(w))) S @ e

Afin d’alléger les notations on pose X, = U’ W,,. On définit pour & =(5,,...,6,) € C" :

I 0
Yo = ~
w @ ( 0 Vzc;e—l(62k+5))

U :=Y’U W, =YX,

Il
I e N T N
~
n
N

Soit k = 2n+ 1 un bloc impair. Soit P,,,; la projection sur ce 2n + 1-ieme bloc donc sur

vect(€gi1s o> €anr141)- On peut la représenter matriciellement :
P,,., =diag(0,...,0,1;,0,...,0) avec I; dans la 2n+ 1 iéme position.
On pose Nyppq = € @1t — 719501 On obtient alors :

Uf) = Yw(Dw + n2n+1p2n+1)xw

= Uw + Ywn2n+1p2n+1Xco'
Par la résolvante géométrique :

VzeC \ Sl) (Ui _Z) - (Ua) _Z)_l = _(Ui _Z)_l [Ywn2n+1p2n+1xw] (Uw _Z)_l'
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On multiplie a gauche par X, et a droite par Y, :
X, (U2 —2)Y,, =X, (U, —2)7'Y,, = =X, (U2 —2) 'Y, [M2041Pons1 1 X0 (U, —2) 7Y,
On pose F5(z) :=X,(U? —2)7'Y,, et F(z) =X, (U, —2)'Y,,. Alors

F5(z) = F(2) = —F5(2)(M2041 P11 )F (2)-

.....

trouve que :

Nonsr = diag(o, ..., e i) _ 70k 0...0) = (0,..., Nont1.40--.0).

De plus ,

(e{2n+1,l} |(F5(2)— F(Z))e{2n+1,k}> = (e{2n+1,l} |(—F; (Z)(len+1pzn+1)F(Z))e{2n+1,k}>

Notons ici qu’en fixant un bloc 2n+ 1, on pose Fs5(z,1,k) := F5(z,{2n + 1,1},{2n + 1,k}).
avec les notations de la base de £2(Z) ® C utilisées précédemment.

Cela nous permet d’écrire :

Fs(z,1,k)—F(z,1,k) = _<e{2n+1,l} |(F5(z)n2n+1,kp2n+1,kF(z)e{2n+1,k}>

= _<e{2n+1,l} |(F5(Z)n2n+1,kF(Z: k, k)e{2n+1,k}>

Ainsi :
Fs(z,1,k) =F(z,l,k)— (6{2n+1,1} |(F5(Z)712n+1,kF(Z, k, k)e{2n+1,k})
=F(z,1,k)— 7)2n+1,kF5(Z, k, k)<e{2n+1,l} |F(z)e{2n+1,k})
=F(z,1,k) —Ny14F (2, k, k)F5(2,1, k).
D’ou :

F(Z, l’k) = (1 + n2n+1,kF(ZJ k: k))Fg(Z, l: k)

Et finalement :

FaLk) ¢ (5.1)

Fs(z,L,k) = .
5(2’ ’ ) 1+ T)Zn-ﬁ-l,kF(z’ k) k)
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Par ailleurs pour me Z et k,l € {1,...,L} :

[Fs(z, L < D |Fs(z, ¥, k)P

yez
= X (U, —2) 'Y ezni1llf gy YR EZ

= (X, (U2 —2)7'Y, e10n11.0/X0 (U2 —2) 'Y e0ni1.00)

= (en+1.1] [Xw(Ui —Z)_lyw]* X@(Ui —2)'Y e ni10)

= (e{2n+1,k} |YZ [(Ui —Z)_l] (UZ - Z)_IYwe{an,k})
Or pour tout opérateur unitaire U :
* 1 1
[(U-2)'] =—(U-)"U.
Z Z

En effet :

(U—zUU) ] =[(I—2zU)U) ]
= (U1 —2U") ™) = (1 —2U*) 1) (U

= (z(% —U*))_l)*tu = % (((% —U*))_l)*U
S CIE R

On revient a ’estimation précédente :

[(W-27T

1 1. _
|F5(z,1, k)|2 < (e{2n+1,k}|Y*w [_g(Ui - E) IUZ,] (UZ, —z) 1Ycoe{2n+1,k}>
1 1. _
= = (Yol Yo D Xo(Ug = =) (U, —2) " Yoeqan i)

1. _
(e{2n+1,k} |Din(IUi - E) 1(UZ —2) 1Ywe{2n+1,k})

* 1. —
((D2Y*eqani1 91X, (U2 — g) N(U° —2) 'Y e qoniii)

W =W RN =W

. 1. _
(61(92n+1’k+6k)e{2n+1,k} |Xw(Uf) — g) 1(Ui —2)'Y e mni10)-
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Or par l'identité de la résolvante,

(U3 —2) = (U8~ )7 = (0%~ =) [UF, ~2 U + 2 )05, — -)”
Z V4 V4
= (2= (V% —2) (U7~ 2)
z V4

= E =z oy - 1)
Z Z

On trouve ainsi :

2 e Ciniact®) 5 PRI
Z |Fs(z,y, k)" = _T<e{2n+1,k}|xw(U(u —2) (U — g) Y eian+1,k})
YEZ
e 105011, 0k) i 1.
= _1_—|Z|2<e{2n+1,k}|xw [(UZ —z) ' —(U° — g) 1] Y e (ont1k))
o= 1051 +5)

_ 1. ’
= "1 Rp [(e{zn+1,k}|xw(UZ —2) 'Y, emni10) — (e{2n+1,k}|Xw(Ui — g) 'Y emnih)

et puisque ((Ui —z) ) = —%(UZ — %)‘”UZ = —%U‘Z(UZ — %)_1, on a :
1. _ _
<e{2n+1,k}|Xa)(Ui — g) Yol oniin) = _Z<e{2n+1,k}|Xw(Ui(Ui —2) )Y epomiiig)
= —2(U2 X! eans1,0| (U2 —2) 7)Y e ponin i)
= —2(Y, D% e3ns1. (U2 —2) )Y e anin i)

=—2 (YwDie{2n+1,k} |(([UZ, - Z)_l)*Ywe{2n+1,k}>

- (6 5 _
= —ge Pt k)<Ywe{2n+1,k}|((Ui —2) )Y, e ani1h)-
Or (Ui —z)(UZ —2)1 =T ce qui est équivalent & :

(U2 —2)"' = —%(1 —U° (U2 —2)™).
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D’ou :

— ze' i t00) (Ywe{2n+1,k}| ((Ui - Z)_l)* Ywe{2n+1,k}> = —ge' im0 (((Ui - Z)_l) Yo €0n+1,k) |Ycoe{2n+1,k}>
= —ge! (O, t00) ((i(f - UZ(Ui - 2)_1)) YoeoniiilYolianiin)
= ¢/ to0) (((I —Ul (U° — Z)_l)) YoeoniilYolianiin)
= ¢/ to0) [(Y, eans1i| Yolininng) — (U2 (U2 —2) 'Y e anit i |Ywe{2n+1,k}>]
Ginvi 0| 1 — e{2n+1 k} |D w(UZ) _z)_lywe{2n+1,k})]

[
Oans1iH0K) [1 ((D2) e (ans1, Fs(2)egansn, k}>]
[1-

103511, 6k) 2n+1’<+5k)F (Z k k)]

Alors :
2 ¢ Uinsnicto0) 5 1 5 1
Z |Fs(z,y, k)" = 1_—|Z|2 [(e{2n+1,k}|Xa)(Uw —3z)” Ycue{Zn-H,k}) - (e{2n+1,k}|Xoo(Uw —3z)" Yw)e{2n+1,k}):|
YEZ
(92n+1 k+6k) F—
. [pg(z k, k) — e Oani1x 0[] — ol O PO F (5, k, k)]
1—|z/?
]. H w : w R ———
=— [6_1(92"““1”‘-'_501'75 (2, k, k) + e O PIF (7 k, k) — 1]
1—|z|2
= 2Re(e ok P OIF (2. k, k) — 1
s [2Rel .k k)= 1)]
1
= ——[IF5(z, k, k)]* = e i) — Fy(5, k, k)]
1—|z|2
Or par (5.1) :
F(z,l,k
F5(Z) l’ k) - (z ) )
1+ T’2n+1,kF(zJ k: k)
ce qui permet d’écrire :
Z |F ( l k)|2 |F(Z, k: k)|2_ |ei(92“;+1’k+6k)(1 +T’2n+1,kF5(ZJ k: k))_F(27 k; k)lZ
Z,
= | E |1+ 13001 4 F (2, K, K2
— 1 _|F(Z, k: k)|2_|ei(9§;+l’k+6k)+F(za k: k)_eﬁkF(ZJ k: k))—F(Z, k: k)|2]
]-_|Z|2 | |1+7]2n+1,kF(Z: k: k)|2
— 1 -lF(Z: k: k)|2_|6i6;1+1’k_F(Z; k; k)|2:|
1— |Z|2 | |1 + n2n+1,kF(Z) k: k)|2
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Ainsi , (0o ,
1 F(z,k,k)|*—|e" "1k — F (2, k, k
0 < Fya P < [| (kP — e (3 k. K) ]
1_|Z|2 |1+n2n+1,kF(Z7k:k)|2
De plus si F(z,k,k) =0 alors :
1 0—|ei62ar)1+1,k—0|2 1
0< S0<
1—|z[? 1] |2[2—1

ce qui est impossible car |z| < 1.

On peut alors écrire :

1—|1—e%m(F(z,k, k)
|n2n+1,k + (F(Z, k: k))—1|2

(1= [z)IFs(z, L, k)| < (5-2)

Notons également que (1—|z|?)|F5(z, 1, k)|* est positif et |1—e'%1x(F(z,k,k))™| < 1. On a

alors pour tout o :

|Fs(z,k, k)| = |<€{2n+1,k}|F5(Z)e{2n+1,k}>|
= | (e{2n+1,k} IX,, (Ui - z)_lywe{2n+1,k}) |
< llegani1 NI, (U —2) 'Y e(an 1.l par inégalité de Cauchy-Schwarz

< llegn+1l ||Xw(Ui —2)7'Y, |l llen1illizayect

1
= o _ o)L < —
10022 < 1=
Puis :
F(z,1,k)
Fs(z,l,k)=
° 1+ 7)2n+1,kF(Z: k: k)
_ 1 .F(z,l,k). (5.3)
n2n+1,k + (F(Z) k: k))_l F(Z, k) k)
Or:
F(z,k, k)= ! x 1
o n2n+1,k + (F(Z, k: k))_l
et

1— |Z| < |n2n+l,k + (F(Z, k; k))_l|

Soit encore

1= Mgpirp + (Fz, kKD < Izl
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i(68,, ,+61) _ 6

Rappelons que 1y, =€ e Ok et pour 0, €[0,2m] tel que :
Cige _ L—emnn(F(z,k k)

e % = —0 .
1 —e "mk(F (2, k, k)|

Donc

oo 1—elmak(F(z,k, k)
1— 6192n+1,k |1 — :—i@zwﬂ k((F((ZZ’ k’ k))))—l| —6102n+1,k + (F(Z, k, k))_l < |Z|
1— i92‘*;+1,k F k. k -1 .
e e e R R
—e 2n+1,k Z, , -

1-— e_iezo;Jrl’k(F(z: k: k))_l - (1 - ei92n+1’k (F(Z: k) k))_l)l]- - ei92n+1’k(F(Z: ka k))_1|

=2% —a0 <|z|
|1—e "2k (F(z, k, k)7

1—e Pk (F(z,k, k)™ 0

e1- e—'ew R O) ] 11— |1 — e %k (F(z, k, k)7 | < 2]

|1 — e 2k (F (2, k, k)|

& 1—|1-1—e s (F(z,k, k)| < Izl.

Or |1 —e “nnk(F(z,k, k)| < 1, ce qui permet de montrer que :
1-— |1 - |1 - eigza:lﬂ’k(F(Z: k’ k))_l || =1- (1 - |ei92a:l+l’k(F(Z: k: k))_l |) = |ei920¢1+1,k(F(z, k: k))_ll
et comme 1—|z|2 < 1—|1—e%14F(z,k,k)|? et par (5.3) :

(9@ 2
1—|1—e"%x(Fz, k, k)| |F(z, 1, k)2
|n2n+1,k +(F(Z: k: k))_1|2 |F(Z, k: k)|2

(1= I=z)IFs(L k,2)I” < (5.4)

Par (5.2) et (5.4) et en utilisant le fait que :
Vx eR,Vs€(0,1),min(1,|x|*) < |x|,

il vient que :

ige -12
1—|1—eman(F(z,k,K) 7| |F(z, L k)P

(1_|Z|2)|F (Z:ka)|zs .
° Mans1 i + (F(2, kK2 [F(z,k, k)

Soit avec la définition de 1y,4q :

o 12
1—|1=en(F(a, k)| |F(z, LRI

1—|z)|F5(L, k,2)* < .
R P e (PN 3) R AT EN N T
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Posons y = 1 —e!%1k(F(z,k,k))7'. Alors |y| < 1 et on peut écrire :
(1= [2)F5(z, LK) | = e 4 (1= y)I = [1 = yP.

On obtient :
A—lyP—yl
le~i0 — y|?

(1—|Z|2)|F5(Z,Z,k)|2| < |F(Z,l,k)|s

Par passage a l'espérance :

27
B (01— P)FG, L) = = f E((1~sP)IF (L k)P)dS
0

De plus, par invariance par rotation de la mesure de Haar sur le cercle unité, les variables

aléatoires e 102kt of e~ 0k ont 1la, méme loi. Dol :

1 27 1 27
%JO 1[3((1—|z|2)|F(z,z,k)|2)d5:%JO E((1—z1*)IF5(z,1,k)*)ds.

Par le théoreme de Fubini

1 27 1 27 1 27
o E| — (1—|Z|2)|F5(Z,Z,k)|2d6 =K (1_|Z|2)_ |F§(Z)l:k)|2d5
2w J, 2w J, 27 J,

27
1— 2 1— s
<E LsupJ ( ly_bl_ ) 2}’| |F(z,1,k)|’do
0 e — y]|

27 y1<1

et comme |1—y|°* <2° pour y € C;|y| <1,

27
1— 2
0

lyl<127C le=i® — y|?

Dans [79], grace a un calcul de résidus, il est démontré que pour tout y € C avec |y| < 1,

21 1—|vy|2 N
on a fo ﬁd(S =2m. D’ou

E((1—IzP)IF(z,k,DI*) < 2°E(|F (2, k,D)I) pour tout s €]0,1[,
D’apres la structure bande de X,Y,, on a :

E ((1 —|z[*) |(e{2n+1,k}|(Uw —2) ' eoni1 k) |2) =E ((1 —|2[*) |<e{2n+1,k}|Y*(Ua) —2) ' Yeyi1,) |2)

=E (1= 12| (Yeqn (U —2) Yezun )| )
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D’autre part, d’apres la structure de bande de X7 on a :

]E(lF(ZJ l: k)ls) = ]E(|(e{m,l} | Xa)(U(u _Z)_1Yw6{2n+l,k}) s)
= ]E(|(Xz)e{m,l} | (Uw _Z)_lywe{2n+1,k}) |s) .

On remplace ey, j par son écriture initiale dans la base canonique e,,,;;, puis on applique

I'inégalité de Minkowski et le fait que les coefficients de X, sont bornés pour pouvoir écrire

Y.

E(|F(z,L,k)IF) < Cy(s) Z E(|<Xzem+Lj|(Uw _Z)_lee{an,k})
Jj—p=<4L

Or, comme Y, est diagonale par bloc avec des blocs unitaires dans U(L),
vm: nez, vl: ke {1) (RRS) L}, |<e{mL+j} | ([Uw _Z)_lywe{2n+1,k}>| < ”Gw(z) ﬁl: 2m+ 1)”5

ou m est le blocs qui contient mL + j et qui vaut [%] . Donc

E(IF(z, LK) < Cils) D ]E(||Gw(z,[mLL+j],2m+1)||5).

Jj—p=<4L

Maintenant, il reste & lier E(IF(z, 1K) et E((1— [2%)|{egnyl (Vo —2) ™ epua)| ).

0 \72°Ze_i Ok

on distingue deux cas. Le cas ol k est un bloc pair ou Y,e, = e, ol on trouve :

0
Soit k,l dans Z, comme Y, est une somme directe de matrices de la forme ( t ),

E((1— 12 |{e| (Uo —2) " e|") =E((1 = |2 [{e)| (U, —2) " Yoe)|)
=E((1— 12| (X&)l (U, —2) " Yoe)|)

=E (1~ 12" (Xoe [ F(2)es)|*) -

Dans le cas ot k est un bloc impair ou Y e, = e;, on obtient :

|<el| ([Uco _Z)_l ek) |2 = |<Xwel| (Uw _Z)_l YwYZe{m,k}> |2 = |<Xcoel |F(Z)Yz)e{m,k}) |2

2 2

Z(V:l)j,k<xwel |F(2)em, 1)

j=1

L
= D XKl FE)V,); k8 m )
=1
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On obtient par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

(e, (U, —2) " e)|” < (Z |(v,:)j,k|2) (Z (X, elF(2)e ) |2)
j=1 j=1

., . 2 , .
comme V* est unitaire, ||V*|l, =1 et Z]L':l |(Vn’fl)j’k| < 1. Cela permet d’écrire

L
_ 2 2
(el (U —2) " ed|” < D [(Kuel F@eg )]
j=1
D’ou, pour k =mL +j

E((1— 2 (el (0, —2) " e)|") < D E((1 - 1P [(K,elF(2egn)|)

j=1

Par la structure de bande de 'opérateur Y, il existe une constante C,(s) telle que :

E((1-1zP) (el U, —2) " ed[) <G D DIE(Q—1P)IFGp,)P)

lp—ql<4L j=1
L
<G()2 Y, D.E(IF(p,))I")
Ip—ql<4L j=1

< Ci(s)Cy(s) 2° Z ZL: Z ]E( s).

Ip—q|<4L j=1 |g—p|<4L

o (=[L )

On termine la preuve avec 'estimation de la décroissance exponentielle sur ||G,, (z,q, mL + j) ||°

et le fait que les trois sommes ont chacune un nombre fini de termes. O

5.2 La preuve de la localisation dynamique

Théoréme 5.2.1 (La localisation dynamique).
Il existe ry > 0 tel que pour tout a € GL,(C) et ||a|| <1y, il existe C, >0 et b> 0, tels que
pour tous {k,p} et {l,q} dans Z x {1,...,1},

E [SUP |<e{k,p}7U';e{z,q}>|] < G e,
nez

Avant de prouver le Théoreme 5.2.1, nous prouvons le lemme suivant qui joue un role

central dans la preuve de la localisation dynamique.



122 Chapitre 5. La localisation dynamique

Lemme 5.2.1.

Soit U un opérateur unitaire. Alors pour n € Z,

Démonstration. On reprend la preuve donnée dans [90] En utilisant que U est unitaire,

nous avons

- 1 . 1 ..\
(U‘l—re_le) ! =——e19U(U——eIQ) .
r r

Par conséquent, en utilisant l'identité de résolvante, nous obtenons

Ainsi nous avons

1—r2 (77 =1 =1
gy J (U — rele) (U_1 — re‘le) elfndo = f
0

0
Ensuite, nous évaluons les intégrales du coté droit. Puisque,

27 de (o) 2n de [e%)
an—1 .
f r(U—rel®) 022 = 2 : e J 0k 4P } : PRl
0 27 = 0 27 =

il s’ensuit que
27 I ‘
r(U—re®)” gomsnd _ J U sin<0
27 .
’ 0 sin>0

De maniere similaire, nous avons que

27 -1 o] 27 00
. 1 (U . leie) eie(n+1)@ — Z rkyk e—ie(n—k)@ — Z rkUkék _
o T r 2m A o 2 & o

Ainsi, I'intégrale donne

JZﬁl(U 16i9)_lei9(n+1)d9_ rtgt sinz0
o T 2T o sin<0

En combinant les deux intégrales et en prenant la limite lorsque r — 17 nous obtenons le

27 -1
[r (U- reig)_1 _1 (U — leie) ] eie("“)@
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résultat requis. O
Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 5.2.1.

Démonstration. (Localisation dynamique)

<ek | (U, — reig)_1 (Ul - re"ie)_1 el>

de Fubini avec le Lemme 5.2.1 et la continuité du produit scalaire pour conclure que pour

Puisque < (1_+)2, nous pouvons utiliser le Théoreme

tous k,l € Z% et tout n € Z

do

271
<ek | U, el) = hm (1 -T )f eien<ek | (U, _reie)_l (U} —re_ie) > o
= lim 1—T‘ lGnZ T - | >< U — io~1 @
- r—>1+ 6 ek ej ej | ( wTE ) el> 27'C’

jezd

N e g _ —ip\L1T* 0\—1 , -
ol nous avons utilisé que [(le —re 19) ] = (Um — rele) . Par conséquent, en utilisant le

Théoreme de Fubini et le Lemme de Fatou , nous avons

<ej | (Uw - rei@)_1 ek>’

[sup|<ek | U7, el <hrn1nff 1—r )
]GZd

nez

En utilisant I'inégalité de Hdélder, nous voyons que

]E{(l—rz) <ej|(IUw—rei9)_lek>‘. <ej|(IU —re'?)” 1el>‘}
< (E{(1—r2) (el (U, —re) " e) 2})7 x (E{(1—r2)

< Cebllk=ili=ill

2})%

<ej | (U, — re"g)_1 el>

ou la derniere inégalité, avec 0 < C < o0 et b > 0, découle du théoreme 4.6.1. En insérant

cette estimation dans 5.5 et en utilisant I'inégalité triangulaire, nous obtenons

[Sup |<ek | Ut el>|] < C’e—b/2|k—l| Z e_b/2[|k_j|+|l—i|]

nez jezd

Finalement, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous voyons que

Z e VAN <

jezd

ce qui termine la preuve. O



124 Chapitre 5. La localisation dynamique




Annexe A

Complément de Schur

Le complément de Schur d’une matrice par blocs est défini comme suit :
Supposons que m,n soient des entiers strictement positif, et que A, B, C, D soient respective-

ment des matrices de A,,(C), M,,+,(C), M, ,(C), et ,(C).

de sorte que M soit une matrice de #,,,,,(C). Si D est inversible, alors le complément de

Schur du bloc D de la matrice M est la matrice de #,,(C) définie par
M/D:=A—BD™C.

Si A est inversible alors Le complément de Schur du bloc A de la matrice M est la matrice
de #,(C) définie par
M/A:=D—CA'B.

L’inverse de M peut étre exprimé en impliquant D! et I'inverse du complément de Schur :

(M/D)™! —(M/D)'BD!
-D'c(M/D)' D'+D'c(M/D)'BD™!

M=

La relation ci-dessus provient des opérations d’élimination qui impliquent D! et M/D. Une
dérivation équivalente peut étre faite en échangeant les roles de A et D. En égalant les

expressions pour M~ ! obtenues de ces deux manieres différentes, on peut établir le lemme

125



126 Annexe A. Complément de Schur

d’inversion de matrice, qui relie les deux compléments de Schur de M : M/D et M /A.



Annexe B

Scattering matrices unitaires (S-matrices)

Dans ce chapitre on va se baser sur I'article de F.Caspers [93] pour donner les notions de
base sur les S-matrices puis on introduit le graphe d’un flux de signal afin de montrer 1'utilité
physique des matrices de scattering a coefficients matriciels. En explorant des concepts
théoriques comme les scattering zippers, on découvre que les matrices de scattering possedent
une caractéristique d’unitarité, un aspect qui nous éclaire sur le comportement universel des
ondes dans divers systemes.

Cette propriété d'unitarité, bien que mise en lumiere par des modeles théoriques, joue un role
clé dans la compréhension des réseaux RF passifs et sans pertes. Les matrices de scattering
unitaires sont essentielles pour analyser ces réseaux, garantissant que 1’énergie qui arrive est
soit completement passée a travers soit totalement renvoyée, sans perdre d’énergie. Cette
propriété est décrite par I'équation S*S =1, ou S* est la matrice adjointe de S, et I est la
matrice identité, soulignant I'unitarité des matrices S dans ces systemes. Cette discussion

est présentée a la page 70 dans 'ceuvre de Caspers [93].

Par ailleurs, les éléments passifs courants tels que les résistances, les condensateurs, et
les transformateurs (a l'exception des composants utilisant des matériaux magnétisés ou
des plasmas) illustrent la réciprocité au sein de leurs matrices S, manifestée par la symétrie

S;; =S§;; pour tout i et j. Cette propriété de réciprocité est également traitée a la page 70.

Concernant les dispositifs a deux ports symétriques et réciproques, il est souligné que les
coefficients de réflexion aux ports d’entrée et de sortie sont équivalents (S;; = S,5), et que
la transmission entre les ports est symétrique (Sy; = S;5), illustrant ainsi une uniformité de

comportement de transmission a travers le réseau.
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S b
| |

a, —» - 3,
b, €— ——» b,
1"REF.PLANE 2'REF.PLANE

Figure 1 : Exemple d'un réseau a 2 ports : une impédance en série 7

Le symbole ”S” provient du terme 7scattering”, utilisé pour décrire les phénomenes de
dispersion dans les analyses a haute fréquence. Lorsqu’on examine les réseaux électroniques
dans ces fréquences, il est souvent préférable de les analyser en termes d’ondes plutot qu’a
travers les parametres traditionnels de tension ou de courant. Cette méthode offre 'avantage
de simplifier la définition des plans de référence. L’introduction d’une description basée sur
les ondes incidentes et réfléchies s’est avérée étre pratique pour cette raison. Ainsi, un réseau
comportant quatre terminaisons est considéré comme un dispositif a deux ports, tandis qu’'un
réseau avec 2n terminaisons est vu comme un dispositif a n ports. Pour les configurations
avec un nombre impair de terminaisons, tel qu'un dispositif a trois terminaisons, il est
possible d’assigner un point de référence commun, transformant ainsi effectivement une
terminaison en deux ports. Par conséquent, un dispositif a trois terminaisons est reconfiguré
en un dispositif a quatre terminaisons, ce qui équivaut a un dispositif a deux ports. La
regle générale pour la conversion est que, pour un nombre impair de terminaisons, une
terminaison supplémentaire est ajoutée. Pour I'analyse des réseaux comportant un nombre
impair de ports, une méthode de conversion en un nombre pair de ports est adoptée pour
simplifier ’analyse. Un réseau a trois poles peut ainsi étre conceptualisé comme un réseau a
quatre poles, équivalent a un systeme a deux ports. Cette approche est expliquée a la page
67 dans [93]. la figure 1 illustre un dispositif & deux ports composé d’une unique impédance
en série Z.

Prenons pour exemple un dispositif a deux ports simple, constitué d’'une impédance Z
mise en série. Les impédances de source et de charge sont désignées respectivement par Zg
et Z;. Si Z =0 et Z;, = Z; (avec Zg étant une valeur réelle), cela résulte en une adaptation

de charge optimale, assurant ainsi la transmission maximale de puissance a la charge, ou
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U, =U, =U,/2. Il est a noter que toutes les tensions et courants mentionnés se réferent a
leurs valeurs de créte. Les connexions entre les composants sont supposées étre de longueur
électriquement négligeable. Les liaisons possédant une longueur électrique significative sont
représentées par des lignes doubles ou épaisses. Notre objectif désormais est de relier Uy, U,
et U, aux variables a et b.

Les ondes se dirigeant vers le n-port sont a = (a;,a,,...,a,), les ondes s’éloignant du
n-port sont b = (by, b,,...,b,). Par définition, les courants entrant dans le n-port sont
comptabilisés positivement et les courants sortant du n-port négativement. L’onde a; entrant

dans le n-port au port 1 est dérivée de I'onde de tension entrant dans une charge adaptée.

B.1 Définition

La relation entre a; et b; (pour i = 1...n) peut étre exprimée comme un systéme de n

équations linéaires (q; étant la variable indépendante et b; la variable dépendante) :

ou, sous forme matricielle :
b=Sa

La signification physique de S;; est le coefficient de réflexion d’entrée avec la sortie du
réseau terminée par une charge adaptée (a, = 0). S,; est la transmission directe (du port 1
au port 2), S, la transmission inverse (du port 2 au port 1) et S, le coefficient de réflexion
de sortie.

Lors de la mesure du parametre S d’un n-port, tous les n ports doivent étre terminés par
une charge adaptée (pas nécessairement de méme valeur pour tous les ports), y compris le
port connecté au générateur (générateur adapté).

En utilisant les équations B.1 et B.2, nous trouvons le coefficient de réflexion d’une
impédance unique Z; connectée a un générateur d’'impédance source Z, (Fig. 1, cas Zg = Z,

et Z=0):

bl _ 42y _ . _(&/z)-1
a]_ a,=0 Ul + Ilzo ZL + ZO

r= (Z,/Z))+1

ce qui est la formule familiere pour le coefficient de réflexion I' (parfois aussi noté p comme
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dans scattering zipper).
Déterminons maintenant les parametres S de 'impédance Z dans la Fig. 1, en supposant

a nouveau Zg = Z; = Z,. A partir de la définition de S;;, nous avons

b, U, — L2,
Spu=—=
a, U +I1,7,
Zo+7Z Zy U,
Uu=0y——, U,=U0j—— 1 =——=—-1,
220+ 72 220+ 72 224+ 72
Z
:>511 = -
2Z,+ 272

et de maniere similaire, nous obtenons

bz _ UZ_IzzO _ ZZO

S, =—== = .
T a, U +LZ, 2Z,+Z

En raison de la symétrie de 1’élément, S,, = S,, et S;, =S,;. Veuillez noter que dans ce cas,

nous obtenons S;; +S,; = 1. La matrice S complete de 1’élément est alors

Z Zo+Z

S — 2Z0+Z  2Zy+Z
Zoy+Z Z ’

2Z0+Z  2Zg+Z

B.2 Le graphe de flux de signal (SFG)

Le graphe de flux de signal (SFG) est une représentation graphique d’un systeme d’équa-

tions linéaires ayant la forme générale

y=Mx+My

ou M et M’ sont des matrices carrées avec n lignes et colonnes, X représente les n va-
riables indépendantes (sources) et y les n variables dépendantes. Les éléments de M et M
apparaissent comme des coefficients de transmission du chemin du signal. Lorsqu’il n’y a
pas de boucles de signal directes, comme c’est généralement le cas dans la pratique, I'équa-
tion précédente se simplifie en y = Mx, ce qui est équivalent a la définition habituelle des
parametres S

b = Sa.

Le SFG peut étre dessiné sous forme de graphe orienté. Chaque onde a; et b; est représentée

par un nceud, chaque fleche représente un parametre S.
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a
521 b2
S, YrL
- O
5!2 az'

Fig. B.1: A 2-port with a non-matched load

Pour des problemes généraux, le graphe de flux de signal (SFG) peut étre résolu en appli-
quant la regle de Mason. Pour des circuits pas trop compliqués, une maniere plus intuitive

est de simplifier étape par étape le SFG en appliquant les trois regles suivantes :

X X
i JRE S
y y
g 1L g
o IR ANV o—_ 506 o LA LRSI
rallel 2. cascaded 3. loops

branches signal paths

Fig. B.2: The three rules for simplifying signal flow charts

Les trois regles pour simplifier les diagrammes de flux de signal.

— Additionner le signal des branches paralléles.
— Multiplier les signaux des branches en série.

— Résoudre les boucles.
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Exemples de 2n-port

2-port passif
a1 5o b2
a; a, S Sz
I: :‘ §= S S Sn 52
- — 21 22
b. b b.é od
i 2 1 S 2
12
n-port passif

Exemples de S-matrices unitaires de taille paire, reprise de [93]

B.3 Application de Scattering Zipper dans SFG

Cette partie explore l'intégration de 'opérateur de Scattering Zipper dans I’analyse et la
modélisation des graphes de flux de signal (SFG). Nous démontrons comment une matrice
de scattering unitaire peut représenter efficacement un systeme composé de L-port passif,
et comment cela se rapporte aux S-matrices dans les configurations de scattering zipper.
A travers la définition de lopérateur V et de son homologue impair W, on va fournir de
nouvelles perspectives sur la modélisation des suites de L-ports et leur application dans la
conception des systemes de transmission sans perte.

Les systemes de transmission et les réseaux sont au coeur de nombreuses applications en
ingénierie et en physique. Le concept de scattering zipper, initialement développé pour étu-
dier la propagation et la localisation des ondes, offre un cadre prometteur pour analyser ces
systemes. En particulier, I'utilisation de matrices de scattering unitaires ouvre de nouvelles
voies pour la modélisation des systemes L-port passifs.

Nous établissons le lien entre les matrices de scattering unitaires de taille L et les L-ports
passifs. Un L-port, dans ce contexte, est un dispositif permettant la transmission d’énergie
sans perte entre différents points. Lorsque L est pair, la configuration s’aligne avec celle des
S-matrices dans les scattering zippers, permettant une modélisation cohérente avec le fait

qu’on a un nombre paire d’entrée et un nombre pair de sorties. Exemple :
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01 07

Sle=m)= ;67 “02

Figure B.1 — Exemple de S-matrice

La concaténation des événements de scattering pairs conduit a la formulation de 1'opé-
rateur V, représentant une série de L-ports fonctionnant de maniere indépendante. Cette
configuration est visuellement assimilable a des L-ports disposés horizontalement, comme le

montre la figure ci-dessous :

SZn (w) §:+1

SZn+2 ( w) g::i

242 2n-1 2n 2n+1 2n+2  2n+3

[lustration de 'opérateur V ,, représentant une série de L-ports.

De facon similaire, I'opérateur V, est représenté comme une somme directe des matrices

S impaires :

2n+1
82n+1 (CU) Zn+2
2n+3

52n+3(w) 2n+4

2n-1  2n 2n+1 2n+2 Zn+2  Zn43

[lustration de 'opérateur W, représentant une série de L-ports.

Les configurations finies mettent en lumiere quatre scénarios de branchement, déterminés
par la parité de la condition initiale. En référence a la propriété B.1 mentionnée dans la sous-

section précédente, il a été démontré qu'un branchement en série de deux signaux peut étre
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modélisé par le produit des matrices associées. A titre d’exemple, UEf”’zm] peut étre envisagé

comme deux branches en série, Vg”’zm] et Wg”’zm] :

2n 2n+1 2n+2 2n+3 2m-3 Zm-2 2m-1 Zm

Représentation schématique d'un systeme complet de 2L-ports.

Chaque fleche dans la figure représente une connexion entre les premiers L ports d'un 2L-
port pair et les seconds L ports d’'un 2L-port impair. Ainsi, chaque 2L-port comprend en
réalité deux ensembles de L ports, ce qui peut signifier que chaque 2L-port est doté de deux
connexions : une entrante et une sortante.

Cette configuration est cohérente puisque, en effectuant le produit des deux opérateurs
W et V, chaque matrice S impaire interagit avec deux matrices S paires, et vice-versa.
Ceci est rendu possible par le fait que chaque matrice S (ou 2L-port) est constituée de
2 x L dimensions (ou ports). L'uniformité de I'amplitude de transmission, exprimée par la
condition a, = a, indique que chaque port partage une propriété de réflexion identique a
travers le systeme. En outre, 'introduction de variations aléatoires dans les phases unitaires

simule les variations et les imperfections inhérentes aux processus de fabrication.
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